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ZASTOSOWANIE SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH
W MODELU ROWNOWAGI RYNKOWE]!

Streszczenie

W pracy rozwazono liniowy model réwnowagi rynkowej, w ktérym parametry sq liczbami rzeczywi-
stymi. W modelu tym zaktada sig, ze popyt i podaz zaleza tylko od ceny, a czynniki pozacenowe sq niezmienne.
Jednak, by uzyska¢ bardziej realistyczny model, mozna uwzgledni¢ wplyw czynnikéw pozacenowych na
popyt i podaz. W ten sposéb otrzyma si¢ model z rozmytymi parametrami, ktére moga by¢ reprezento-
wane za pomoca skierowanych liczb rozmytych. Aby wyznaczy¢ rozmyta rownowage rynkows tego mo-
delu, nalezy rozwiaza¢ rozmyty, liniowy uklad réwnan.

Stowa kluczowe: podaz, popyt, réwnowaga rynkowa, skierowane liczby rozmyte

APPLICATION OF ORDERED FUZZY NUMBERS TO MODELING OF MARKET
EQUILIBRIUM

Summary

The paper considers a linear model of market equilibrium in which real numbers are taken as
parameters. In the model, it is assumed that demand and supply depend only on price, while other (non-
price related) determinants do not change. However, to get a more realistic model, the author takes into
account the impact of other (non-price related) determinants on demand and supply. In this way, a model
with fuzzy parameters is obtained, which can be represented by means of ordered fuzzy numbers. In
order to determine the fuzzy market equilibrium of such a model, a fuzzy linear system of equations
must be solved.
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1 Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr S/W1/1/2016 i sfinansowane ze $rodkéw na nauke
MNIiSW.



108 Dariusz Kacprzak

1. Wstep

W pracy przedstawiono matematyczny model sytuacji ekonomicznej, nazywanej
réwnowaga rynkowa. Jest to taki stan gospodarki, w ktérym popyt na dobra i ustugi
jest rtownowazony podaza tych dobr i ustug. Cheac zapewni¢ przejrzystodc i prostote
modelu (czg$ciowej) réwnowagl, czesto przyjmuje sig, ze funkcje popytu i podazy sa li-
niowe o rzeczywistych parametrach oraz korzysta si¢ z klauzuli ceteris paribus, ktora zaklada
niezmienno$¢ determinantéw pozacenowych. Jednak, aby model byl blizszy rzeczywis-
temu obrazowi rynku, mozna uwzgledni¢ wplyw czynnikéw pozacenowych na para-
metry funkcji popytu i podazy. W ten sposéb osiaga si¢ model réwnowagi o paramet-
rach rozmytych.

Celem pracy jest prezentacja modelu skierowanych liczb rozmytych w aspekcie moz-
liwosci zastosowania go w modelowaniu ekonomicznym. Wykorzystano go w modelu
réwnowagi cze$ciowej, w ktérym parametry przedstawiono za pomocg skierowanych
liczb rozmytych. Dziatania arytmetyczne na tych liczbach sa zblizone do dziatan na licz-
bach rzeczywistych. Dodatkowo, istnienie elementéw przeciwnych wzgledem dodawa-
nia i odwrotnych wzgledem mnozenia pozwala na rozwiazywanie uktadéw réwnan li-
niowych o rozmytych wspétczynnikach.

W literaturze mozna znalez¢ szereg prac, ktore stosuja model skierowanych liczb roz-
mytych w modelach ekonomicznych. Modelem tym postuzono si¢ m.in.: do prezentaciji
przychodu i kosztu [Kosinski 1 in. 2009; Kacprzak, 2010; 2012a], w modelu Leontiewa [Kac-
przak, 2008; 2010; 2017], do prezentacji cen akcji [Kacprzak, 2012b; Kacprzak i in. 2013;
Marszatek, Burczyniski, 2013], do prezentacji cen i dynamiki ich zmian [Kacprzak, 2014]
czy do ustalania ekonomicznej wielkosci dostawy [Kacprzak, Kosiniski, 2014; Sobol i in.
2015]. Waznym zastosowaniem modelu skierowanych liczb rozmytych jest uzycie go
w wieloktyterialnych metodach wspomagana decyzji. Badania w tym zakresie zostaly za-
poczatkowane przez Roszkowska i Kacprzaka [Roszkowska, Kacprzak, 2016; Kacprzak,
2017], nastepnie wykorzystane do rozwigzania praktycznego problemy sterowania linig
produkcyjna [Rudnik, Kacprzak, 2017]. Wspomniane wyzej zastosowania korzystaja ze
skierowania jako dodatkowej informacji oraz arytmetyke zblizong do arytmetyki liczb
rzeczywistych, czego nie posiadaly wezesniejsze modele liczb rozmytych.

Artykul sklada si¢ z siedmiu czesci. W drugiej krétko zaprezentowano liniowy model
réwnowagi rynkowej o parametrach rzeczywistych, w nastepnej przedstawiono argu-
menty przemawiajace za zastapieniem w tym modelu parametréw rzeczywistych liczba-
mi rozmytymi. Czg$¢ czwarta 1 piata poswiccono prezentacji modelu skierowanych liczb
rozmytych i uzyciu tych liczb jako parametréw modelu réwnowagi. Ostatnia cz¢$¢ stano-
wi przyktad numeryczny i podsumowanie.

2. Liniowy model réwnowagi rynkowe;j

Popyt na dobro to przypadajaca na jednostke czasu wielko§é zapotrzebowania od-
powiadajaca réznym cenom tego dobra. Zalezy on od wielu zmiennych, z ktérych pod-
stawowq (wynikajaca z okreslenia) jest cena. Do pozacenowych determinantéw popy-
tu mozna zaliczy¢:

—  dochody nabywcow,
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—  ceny débr komplementarnych i substytucyjnych,

—  oczekiwania dotyczace sytuacji rynkowej,

—  gusty i preferencje nabywcéw,

—  przewidywane zmiany cen dobra,

—  zmiany liczby i struktury ludnosci [Milewski, Kwiatkowski, 2005, s. 46].

Z kolei, podaz dobra to ilo$¢ dobra w jednostce czasu oferowana na rynku przy réznych
wysokosciach ceny. Podobnie jak w przypadku popytu, podaz jest réwniez funkcja wielu
zmiennych, z ktérych gléwna jest takze cena. Natomiast do pozacenowych determi-
nantéw podazy mozna zaliczy¢:

—  koszty wytwarzania,

—  rentowno$¢ produkeji dobr substytucyjnych,

—  przewidywane zmiany cen dobra,

—  wypadki losowe i czynniki naturalne (przy pewnych rodzajach produkeji) [Mi-

lewski, Kwiatkowski, 2005, s. 51].
W ekonomii powszechnie korzysta si¢ z klauzuli ceteris paribus. Pozwala ona bada¢ np. za-
lezno$¢ migdzy popytem a cena oraz podazg a cena, jak rowniez réwnowage rynkowa,
zakladajac, ze czynniki pozacenowe nie ulegaja zmianie. W pozycjach poswigconych eko-
nomii matematycznej wspomniany model réwnowagi rynkowej czesto jest przedsta-
wiany za pomoca funkcji liniowych, tzw. model liniowy [Chaing, 1994, s. 48; Gawinecki,
2000, s. 88]. Zaletg takiego podejscia jest niewatpliwie przejrzystosé i prostota.

W celu zaprezentowania liniowego modelu réwnowagi rynkowej, zaklada sig, ze na
rynku (wyizolowanym) znajduje si¢ tylko jedno dobro konsumpcyjne. Oznacza to, ze
w modelu réwnowagi wystarczy uwzglednic trzy zmienne, tj.:

— P —cene dobra,

— Qg —wiclko$¢ popytu na dobro,

- Qg — wielko$¢ podazy dobra.

Ponadto, zaktada sig, opierajac si¢ na obserwacji rynku, ze popyt jest malejaca liniowa,
funkcja ceny, tzn. ma posta¢ (rysunek 1.)%:

Qa = a—bP, ©)
natomiast podaz jest rosnaca liniowa funkcja ceny, tzn. ma postaé (rysunek 1.):
Qs = —c +dP, 2

gdzie parametry a, b, ¢, deR .. Dodatkowo przyjmuje sig, ze podaz nie wystepuje do
chwili, kiedy cena nie przekroczy okreslonego dodatniego poziomu (z réwnania (2) wyni-
ka, ze jest on réwny ¢ /d). Réwnowaga na modelowanym rynku zachodzi wéwczas, gdy:

Qa = Qs- 6)

Biorac pod uwage réownania (1)-(3), rtéwnowaga rynkowa jest osiagnieta, gdy cena ma
warto$¢:

2 Na rysunku 1. oznaczenia osi nie sq zgodne z konwencja matematyczna, tzn. o§ pozioma oznacza
ceng, a 0§ pionowa opisuje wielkos¢ popytu i podaz, poniewaz zastosowano konwencje przyjeta w pod-
recznikach do ekonomii. Pozostate rysunki réwniez utrzymano w tej konwencji.
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= a+c

= v @
a odpowiadajaca jej wielko$¢ réwnowagi Q (Q = Qq = Q) wynosi:
~ _ ad-bc
=" ©)

Z. (5) wynika, ze aby Q > 0 (punkt przeciecia musi znajdowaé sie powyzej osi pozio-
mej) parametry funkcji liniowych (1) i (2) musza spetnia¢ warunek:

ad > bc. (6)

RYSUNEK 1.

Ilustracja graficzna liniowej funkcji popytu (1), liniowej funkcji podazy (2)
oraz rownowagi rynkowej
P

a/b

cd,

: = 0
-c 0] a
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie: [Chiang, 1994, s. 49].

3. Liniowy model rownowagi rynkowej o rozmytych parametrach

W uproszczonym linijowym modelu réwnowagi rynkowej (1)-(3) zatozono, ze jego
parametty, tzn. @, b, ¢ id sa rzeczywistymi liczbami dodatnimi. Jednak zwrécono uwage
na to, ze aby model réwnowagi rynkowej byl blizszy rzeczywistosci, a jednoczesnie dalej
pozostal przejrzysty 1 prosty, te parametry moga by¢ opisane za pomocg liczb rozmytych,
co wynika z kilku obserwacji rynku.

1. Istnienie czynnikéw pozacenowych.

Na rzeczywistym rynku, jak wspomniano w czesci 1., popyt zalezy od réznych

czynnikéw pozacenowych. Zmiana ktérego$ z nich powoduje przesuniecie

funkcji popytu. W przypadku liniowej funkcji popytu znajduje to odzwierciedlenie

w zmianie warto$ci wyrazu wolnego, czyli elementu a w liniowej funkcji popytu (1).
2. Elastycznos$¢ cenowa funkcji popytu.
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Elastycznos$é cenowa popytu mierzy procentows (wzgledng) zmianeg zapotrze-
bowania w reakgji na procentowa (wzgledna) zmiane ceny. Do czynnikéw wply-
wajacych na jej wielko$¢ mozna zaliczy¢ m.in. lo§¢ 1 blisko$¢ substytutéw oraz
procentowy udzial dobra w wydatkach konsumenta [Sloman, 2001, s. 63].
Korzystajac z pochodnej funkcji, mozna pokazaé, ze elastyczno$¢ cenowa
liniowej funkcji popytu zalezy wprost proporcjonalnie od wspdlczynnika kie-
runkowego. Oznacza to, ze czynniki pozacenowe oddzialuja na zmiane wspol-
czynnika kierunkowego ¢ w liniowej funkcji popytu (1).

3.  Stosowanie okreslen nieprecyzyjnych i niejednoznacznych w ekonomii.
Dane do konstrukeji funkcji popytu moga pochodzi¢ z wielorakich Zrédet,
m.in. w wyniku ankietowania konsumentéw. Ci z kolei moga stosowad, co jest
czeste w ekonomii, okreslenia nieprecyzyjne i niejednoznaczne. Na przyktad
konsumenci, udzielajac odpowiedzi na pytanie o wielko$§¢ zapotrzebowania
na dobro, gdy jego cena wzrosnie o jednostke, moga postugiwac si¢ okresle-
niami typu ,,0koto 10" czy ,,w przyblizeniu 107, zamiast precyzyjna wartos-
cig. W przypadku liniowej funkeji popytu, wykorzystujac interpretacj¢ matema-
tyczng czy ekonometryczna, wspolezynnik kierunkowy wyznacza wielko$¢ spad-
ku popytu wywolanego wzrostem ceny o jednostke, co oznacza, ze takie nie-
precyzyjne informacje znajda odzwierciedlenie we wspdtczynniku kierunko-
wym ¢ w liniowej funkcji popytu (1).

Analogiczne uwagi mozna sformutowac¢ w stosunku do liniowej funkeji podazy. Wspom-
niane obserwacje rzeczywistego rynku uzasadniajg uzycie liczb rozmytych do opisu para-
mentéw modelu réwnowagi rynkowe;.

4. Skierowane liczby rozmyte

W 1965 roku w czasopismie ,,Information and Control” ukazata si¢ praca Lotfi
A. Zadeha pod tytulem: FuzgySets [Zadeh, 1965], w ktérej autor wprowadzit pojecie
zbioru rozmytego. Liczba rozmyta to wypukly, normalny zbior rozmyty, okreslony na
uniwersum liczb rzeczywistych, ktérego funkcja przynaleznosci jest kawatkami ciagla.
Zbiory i liczby rozmyte daly mozliwo$¢ matematycznego modelowania wielko$ci nie-
precyzyjnych, niepewnych czy tez wyrazonych w postaci opisowej (lingwistycznych).
Znalazto to szerokie zastosowanie praktyczne, m. in. w zagadnieniach zwigzanych ze
sterowaniem i podejmowaniem decyzji.

Podstawowe dzialania arytmetyczne na liczbach rozmytych opieraja si¢ na zasadzie
rozszerzania i sa dos¢ skomplikowane. Wymagaja wykonania wielu operacji zaréwno
na stopniach przynaleznosci, jak i na elementach no$nikéw. Dodatkowo zastosowania
praktyczne liczb rozmytych pokazuja, ze ich funkcje przynaleznos$ci zazwyczaj nie sq
dyskretne, ale ciagle, a takze maja stosunkowo regularny ksztalt, czesto w postaci: troj-
kata, trapezu, krzywej Gaussa itp. Oznacza to, ze nie trzeba podawac stopni przynalez-
nosci dla wszystkich elementéw nos$nika, a jedynie kilka parametrow, ktére jednoznacz-
nie okreslaja regularne funkcje przynaleznosci. Powyzsze spostrzezenia sprawily, ze
Dubois 1 Prade [Dubois, Prade, 1980, s. 53] zaproponowali specjalna postac liczb roz-
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mytych, nazywang reprezentacja typu LR, ktora znacznie poprawia efektywnosé wyko-
nywanych dziatad arytmetycznych. Jednoczesnie pokazali oni, ze doktadne wzory mozna
uzyskac tylko dla dodawania i odejmowania, natomiast w przypadku mnozenia i dzie-
lenia przedstawiono formuly przyblizone.

Model liczb rozmytych, zaproponowany przez Zadeha, a takze jego pdzniejsza mo-
dytikacja, tzw. model LR, posiadaja kilka stabosci, ktére ograniczaja ich zastosowanie
w niektorych dziedzinach, np. w modelowaniu ekonomicznym. Niedoskonalosci te
wynikaja przede wszystkim z okreslenia dziatan arytmetycznych na tych liczbach. Po-
wodujg one powigkszanie nosnika (niezaleznie, czy liczby rozmyte dodajemy, czy
odejmujemy), jak réwniez brak elementéw przeciwnych wzgledem dodawania i od-
wrotnych w stosunku do mnozenia. Skutkuje to brakiem mozliwos$ci rozwiazywania,
w ogdlnym przypadku, prostych réwnai: A + X = C oraz A - X = C, gdzie A i C sa usta-
lonymi liczbami rozmytymi, poniewaz A + X + (—A) # X i A- X - A~ # X. Dodat-
kowo, rozwiazanie réwnania A + X = C nie istnieje, jezeli nosnik liczby A jest szerszy,
niz noénik liczby C.

Wspomnianych powyzej ograniczen jest pozbawiony model skierowanych liczb
rozmytych (Ordered Fugzy Numbers — OFN)3. Zostal on zaproponowany w 2002 roku
przez Kosifskiego, Prokopowicza i Slezaka [Kosiniski 1 in. 2002; 2003; Kosiniski, Pro-
kopowicz, 2004]. Arytmetyka dzialan w tym modelu jest analogiczna do dziatan na
liczbach rzeczywistych, ktore staja si¢ szczegdlnym przypadkiem OFN.

Skierowana liczbg rozmyta A nazywamy uporzadkowana pare funkcji ciagltych:

A= (far ga)s O
gdzie

farga:[0,1]>R. ®)

Poszczegolne funkcje skierowanej liczby rozmytej nazywamy odpowiednio: f — cze-
$cig wznoszacg (UP), g4 — czescig opadajaca (DOWN) (rysunek 2a). Poniewaz obie
te funkcje sa ciagle, to ich obrazy sg ograniczonymi przedzialami odpowiednio UPy
i DOWN,, ktérych granice oznaczamy nastgpujaco: UPy = (f4(0), f4(1)) oraz
DOWN, = (g4(1), g4(0)). Na rysunku 2a przedstawiono ilustracj¢ graficzng skie-
rowanej liczby rozmytej, gdzie y jest argumentem funkcji f4 1 g4, natomiast X wartoscia
tych funkgiji. Jezeli funkcje f, i g4 sa $cisle monotoniczne, istnieja do nich funkcje od-
wrotne f 11 gy?t, okreslone na odpowiednich przedziatach UP,i DOW N, (rysunek 2b).
Do zbiotéw UP, i DOWN, dodajemy na przedziale [f,(1), g4(1)] (przedzial ten
moze by¢ jednoelementowy) funkcje stala (CONST) téwna 1 (warunek normalnosci).
Wéwezas zbior UP, U [f4(1), ga(1)] U DOWN, twotzy jeden przedzial (nosnik licz-
by A). Pozwala to okresli¢ funkcje przynaleznosci p skierowanej liczby rozmytej A w nas-
tepujacy sposob [Kacprzak, 2008; 2010]:

3 Po $mierci prof. Kosifiskiego, aby upamietni¢ i uhonorowacé jego imie, termin Ordered Fuzzy Numbers
czesto zastepowano okresleniem Kosinski Fuzzy Numbers [Prokopowicz, Pedrycz, 2015].
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0 gdy xe[fa(0),ga(0)]

fit(x) gdy xeUP, o)
1 gdy xe[fa(1),9.(D)]"

gat(x) gdy xeDOWN,

pa(x) =

RYSUNEK 2.
a) Przyktadowa skierowana liczba rozmyta, b) Skierowana liczba rozmyta
przedstawiona w sposéb nawigzujacy do wypuktych liczb rozmytych,
c) Strzatka przedstawiajaca porzadek odwroconych funkcji i orientacje OFIN

a) b)
A X y

DOWN,

=Y

J
uP, DOWN,
dotaczony
przedziat

UP, ©

=Y

Zrédlo: [Kosiiski 1 in. 2002].

Tak okreslone liczby rozmyte nawiazuja do wypuklych liczb rozmytych (Convex
Fuzzy Nunbers — CEFN), jednak sq wyposazone w dodatkowa wlasno$¢ zaznaczona strzal-
kg — skierowanie (rysunek 2c).

Graficznie liczba (fy, g4) nie r6zni sie od liczby (gg4, fa), lecz w tzeczywistosci sa
to dwie rézne liczby, rézniace si¢ skierowaniem. Skierowanie pozwala na podzielenie zbio-
ru skierowanych liczb rozmytych na dwie grupy: liczby o skierowaniu dodatnim, jezeli
skierowanie jest zgodne z osig Ox (tysunck 3a), liczby o skierowaniu ujemnym, jezeli
skierowanie jest przeciwne niz 0§ 0x (rysunek 3b).

RYSUNEK 3.
a) Skierowana liczba rozmyta (f 4, g4) o skierowaniu dodatnim,
b) Skierowana liczba rozmyta (g 4, f4) o skierowaniu ujemnym
a) b)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Szczegdlnym przypadkiem skierowanych liczb rozmytych sg liczby rzeczywiste.
W modelu OFN sg one utozsamiane z para funkcji statych. Dokladniej, liczba 7 € R jest
zapisywana jako skierowana liczba rozmyta postacir = (r*, 1), gdzie r*(y) = r dla
yel[0,1].

Podstawowe dziatania arytmetyczne, czyli dodawanie (+), odejmowanie (—), mno-
zenie (X) i dzielenie (/), na skierowanych liczbach rozmytych sa okreslone nastepujaco.
Niech A = (f4,94) i B = (f5, gg) beda skierowanymi liczbami rozmytymi, wowczas
liczba C = (f¢, gc) jest wynikiem dziatania *€ {+, —,X,/} naliczbach: AiB(C = A * B),
jezeli:

Vyel0oAlfe) = fa) « fp(») 1 gc() = ga(y) x gs()].  (10)

Dodatkowo, w przypadku dzielenia musi by¢ spelniony warunek, ze Vye[0,1] f ()0
i gg(y)#0. Zbiér skierowanych liczb rozmytych z tak okreslonymi dziataniami ma
strukture przestrzeni liniowo-topologicznej [Kosinski, Prokopowicz, 2004].

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze wykonujac dzialania arytmetyczne na skierowa-
nych liczbach rozmytych, jako wynik mozna uzyskac tzw. liczby ,,niewlasciwe” [Kosin-
skiiin. 2003], niebedace skierowanymi liczbami rozmytymi, ktérych interpretacia jest
trudna. Na przyklad wezmy dwie skierowane liczby rozmyte A = (1 + 25,7 — 5)
iB=(6—s,2+25), gdzie s € [0,1], wowczas ichsuma A+ B = (7 +5,9 + 5),
gdzie s € [0,1] jest niewlasciwg liczba rozmyta (rysunek 4.).

RYSUNEK 4.
Dwie trapezowe skierowane liczby rozmyte A i B oraz ,niewtasciwa” liczba
bedaca ich suma A + B

A
1 >
/: , , ,\ , ' —>
| 2 4 6 8 10
B
1 /—4\
I 1 I ' 1 ' 1 1 Ny,
2 4 6 8 10
A+B
1 Y/ :
. . + . + + ¥ + ¥ —>
| 2 4 6 8 10

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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5. Skierowane liczby rozmyte w liniowym modelu réwnowagi rynkowej

Skierowane liczby rozmyte, poza modelowaniem nieprecyzyjnosci (rozmytosci), poz-
walajg réwniez uwzgledni¢ dodatkowy element (informacjg) obrazowany skierowaniem.
Przyjmijmy, ze rozmyte liniowe funkcje popytu (1) i podaz (2) maja postac:

Qq =a—bp, (10)
Qs =—¢+dP, (11)

odzie parametry: &, b, ¢ i d sa reprezentowane za pomoca skierowanych liczb rozmy-
tych. Biorac pod uwage skierowanie, otrzymamy 3* = 81 réznych ukladéw parametréw
modelu (wliczajac w to réwniez parametry rzeczywiste). W pracy ograniczono si¢ do ukla-
dow, w ktérych skierowanie bedziemy interpretowac przez pryzmat oczekiwan uczes-
tnikéw rynku w odniesieniu do ceny. Oznacza to, ze warto$¢ f(0) bedzie okreslata wiel-
ko$¢ parametru najmniej oczekiwang (pozadana) przez konsumenta lub producenta,
natomiast g(0) wielkos¢ parametru najbatrdziej oczekiwana (pozadana). Korzystajac
z liniowej rozmytej funkcji popytu (10), mamy:

Qu=a—-bp=p =22 (12)

S

Warto zauwazy¢, ze im nizsza cena rynkowa, tym korzystniejsza sytuacja konsumenta
(zalozylismy, ze popyt jest malejaca liniows funkcja ceny). Z (12) widaé, ze wyraz
wolny @ stoi w liczniku, co oznacza, ze im mniejsza jego warto$¢, tym cena dobra jest
nizsza. Ponadto, wspotezynnik kierunkowy b stoi w mianowniku, wiec im wyzsza jego
warto$é, tym cena dobra jest nizsza. Sprawia to, ze wyraz wolny d powinien mie¢ skiero-
wanie ujemne (rysunek 5a, gdzie @& = 40), natomiast wspolezynnik kierunkowy b skie-
rowanie dodatnie (rysunek 6a, gdzie & = 8). Odmiennie sytuacja wyglada ze strony pro-
ducenta. Z (11) mamy:

Q=-c+dP=pP="2 (13)

Producent jest zainteresowany uksztaltowaniem si¢ ceny na jak najwyzszym poziomie
(zalozylismy, ze podaz jest rosnaca liniowa funkcja ceny). Z (13) widaé, ze wyraz wol-
ny & powinien mie¢ skierowanie dodatnie (rysunek 5b, gdzie & = 6), zas wspolczynnik
kierunkowy d skierowanie ujemne (rysunck 6b, gdzie d = 20).

Korzystajac z zaleznosci (4)-(5) oraz rozmytej liniowej funkeji popytu (10) 1 z roz-
mytej liniowej funkcji podazy (11), otrzymujemy rozmyta rownowage rynkowa, przy
ktorej rozmyta cena ma postaé:

D (fa9a)+(fc.9c) (fatfc9atdc)
P = = 1
Upgp)+t(faga) Fotfagptga) 14

a odpowiadajaca jej rozmyta wielko$¢ rownowagi Q (Q = Qq = Q) wyraza sie naste-
pujaco:

Q — (fa9a)fa94)—Fp.9p)fo9c) — (fafa9a9a)—Fvfe9p9c) (1 5)
Fogp)+(fagda) (Fp+fagp+tga) ’
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RYSUNEK 5.
Skierowane liczby rozmyte reprezentujace wyraz wolny rozmytej liniowej
funkgji: a) popytu (10), b) podazy (11)
a)

36 44
Zrédlo: opracowanie wlasne.

RYSUNEK 6.
Skierowane liczby rozmyte reprezentujace wspotczynnik kierunkowy
rozmytej liniowej funkcji: a) popytu (10), b) podazy (11)
a) b)

b

6 10

Zrédlo: opracowanie wlasne.

6. Przyktad rozmytego liniowego modelu réwnowagi rynkowej
o wspotczynnikach reprezentowanych za pomoca OFN

Rozwazmy rozmyty liniowy model rownowagi rynkowej o wspolczynnikach repre-
zentowanych za pomoca tréjkatnych skierowanych liczb rozmytych. Przyjmijmy, ze
rozmyte liniowe funkcje popytu (10) oraz podaz (11) maja postaé:

Qq = 40 - 8P, (16)
Qs = —6 + 20P. (17)

Rozwazmy trzy przypadki rozmywania parametréw modelu:

a)  rozmyte wyrazy wolne funkeji (16) 1 (17),

b) rozmyte wspolczynniki kierunkowe funkeji (16) i (17),

¢) rozmyte parametry funkeji (16) i (17).

AD a) Rozmyty liniowy model rownowagi rynkowej o rozmytych wyrazach wolnych.
Funkcje (16) 1 (17) przyjmuja wowczas postac:
Qs = (44 — 45,36 + 4s) — (8,8)P, (18)
Qs = —(4+ 25,8 —25) + (20,20)P, (19)

gdzie s € [0,1]. Rozmyta réwnowaga rynkowa ma miejsce, zgodnie z (14), gdy cena ma
postac:
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= _ (44-4536+45)+(4+25,8-25) _ (48-25 44+2s
F= (8,8)+(20,20) - ( 28 ' 28 )’ (20)
a odpowiadajaca jej wielkos¢ réwnowagi Q, zgodnie z (15), ma postac:
~ _ (44—45,36+45)(20,20)—(8,8) (4+25,8—-25) _ (848-965 656+965
Q= (8,8)+(20,20) - ( 28 28 )’ )

gdzie s € [0,1]. Na rysunku 7. pokazano obszar rozmytej réwnowagi rynkowej dla fun-
keji popytu (18) i podazy (19). Natomiast na rysunku 8a zobrazowano skierowana liczbe
rozmyta reprezentujaca cene réwnowagi (20), a na rysunku 8b odpowiadajaca jej wiel-
kosé¢ réwnowagi (21).

RYSUNEK 7.
Ilustracja graficzna rozmytej rownowagi rynkowe;j dla funkcji popytu (18)
i funkcji podazy (19)
P
5, 5 Q d=44—8P
4,5
Q,=36-8P 0 —-8+20P
04 0 =-4+20P
0,2
36 44 @
Zrédlo: opracowanie wlasne.
RYSUNEK 8.

Skierowane liczby rozmyte reprezentujace rownowage rynkowa: a) ceng P
(20), b) wielkosé réwnowagi Q (21)
a) b)

1,57 1,64 1,71 2343 2686 30,29
Zrédlo: opracowanie wlasne.

AD b) Liniowy rozmyty model réwnowagi rynkowej o rozmytych wspotczynnikach
kierunkowych. Funkcje (16) 1 (17) przyjmuja wowczas postaé:
Qq = (40,40) — (6 + 25,10 — 25)P, (22)
Qs = —(6,6) + (24 — 45,16 + 4s)P, (23)
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gdzie s € [0,1]. Rozmyta réwnowaga rynkowa ma miejsce, gdy cena ma postac:

p= (40,40)+(6,6) =( 46 16 ) (24
(6+25,10-25)+(24—45,16+45) 30-2s’26+2s/
a odpowiadajaca jej wielkos¢ réwnowagi Q jest postaci:
J= (40,40)(24—4s,16+45)—(6,6)(6+25,10—25) _ (924—1725 580+172$) 25
- (6+25,10—25)+(24—4s,16+45) T\ 30-25 ' 26425 /)’ (25)

gdzie s € [0,1]. Na rysunku 9. pokazano obszat rozmytej rtéwnowagi rynkowej dla fun-
keji popytu (22) 1 podazy (23). Natomiast na rysunku 10a zobrazowano skierowana
liczbg rozmyta reprezentujacy ceng réwnowagi (24), a na rysunku 10b odpowiadajaca
jej wielko$¢ rownowagi (25).

RYSUNEK 9.
Ilustracja graficzna rozmytej réwnowagi rynkowej dla funkcji popytu (22)
i funkcji podazy (23)
P
6,67 0,=40-6P
4 Q,~40-10P 0 =-6+16P

0, =-6+24P

0,38
0,25
40 0
Zrodlo: opracowanie wlasne.
RYSUNEK 10.

Skierowane liczby rozmyte reprezentujace rownowage rynkowa: a) ceng P
(24), b) wielko$é rownowagi Q (25)

a) b)

1,53 1,64 1,77 22,31 26,86 30,80

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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AD c) Liniowy rozmyty model réwnowagi rynkowej o rozmytych parametrach. Funk-
cje (16) i (17) przyjmuja wowczas postac:

Qq = (44 — 45,36 + 4s) — (6 + 25,10 — 25)P, 26)
Qs = —(4 + 25,8 — 25) + (24 — 4s,16 + 45)P, 27)

gdzie s € [0,1]. Rozmyta réwnowaga rynkowa ma miejsce, gdy cena ma postac:

p= (44-45,36+45)+(4+25,8-25) (48—25 44+25) 28)
- (64+25,10—25)+(24—45,16+45s) ~ \30-25"26+2s)°
a odpowiadajaca jej wielkos¢é rownowagi Q jest postaci:
0= (44—45,36+45) (24—45,16+45)—(6+25,10—25)(4+25,8—25) _
- (6+25,10—25)+(24—45,16+4s5) -
_ (1252—2925+1o32 1252+244s+496) 29)
- 30-2s ’ 26425 ’

gdzie s € [0,1]. Na rysunku 11. pokazano obszar rozmytej réwnowagi rynkowej dla
funkcji popytu (20) i podazy (27). Natomiast na rysunku 12a zobrazowano skierowana
liczbe rozmyta reprezentujaca cene réwnowagi (28), a na rysunku 12b odpowiadajaca
jej wielko$¢ réwnowagi (29).

RYSUNEK 11.

Ilustracja graficzna rozmytej rt6wnowagi rynkowej dla funkcji popytu (22)
i funkcji podazy (23)

P
7.33 0,=44-6P

0 =-8+16P
16 0,-36-10P
=4+24P
0,5 2,
0,17
36 44 @

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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RYSUNEK 12.
Skierowane liczby rozmyte reprezentujace rownowage rynkows: a) ceng P
(28), b) wielkos¢ rownowagi Q (29)

a) b)

1,60 1,64 1,69 19,08 26,86 34,40

Zrédlo: opracowanie wlasne.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono modyfikacj¢ liniowego modelu (czgsciowej) réwnowagi
rynkowej, w ktorym parametry, zazwyczaj opisywane liczbami rzeczywistymi, zastapio-
no skierowanymi liczbami rozmytymi. Umozliwia to reprezentowanie réwnowagi rynko-
wej za pomoca pewnego podzbioru plaszczyzny (plaszczyzny ceny i odpowiadajacej
jej wielkosci popytu/podazy), a nie za pomoca punktu. Powoduje to, ze model wierniej
odzwierciedla rzeczywisto$¢ gospodarcza, poniewaz punktowe polozenie réwnowagi jest
raczej stanem idealnym i trudnym do osiagnigcia w realnych warunkach ekonomicz-
nych. Co wigcej, skierowane liczby rozmyte pozwalaja uwzglednia¢ dodatkowy czynnik,
np. oczekiwania konsumenta czy producenta, obrazowany skierowaniem.
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