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Streszczenie 
 

W pracy rozważono liniowy model równowagi rynkowej, w którym parametry są liczbami rzeczywi-
stymi. W modelu tym zakłada się, że popyt i podaż zależą tylko od ceny, a czynniki pozacenowe są niezmienne. 
Jednak, by uzyskać bardziej realistyczny model, można uwzględnić wpływ czynników pozacenowych na 
popyt i podaż. W ten sposób otrzyma się model z rozmytymi parametrami, które mogą być reprezento-
wane za pomocą skierowanych liczb rozmytych. Aby wyznaczyć rozmytą równowagę rynkową tego mo-
delu, należy rozwiązać rozmyty, liniowy układ równań. 
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APPLICATION OF ORDERED FUZZY NUMBERS TO MODELING OF MARKET 
EQUILIBRIUM 

 
Summary 

 
The paper considers a linear model of market equilibrium in which real numbers are taken as 

parameters. In the model, it is assumed that demand and supply depend only on price, while other (non-
price related) determinants do not change. However, to get a more realistic model, the author takes into 
account the impact of other (non-price related) determinants on demand and supply. In this way, a model 
with fuzzy parameters is obtained, which can be represented by means of ordered fuzzy numbers. In 
order to determine the fuzzy market equilibrium of such a model, a fuzzy linear system of equations 
must be solved. 
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1 Badania zostały zrealizowane w ramach pracy nr S/WI/1/2016 i sfinansowane ze środków na naukę 

MNiSW. 
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1. Wstęp 
 

W pracy przedstawiono matematyczny model sytuacji ekonomicznej, nazywanej 
równowagą rynkową. Jest to taki stan gospodarki, w którym popyt na dobra i usługi 
jest równoważony podażą tych dóbr i usług. Chcąc zapewnić przejrzystość i prostotę 
modelu (częściowej) równowagi, często przyjmuje się, że funkcje popytu i podaży są li-
niowe o rzeczywistych parametrach oraz korzysta się z klauzuli ceteris paribus, która zakłada 
niezmienność determinantów pozacenowych. Jednak, aby model był bliższy rzeczywis-
temu obrazowi rynku, można uwzględnić wpływ czynników pozacenowych na para-
metry funkcji popytu i podaży. W ten sposób osiąga się model równowagi o paramet-
rach rozmytych.  

Celem pracy jest prezentacja modelu skierowanych liczb rozmytych w aspekcie moż-
liwości zastosowania go w modelowaniu ekonomicznym. Wykorzystano go w modelu 
równowagi częściowej, w którym parametry przedstawiono za pomocą skierowanych 
liczb rozmytych. Działania arytmetyczne na tych liczbach są zbliżone do działań na licz-
bach rzeczywistych. Dodatkowo, istnienie elementów przeciwnych względem dodawa-
nia i odwrotnych względem mnożenia pozwala na rozwiązywanie układów równań li-
niowych o rozmytych współczynnikach.  

W literaturze można znaleźć szereg prac, które stosują model skierowanych liczb roz-
mytych w modelach ekonomicznych. Modelem tym posłużono się m.in.: do prezentacji 
przychodu i kosztu [Kosiński i in. 2009; Kacprzak, 2010; 2012a], w modelu Leontiewa [Kac-
przak, 2008; 2010; 2017], do prezentacji cen akcji [Kacprzak, 2012b; Kacprzak i in. 2013; 
Marszałek, Burczyński, 2013], do prezentacji cen i dynamiki ich zmian [Kacprzak, 2014] 
czy do ustalania ekonomicznej wielkości dostawy [Kacprzak, Kosiński, 2014; Sobol i in. 
2015]. Ważnym zastosowaniem modelu skierowanych liczb rozmytych jest użycie go 
w wielokryterialnych metodach wspomagana decyzji. Badania w tym zakresie zostały za-
początkowane przez Roszkowską i Kacprzaka [Roszkowska, Kacprzak, 2016; Kacprzak, 
2017], następnie wykorzystane do rozwiązania praktycznego problemy sterowania linią 
produkcyjną [Rudnik, Kacprzak, 2017]. Wspomniane wyżej zastosowania korzystają ze  
skierowania jako dodatkowej informacji oraz arytmetykę zbliżoną do arytmetyki liczb 
rzeczywistych, czego nie posiadały wcześniejsze modele liczb rozmytych. 

Artykuł składa się z siedmiu części. W drugiej krótko zaprezentowano liniowy model 
równowagi rynkowej o parametrach rzeczywistych, w następnej przedstawiono argu-
menty przemawiające za zastąpieniem w tym modelu parametrów rzeczywistych liczba-
mi rozmytymi. Część czwartą i piątą poświęcono prezentacji modelu skierowanych liczb 
rozmytych i użyciu tych liczb jako parametrów modelu równowagi. Ostatnią część stano-
wi przykład numeryczny i podsumowanie.  
 
 

2. Liniowy model równowagi rynkowej 
 

Popyt na dobro to przypadająca na jednostkę czasu wielkość zapotrzebowania od-
powiadająca różnym cenom tego dobra. Zależy on od wielu zmiennych, z których pod-
stawową (wynikającą z określenia) jest cena. Do pozacenowych determinantów popy-
tu można zaliczyć:  

– dochody nabywców,  
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– ceny dóbr komplementarnych i substytucyjnych,  
– oczekiwania dotyczące sytuacji rynkowej,  
– gusty i preferencje nabywców,  
– przewidywane zmiany cen dobra, 
– zmiany liczby i struktury ludności [Milewski, Kwiatkowski, 2005, s. 46].  

Z kolei, podaż dobra to ilość dobra w jednostce czasu oferowana na rynku przy różnych 
wysokościach ceny. Podobnie jak w przypadku popytu, podaż jest również funkcją wielu 
zmiennych, z których główną jest także cena. Natomiast do pozacenowych determi-
nantów podaży można zaliczyć:  

– koszty wytwarzania,  
– rentowność produkcji dóbr substytucyjnych,  
– przewidywane zmiany cen dobra, 
– wypadki losowe i czynniki naturalne (przy pewnych rodzajach produkcji) [Mi-

lewski, Kwiatkowski, 2005, s. 51].  
W ekonomii powszechnie korzysta się z klauzuli ceteris paribus. Pozwala ona badać np. za-
leżność między popytem a ceną oraz podażą a ceną, jak również równowagę rynkową, 
zakładając, że czynniki pozacenowe nie ulegają zmianie. W pozycjach poświęconych eko-
nomii matematycznej wspomniany model równowagi rynkowej często jest przedsta-
wiany za pomocą funkcji liniowych, tzw. model liniowy [Chaing, 1994, s. 48; Gawinecki, 
2000, s. 88]. Zaletą takiego podejścia jest niewątpliwie przejrzystość i prostota. 

W celu zaprezentowania liniowego modelu równowagi rynkowej, zakłada się, że na 
rynku (wyizolowanym) znajduje się tylko jedno dobro konsumpcyjne. Oznacza to, że 
w modelu równowagi wystarczy uwzględnić trzy zmienne, tj.: 

– ܲ – cenę dobra, 
– ܳௗ – wielkość popytu na dobro, 
– ܳ௦ – wielkość podaży dobra. 

Ponadto, zakłada się, opierając się na obserwacji rynku, że popyt jest malejącą liniową 
funkcją ceny, tzn. ma postać (rysunek 1.)2: 

 ܳௗ = ܽ − ܾܲ,  (1) 

natomiast podaż jest rosnącą liniową funkcją ceny, tzn. ma postać (rysunek 1.): 

 ܳ௦ = −ܿ + ݀ܲ, (2) 

gdzie parametry ܽ, ܾ, ܿ, ݀ℝା. Dodatkowo przyjmuje się, że podaż nie występuje do 
chwili, kiedy cena nie przekroczy określonego dodatniego poziomu (z równania (2) wyni-
ka, że jest on równy ܿ ݀⁄ ). Równowaga na modelowanym rynku zachodzi wówczas, gdy:  

 ܳௗ = ܳ௦. (3) 

Biorąc pod uwagę równania (1)-(3), równowaga rynkowa jest osiągnięta, gdy cena ma 
wartość: 
                           

2 Na rysunku 1. oznaczenia osi nie są zgodne z konwencją matematyczną, tzn. oś pozioma oznacza 
cenę, a oś pionowa opisuje wielkość popytu i podaż, ponieważ zastosowano konwencję przyjętą w pod-
ręcznikach do ekonomii. Pozostałe rysunki również utrzymano w tej konwencji.  
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 തܲ = ାାௗ, (4) 

a odpowiadająca jej wielkość równowagi തܳ ( തܳ = ܳௗ = ܳ௦) wynosi: 

 തܳ = ௗିାௗ . (5) 

Z (5) wynika, że aby തܳ > 0 (punkt przecięcia musi znajdować się powyżej osi pozio-
mej) parametry funkcji liniowych (1) i (2) muszą spełniać warunek: 

 ܽ݀ > ܾܿ. (6) 

 
RYSUNEK 1.  

Ilustracja graficzna liniowej funkcji popytu (1), liniowej funkcji podaży (2) 
oraz równowagi rynkowej 

 
Źródło: opracowanie własne na podstawie: [Chiang, 1994, s. 49]. 
 
 

3. Liniowy model równowagi rynkowej o rozmytych parametrach 
 

W uproszczonym liniowym modelu równowagi rynkowej (1)-(3) założono, że jego 
parametry, tzn. ܽ , ܾ , ܿ  i ݀  są rzeczywistymi liczbami dodatnimi. Jednak zwrócono uwagę 
na to, że aby model równowagi rynkowej był bliższy rzeczywistości, a jednocześnie dalej 
pozostał przejrzysty i prosty, te parametry mogą być opisane za pomocą liczb rozmytych, 
co wynika z kilku obserwacji rynku. 

1. Istnienie czynników pozacenowych.  
Na rzeczywistym rynku, jak wspomniano w części 1., popyt zależy od różnych 
czynników pozacenowych. Zmiana któregoś z nich powoduje przesunięcie 
funkcji popytu. W przypadku liniowej funkcji popytu znajduje to odzwierciedlenie 
w zmianie wartości wyrazu wolnego, czyli elementu ܽ  w liniowej funkcji popytu (1). 

2. Elastyczność cenowa funkcji popytu.  

Q
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Elastyczność cenowa popytu mierzy procentową (względną) zmianę zapotrze-
bowania w reakcji na procentową (względną) zmianę ceny. Do czynników wpły-
wających na jej wielkość można zaliczyć m.in. ilość i bliskość substytutów oraz 
procentowy udział dobra w wydatkach konsumenta [Sloman, 2001, s. 63]. 
Korzystając z pochodnej funkcji, można pokazać, że elastyczność cenowa 
liniowej funkcji popytu zależy wprost proporcjonalnie od współczynnika kie-
runkowego. Oznacza to, że czynniki pozacenowe oddziałują na zmianę współ-
czynnika kierunkowego ܿ w liniowej funkcji popytu (1). 

3. Stosowanie określeń nieprecyzyjnych i niejednoznacznych w ekonomii. 
Dane do konstrukcji funkcji popytu mogą pochodzić z wielorakich źródeł, 
m.in. w wyniku ankietowania konsumentów. Ci z kolei mogą stosować, co jest 
częste w ekonomii, określenia nieprecyzyjne i niejednoznaczne. Na przykład 
konsumenci, udzielając odpowiedzi na pytanie o wielkość zapotrzebowania 
na dobro, gdy jego cena wzrośnie o jednostkę, mogą posługiwać się określe-
niami typu „około 10” czy „w przybliżeniu 10”, zamiast precyzyjną wartoś-
cią. W przypadku liniowej funkcji popytu, wykorzystując interpretację matema-
tyczną czy ekonometryczną, współczynnik kierunkowy wyznacza wielkość spad-
ku popytu wywołanego wzrostem ceny o jednostkę, co oznacza, że takie nie-
precyzyjne informacje znajdą odzwierciedlenie we współczynniku kierunko-
wym ܿ w liniowej funkcji popytu (1). 

Analogiczne uwagi można sformułować w stosunku do liniowej funkcji podaży. Wspom-
niane obserwacje rzeczywistego rynku uzasadniają użycie liczb rozmytych do opisu para-
mentów modelu równowagi rynkowej. 

 
 

4. Skierowane liczby rozmyte 
 

W 1965 roku w czasopiśmie „Information and Control” ukazała się praca Lotfi 
A. Zadeha pod tytułem: FuzzySets [Zadeh, 1965], w której autor wprowadził pojęcie 
zbioru rozmytego. Liczba rozmyta to wypukły, normalny zbiór rozmyty, określony na 
uniwersum liczb rzeczywistych, którego funkcja przynależności jest kawałkami ciągła. 
Zbiory i liczby rozmyte dały możliwość matematycznego modelowania wielkości nie-
precyzyjnych, niepewnych czy też wyrażonych w postaci opisowej (lingwistycznych). 
Znalazło to szerokie zastosowanie praktyczne, m. in. w zagadnieniach związanych ze 
sterowaniem i podejmowaniem decyzji.  

Podstawowe działania arytmetyczne na liczbach rozmytych opierają się na zasadzie 
rozszerzania i są dość skomplikowane. Wymagają wykonania wielu operacji zarówno 
na stopniach przynależności, jak i na elementach nośników. Dodatkowo zastosowania 
praktyczne liczb rozmytych pokazują, że ich funkcje przynależności zazwyczaj nie są 
dyskretne, ale ciągłe, a także mają stosunkowo regularny kształt, często w postaci: trój-
kąta, trapezu, krzywej Gaussa itp. Oznacza to, że nie trzeba podawać stopni przynależ-
ności dla wszystkich elementów nośnika, a jedynie kilka parametrów, które jednoznacz-
nie określają regularne funkcje przynależności. Powyższe spostrzeżenia sprawiły, że 
Dubois i Prade [Dubois, Prade, 1980, s. 53] zaproponowali specjalną postać liczb roz-
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mytych, nazywaną reprezentacją typu ܴܮ, która znacznie poprawia efektywność wyko-
nywanych działań arytmetycznych. Jednocześnie pokazali oni, że dokładne wzory można 
uzyskać tylko dla dodawania i odejmowania, natomiast w przypadku mnożenia i dzie-
lenia przedstawiono formuły przybliżone.  

Model liczb rozmytych, zaproponowany przez Zadeha, a także jego późniejsza mo-
dyfikacja, tzw. model ܴܮ, posiadają kilka słabości, które ograniczają ich zastosowanie 
w niektórych dziedzinach, np. w modelowaniu ekonomicznym. Niedoskonałości te 
wynikają przede wszystkim z określenia działań arytmetycznych na tych liczbach. Po-
wodują one powiększanie nośnika (niezależnie, czy liczby rozmyte dodajemy, czy 
odejmujemy), jak również brak elementów przeciwnych względem dodawania i od-
wrotnych w stosunku do mnożenia. Skutkuje to brakiem możliwości rozwiązywania, 
w ogólnym przypadku, prostych równań: ܣ + ܺ = ܣ oraz ܥ ∙ ܺ = -są usta ܥ i ܣ gdzie ,ܥ
lonymi liczbami rozmytymi, ponieważ ܣ + ܺ + (ܣ−) ≠ ܺ i ܣ ∙ ܺ ∙ ଵିܣ ≠ ܺ. Dodat-
kowo, rozwiązanie równania ܣ + ܺ =  ,jest szerszy ܣ nie istnieje, jeżeli nośnik liczby ܥ
niż nośnik liczby ܥ. 

Wspomnianych powyżej ograniczeń jest pozbawiony model skierowanych liczb 
rozmytych (Ordered Fuzzy Numbers – OFN)3. Został on zaproponowany w 2002 roku 
przez Kosińskiego, Prokopowicza i Ślęzaka [Kosiński i in. 2002; 2003; Kosiński, Pro-
kopowicz, 2004]. Arytmetyka działań w tym modelu jest analogiczna do działań na 
liczbach rzeczywistych, które stają się szczególnym przypadkiem OFN.  

Skierowaną liczbą rozmytą ܣ nazywamy uporządkowaną parę funkcji ciągłych: 

ܣ  = ( ݂, ݃), (7) 

gdzie 

 ݂, ݃: [0,1]ℝ . (8) 

Poszczególne funkcje skierowanej liczby rozmytej nazywamy odpowiednio: ݂ – czę-
ścią wznoszącą (UP), ݃ – częścią opadającą (DOWN) (rysunek 2a). Ponieważ obie 
te funkcje są ciągłe, to ich obrazy są ograniczonymi przedziałami odpowiednio ܷ ܲ 
i ܹܱܦ ܰ, których granice oznaczamy następująco: ܷ ܲ = ( ݂(0), ݂(1)) oraz ܹܱܦ ܰ = (݃(1), ݃(0)). Na rysunku 2a przedstawiono ilustrację graficzną skie-
rowanej liczby rozmytej, gdzie ݕ jest argumentem funkcji ݂  i ݃ , natomiast ݔ wartością 
tych funkcji. Jeżeli funkcje ݂ i ݃ są ściśle monotoniczne, istnieją do nich funkcje od-
wrotne ݂ ି ଵ i ݃ ି ଵ, określone na odpowiednich przedziałach ܷ ܲi ܹܱܦ ܰ (rysunek 2b). 
Do zbiorów ܷ ܲ i ܹܱܦ ܰ dodajemy na przedziale [ ݂(1), ݃(1)] (przedział ten 
może być jednoelementowy) funkcję stałą (ܱܶܵܰܥ) równą 1 (warunek normalności). 
Wówczas zbiór ܷ ܲ ∪ [ ݂(1), ݃(1)] ∪ ܹܱܦ ܰ tworzy jeden przedział (nośnik licz-
by ܣ). Pozwala to określić funkcję przynależności ߤ skierowanej liczby rozmytej ܣ w nas-
tępujący sposób [Kacprzak, 2008; 2010]: 

                           
3 Po śmierci prof. Kosińskiego, aby upamiętnić i uhonorować jego imię, termin Ordered Fuzzy Numbers 

często zastępowano określeniem Kosinski Fuzzy Numbers [Prokopowicz, Pedrycz, 2015]. 
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(ݔ)ߤ  = ൞ 0݂ି ଵ(ݔ) gdygdy ]ݔ ݂(0), ݃(0)]ݔܷ ܲ1݃ି ଵ(ݔ) gdygdy ]ݔ ݂(1), ݃(1)]ݔܹܱܦ ܰ  . (9) 

 

RYSUNEK 2.  
a) Przykładowa skierowana liczba rozmyta, b) Skierowana liczba rozmyta 

przedstawiona w sposób nawiązujący do wypukłych liczb rozmytych, 
c) Strzałka przedstawiająca porządek odwróconych funkcji i orientację OFN 

 
 
Źródło: [Kosiński i in. 2002]. 
 

Tak określone liczby rozmyte nawiązują do wypukłych liczb rozmytych (Convex 
Fuzzy Numbers – CFN), jednak są wyposażone w dodatkową własność zaznaczoną strzał-
ką – skierowanie (rysunek 2c).  

Graficznie liczba ( ݂, ݃) nie różni się od liczby (݃, ݂), lecz w rzeczywistości są 
to dwie różne liczby, różniące się skierowaniem. Skierowanie pozwala na podzielenie zbio-
ru skierowanych liczb rozmytych na dwie grupy: liczby o skierowaniu dodatnim, jeżeli 
skierowanie jest zgodne z osią ܱݔ (rysunek 3a), liczby o skierowaniu ujemnym, jeżeli 
skierowanie jest przeciwne niż oś ܱݔ (rysunek 3b). 

 
RYSUNEK 3.  

a) Skierowana liczba rozmyta (ࢌ,  ,o skierowaniu dodatnim (ࢍ
b) Skierowana liczba rozmyta (ࢍ,  o skierowaniu ujemnym (ࢌ

 
Źródło: opracowanie własne. 
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Szczególnym przypadkiem skierowanych liczb rozmytych są liczby rzeczywiste. 
W modelu OFN są one utożsamiane z parą funkcji stałych. Dokładniej, liczba ݎ ∈ ℝ jest 
zapisywana jako skierowana liczba rozmyta postaci ݎ = ,∗ݎ) (ݕ)∗ݎ gdzie ,(∗ݎ =   .[0,1]ݕ dla ݎ

Podstawowe działania arytmetyczne, czyli dodawanie (+), odejmowanie (−), mno-
żenie (×) i dzielenie (/), na skierowanych liczbach rozmytych są określone następująco. 
Niech ܣ = ( ݂, ݃) i ܤ = ( ݂, ݃) będą skierowanymi liczbami rozmytymi, wówczas 
liczba ܥ = ( ݂, ݃) jest wynikiem działania ∗∈ {+, −,×,/} na liczbach: ܣ i ܥ)ܤ = ܣ ∗  ,(ܤ
jeżeli: 

 ݕ[0,1][ ݂(ݕ) = ݂(ݕ) ∗ ݂(ݕ)   i   ݃(ݕ) = ݃(ݕ) ∗ ݃(ݕ)].  (10) 

Dodatkowo, w przypadku dzielenia musi być spełniony warunek, że ݕ[0,1] ݂(ݕ)0 
i ݃(ݕ)0. Zbiór skierowanych liczb rozmytych z tak określonymi działaniami ma 
strukturę przestrzeni liniowo-topologicznej [Kosiński, Prokopowicz, 2004]. 

Warto w tym miejscu nadmienić, że wykonując działania arytmetyczne na skierowa-
nych liczbach rozmytych, jako wynik można uzyskać tzw. liczby „niewłaściwe” [Kosiń-
ski i in. 2003], niebędące skierowanymi liczbami rozmytymi, których interpretacja jest 
trudna. Na przykład weźmy dwie skierowane liczby rozmyte ܣ = (1 + ,ݏ2 7 −  (ݏ
i ܤ = (6 − ,ݏ 2 + ݏ gdzie ,(ݏ2 ∈ [0,1], wówczas ich suma ܣ + ܤ = (7 + ,ݏ 9 +  ,(ݏ
gdzie ݏ ∈ [0,1] jest niewłaściwą liczbą rozmytą (rysunek 4.). 

 
RYSUNEK 4.  

Dwie trapezowe skierowane liczby rozmyte  i  oraz „niewłaściwa” liczba 
będąca ich sumą  +  

 
Źródło: opracowanie własne. 
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5. Skierowane liczby rozmyte w liniowym modelu równowagi rynkowej  
 

Skierowane liczby rozmyte, poza modelowaniem nieprecyzyjności (rozmytości), poz-
walają również uwzględnić dodatkowy element (informację) obrazowany skierowaniem. 
Przyjmijmy, że rozmyte liniowe funkcje popytu (1) i podaż (2) mają postać: 

 ܳௗ = ܽ − ෨ܾܲ, (10) 

 ܳ௦ = −ܿ̃ + ሚ݀ܲ, (11) 

gdzie parametry: ܽ, ෨ܾ, ܿ̃ i ሚ݀ są reprezentowane za pomocą skierowanych liczb rozmy-
tych. Biorąc pod uwagę skierowanie, otrzymamy 3ସ = 81 różnych układów parametrów 
modelu (wliczając w to również parametry rzeczywiste). W pracy ograniczono się do ukła-
dów, w których skierowanie będziemy interpretować przez pryzmat oczekiwań uczes-
tników rynku w odniesieniu do ceny. Oznacza to, że wartość ݂(0) będzie określała wiel-
kość parametru najmniej oczekiwaną (pożądaną) przez konsumenta lub producenta, 
natomiast ݃(0) wielkość parametru najbardziej oczekiwaną (pożądaną). Korzystając 
z liniowej rozmytej funkcji popytu (10), mamy: 

 ܳௗ = ܽ − ෨ܾܲ ⟹ ܲ = ିொ෨ .  (12) 

Warto zauważyć, że im niższa cena rynkowa, tym korzystniejsza sytuacja konsumenta 
(założyliśmy, że popyt jest malejącą liniową funkcją ceny). Z (12) widać, że wyraz 
wolny ܽ stoi w liczniku, co oznacza, że im mniejsza jego wartość, tym cena dobra jest 
niższa. Ponadto, współczynnik kierunkowy ܾ෨ stoi w mianowniku, więc im wyższa jego 
wartość, tym cena dobra jest niższa. Sprawia to, że wyraz wolny ܽ powinien mieć skiero-
wanie ujemne (rysunek 5a, gdzie ܽ = 40෪), natomiast współczynnik kierunkowy ෨ܾ skie-
rowanie dodatnie (rysunek 6a, gdzie ܿ ̃ = 8෨). Odmiennie sytuacja wygląda ze strony pro-
ducenta. Z (11) mamy: 

 ܳ௦ = −ܿ̃ + ሚ݀ܲ ⟹ ܲ = ̃ାொೞௗ෨ .  (13) 

Producent jest zainteresowany ukształtowaniem się ceny na jak najwyższym poziomie 
(założyliśmy, że podaż jest rosnącą liniową funkcją ceny). Z (13) widać, że wyraz wol-
ny ܿ̃ powinien mieć skierowanie dodatnie (rysunek 5b, gdzie ܿ̃ = 6෨), zaś współczynnik 
kierunkowy ሚ݀ skierowanie ujemne (rysunek 6b, gdzie ሚ݀ = 20෪). 

Korzystając z zależności (4)-(5) oraz rozmytej liniowej funkcji popytu (10) i z roz-
mytej liniowej funkcji podaży (11), otrzymujemy rozmytą równowagę rynkową, przy 
której rozmyta cena ma postać: 

 തܲ = (ೌ ,ೌ)ା(,)(್,್)ା(,) = (ೌ ା,ೌା)(್ା,್ା), (14) 

a odpowiadająca jej rozmyta wielkość równowagi തܳ ( തܳ = ܳௗ = ܳ௦) wyraża się nastę-
pująco: 

 തܳ = (ೌ ,ೌ)(,)ି(್,್)(,)(್,್)ା(,) = (ೌ ,ೌ)ି(್,್)(್ା,್ା) . (15) 
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RYSUNEK 5.  
Skierowane liczby rozmyte reprezentujące wyraz wolny rozmytej liniowej 

funkcji: a) popytu (10), b) podaży (11) 

 
Źródło: opracowanie własne. 
 

RYSUNEK 6.  
Skierowane liczby rozmyte reprezentujące współczynnik kierunkowy  

rozmytej liniowej funkcji: a) popytu (10), b) podaży (11) 

 
Źródło: opracowanie własne. 
 
 

6. Przykład rozmytego liniowego modelu równowagi rynkowej  
o współczynnikach reprezentowanych za pomocą OFN  

 
Rozważmy rozmyty liniowy model równowagi rynkowej o współczynnikach repre-

zentowanych za pomocą trójkątnych skierowanych liczb rozmytych. Przyjmijmy, że 
rozmyte liniowe funkcje popytu (10) oraz podaż (11) mają postać: 

 ܳௗ = 40෪ − 8෨ܲ, (16) 

 ܳ௦ = −6෨ + 20෪ܲ. (17) 

Rozważmy trzy przypadki rozmywania parametrów modelu: 
a) rozmyte wyrazy wolne funkcji (16) i (17), 
b) rozmyte współczynniki kierunkowe funkcji (16) i (17), 
c) rozmyte parametry funkcji (16) i (17). 

 
AD a) Rozmyty liniowy model równowagi rynkowej o rozmytych wyrazach wolnych. 
Funkcje (16) i (17) przyjmują wówczas postać: 

 ܳௗ = (44 − ,ݏ4 36 + (ݏ4 − (8,8)ܲ,  (18) 

 ܳ௦ = −(4 + ,ݏ2 8 − (ݏ2 + (20,20)ܲ,  (19) 

gdzie ݏ ∈ [0,1]. Rozmyta równowaga rynkowa ma miejsce, zgodnie z (14), gdy cena ma 
postać: 

b)

4 8
b

s

1

4+2s 8-2s

c~

a)

36 44
d

s

1

36+4s 44-4s

a~

6 10
b

s

1

6+2s 10-2s

a)

b~

16 24
d

s

1

16+4s 24-4s

b)

d~



 Zastosowanie skierowanych liczb rozmytych… 117 

 തܲ = (ସସିସ௦,ଷାସ௦)ା(ସାଶ௦,଼ିଶ௦)(଼,଼)ା(ଶ,ଶ) = ቀସ଼ିଶ௦ଶ଼ , ସସାଶ௦ଶ଼ ቁ,  (20) 

a odpowiadająca jej wielkość równowagi തܳ , zgodnie z (15), ma postać:  

 തܳ = (ସସିସ௦,ଷାସ௦)(ଶ,ଶ)ି(଼,଼)(ସାଶ௦,଼ିଶ௦)(଼,଼)ା(ଶ,ଶ) = ቀ଼ସ଼ିଽ௦ଶ଼ , ହାଽ௦ଶ଼ ቁ,  (21) 

gdzie ݏ ∈ [0,1]. Na rysunku 7. pokazano obszar rozmytej równowagi rynkowej dla fun-
kcji popytu (18) i podaży (19). Natomiast na rysunku 8a zobrazowano skierowaną liczbę 
rozmytą reprezentującą cenę równowagi (20), a na rysunku 8b odpowiadającą jej wiel-
kość równowagi (21). 
 

RYSUNEK 7.  
Ilustracja graficzna rozmytej równowagi rynkowej dla funkcji popytu (18)  

i funkcji podaży (19) 

 
Źródło: opracowanie własne. 
 

RYSUNEK 8.  
Skierowane liczby rozmyte reprezentujące równowagę rynkową: a) cenę ࡼഥ 

(20), b) wielkość równowagi ࡽഥ  (21) 

 
Źródło: opracowanie własne. 
 
AD b) Liniowy rozmyty model równowagi rynkowej o rozmytych współczynnikach 
kierunkowych. Funkcje (16) i (17) przyjmują wówczas postać: 

 ܳௗ = (40,40) − (6 + ,ݏ2 10 −  (22)  ,ܲ(ݏ2
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gdzie ݏ ∈ [0,1]. Rozmyta równowaga rynkowa ma miejsce, gdy cena ma postać: 

 തܲ = (ସ,ସ)ା(,)(ାଶ௦,ଵିଶ௦)ା(ଶସିସ௦,ଵାସ௦) = ቀ ସଷିଶ௦ , ସଶାଶ௦ቁ,  (24) 

a odpowiadająca jej wielkość równowagi തܳ jest postaci: 

 തܳ = (ସ,ସ)(ଶସିସ௦,ଵାସ௦)ି(,)(ାଶ௦,ଵିଶ௦)(ାଶ௦,ଵିଶ௦)ା(ଶସିସ௦,ଵାସ௦) = ቀଽଶସିଵଶ௦ଷିଶ௦ , ହ଼ାଵଶ௦ଶାଶ௦ ቁ,  (25) 

gdzie ݏ ∈ [0,1]. Na rysunku 9. pokazano obszar rozmytej równowagi rynkowej dla fun-
kcji popytu (22) i podaży (23). Natomiast na rysunku 10a zobrazowano skierowaną 
liczbę rozmytą reprezentującą cenę równowagi (24), a na rysunku 10b odpowiadającą 
jej wielkość równowagi (25). 
 

RYSUNEK 9. 
Ilustracja graficzna rozmytej równowagi rynkowej dla funkcji popytu (22)  

i funkcji podaży (23) 
 

 
 
Źródło: opracowanie własne. 
 

RYSUNEK 10.  
Skierowane liczby rozmyte reprezentujące równowagę rynkową: a) cenę ࡼഥ 

(24), b) wielkość równowagi ࡽഥ  (25) 
 

 
 
Źródło: opracowanie własne. 
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AD c) Liniowy rozmyty model równowagi rynkowej o rozmytych parametrach. Funk-
cje (16) i (17) przyjmują wówczas postać: 

 ܳௗ = (44 − ,ݏ4 36 + (ݏ4 − (6 + ,ݏ2 10 −  (26)  ,ܲ(ݏ2

 ܳ௦ = −(4 + ,ݏ2 8 − (ݏ2 + (24 − ,ݏ4 16 +  (27)  ,ܲ(ݏ4

gdzie ݏ ∈ [0,1]. Rozmyta równowaga rynkowa ma miejsce, gdy cena ma postać: 

 തܲ = (ସସିସ௦,ଷାସ௦)ା(ସାଶ௦,଼ିଶ௦)(ାଶ௦,ଵିଶ௦)ା(ଶସିସ௦,ଵାସ௦) = ቀସ଼ିଶ௦ଷିଶ௦ , ସସାଶ௦ଶାଶ௦ቁ,  (28) 

a odpowiadająca jej wielkość równowagi തܳ jest postaci: 

 തܳ = (ସସିସ௦,ଷାସ௦)(ଶସିସ௦,ଵାସ௦)ି(ାଶ௦,ଵିଶ௦)(ସାଶ௦,଼ିଶ௦)(ାଶ௦,ଵିଶ௦)ା(ଶସିସ௦,ଵାସ௦) = 

 = ቀଵଶ௦మିଶଽଶ௦ାଵଷଶଷିଶ௦ , ଵଶ௦మାଶସସ௦ାସଽଶାଶ௦ ቁ, (29) 

gdzie ݏ ∈ [0,1]. Na rysunku 11. pokazano obszar rozmytej równowagi rynkowej dla 
funkcji popytu (26) i podaży (27). Natomiast na rysunku 12a zobrazowano skierowaną 
liczbę rozmytą reprezentującą cenę równowagi (28), a na rysunku 12b odpowiadającą 
jej wielkość równowagi (29). 
 

RYSUNEK 11.  
Ilustracja graficzna rozmytej równowagi rynkowej dla funkcji popytu (22) 

i funkcji podaży (23) 
 

 
 
Źródło: opracowanie własne. 
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RYSUNEK 12.  
Skierowane liczby rozmyte reprezentujące równowagę rynkową: a) cenę ࡼഥ 

(28), b) wielkość równowagi ࡽഥ  (29) 
 

 
 

Źródło: opracowanie własne. 
 
 

7. Podsumowanie 
 

W pracy przedstawiono modyfikację liniowego modelu (częściowej) równowagi 
rynkowej, w którym parametry, zazwyczaj opisywane liczbami rzeczywistymi, zastąpio-
no skierowanymi liczbami rozmytymi. Umożliwia to reprezentowanie równowagi rynko-
wej za pomocą pewnego podzbioru płaszczyzny (płaszczyzny ceny i odpowiadającej 
jej wielkości popytu/podaży), a nie za pomocą punktu. Powoduje to, że model wierniej 
odzwierciedla rzeczywistość gospodarczą, ponieważ punktowe położenie równowagi jest 
raczej stanem idealnym i trudnym do osiągnięcia w realnych warunkach ekonomicz-
nych. Co więcej, skierowane liczby rozmyte pozwalają uwzględniać dodatkowy czynnik, 
np. oczekiwania konsumenta czy producenta, obrazowany skierowaniem. 
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