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Streszczenie

Skierowane liczby rozmyte zostaly zdefiniowane w doskonaly i intuicyjny sposéb przez Witolda Ko-
sifiskiego. Z tej przyczyny skierowane liczby rozmyte coraz czesciej okresla si¢ mianem liczb Kosifiskie-
go. W pierwszej czesci tej pracy zaproponowano w pelni sformalizowana definicje liczby Kosifiskiego.
Definicje t¢ nastgpnie uogdlniono do przypadku skierowanej liczby rozmytej z nieciagla funkcja przyna-
leznosci. Istotng wada arytmetyki zaproponowanej przez Kosifiskiego byt brak zamknigcia przestrzeni
skierowanych liczb rozmytych ze wzgledu na podstawowe dzialania arytmetyczne, takie jak: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Gléwnym celem prezentowanej pracy jest taka modyfikacja dziatan
arytmetycznych, aby przestrzen liczb Kosifiskiego byla zamknieta z racji zmodyfikowanych dzialan aryt-
metycznych.

Stowa kluczowe: skierowane liczby rozmyte, arytmetyka

ON CERTAIN MODIFICATIONS OF ORDERED FUZZY NUMBERS THEORY
Summary

Otrdered fuzzy numbers have been defined in an excellent, intuitive way by Witold Kosifiski. For this
reason, they are increasingly refetred to as Kosifiski’s numbers. A fully formalized definition of
a Kosinski’s number is proposed in the first part of this work. This definition is generalized so as to fit
an ordered fuzzy number with an upper semi-continuous membership function. A significant drawback
of Kosifiski’s arithmetic is that the space of ordered fuzzy numbers is not closed under addition,
subtraction, multiplication, or division. The main aim of this paper is to modify the arithmetic in such
a way that the space of ordered fuzzy numbers is closed under the modified arithmetic operations.
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1. Wstep

Nieprecyzyjne okreslenia 1 oceny przestanek podejmowania decyzji sg istotnym czyn-
nikiem, ktéry ma wplyw na proces decyzyjny. W obrebie badan operacyjnych niepre-
cyzyjnosc te najczesciej modeluje si¢ za pomoca teotii zbioréw rozmytych, zainicjowa-
nej przez Zadeha [1965]. Z racji rosnacych potrzeb, teoria ta jest intensywnie rozwijana
do tej pory. Jednym z podstawowych narzedzi jest tutaj liczba rozmyta (w skrocie FN).
Szczegdlny rodzaj FN, tj. skierowane liczby rozmyte (w skrécie OFN), zostal w intu-
icyjny sposob wprowadzony przez Kosinskiego 1 wspotautoréw [Kosinski, Prokopowicz,
Slezak, 2002 a, b; 2003; Kosifiski, 20006]. Skierowane liczby rozmyte zaczely znajdowaé
swoje zastosowanie w badaniach operacyjnych. Przyklady takich zastosowan mozna juz
znalez¢ w pracach: [Kacprzak, 2012; Roszkowska, Kacprzak, 2016; Yyczkowska-Hancko-
wiak, 2017; Piasecki, 20106].

Jednak zdefiniowane w intuicyjny sposéb OFN wykazywaly pewne wady. Szcze-
golnie istotnym mankamentem arytmetyki zaproponowanej przez Kosifiskiego byt tutaj
brak zamknigcia przestrzeni OFN ze wzgledu na podstawowe dziatania arytmetyczne,
takie jak: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie [Kosifski, 2006]. Powodowalo
to znaczne trudno$ci w praktycznych zastosowaniach OFN, m.in. w badaniach operacyj-
nych.

Stad gltéwnym celem prezentowanej pracy jest taka modyfikacja dziatan arytmetycz-
nych, aby przestrzen liczb Kosinskiego byla zamknieta z uwagi na te dziatania. Realizacji
tego celu bedzie stuzy¢ dyskusja nad intuicyjng definicja OFN zaproponowang przez Ko-
sifiskiego. Dyskusja ta bedzie zmierzaé¢ do zaproponowania takiej formalnej definicji
OFN, ktéra bedzie w pelni odzwierciedla¢ intuicyjne podejscie Kosifiskiego. Zaktada
si¢ przy tym uzyskanie takiego stopnia ogdlnosci, aby byto mozliwe zastosowanie teorii
skierowanych liczb rozmytych do modelu Behawioralnej Wartosci Biezacej (w skrocie
BPV) [Piasecki, 2011a; b, 2014], [Piasecki, Siwek, 2015]. Postawienie takiego celu wyni-
ka z faktu, ze Lyczkowska-Hanckowiak [2017] uzasadnita nadanie BPV orientacji.

2. Okreslenia liczby rozmytej

Teoria zbioréw rozmytych [Zadeh, 1965] odnosi si¢ do opisu nieprecyzyjnych pojeé,
przez ktore rozumie si¢ nieprecyzyjnie wyrézniony obiekt w przestrzeni elementéw
X. Kazdy podzbiér rozmyty A € X jest jednoznacznie opisany za pomoca swej funkcji
przynaleznosci py € [0; 1]%. W ujeciu logik wielowartosciowych, wartosé py (x) jest
interpretowana jako warto$¢ logiczna zdania X € A. Za pomoca symbolu F (X) ozna-
czamy rodzing wszystkich podzbioréw rozmytych w przestrzeni X.

W tym artykule do analizy dowolnego zbioru rozmytego zastosowano nastgpujace
pojecia:
—  a —cigcie [A], zbioru A € F(X) okreslone dla kazdego a € ]0; 1] za pomo-
ca zaleznoSci:

[Aly = {x € Xi ps(x) = a}, ©)
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— domkniecie no$nika [A]y+ zbioru A € F(X) okreslone za pomoca zalezno-
$ci:
[Alg+ = lim [4],. ®
W tym artykule przedmiotem zainteresowania beda wartosci przyblizone. Stad przes-
trzent X ograniczamy do przypadku przestrzeni liczb rzeczywistych R. Przyblizeniem
dowolnej wartosci jest rozmyta liczba rzeczywista S € F(R), zdefiniowana ponizej w naj-
bardziej ogélny sposob.

Definicja 1. Liczba rozmyta (w skrocie FN) jest to podzbior rozmyty S € F(R) o og-
raniczonym domknieciu nos$nika [S]y+ i reprezentowany przez swa polciagla z gory
funkcje przynaleznosci g € [0; 1R spelniajaca warunki [Dubois, Prade, 1979]:

Jpert Us(x) =1, 3)
Vieyzerd: X <Y <z = ps(y) = min{ug(x), us(2)} . “)

Przykladem FN S € F(R) jest Behawioralna Warto$¢ Biezaca [Piasecki, 2011a; b,
2014; Piasecki, Siwek, 2015] reprezentowana przez funkcje swa funkcje przynalezno-
$ci przedstawiona na rysunku 1.

Wzorujac sie na pracy [Dubois, Prade, 1982], dla kazdej czwérki (ag, bs, cs, ds) € R*
spelniajacej warunek ag < bg < ¢g < dg definiujemy szczegdlny rodzaj FN
S(as, bs, ¢s, ds) typu LR (w skrocie LR-FN). Kazda z LR-FN S(ag, bs, cs, ds) jest re-
prezentowana przez swe funkcje przynaleznosci pg € [0; 1]Rokreslona nastepujaco:

x < ag
Ls(x) as < x < bg
us(x) =<1 bs < x <cg, (5)
Rs(x) s <x<dg
0 ds < x

gdzie lewa funkcja odniesienia Lg € [0,1] lasbs] jest prawostronnie ciagla funkcja rosnaca
i prawa funkcja odniesienia Rg € [0,1] [es ds] jest lewostronnie ciagla funkcja malejaca.
Dowolng pare funkeji (Lg, Rs) nazywamy para funkcji odniesienia.

W pracy [Dubois, Prade, 1982] LR-FN zdefiniowano jedynie do przypadku czwérki
(as, bs, c5,dg) € R* spetniajacej warunek ag < bg < ¢g < dg oraz ciaglych funkcji
odniesienia bedacych suriekcjami. Dalsze uogélnienia wynikaly z potrzeb narzucanych
przez wymogi poszczegélnych zastosowan. Dzigki tym uogdlnieniom mozna m.in. stwiet-
dzi¢, ze BPV opisana na rysunku 1. jest LR-FN S(Cmin, C,C, Cmax). Na tym rysunku
mozna rowniez dostrzec, ze prawa funkcja odniesienia Rg nie jest sutiekcja. Zapro-

ponowane uogélnienie okreslenia LR-FN jest zatem niezbedne do przedstawienia
BPV jako LR-FN.



6 Krzysztof Piasecki

RYSUNEK 1.
Behawioralna wartos$¢ biezaca (BPV)
A
R
1 4 Lg
1+ 6C RS
0 (":V::zz C ( na

Zrédlo: [Lyczkowska-Hanckowiak, 2017].

Goetschel i Voxman [1986] pokazali, ze definicj¢ 1. mozna zastapi¢ réwnowazna
ponizsza definicjq FN.

Definicja 2. FN jest to podzbiér rozmyty S € F(R) o ograniczonym domknieciu
nosnika [S]y+ spelniajacy dodatkowo warunek [Goetschel, Voxman, 1986]:
Y ael0113 (15(a)rs (@) eR?is(@srs(a)’ [Sla = [ls(@), 7s(a)] . (6)

Nastepnie Goetschel i Voxman [1986] dowiedli prawdziwos$ci ponizszych twierdzen.

Twietdzenie 1. Dla dowolnej FN S € F(R) mamy:

— I jest ograniczong funkcja niemalejaca na [0; 1], 7
— T jest ograniczong funkcja nierosnaca na [0; 1], (8)
(1) = 7s(1), )

—  funkcje lg i 75 sa lewostronnie ciagle na ]0; 1] i prawostronnie ciagle w 0. (10)
Dowolna pare funkcji (Ig, 75) spelniajaca warunki: (7), (8), (9) i (10), nazywamy para
funkcji Goetschela-Voxmana.

Twierdzenie 2. Dla dowolnej pary (Is, 75) funkeji Goetschela-Voxmana istnieje
dokladnie jedna FN S € F(R) taka, ze spelniony jest warunek (6).
W tej sytuacji pare funkcji Goetschela-Voxmana, reprezentujaca FN S € F(R),

zawsze bedziemy oznaczaé za pomoca symbolu (Ig,75). W szczegblnym przypadku
mozna stwierdzié, ze:
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Twietdzenie 3. Dla dowolnej LR-FN S € F(R) dodatkowo mamy:
—  funkgcje ls i 15 sq ciagle na ]0,1[ . (11)

Twierdzenie 4. Dla dowolnej pary (Is, 75) funkcji Goetschela-Voxmana, spelnia-
jacej dodatkowo warunek (11), istnieje dokladnie jedna LR-FN S € F(R) taka, ze spel-
niony jest warunek (6).

Jesli FN' S € F(R) jest typu LR, to wtedy mamy:

S = $(15(0), 15(1), 75(1), 75(0)). (12)

Ponadto, dla dowolnej LR-FN S € F(R) miedzy reprezentujacymi ja para (Lg, Rs)
funkcji odniesienia a para (Is, 7'5) funkeji Goetschela-Voxmana zachodza nastepujace
tozsamosci:

Yaepoa): Is(@) = Ls(a) = min{x € [as, bs]: Ls(x) = a}, (13)
Vaeqo:1]: Ts(a) = Rg(a) = max{x € [cs, ds]: Rs(x) = a}, (14)
Velis0),1s(0)]: Ls(x) = I§'(x) = max{a € [0; 1]: [s(a) = x}, (15)
Y xelrs(1),rs(0)] Rs(x) = rg (x) = min{a € [0; 1]: r5(a) = x}. (16)

RYSUNEK 2.
Funkcje Goetschela-Voxmana

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Reasumujac, w rozdziale tym uogdélnilismy pojecie LR-FN do przypadku jedno-
stronnie cigglych funkcji odniesienia. Uogdlnienie takie byto konieczne do tego, aby
méc BPV zaliczy¢ do klasy LR-FN. Na rysunku 2. przedstawiono pare (Ig, 75) funkcji
Goetschela-Voxmana, reprezentujaca BPV przedstawiona na rysunku 1.
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Ponadto, warto zauwazy¢, ze jesli funkcje Goetschela-Voxmana sg réznowartoscio-
we, to mamy wtedy:

Y elis(0),is (1)) Ls () = 1§ (x) = 151 (x), (17)

Vxelrs(1),rs(0)] Rs(x) =15 (x) = rs_l(x), (18)

3. Istota i okreslenie skierowanych liczb rozmytych

Pojecie skierowanych liczb rozmytych (w skrécie OFN) zostalo wprowadzone przez
Kosifiskiego i wspotautoréw w serii artykutéw [Kosiiski, Prokopowicz, Slezak, 2002a;
2002b; 2003; Kosinski, 2000] jako rozszerzenie pojecia FN. Stad dowolna OFN powin-
na by¢ okreslona jako taki podzbidr rozmyty przestrzeni liczb rzeczywistych R, ktorego
funkcja przynaleznosci spetnia warunki definicji 1. lub definicji 2. Z drugiej strony Ko-
sifiski zdefiniowal OFN jako uporzadkowana pare funkeji przeksztatcajacych przedziat
jednostkowy [0,1] w R. Taka para nie jest podzbiorem rozmytym w R. Oznacza to,
ze nie mozna zaakceptowac oryginalnej terminologii Kosifiskiego. Niemniej intuicyjne
podejscie Kosifiskiego do pojecia OFN jest bardzo uzyteczne. Z tych powodow ponizej
zaprezentowano zmodyfikowang definicje OFN. Zmodyfikowana definicja w petni be-
dzie odpowiada¢ intuicyjnemu okresleniu OFN sformulowanemu przez Kosifskiego. Po-
jecie OFN jest $ciSle powigzane z nastgpujaca para uporzadkowana.

Definicja 3. Para Kosidskiego jest to uporzadkowana para(fs, gs) ciagtych bijekeji
lub funkciji statych f5:[0,1] = UPs i gs: [0,1] = DOW N spelniajacych warunki:

(1) = £:(0)) - (gs(1) — gs(0)) < 0, (19)
I£:(1) — gs(D] < 1£:(0) — g5(0)], (20)
UP; n DOWNs = {f;(1)} n {gs(D}. @1)

Dla dowolnej pary Kosiaskiego (fs, gs) funkcja fs: [0,1] = UPs jest nazywana fun-
kcja wznoszaca. Wtedy funkcja gs: [0,1] = DOW Ng jest nazywana funkcja opadaja-
ca. Obie te funkcje maja swojg wspolng nazwe — funkcje Kosinskiego.

Uwaga: W oryginalnej wersji definicji Kosifiskiego [2006] OFN sg zdefiniowane jako
uporzadkowana para (fs, gs) ciaglych funkcii fs, gs € R Pozostate warunki defi-
nicji 3. Kosifiski zaznaczyt jedynie na wykresach. Zdefiniowane w ten sposéb OFN nie
byly podzbiorem rozmytym. Z tego powodu zaproponowane w definicji 3. przez Ko-
sifiskiego OFN zostaly zastapione przez termin para Kosinskiego.

Warunki: (19), (20) i (21) implikuja, ze kazda para Kosidskiego spetnia dokltadnie
jeden z nastepujacych warunkdw:

fs(0) = fs(1) < gs(1) < g5(0), (22)
fs(0) = f5(1) = g5(1) = g5(0). (23)
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W przypadku spelnienia warunku (22) funkcje fs nazywamy poczatkows funkcja
Kosiniskiego, za$ funkcje gs koficows funkcja Kosifiskiego. Jesli jest spetniony warunek
(23), to funkcje fs nazywamy koricows funkcjg Kosifiskiego, natomiast funkcje gg po-
czatkowa funkcja Kosiniskiego.

Korzystajac z tych okreslen faktu, OFN definiuje si¢ w ponizszy sposob.

Definicja 4. Dla ustalonej patry Kosinskiego (fs, gs), OFN s jest to para (S, U)
ztozona z S € F(R) i orientacji U, gdzie:

— S5 € F(R) jest LR-FN jednoznacznie wyznaczona przez pare (Ig, 75) funkciji

Goetschela-Voxmana okreslonych w ten sposob, Ze:

o lewa funkcja Goetschela-Voxmana [ jest rtéwna poczatkowej funkcji Ko-
sifiskiego;

o  prawa funkcja Goetschela-Voxmana 75 jest réwna koficowej funkciji Ko-
siiskiego;

—  orientacja U jest okreslona jako wspolny zwrot wszystkich wektoréw prowadza-
cych z przeciwdziedziny UPg funkcji wznoszacej do przeciwdziedziny DOW Ng
funkcji opadajacej.

Powyzsza definicja jest zgodna ze stosowanym przez Kosifiskiego intuicyjnym po-
dejsciem do pojecia OFN. Stad autor tego artykutu zgadza si¢ z opinia, ze OFN po-
winny by¢ nazwane liczbami Kosifskiego [Prokopowicz, 2015a,b]. Przestrzen wszyst-
kich OFN oznaczamy za pomoca symbolu K. Dla dowolnych OFN SeRich funkcja
Wznoszaca jest oznaczona za pomocs symbolu fs i ich funkcja opadajaca jest oznaczana
za pomocy symbolu gg. Ciaglosé funkeji Kosifiskiego powoduje, ze UPs i DOW N sa
przedziatami domknietymi. Liczby fs(0) i fg(1) sa granicami przedziatuUPs. Liczby
9s(0) i gs(1) sa granicami przedziatu DOW N. Z tego powodu dowolng OFN Sz da
nymi UPs i DOW Ng oznaczamy za pomoca symbolu ?(fS(O), fs(1), gs(1), gS(O)).

Kiedy f5(0) < g5(0), to wtedy warunek (22) opisuje dodatnia orientacje OFN. W tym
przypadku funkcja wznoszaca fs jest rosnaca lub stala i funkcja opadajaca g jest malejaca
lub stala. Wykresy takich funkcji Kosifskiego zostaly przedstawione na rysunku 3a.

Ponadto, z zaleznosci (5), (17) 1 (18) wynika, ze dodatnio zotientowane OFN

?(fS(O),fS(l),gS(l), gS(O)) jednoznacznie wyznaczaja FNS(fs(0), f5(1), gs(1)
gS(O)) opisane przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:

0 x < f5(0)
fs () fs(0) < x < fs(1)
ps(x) =41 fs(1) < x < gs(1), (24)
gs'(x)  gs(1) <x < gs(0)
0 gs(0) < x

Wykres powyzszej funkcji przynaleznosci jest przedstawiony na rysunku 3b. Wykres
funkeji przynaleznosci OFN jest pokazany na rysunku 3c. Ostatni wykres ma dodat-
kowsq strzalke oznaczajaca orientacje, co stanowi informacje uzupelniajaca.



10 Krzysztof Piasecki

RYSUNEK 3.
Konstrukcja dodatnio zorientowanej OFN

a) b)
A X Ay
| 9s 1 4=
DOWNS, \
| UPg DOWNg X
ADDED
INTERVAL

c)
UPs

S B

1 y
Zr6dto: [Kosiski, 2006].

Kiedy f5(0) > g5(0), to wtedy warunek (23) opisuje ujemna otientacj¢ OFN. W tym
przypadku funkcja wznoszaca fg jest malejaca lub stata i funkcja opadajaca gs jest
rosnaca lub stata. Z zaleznosci: (5), (17) 1 (18) wynika, ze ujemnie zorientowana OFN

§)(f5(0)1 fS(l)' gS(l)l gS(O)) jednoznacznie determjnuje FNS(gS (0)' gS(l)' fS (1):
fS(O)) opisang przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:

( 0 x < gs(0)

g5t (@)  gs(0) < x < gs(1)

ps(x) =11 gs(1) <x < f5(1), (25)
| 1) fs(1) <x < £5(0)
Lo £:(0) < x

W(si)czegélnym przypadku OFN .(S_")(fs (0), f5(1), gs(1), gs(0)) jest trapezoidalna
OFN Tr(fS(O), fs(1), gs(1), gs(O)), okreslona przez nastepujaca pare Kosiriskiego:
fs) = (fs(1) — £5(0)) -y + £5(0), (26)

g5 = (gs(1) — g5(0) -y + g5(0). @7)

Funkcja przynalezno$ci przykladowej dodatnio zotientowane; (T—r)( £5(0), fs(1)
gs(1), gs(0)) jest przedstawiona na rysunku 4a. Z kolei, na rysunku 4b znajduje sie

wykres funkcji przynaleznosci przykladowej ujemnie zotientowanej Tr(£s(0), fs (1),
9s(1), gs(0)).

xY
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RYSUNEK 4.
Funkcja przynaleznosci trapezoidalnej OFN

a) b)

3
T >

gs1) fA1) fs(0) X

fs(1)  gs(1) g40)

Zrédlo: [Kosiiski, 2006].

L 4

| fs(IO) | gs(rO)

Na koniec warto zauwazy¢, ze w przypadku fs(0) = g5(0) orientacja OFN jest nie-
zdefiniowana. Wtedy jednak rozpatruje si¢ liczbe ?(fS(O), £5(0), £5(0), £5(0)), jako ze

swej natury niezorientowang liczbe rzeczywista fs(0) € R.
4. Uogolnienie pojecia skierowanej liczby rozmytej

Na rysunku 2. uwidoczniono prawg funkcje Goetschela-Voxmana g, reprezentu-

jaca przyktadowa BPV, ktéra jest malejaca na przedziale [0 ; ﬁ] istala na przedziale

[1+15C , 1]. Poréwnujac to spostrzezenie z definicjg 3., mozna stwierdzié, ze nie istnieje
para Kosinskiego mogaca nadac orientacj¢ przykladowej BPV. Z drugiej strony Lycz-
kowska-Hanc¢kowiak [2017] uzasadnita nadanie BPV orientacji poprzez potrzebe oz-
naczenia subiektywnej prognozy zwrotu trendu przysztych ocen BPV. Wywoluje to
konieczno$¢ rozszerzenia definicji 3. pary Kosiaskiego. W dalszych rozwazaniach

autor artykulu postuzyl si¢ ponizsza, uogélniona definicjq pary Kosinskiego.

Definicja 5. Para Kosiriskiego jest to uporzadkowana para (fs, gs) ciaglych stabo
monotonicznych suriekcji fs: [0,1] = UPs i gg: [0,1] = DOW Ng, spelniajacych wa-
runki: (19), (20) i (21).

Wtedy definicja 4. OFN pozostaje bez zmian. Przestrzen wszystkich OFN ozna-
czono za pomocy symbolu K.

Kiedy f5(0) < g5(0), to wtedy warunek (22) opisuje dodatnia orientacje OFN. W tym
przypadku funkcja wznoszaca fs jest niemalejaca i funkcja opadajaca gg jest nieros-
naca. Ponadto, z zaleznosci: (5), (15) 1 (16) wynika, ze dodatnio zorientowana OFN

S(£5(0), f5(1), g5(1), g5(0)) jednoznacznie wyznacza FN S(£5(0), f5(1), g5 (1),
Js (0)) opisang przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:
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(0 x < fs(0)
) fs(0) =x < fs(1)
ps(x) =41 fs(1) < x < gs(1), (28)
gs(x)  gs(1) <x < g5(0)
0 gs(0) < x

Dzigki tym uogdlnieniom mozna m.in. stwierdzi¢, ze jesli przewiduje si¢ wzrost
oceny przyktadowej BPV , to wtedy mozna ja przedstawic jako dodatnio zorientowang
OFN § (Cmin' C,C, émax). Na rysunku 5a przedstawiono wykresy pary Kosifskiego,
wyznaczajacej dodatnio zorientowana przyktadowa BPV. Na rysunku 5b zobrazowa-
no wykres funkcji przynaleznoéci tej dodatnio zorientowanej BPV.

RYSUNEK 5.
Dodatnio zorientowana BPV

A A
E“.‘Hl’!.{ ]
gs
E. —_—

fs

Couin

T + >
0 1 1
1+6C

Zrédlo: [Fyczkowska-Hanckowiak, 2017).

Kiedy f5(0) > g5(0), to wtedy warunek (23) opisuje ujemna otientacje OFN. Wow-
czas funkcja wznoszaca fs jest nierosnaca i funkcja opadajaca gy jest niemalejaca. Dzigki
zaleznosciom: (5), (15) i (16) ujemnie zorientowana OFN S(£5(0), fs(1), gs(1), gs(0))
jednoznacznie determinuje FN S(gS(O), gs(1), fs(1), fs(O)), opisang przez swa fun-
kcje przynaleznosci ps: R = [0; 1] dana nastepujaco:

(0O x < gs(0)
gsx)  gs(0) <x < gs(D)
pus(x) =41 gs(1) < x < f,(1), (29)

fs ) fs(1) <x < f5(0)
0 fs(0) <x
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Dzigki tym uogdlnieniom mozna m.in. stwierdzié, ze jesli przewiduje si¢ spadek
oceny przykladowej BPV, to wtedy mozna ja przedstawi¢ jako ujemnie zorientowana
OFN .?(Cvmax, c,C, Cmin)- Na rysunku 6a przedstawiono wykresy pary Kosinskiego,
wyznaczajacej ujemnie zorientowang przyktadowa BPV. Na rysunku 6b zobrazowano
wykres funkcji przynalezno$ci ujemnie zorientowanej przykladowej BPV.

RYSUNEK 6.
Ujemnie zorientowana BPV
A A
E‘.‘HGI
s
¢ -+ A B
y fs
Cm;’ B
I 1 Y ¥ }
T T Cl = -
0 1 - C
1+6C
a) b)

Zrédto: [Fyczkowska-Hanckowiak, 2017).

Relacje pomiedzy OFN (S_')(fS(O),fS(l), 9s(1), gs(0)) a zerem 0 € R sq zdefinio-

wane w nastgpujacy sposob:
5(£5(0), £5(1), gs(1), gs(0)) > 0 = min{f;(0), gs(0)} >0,  (30)
5(£500), £5(1), g5(1), gs(0)) # 0 & £5(0) - g5(0) > 0. (31)

5. Arytmetyka skierowanych liczb rozmytych

W tym rozdziale wszystkie symbole +, —,X,/podstawowych dziatan arytmetycznych
na liczbach rzeczywistych zaprezentowano za pomoca symbolu .

Dubois i Prade [1978] pierwsi wprowadzili operacje arytmetyczne na FN w sposéb
zgodny z zasada rozszerzenia Zadeha [1975 a, b, c].

Niech 4, B, C € F(R) sa FN. Dowolne dzialanie arytmetyczne © mozna rozszerzyé
do dziatania (© na FN za pomoca tozsamosci:
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C=A@®B, (32)
gdzie:
tc(z) = sup{min{u, (x), up M}z = x oy, (x,y) € R*}. (33)
Goetschel i Voxman [1986] dowiedli, ze mamy tutaj:
le=lolgAN1e =140T153. (34)

Formalna prostota tych zaleznosci jest istotng zaleta definiowania za ich pomoca
dzialan arytmetycznych na FN.

Kosinski wraz ze wspélautorami [Kosinski, Prokopowicz, Slezak, 2002 a, b; 2003]
zaproponowal ponizsze rozszerzenie dziatad arytmetycznych do przypadku dziatan na
OFN.

Niech 4, B, C € &. Dowolne dzialtanie arytmetyczne © mozna rozszerzy¢ do dzia-
tania (® na OFN dzieki tozsamosci:

C=A®B, (35)
gdzie:

fc=faofeNgc =9a° Is. (36)

W obu powyzszych rozszerzeniach dzielnik musi by¢ niezerowy, to jest spetniajacy
relacje (31). Jednoczesnie tatwo mozna sprawdzié, ze dla zotientowanych licz trapezoidal-
nych mamy:

Tr(ace,bof,cog,doh)=Tr(ab,cd)oTr(ef,g,h). 37)

Bez trudu mozna stwierdzi¢l, ze jesli OFN maja identyczne orientacje, to rezultaty
uzyskane za pomocs arytmetyki Kosifiskiego sa identyczne z wynikami uzyskanymi za
pomocg arytmetyki wprowadzonej przez Dubois i Prade. Oznacza to, ze dla dowolnej
pary OFN (Z, B ) o identycznej otientacji warunek (35) implikuje warunek (32). Oczywiscie
nalezy tutaj pamigtac, ze zgodnie z definicja 5., OFN AB,C zostaly utworzone poprzez
nadanie otientacji FN 4, B, C € F(R).

Ponadto, Kosiniski [2006] pokazal, Ze jesli OFN majq rézne orientacje, to rezultaty
uzyskane za pomoca jego arytmetyki moga by¢ rézne od wynikéw uzyskanych dzigki aryt-
metyce wprowadzonej przez Dubois 1 Prade.

Oznacza to, ze dla dowolnej pary OFN (Z, B ) o réznej orientacji warunek (35) nie
jest warunkiem dostatecznym dla (32).

Kontrprzyktad: Rozwazmy sume¢ Kosinskiego A trapezoidalnych OFN C=
(T—r)(l; 3;7;8)i D= W(S; 4;4;2) to jest:

! Wystarczy zestawi¢ razem zaleznosci: (34), (35), (37) i (38) z definicja 5. i warunkami: (22) i (23).
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A= W(l; 3; 7;8) @W(S;ll; 4;2).

Stosujac zaleznosci (36), otrzymujemy:
6=1+5=fc(0)+fp(0) =f4(0) <fu(D) = fec(D+fp(1) =3+4=7

10=8+2=g:(0)+9g5(0) = g,(0) < g,(1) = gc(1) + gg(1) =7 +4
=11.

To oznacza, ze funkcje fy i gp sa réwnoczesnie rosnace. Jest to sprzecznosc! To
oznacza, ze w tym przypadku zaleznosci (36) nie wyznaczyly pary Kosinskiego. Wy-
kres uporzadkowanej pary, okreslonej przez te zaleznosci, jest przedstawiony na rysun-
ku 7a.

Whiosek: Istnieja takie pary Kosifskiego, ze ich suma Kosifiskiego nie istnieje.

Z tego powodu powinno si¢ zmodyfikowac dzialania arytmetyczne na OFN w ten
sposob, aby wynik dziatania zawsze istniat. W tym artykule poddaje si¢ mysl zwiazana
z akceptacjg nastepujacej modyfikacji dziatan arytmetycznych zaproponowanych przez
Kosifiskiego.

Niech Z’, § ) (C_> € K. Dowolne dzialanie arytmetyczne o rozszerzamy do zmodyfi-
kowanego dziatania [°] na OFN za pomoca tozsamosci:

C = A[9]B, 38)

gdzie C jest reprezentowane przez pare Kosiniskiego(f¢, g¢) dana przez tozsamosci:

) = {min{fA(y) o fs (), fo (D} (fe(1) < ge ) V (fe(D) = gc() A a < B) (39)
¢ max{f,(y) o fe(¥), fc (1)} (fc(l) > gc(l)) V(D) =gc(A a>p),
dey) = {max{gA(y) o g5, g (D} (fe() < gcM) V (fz(1) = ge (D A a < B) “0)
¢ min{g,(y) ¢ g5 ), gc (D} (fz (1) > gc M) vV (fe D) = gc (W) A a > p),
gdzie
fc(1) = f4(1) o fp(1)
9gc(1) = ga(1) o gp(1) 1)

a = f4(0) o fz(0)
B = ga(0) o gg(0).

Dla dowolnej pary OFN rezultat zmodyfikowanego dziatania [o] jest téwny OFN
reprezentowanej przez te pare Kosinskiego, ktora jest najblizsza uporzadkowanej pary
okreslonej za pomoca tozsamosci (36). To powoduije, ze jesli dla danej pary OFN istnieje
wynik arytmetycznego dziatania Kosiniskiego (9, to wtedy jest on réwny wynikowi zmo-
dyfikowanego dzialania [o]. Jesli sa dwie rézne OFN najblizsze wynikowi dziatania Ko-
sifiskiego (@, to wtedy wybieramy spostdd nich zawsze jednoznacznie okreslona, dodat-
nio zorientowang OFN.
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RYSUNEK 7.
Dodawanie trapezoidalnych OFN
a) b) c)
XA Iy
X
1" 11 4
104 ga 101 g
7= 7
E_Kﬁ 5'( fa T
: ¥
‘~7 Ha
1 71— : [ ——
> —t— > i .

{ ;

1 T -~
1 1 y ! 67 1 x
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Przyktad: Przedstawiono tutaj pewne przypadki zmodyfikowanych sum H trape-
zoidalnych OFN. Warto zauwazy¢, ze w zadnym z tych przypadkéw suma Kosia-
skiego @ nie istnieje.

Tr(1; 2; 4,6) BTr(5;3;2;1) = Tr(5; 5;6;7)
Tr(6; 4; 2;1) B Tr(1;2;3;5) = Tr(7;6;5; 5)
Tr(1; 2; 4,4) BTr(53;2;1) = Tr(5; 5; 6; 6)
Tr(4; 4 2, 1) B Tr(1;2;3;5) = Tr(6;6;5;5)
Tr(1; 2; 3;4) B Tr(6;3;2;2) = Tr(7;5;5;5)
B=Tr(1; 3; 7;8) A Tr(5;4;4;2) = Tr(6;7;11; 11)

Ostatnia, zmodyfikowana suma jest reprezentowana przez pare¢ Kosifskiego, przed-
stawiona na rysunku 7b. Funkcja przynaleznosci tej sumy jest dana na rysunku 7c.

6. Podsumowanie

W pracy, dzigki wykorzystaniu twierdzed Goetschela i Voxmana [1986], udato si¢
przedstawic teorig skierowanych liczb rozmytych Kosiniskiego jako ciagla kontynuacje
ewolugji teorii liczb rozmytych. W sposéb niezbity dowiedziono, ze zgodnie z przypusz-
czeniami Kosifiskiego [2000], jesli w jego arytmetyce ograniczy¢ si¢ do liczb o identycznej
orientacji, to uzyska si¢ wprowadzong przez Dubois i Prade [1978] arytmetyke liczb
rozmytych. Wobec przywolanych juz twierdzed Goetschela i Voxmana, podobnych efek-
tow rozszerzenia mozna oczekiwac takze na gruncie calej teorii liczb rozmytych. Zatem
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teoria KosiAskiego moze by¢ brana pod uwagg jako rozszerzenie teorii liczb rozmy-
tych. Wniosek ten otwiera szerokie, nowe pole badawcze.

Za sprawsa, uogoélnienia pojecia pary Kosinskiego udalo si¢ teorie skierowanych liczb
rozmytych uogoélni¢ do przypadku liczb rozmytych z polciaglymi z géry funkcjami od-
niesienia.

W przeciwienstwie do arytmetyki Kosifiskiego, wszystkie zaproponowane w pracy
rozszerzenia dziatan arytmetycznych sa zamkniete w przestrzeni skierowanych liczb roz-
mytych.

Wszystkie te wyniki dobrze osadzajq teorie skierowanych liczb rozmytych na gruncie
matematyki systemow rozmytych. Zwigksza to mozliwosci zastosowania tej teotii w wielu
dziedzinach teorii i praktyki.
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