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ZASTOSOWANIE KOPULI W ZADANIU MINIMALIZAC]I
WARTOSCI ZAGROZONE] PORTFELA

Streszczenie

W artykule zastosowano wybrane kopule w zadaniu minimalizacji wartosci zagrozonej (VaR) port-
feli w okresach charakteryzujacych si¢ odmiennym typem trendu. Rozklady empiryczne stép zwrotu
z akcji 10 spétek wehodzacych w sktad indeksu WIG20 potaczono kopulami Gaussa, t-Studenta, Clay-
tona, Franka, Gumbela i odwrécona Gumbela. Symulacje z tak otrzymanych rozkladéw wielowymia-
rowych stanowily podstawe do utworzenia portfeli minimalizujacych wartosé zagrozona. Jakosé¢ VaR,
wyliczona dla pozycji krétkiej i dlugiej, oceniono testem Kupca. Wartos¢ zagrozona zostala poprawnie
wyznaczong dla rozkladéw utworzonych za pomoca: dwéch kopuli archimedesowych uwzgledniaja-
cych zalezno$é¢ w dolnym ogonie (Claytona i odwréconej Gumbela), jednej kopuli z symetryczna zalez-
noscia w ogonach (t-Studenta) oraz jednej kopuli nie majacej zalezno$ci w ogonach (Gaussa).
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APPLICATION OF COPULAS FOR MINIMISING PORTFOLIO VALUE AT RISK
Summary

In the papet, selected copulas ate applied in the task of minimizing the value at risk (VaR) of port-
folios in the periods characterized by different types of trend. Empirical distributions of returns on 10
companies listed on WIG20 index are combined with Gaussian, t-Student, Clayton, Frank, Gumbel,
and rotated Gumbel copulas. Simulations from thus obtained multivariate distributions are the basis
for minimizing the VaR of portfolios. The quality of the VaR, calculated for both short and long posi-
tions, are assessed with the Kupiec test. The value at risk is propetly set for joint distributions created
with the following copulas: two Archimedean copulas with lower tail dependence (Clayton and rotated
Gumbel), one copula with symmetric dependence in tails (t-Student), and one copula with no tail
dependence (Gaussian).
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1. Wstep

Ryzyko nieodzownie towarzyszy kazdemu inwestorowi, podobnie jak cheé jego
precyzyjnego okreslenia. Sposréd wielu dostgpnych miar ryzyka szczegdlng uwage
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badaczy w ostatnich latach przyciagneta warto§¢ zagrozona. Wraz ze wzrostem jej
popularnosci rosta réwniez ilo§é metod opracowanych do coraz dokladniejszego jej
pomiaru. Wéréd nich znalazta sie metoda Monte Carlo, polegajaca na symulowaniu
danych z pewnego hipotetycznego rozktadu, od ktérego zalezy dokladnosé pomiaru
ryzyka.

Kopule, poprzez rozdzielenie struktury zalezno$ci od rozkladéw brzegowych,
otwieraja szerokie mozliwosci w zakresie formowania rozktadéw wielowymiaro-
wych. Z jednej strony mozliwe jest modelowanie wylacznie struktury zaleznosci po-
miedzy walorami, a wigc uchwycenie takich cech rynkéw kapitalowych, jak nasilajace
si¢, zgodne ruchy cenowe w okresach spadkéw 1 wzrostéw. Z drugiej strony takie po-
dejscie nie koliduje z ksztattowaniem rozktadéw pojedynczych waloréw, ktére uwzgled-
niaja grubos¢ ogondw, skosnosé czy leptokurtycznosé. Dotychczasowe badania na
rynkach zagranicznych wskazuja, ze w pordéwnaniu z innymi powszechnie stosowa-
nymi metodami kopule poprawiaja jako$¢ wartosci zagrozonej wyliczonej dla pot-
tfeli [Braun, Grziska, 2011; Cherubini, Luciano, Vecchiato, 2004; Embrechts, HOing,
Juri, 2003]. Badania przeprowadzone na rynku polskim dla portfeli o réwnych udzia-
tach waloréw prowadza do podobnych wnioskéw [Doman, 2011; Papla, Piontek, 2003].

W artykule skupiono si¢ wylacznie na poréwnaniu struktury zalezno$ci wybranych
kopuli, dlatego przyjeto, ze rozklady brzegowe sa rozkladami empirycznymi. Z ufor-
mowanych w ten sposéb rozktadéw wielowymiarowych symulowano stopy zwrotu,
na podstawie ktoérych minimalizowano warto$¢ zagrozona portfela. Czynnos$é pow-
tarzano dla pozycji krétkiej oraz dlugiej, w okresach rézniacych si¢ typem trendu. Celem
badania bylo poréwnanie wartosci zagrozonej portfela, oszacowanej na podstawie
wybranych kopuli, z rzeczywistq warto$cig zagrozona portfela.

2. Kopule

Kopule sa tacznikami pomiedzy wielowymiarowymi rozktadami tacznymi oraz ich roz-
ktadami brzegowymi. Jezeli X = (X, ..., Xj) oznacza #-wymiarowy wektor zmiennych
losowych, wowczas zaleznos¢ pomiedzy rozkladem tacznym F i rozkladami brzego-
wymi Fj, /=1, ..., » na mocy twierdzenia Sklara mozna opisaé za pomoca kopuli C
[Doman, 2011, s. 14]:

F(xq1, ., Xp) = C(Fl(xl), ...,Fn(xn)). 1)
Kopulg t¢ mozna wyodrebnic za pomoca wzoru:
CQuy, yttn) = F (BT @), o B (), @

gdzie Fl-(_l) oznacza funkcje kwantylowa dystrybuanty F;. Wzér (2) pokazuje, jak
wyodrebni¢ wylacznie strukture zaleznosci z rozkladu wielowymiarowego. Ze wzo-
ru tego wynika réwniez, ze kopule nie zaleza od rozktadéw brzegowych, tylko od
zmiennych u;, ktére posiadaja rozklad jednostajny na przedziale [0, 1].

Zalezno$¢ pomiedzy stopami zwrotéw z aktywow oznacza jednoczesna, zgodna
zmiang ich cen. Zalezno$¢ ta, zwigkszajaca si¢ w okresach silnych ruchéw cenowych,
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charakteryzuje si¢ asymetria — wspolny kierunek zmian jest silniejszy w okresach
spadkéw, niz w okresach wzrostow [Ang, Chen, 2002; Longin, Solnik, 2001].

W punktach 3. i 4. zaprezentowano kopule wykorzystane w badaniu:

—  eliptyczne: gaussowska oraz t-Studenta;

—  archimedesowe: Claytona, Franka oraz Gumbela.

3. Kopule eliptyczne

Rozktady eliptyczne sa symetryczne i zaktadaja liniowa zalezno$¢ pomiedzy zmien-
nymi losowymi, sa wi¢c nieodpowiednimi narzedziami do modelowania stép zwrotu
na rynkach kapitalowych. Dodatkowo ich rozktady brzegowe sg rozkladami eliptyczny-
mi tego samego typu, dlatego nie powinno si¢ ich stosowad, jesli rozklady zmiennych
losowych r6znia sie ksztaltem. Ostatni problem mozna rozwiaza¢ poprzez wyznaczenie
dystrybuant dowolnych rozktadéw brzegowych oraz powiazanie ich kopulami eliptycz-
nymi. Utworzony w ten sposob rozklad wielowymiarowy nosi nazwe meta-eliptycz-
nego [Heilpern, 2007, s. 65].

Kopula gaussowska

Kopula Gaussa generuje wielowymiarowy standaryzowany rozklad normalny tylko
wtedy, gdy rozktady brzegowe sa réwniez standaryzowanymi rozkladami normalny-
mi [Cherubini, Luciano, Vecchiato, 2004, s. 113]. W przeprowadzonych badaniach ko-
pule laczyly si¢ z rozkladami empirycznymi, nie uzyskano wiec wielowymiarowego
rozkladu normalnego, tylko rozktad meta-gaussowski. W takim przypadku 7-wymia-
rowa kopula gaussowska z macierzg korelacji R wyraza si¢ wzorem:

€82Gy v t) = OF (D), o B ) ®)

gdzie ®@F jest n-wymiarowa dystrybuanta standaryzowanego rozkladu normalnego

z macierza korelacji R, a Fi(_l) oznacza funkcj¢ odwrotng do dystrybuanty rozktadu
empirycznego. Kopula Gaussa nie posiada zalezno$ci w ogonach rozkladéw.

Kopula t-Studenta

Kopulg t-Studenta, ktéra ma #z-wymiaréw, » stopni swobody oraz macierz korela-
cji R, mozna przedstawi¢ w postaci:
-1 -1
Clg,R(ulr oy Up) = t1171,R <F1( )(u1)' ---.Fn( )(un)>, 4
gdzie tj; p jest ~-wymiarows dystrybuanta rozktadu t-Studenta z » stopniami swobo-

dy oraz macierza korelacji R, a Fi(_l) oznacza funkcje odwrotna do dystrybuanty rozkla-
du brzegowego. Kopula t-Studenta posiada symetryczna zalezno§¢ w dolnym 1 gor-
nym ogonie rozktadu.
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4. Kopule archimedesowe

Z pojeciem kopuli archimedesowych jest zwigzana funkcja zwana generatorem.
Generator @: [0,1] = [0, o] jest $cisle malejaca, wypukla funkcja, spelniajaca waru-
nek @(1) = 0. Generator jest nazywany silnym, jesli ¢ (0) = o0. W przypadku two-
rzenia rozkladéw wielowymiarowych, funkcja odwrotna do generatora silnego ¢ =1
musi dodatkowo spetniaé warunek [Heilpern, 2007, s. 50]:

(D™ ™H™ () =0, 5)

gdzie f(n) oznacza pochodng 7-tego tzedu funkcji f (dlat>0,n=20,1,2,..).
Funkcje spelniajaca powyzszy warunek nazywamy catkowicie monotoniczna.

Tak okreslony generator oraz jego odwrotno$¢ pozwalaja na wyznaczenie kopuli
archimedesowej dla przypadku wielowymiarowego:

CQuy, oy ty) = (@ () + -+ + @(un)). ©)

Kopule archimedesowe umozliwiaja opis asymetrycznych zaleznosci w ogonach
rozktad6w, ale ich uzycie jest ograniczone z dwéch powoddw — majg zazwyczaj nie-
wiele parametrow (jeden lub dwa), a wszystkie pary zmiennych charakteryzuje ten sam
typ zaleznosci [Doman, 2011, s. 25].

Opis wybranych kopuli archimedesowych ograniczono do podania generatora,
funkcji przeciwnej do generatora oraz kopuli zbudowanej na ich podstawie [Cheru-
bini, Luciano, Vecchiato, 2004, s. 150-151].

Rodzina Claytona

Kopula Claytona ma zalezno$¢ w dolnym ogonie rozktadu, w gérnym ogonie za-
leznos¢ nie wystepuje.
Generator jest postaci:

pw) =u? -1, @
a funkcja odwrotna do generatora, ktéra jest catkowicie monotoniczna dla 8 > 0:
1
P =(t+1D75. ©)
Kopula Claytona ma postaé:
1
n )
C™"(uq, ..., uy) = Zu-_e -n+1| ,
bt i dla @ > 0. )

Rodzina Franka

Kopule Franka opisuja zaleznosci symetryczne, a w ogonach ich rozktadéw nie
ma zalezno$ci.
Generator jest postaci:
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_ exp(—6u)—1
(p(u) =In ( exp(-0)-1 )' (10)

a funkcja odwrotna do generatora, ktdra jest catkowicie monotoniczna dla 8 > 0 :
EOE —%ln(l +et(e™ —1)). (11)
Kopula Franka ma posta¢:

n _ 1 ?:1(6—91!1‘ - 1)
C™(uy, oy Up) = _Eln 1+ (e —1)n-1 |

dlag >0,gdyn = 3. (12)

Rodzina Gumbela
Kopula Gumbela ma zalezno§é¢ w gérnym ogonie, natomiast w dolnym ogonie
zalezno$¢ nie wystepuje.
Generator jest postaci:

W) = (—Inw)°’, (13)
a funkcja odwrotna do generatora, ktdra jest catkowicie monotonicznadla 8 > 1 :
1
@7 (t) = exp(—t?). (14)

Kopula Gumbela ma posta¢:

n g
C"(Uq, o, Up) = €XPS — Z(—ln u-)9 ,
v £ ' daf>1. (15

5. Oszacowanie parametréow kopuli

W badaniu przyjeto, ze dystrybuanta zmiennych losowych (X7, ..., X;,) zostala opi-
sana przez odpowiednio dobrang kopulg oraz empiryczne rozktady brzegowe. Para-
metry kopuli oszacowano metoda kanoniczna. Metoda ta sktada si¢ z dwoch etapéw
[Heilpern, 2007, s. 135].

1. Oszacowania brzegowych dystrybuant empirycznych:

m
1
Fim(x) = m—-i-lz 1(X; < x), 16
=

gdzie 7 oznacza liczbe obserwacji.

2. Oszacowania parametréw kopuli metodq najwickszej wiarygodnosci. Esty-
mator @ parametréw otrzymuje si¢ maksymalizujac logarytm funkciji wiary-
godnosci £
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1(0) = Z log(c(j1, -, jn; 6), (17)
=1

gdzie: J
¢ — gestos¢ kopuli C,
Wi = Fim (%0).

Symulacja danych z rozkladu wielowymiarowego okreslonego przez kopule i rozkla-
dy brzegowe przebiega dwuetapowo. Na pierwszym etapie losowane sa z kopuli rea-
lizacje (Uy, ..., Up) wektora zmiennych losowych (Uy, ..., Uy). Zmienne te posiadaja
rozklad jednostajny na przedziale [0,1]. Nastepnie wylosowanym realizacjom zostajg
przyporzadkowane odpowiednie kwantyle rozktadéw brzegowych (x; = Fy t(uy),

oo Xn = By Y (uy)), ktére z kolei sa realizacjami zmiennych losowych (X, ..., Xp).

Istnieje wicle algorytméw symulowania danych z kopuli [Heilpern, 2007, s. 97-111;
Doman, 2011, s. 32-35]. W wykorzystanym do obliczen programie R symulacje z ko-
puli eliptycznych polegaja na generowaniu wartosci losowych z odpowiadajacego im
rozkladu eliptycznego, za$§ dla wielowymiarowych kopuli archimedesowych opieraja
si¢ na algorytmie Marschalla i Olkina [Jun, 2007, s. 13].

6. Warto$¢ zagrozona

Wartos¢ zagrozona dla pozycji dlugiej mozna zdefiniowaé jako kwantyl rzedu a
rozkladu stép zwrotu:

VaR, = -F 1(a), (18)

gdzie F~1 oznacza funkcje odwrotna do dystrybuanty stop zwrotu. Wartosé zagro-
zona dla pozycji krotkiej jest natomiast definiowana jako 1- a kwantyl rozktadu:

VaR,_, = F71(1 - a). (19)

Po odwréceniu znakéw stop zwrotu pozycje krotka mozna traktowaé jak pozycje
dltuga, stad zadanie minimalizacji wartosci zagrozonej dla obydwu przypadkéw ma ta
samg postac. Do wyszukania rozwiazania optymalnego uzyto algorytmu symulowa-
nego wyzarzania dostepnego w programie R, ktéry zastosowano do minimalizacji
warunkowej warto$ci zagrozonej portfela w Gubian i in. [Gubian, Hoeng, Suomela,
Xiang, 2013]. Algorytm ten nie obstuguje warunkéw ograniczajacych w postaci row-
nosci. W zwiazku z tym warunek sumowania udzialéw spotek w portfelu do jedno-
$ci zostal ujety w funkeji celu w postaci funkcji kary [Yollin, 2009]. Ostatecznie za-
danie minimalizacji warto$ci zagrozonej ma postac:

min (VaRg +100 - (1 = (Bizy wi))*), (20)
w; >0, 1)
w; < 1, (22)

gdzie W; oznacza udzial i~tego waloru w portfelu.
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Jako$§¢ oszacowanej wartosci zagrozonej oceniono za pomocs testu Kupca,
zgodnie z ktorym:

Hy: , (23)

Hy: S Fa, (24)

gdzie £ oznacza liczbe przekroczen, a & poziom istotnosci. Statystyka testowa ma
natomiast postac:

LR=2 <ln ((%)k (1- %)m_k) —In((1 - a)m—kak)), 25)

Celem badati bylo wyznaczenie kopuli statycznych, ktore najlepiej dopasowaly si¢ do
danych historycznych, dlatego liczbe przekroczent badano na tym samym okresie, na
ktérym wyliczano zadanie minimalizacji wartosci zagrozonej.

k
— =
m
k

7. Kopule w zadaniach optymalizacji portfela

Szeroki przeglad zastosowan kopuli w finansach mozna znalez¢é w opracowaniu
Pattona [Patton, 2012]. W kontekscie przeprowadzonych badan istotne sa zwlaszcza
dwa, wymienione w przytoczonej pozycji, walory aplikacyjne kopuli: do zarzadzania
ryzykiem oraz do optymalizacji portfela.

W ramach zarzadzania ryzykiem w badaniach skupiono si¢ gtéwnie na pomiarze
wartoscl zagrozonej, a wplyw wybranych kopuli na VaR byt zazwyczaj rozpatrywany dla
portfeli o réwnych udziatach waloréw. Cherubini, Luciano i Vecchiato [Cherubini,
Luciano, Vecchiato, 2004] badali warto$¢ zagrozong portfela ztozonego z trzech indek-
séw o rownych udziatach. Embrechts, Hoéing i Juri [Embrechts, Héing, Juri, 2003]
eksplorowali VaR portfeli dwuskladnikowych, posiadajacych normalne rozktady
brzegowe. W 2006 roku Embrechts i Hoing rozszerzyli badania nad VaR na portfele
wielowymiarowe. Braun i Grziska [Braun, Grziska, 2011] badali portfele o réwnych
udziatach zltozone z waloréw z panstw grupy G7.

Kopule znajduja rowniez zastosowanie w zadaniach optymalizacji portfela. Patton
[Patton, 2004] maksymalizowal funkcje uzytecznosci inwestora przy réznych poziomach
statej wzglednej awersji do ryzyka (ang. CRRA — constant relative risk aversion), dla
portfeli ztozonych z dwoch indekséw. Zaleznos¢ pomiedzy stopami zwrotu jest mo-
delowana szerokim wachlarzem kopuli. Autor stwierdzil, Ze przewaga portfeli zbu-
dowanych na podstawie rozkladéw uwzgledniajacych asymetrie jest statystycznie istotna,
zwlaszcza gdy dopuszcza si¢ krétka sprzedaz. Hong, Tu i Zhou [Hong, Tu, Zhou,
2007] optymalizowali dziesieciowymiarowe portfele dla inwestora z awersja do roz-
czarowania (ang. DA — dissapointment aversion). Autorzy dowodzili, ze uwzglednienie
asymetrii rozkladéw znaczaco poprawia wybor optymalnego portfela. Christoffersen
i Langlois [Christoffersen, Langlois, 2011] wykorzystali kopule do opisania zalezno-
$ci pomiedzy czterema czynnikami modelu Famy i Frencha (trzy czynniki standardo-
wego modelu, premig za ryzyko, kapitalizacj¢ i wielko$¢ spotek, uzupelniono o czyn-
nik momentum). Autorzy, podobnie jak Patton, maksymalizowali funkcje uzytecznosci
inwestora na podstawie réznych poziomoéw stalej wzglednej awersji do ryzyka, uwzgled-
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niajac jednoczes$nie czteroczynnikowy model Famy i Frencha. Tutaj réwniez okazuje
sig, ze korzy$ci z modelowania za pomoca kopuli sa wigksze, niz w przypadku zasto-
sowania rozkladu normalnego.

Z przytoczonych powyzej przykladéw wynika, ze dotychczasowe badania prze-
prowadzone z uzyciem kopuli zazwyczaj sa ograniczone do kilku wymiaréw. Wielo-
wymiarowo$¢ w modelowaniu zalezno$ci wcigz stanowi spore wyzwanie 1 jest wska-
zywana jako kierunek przyszlych badan [Patton, 2012].

8. Wyniki badan

Badania obejely trzyletni okres od czerwcea 2010 do maja 2013 roku. Wybrany prze-
dzial czasowy podzielono na trzy roczne okresy (odpowiednio: 252, 252 i 247 obser-
wagcji), wyrdzniono réwniez trzyletni okres czwarty, obejmujacy wszystkie lata (751 ob-
serwacji). W pierwszym roku na indeksie WIG20 panowala hossa, w drugim bessa,
natomiast w trzecim jest widoczny zaréwno trend wzrostowy, jak i spadkowy (wyk-
res 1.).

WYKRES 1.
Indeks WIG20 w okresie: czerwiec 2010 rok — maj 2013 rok*

i “’%,\v

2400 2800
|

2000

T T T
2011 2012 2013

* Pionowymi liniami oddzielono od siebie przedzialy czasowe wyréznione do badan.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Do badan wybrano 10 spotek wechodzacych w sktad indeksu WIG20, reprezentuja-
cych rézne subindeksy sektorowe. Jesli w ramach subindeksu wystgpowata wigcej
niz jedna spoétka, wybierano te o najwyzszym udziale w indeksie. Badania przepro-
wadzono w oparciu o jednodniowe logarytmiczne stopy zwrotu, wyliczone na pod-
stawie kurséw zamkniecia. Lista wybranych spoélek oraz ich statystyki opisowe w wyb-
ranych okresach znajduja si¢ w tabeli 1.
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TABELA 1.
Statystyki opisowe wybranych spoétek
Z an = 7
S « &) 7] o -
H EY 8 2| 2|l w| S| 2| 85| B €1 o
iv] 2 9 @] o Q o |9 Q E = =
S g8 21 g 2| & F |l & ©
5 5% ¢ : 5| 8| %
~ = z @
- Minimum -5,10 =529 -3,70 | -4,08| -443| -8,64| -522| -6,68| -7,15]|-10,15
= o| Maksimum 4,63 7,12 6,37 3,23 7,48 7,56 5,45 9,97 6,78 4,78
x O3 Srednia 0,03 0,26 0,13 0,06 0,14 0,06 | -0,04 0,10 0,42 -0,07
8.2 F;.]_ Odchylenie 1,52 2,08 1,70 1,15 1,86 1,71 1,60 2,16 2,10 1,66
- ; €| standardowe
8 ! Skosnos¢ 0,08 0,25 0,58 | -0,05 039 -0,76 | -0,03 0,63 0,30 | -0,94
Kurtoza 0,63 0,33 1,26 0,86 1,17 548 0,78 2,49 1,08 5,67
— Minimum -8,60 | -14,89 | -11,39 | -9,66| -9,10 | -12,02 | -6,84 | -8,07 | -13,38 | -12,27
S &) Maksimum 7,58 7,42 6,51 8,11 8,76 498 6,56 8,27 | 11,63 9,02
0 3| Srednia -0,13 | -0,16| -0,19| -0,11 0,11 -0,05( -0,03| -0,15 0,00 -0,49
j B .(;l Odchylenie 2,16 3,04 2,44 2,10 2,41 1,75 2,22 2,57 2,95 3,32
= § €| standardowe
8 1| Skosnos¢ -024 | -1,11| -047| -0,39| -0,06| -1.42| -0,11 0,02 | -0,64| -0,05
Kurtoza 1,63 4,15 2,50 3,57 1,72 9,53 0,97 0,84 4,02 0,96
~ Minimum -3,18 | -21,39 | -527| -8,38| -1041 | -32,74| -9,01 | -817 | -11,93| -7,52
= | Maksimum 466 | 653 695| 600| 672| 668| 453| 862| 7.83| 7.87
= é Srednia 0,03 0,06 0,19 | -0,01 022 -027| -0,06 0,01 0,00 0,16
5.2 T Odchylenic 132 236| 190 171] 223| 294| 163| 228| 221| 237
= % &| standardowe
8 1| Skosnos¢ 0,16 | -3,17 0,26 | -0,35| -0,57| -6,26 | -0,78| -0,16| -0,26 0,17
Kurtoza 0,05 | 26,59 1,07 2,72 2,63 | 62,39 4,48 1,32 3,58 1,32
— [ Minimum 8.60 | 2139 | -11.39 | -9.66 | -10.41 | -32.74 | 9.01] -8.17 | -13.38 | -12.27
S @] Maksimum 7,58 7,42 6,95 8,11 8,76 7,56 6,56 997 | 11,63 9,02
'_:’3 ) 2| Srednia -0,02 0,05 0,04 | -0,02 0,16 | -0,09| -0,04| -0,01 0,14 | -0,14
= -2 (;l Odchylenie 1,71 2,53 2,04 1,70 2,17 2,21 1,84 | 2,34 2,46 2,55
o g &| standardowe
8 1| Skosnos¢ -0,17| -1,51| -0,16| -0,43| -0,15| -531| -0,25 0,10 | -0,42| -0,21
Kurtoza 2,131 10,10 2,63 4,39 2,13 6891 2,06 1,49 4,17 2,46

Zr6dlo: obliczenia wlasne.

Parametry kopuli znajduja si¢ w tabeli 2. W celu oszacowania VaR dla pozycji
krétkiej odwracano znaki stop zwrotu, w efekcie czego ogon gérny byl modelowany
w ten sam sposob, co ogon dolny. Zmienne potaczone kopulami archimedesowymi daza
do komonotonicznosci, gdy 8 — . Zmienne daza do niezaleznosci, gdy 8 — 0 dla
kopuli Claytona i Franka oraz 8 — 1 dla kopuli Gumbela [Franke, Hirdle, Hafner,
2011]. Zaleznos¢ w gérnym ogonie kopuli Gumbela oraz w dolnym ogonie kopuli
Claytona wztasta wraz z parametrem 6. W przypadku kopuli eliptycznych zalezno$é po-
miedzy zmiennymi wzrasta wraz z wspolczynnikiem korelacji p. Oszacowania para-
metréow kopuli sa niemal dwukrotnie wyzsze w okresie spadkéw (II rok) niz w okre-
sie wzrostow (I rok) dla kopuli: Claytona, Franka, Gaussa i t-Studenta, co §wiadczy o ros-
nacej dodatniej wspdlzaleznosci stép zwrotu podczas bessy. W ramach tych samych
okresow parametry kopuli oszacowane dla pozycjt krotkiej 1 diugiej niemal si¢ nie r6znia.

Na podstawie oszacowanych powyzej kopuli oraz rozkladéw empirycznych poje-
dynczych waloréw utworzono 40 rozkladéw wielowymiarowych (5 kopuli x 4 okresy
x 2 pozycje). Z kazdego rozkladu wylosowano po 10000 dziesieciowymiarowych wek-
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toréw. W celu wykorzystania zalezno$ci w gérnym ogonie kopuli Gumbela odwrécono
znaki symulowanych stép zwrotu. W ten sposéb uzyskano dodatkowo 8 zestawdw
danych (1 kopula x 4 okresy x 2 pozycje). Na kazdym zestawie danych rozwigzano za-
danie minimalizacji wartosci zagrozonej dla dwoch pozioméw istotnosci (5% oraz 1%).
Jakos¢ wyliczonych miar ryzyka oceniono za pomoca testu Kupca, porownujac je z rze-
czywiscie osiagnietymi stopami zwrotu w badanych okresach.

TABELA 2.
Oszacowania parametréw kopuli
I rok II rok III rok I-III rok
Parametr | Kopula [ Pozycja | Pozycja | Pozycja | Pozycja | Pozycja | Pozycja | Pozycja | Pozycja
dtuga | krotka | dituga | krétka | diuga | krotka | dituga | krétka
0 Claytona 0,2177| 10,2399 | 04319 | 0,4235| 0,603 | 0,1988| 0,2667 | 0,2772
0 Franka 1,0258 | 1,1376 | 1,8749| 1,8833 | 0,7305| 0,9009 | 1,2313| 1,3347
0 Gumbela | 1,1261| 1,1388| 12309| 1,2328| 1,0912| 1,092 | 1,0623| 1,1703
¢ Gaussa 0,2128 | 02123 | 03643 | 03670 | 0,1734| 01717 | 02692 | 0,2701
¢ t-Studenta | 0,2192 | 10,2192 | 0,3637 | 0,3636 | 0,1738 | 0,1732| 0,2650 | 0,2649
v t-Studenta 27,5 27,3 11,4 14,9 42,4 50,9 14,5 14,7
Zrédlo: opracowanie wlasne.
TABELA 3.

Wyniki testu Kupca dla oszacowan VaR portfela w dolnych ogonach rozk?ta-
déw (poziom istotnosci 5%)

Kopula Okses VaR Liczba ) Udziat prze- Statystyka tes- p-wartode*
przekroczen kroczen towa Kupca

I rok -0,0145 12 0,048 0,031 0,8613
Claytona II rok -0,0296 10 0,040 0,606 0,4363
i 11T rok -0,0163 15 0,061 0,562 0,4535
I-111 rok -0,0208 37 0,049 0,009 0,9265
I rok -0,0118 19 0,075 2,981 0,0843
Franka 1I rok -0,0238 22 0,087 6,097 0,0135
11T rok -0,0135 24 0,097 9,179 0,0024
1-111 rok -0,0164 57 0,076 9.216 0,0024
I rok -0,0116 21 0,083 4,953 0,0260
Gumbela | 11 ok -0,0231 23 0,091 7,341 0,0067
11T rok -0,0134 27 0,109 13,872 0,0002
I-111 rok -0,0164 59 0,079 11,071 0,0009
I rok -0,0150 10 0,040 0,606 0,4363
Gumbela | 1T rok -0,0283 13 0,052 0,013 0,9084
odwrocona | 111 rok -0,0167 14 0,057 0,223 0,6369
I-III rok -0,0206 38 0,051 0,006 0,9401
I rok -0,0143 12 0,048 0,031 0,8613
Gaussa 1I rok -0,0286 13 0,052 0,013 0,9084
11T rok -0,0169 14 0,057 0,223 0,6369
1-111 rok -0,0206 36 0,048 0,068 0,7939
I rok -0,0143 12 0,048 0,031 0,8613
t-Studenta | 1 rok -0,0283 13 0,052 0,013 0,9084
11T rok -0,0166 15 0,061 0,562 0,4535
1-111 rok -0,0199 40 0,053 0,165 0,6847

* Pogrubiong czcionka zaznaczono przypadki, dla ktérych nie mozna odrzucié Hy.

Zr6dlo: obliczenia whasne.
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Hipotezy zerowej, zgodnie z ktora udzial przekroczen wartosci zagrozonej rowna
si¢ przyjetemu poziomowi istotnosci, nie mozna odrzuci¢ dla rozktadéw utworzonych
za pomoca: dwoch kopuli archimedesowych uwzgledniajacych zalezno$¢ w dolnym ogo-
nie (Claytona i odwréconej Gumbela), jednej kopuli z symetryczna zaleznoscia w ogo-
nach (t-Studenta) oraz jednej kopuli nie majacej zaleznosci w ogonach (Gaussa).
Oszacowania liczby stopni swobody dla kopuli t-Studenta wynosza od 11 do 51, a im
wigksza liczba stopni swobody, tym mniejsza zalezno$¢ w ogonach i tym wigksze po-
dobienistwo do kopuli Gaussa.

Wyniki testu Kupca dla dolnych ogonéw rozkladéw zawarto w tabelach: 3. 1 4.
W przypadku ogona dolnego, we wszystkich badanych okresach zmniejszenie pozio-
mu istotnosci z 5% do 1% spowodowalo spadek p-wartosci dla kopuli eliptycznych.
Jest to szczegdlnie widoczne w okresie spadkéw (11 rok), dla kopuli Gaussa i t-Studenta
p-warto§¢ zmniejsza si¢ wowezas z 0,91 do 0,06. Ponadto na 1% poziomie istotnosci,
we wszystkich badanych okresach, warto$¢ zagrozona wyznaczona przez kopule archi-
medesowe uwzgledniajace silne zaleznosci w dolnych ogonach rozktadéw (tzn. Claytona
i odwrécona Gumbela) jest wyzsza niz warto$¢ zagrozona wyznaczona przez kopule
eliptyczne. Stanowi to zalet¢ w okresach spadkéw i jednoczesnie wade w okresach wzros-
téw. Podczas trendu spadkowego p-wartosci dla kopuli Claytona i odwréconej Gumbela
sg wyzsze niz p-wartosci kopuli eliptycznych, natomiast podczas trendu wzrostowego
jest odwrotnie.

TABELA 4.
Wyniki testu Kupca dla oszacowan VaR portfela w dolnych ogonach rozk?ta-
dow (poziom istotnosci 1%)

Kopula Okres VaR Li;:{zba prze- Udziat prze- Statystyka tes- pwartosck
roczen kroczen towa Kupca

I rok -0,0236 1 0,004 1,201 0,2732
Clavtona | 11 0K -0,0538 3 0,012 0,087 0,7680
’ 11T rok -0,0297 3 0,012 0,108 0,7430
1-11T rok -0,0368 8 0,011 0,032 0,8589
1 rok -0,0166 9 0,036 10,123 0,0015
Franka 1I rok -0,0324 8 0,032 7,644 0,0057
11T rok -0,0211 7 0,028 5,608 0,0179
1-111 rok -0,0244 27 0,036 30,634 0,0000
I rok -0,0162 10 0,040 12,833 0,0003
Gumbela | 11 rok -0,0325 8 0,032 7,644 0,0057
11T rok -0,0203 6 0,024 3,642 0,0563
1-111 rok -0,0242 28 0,037 33,284 0,0000
I rok -0,0290 0 0,000 5,065 0,0244
Gumbela | II rok -0,0556 2 0,008 0,117 0,7327
odwrécona | 11T rok -0,0359 1 0,004 1,140 0,2856
1-111 rok -0,0421 7 0,009 0,036 0,8499
1 rok -0,0215 2 0,008 0,117 0,7327
Gaussa 1I rok -0,0447 6 0,024 3,499 0,0614
11T rok -0,0272 4 0,016 0,806 0,3692
1-111 rok -0,0324 10 0,013 0,755 0,3848
I rok -0,0223 2 0,008 0,117 0,7327
t-Studenta | 11 10k -0,0449 6 0,024 3,499 0,0614
11T rok -0,0277 4 0,016 0,806 0,3692
1-111 rok -0,0331 10 0,013 0,755 0,3848

* Pogrubiong czcionka zaznaczono przypadki, dla ktérych nie mozna odrzuci¢ Hy.

Zr6dlo: obliczenia wlasne.
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Wyniki testu Kupca dla gérnych ogonéw rozktadéw zawarto w tabelach: 5. 1 6.
Réwniez w ogonie gornym na 1% poziomie istotnodci, we wszystkich badanych okre-
sach warto$¢ zagrozona wyznaczona przez kopule archimedesowe uwzgledniajace silne
zaleznosci w lewym ogonie rozkltadu (Claytona i odwrécona Gumbela) jest wyzsza
niz warto$¢ zagrozona wyznaczona przez kopule eliptyczne. W okresach wzrostow,
na 1% poziomie istotnosci, kopule Claytona i odwrécona Gumbela nie odnotowuja zad-
nych przekroczen.

TABELA 5.
Wyniki testu Kupca dla oszacowan VaR portfela w gornych ogonach rozktadéw
(poziom istotnosci 5%)

. . Statystyka
Kopula Okres VaR L1l::zba , U(Ii:lal P[,Z . tes}t’mZa p-warto$c*
przekroczen roczen Kupca
I rok 0,0180 7 0,028 3,101 0,0782
Claytona 11 rok 0,0255 13 0,052 0,013 0,9084
d 11T rok 0,0177 11 0,045 0,161 0,6882
I-T11 rok 0,0207 32 0,043 0,907 0,3409
I rok 0,0148 19 0,075 2,981 0,0843
11 rok 0,0204 20 0,079 3913 0,0479
Franka
111 rok 0,0145 19 0,077 3,260 0,0710
I-TII rok 0,0166 47 0,063 2,326 0,1272
I rok 0,0144 21 0,083 4,953 0,0260
Gumbela 1T rok 0,0196 21 0,083 4,953 0,0260
111 rok 0,0139 22 0,089 6,507 0,0107
I-I11 rok 0,0164 45 0,060 1,467 0,2258
I rok 0,0172 8 0,032 2,020 0,1553
Gumbela 1T rok 0,0252 13 0,052 0,013 0,9084
odwrécona | 11T rok 0,0164 14 0,057 0,223 0,6369
I-I11 rok 0,0202 33 0,044 0,604 0,4371
I rok 0,0173 8 0,032 2,020 0,1553
11 rok 0,0249 13 0,052 0,013 0,9084
Gaussa
111 rok 0,0169 12 0,049 0,011 0,9182
I-TII rok 0,0202 32 0,043 0,907 0,3409
I rok 0,0174 7 0,028 3,101 0,0782
¢ Studenta 11 rok 0,0247 14 0,056 0,158 0,6907
111 rok 0,0170 12 0,049 0,011 0,9182
1111 rok 0,0195 35 0,047 0,186 0,6660

* Pogrubiong czcionka zaznaczono przypadki, dla ktérych nie mozna odrzuci¢ Hy.

Zr6dlo: obliczenia whasne.
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TABELA 6.

Wyniki testu Kupca dla oszacowan VaR portfela w gérnych ogonach rozkta-

doéw (poziom istotnosci 1%)

. . Statystyka
Kopula Okres VaR Li:era . U(li(zrlal’ prae- tes}tro“yra p-warto$c*
przekroczen oczen Kupca

I rok 0,0295 0 0,000 5,065 0,0244
Claytona 1I rok 0,0448 2 0,008 0,117 0,7327
11T rok 0,0285 1 0,004 1,140 0,2856
1-11II rok 0,0354 5 0,007 0,960 0,3271
I rok 0,0202 5 0,020 1,917 0,1662
Franka 1I rok 0,0274 12 0,048 18,860 0,0000
11T rok 0,0200 9 0,036 10,390 0,0013
I-I1I rok 0,0227 26 0,035 28,060 0,0000
1 rok 0,0199 5 0,020 1,917 0,1662
Gumbela 1I rok 0,0267 12 0,048 18,860 0,0000
11T rok 0,0196 9 0,036 10,390 0,0013
1-T1II rok 0,0226 26 0,035 28,060 0,0000
I rok 0,0335 0 0,000 5,065 0,0244
Gumbela | I rok 0,0472 1 0,004 1,201 0,2732
odwrécona | III rok 0,0317 0 0,000 4,965 0,0259
1-T1II rok 0,0392 4 0,005 1,997 0,1576
I rok 0,0249 2 0,008 0,117 0,7327
Gaussa 1I rok 0,0374 4 0,016 0,745 0,3880
1II rok 0,0240 5 0,020 2,018 0,1554
1-11I rok 0,0297 9 0,012 0,281 0,5962
1 rok 0,0268 1 0,004 1,201 0,2732
¢ Studenta 1I rok 0,0392 4 0,016 0,745 0,3880
11T rok 0,0243 4 0,016 0,806 0,3692
1-T1I rok 0,0305 12 0,016 2,295 0,1298

* Pogrubiong czcionka zaznaczono przypadki, dla ktérych nie mozna odrzuci¢ Hy.

Zr6dlo: obliczenia wlasne.

Na wykresie 2. przedstawiono sktad wybranych portfeli minimalizujacych VaR dla
ogona dolnego w okresie spadkow (11 rok) dla 1% poziomu istotnosci. Réznice pomie-
dzy portfelami zbudowanymi na podstawie stop zwrotu symulowanych z kopuli, ktore
uzyskaly najwigksze p-wartosci, sa niewielkie 1 zmniejszaja si¢ wraz ze wzrostem po-
ziomu istotnos$ci. Jednak sa one znaczace w poréwnaniu z portfelem wyliczonym dla
rzeczywistych stop zwrotu. Podobne wyniki w swoich badaniach osiagnat Patton [Patton,
2004, s. 152]. Wyznaczajac dwusktadnikowe portfele dla inwestoréw o niskiej skfonno-
$ci do ryzyka, autor stwierdzil, ze wagi portfela wyznaczonego na podstawie odwro-
conej kopuli Gumbela i kopuli normalnej sa w 95% przypadkow takie same. Wyniki te
s3 umotywowane narzuconym ograniczeniem w postaci braku krotkiej sprzedazy, co nie
pozwala na wykorzystanie w pelni zalet rozktadéw modelowanych za pomoca kopuli.

Kopulg z najwigksza p-wartoscia w okresie spadkéw dla 1% poziomu istotnosci, dla
ogona dolnego byla kopula Claytona. Na wykresie 3. znajduje si¢ sklad portfeli wyzna-
czonych na podstawie tej kopuli dla wszystkich okreséw. Uderzajace jest podobien-
stwo wszystkich portfeli za wyjatkiem I roku. Jednakze wyja$nienie przyczyn takiego
sktadu portteli wymagatoby wykorzystania dodatkowych narzedzi, co przekracza zakres
niniejszego artykutu.
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9. Podsumowanie

W badaniu polaczono dwa walory aplikacyjne kopuli: do wyznaczania wartosci zag-
rozonej i do optymalizacji portfela. Wartos¢ zagrozona zostata poprawnie wyznaczo-
na dla rozkladéw utworzonych za pomoca kopuli archimedesowych z zaleznoscia w dol-
nych ogonach (Claytona i odwréconej Gumbela) oraz kopuli eliptycznych (Gaussa bez
zalezno$ci w ogonach i t-Studenta z symetryczng zaleznoscia w ogonach). W przeprowa-
dzonych badaniach kopule archimedesowe z zaleznosciami w dolnych ogonach okresla-
ly poziomy VaR wyzsze niz kopule eliptyczne, a réznice pomiedzy warto$ciami zagro-
zonymi wzrastaly wraz ze spadkiem poziomu istotno$ci. Inwestor, ktory chce unik-
na¢ niedoszacowania ryzyka w okresach bessy, bedzie zatem preferowal uzycie kopul
archimedesowych do modelowania zaleznoéci stép zwrotu. W zakresie optymalizacji
portfela otrzymane rezultaty wskazuja na znaczne podobienstwa udziatéw spélek. Dal-
sze badania powinny uwzgledni¢ rozwini¢cie narzedzi umozliwiajacych analize skladu por-
tteli, wzbogacenie rozkladéw o parametryczne rozklady brzegowe, a takze ekstrapo-
lacje wyliczonej warto$ci zagrozonej na przyszle okresy.
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