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Rozdziat 1

Wstep

W niniejszej pracy badamy uklad mieszaniny bozonowo-fermionowej w jednowymiaro-
wej (1D) konfiguracji, gdzie fermiony sa spolaryzowane, a bozony posiadaja niezerowy
moment magnetyczny. W tej pracy skupimy sie na odnalezieniu fazy supersolid w kom-
ponencie bozonowym. Tradycyjnie supersolid to stan materii taczacy uporzadkowanie
krystaliczne z wlasciwosciami nadciektymi [1]. Eksperymentalnie zostal on osiagniety we
wnekach rezonansowych przy oddziatywaniach kontaktowych, natomiast w optycznych
putapkach o réznych geometriach - jedynie przy uzyciu pierwiastkow o bardzo duzym
momencie magnetycznym, takich jak dysproz (Dy). W naszej pracy przedstawiamy teo-
retyczne i numeryczne dowody na to, ze przy wprowadzeniu fermionéw, supersolid moze
by¢ osiagniety rowniez w uktadach z bozonami o stosunkowo niewielkim momencie ma-
gnetycznym, takich jak rubid.

Gléwnym celem pracy jest zademonstrowanie, ze faza supersolid w mieszaninie bozo-
nowo-fermionowej moze by¢ uzyskana w uktadzie 1D poprzez wykazanie obecnosci nie-
stabilnosci rotonowej oraz detekcje moddéw kolektywnych, w szczegdlnosci modow Gold-
stone’a (szczegdlnie out-of-phase) oraz modu Higgsa. Aby rozpoczaé realizacje zadania,
przechodzimy od petnych réwnan 3D do modelu kwazi-jednowymiarowego poprzez wy-
catkowanie dwéch przestrzennych stopni swobody. Funkcja uzyta do wycatkowania dwoch
przestrzennych stopni swobody to funkcja gaussowska, ktéra odpowiada stanowi podsta-
wowemu rozwiazania réwnania Schrodingera w putapce harmonicznej, opisujacego kon-
densat Bosego-Einsteina bez uwzglednienia oddziatywan kontaktowych, czyli oscylator
harmoniczny. Nastepnie szukamy stanu podstawowego mieszaniny: dla bozonéw stosu-
jemy metode ewolucji w czasie urojonym, natomiast fermiony - opisywane jako orbi-
tale - uzyskujemy poprzez diagonalizacje jednoczgstkowego hamiltonianu fermionowego.
Po uzyskaniu samo uzgodnionego stanu podstawowego w putapce harmonicznej, wpro-
wadzamy symetryczne oraz antysymetryczne zaburzenia geometrii putapki, a nastepnie
analizujemy ewolucje uktadu w czasie rzeczywistym. Po wykonanej ewolucji, gesto$é¢ ana-
lizujemy za pomoca transformaty Fouriera, co umozliwia wyodre¢bnienie modéw o okre-

slonych czesto$ciach. W ten sposéb mozliwa jest identyfikacja dynamiki wzbudzen, gdzie
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rozrézniamy mody typu in-phase (czesé nadciekla porusza sie zgodnie z czeScig krysta-
liczna) oraz out-of-phase (w ktérych cze$é nadciekta porusza sie w przeciwng strone do
czedei krystalicznej), a takze mod Higgsa zwiazany z oscylacjami amplitudy. Jednoczesna

obecno$é¢ tych modéw wskazuje, ze uktad ztamat symetrie i jest w fazie supersolid.

Praca zostata utozona nastepujaco:
Rozdziat 2: Przedstawiono tto historyczne badan nad kondensacja Bosego-Einsteina, nad-
ciekltoscig oraz droge do fazy supersolid - od eksperymentéw w statym helu po realizacje
w ultrazimnych gazach.
Rozdzial 3: Omoéwiono, czym jest faza supersolid oraz przedstawiono przeglad badan eks-
perymentalnych (oscylatory torsyjne w He, realizacje we wnekach optycznych i w kon-
densatach dipolowych Dy/Er) oraz teoretycznych (réwnania Bogoliubova-de Gennesa,
metody Monte Carlo, mieszaniny bozonowo-fermionowe).
Rozdziat 4: Przedstawiono formalizmy Ginzburga-Landaua oraz Lagrange’a, z ktérych
wynikaja mody Goldstone’a i Higgsa, fundamentalne dla opisu tamania symetrii.
Rozdziat 5: Prezentuje gtéwne wyniki pracy: przejécie z geometrii 3D do kwazi-1D, wy-
znaczenie stanu podstawowego mieszaniny, analityczna eliminacje fermionowych stopni
swobody, analize niestabilnosci rotonowej, charakterystyke niskoenergetycznych wzbu-
dzen (mody Goldstone’a i Higgsa), kryterium Leggetta oraz argument skalowania.
Rozdzial 6: Badane jest wzbudzenie fazy supersolid metoda quenchu oraz wynikajaca z
niego dynamika uktadu.
Rozdzial 7: Zawiera podsumowanie i wnioski.
Dodatek A: Przedstawiono szczegdtows redukcje potencjatu dipolowego z 3D do 1D, wy-
znaczono widmo Bogoliubova dla oddziatywania kontaktowego z poprawka dipolowa oraz
obliczono efektywny potencjat oddziatywania bozon-bozon.

W niniejszej pracy wykorzystano narzedzia sztucznej inteligencji w celu korekty jezy-

kowej i stylistycznej tekstu.



Rozdziat 2
Tto historyczne

Rozdziat ten przedstawia historyczny kontekst badan nad egzotycznymi stanami materii,
ze szczegolnym uwzglednieniem kondensacji Bosego-Einsteina oraz nadciektosci - zjawisk,
ktore stworzyty podstawy do koncepcji fazy supersolid. Ukazano zaréwno podejscie teo-
retyczne, jak i kolejne etapy eksperymentalnego dazenia do realizacji tego niezwyklego
stanu, w ktérym nadciektosé wspoétistnieje z uporzadkowaniem przestrzennym. Przeglad
obejmuje klasyczne badania z wykorzystaniem helu w fazie statej oraz najnowsze osiaggnie-
cia w dziedzinie ultrazimnych gazéow atomowych. Badania nad nowymi stanami materii,
ktorych kwantowe efekty manifestuja sie w skali makroskopowej, siegaja poczatkéw XX
wieku. Jednym z fundamentalnych odkryé byta kondensacja Bosego-Einsteina (BEC),
przewidziana przez S. N. Bosego w 1924 roku [2] oraz rozwinieta przez Alberta Einsteina
w 1925 roku [3]. Prace teoretyczne wykazaly, ze w bardzo niskich temperaturach duza
liczba bozonéw moze skondensowac¢ do jednego stanu wtasnego, prowadzac do powstania
spéjnego stanu makroskopowego.

Eksperymentalnie dopiero w 1995 roku udato sie uzyskaé¢ kondensat w rozrzedzonym
gazie atomowym. Przetomowy eksperyment E. A. Andersona i wspolpracownikéw, opu-
blikowany w 1995 roku w czasopi$mie Science [4], dotyczyt atoméw rubidu-87, a w tym
samym czasie Ketterle i jego zesp6t uzyskali kondensat, uzywajac atoméw sodu-23 [5].
To odkrycie otworzyto nowg ere badan nad ultrazimnymi gazami, umozliwiajac szczego-
towe badania zjawisk kwantowych, takich jak kwantowe wiry, krople w kondensatach, a
nastepnie faze supersolid.

Roéwnolegle rozwijano badania nad zdegenerowanym gazie fermionéw. Fermiony, ktore
nie moga zajmowac¢ tego samego stanu kwantowego, nie kondensuja bezposrednio, lecz
tworza pary (analogiczne do par Coopera w nadprzewodnikach). W 1999 roku osiagnieto
zdegenerowany gaz fermionowy [6], a w latach 2003-2004, przy uzyciu rezonansu Fesh-
bacha, udato sie potaczy¢ fermiony w pary, ktére nastepnie kondensowaly, tworzac kon-
densat fermionowy [7]. Realizacja tzw. crossover BCS-BEC stala sie istotnym krokiem w
zrozumieniu nadciektosci w uktadach fermionowych oraz miata znaczenie dla badan nad

nadprzewodnictwem wysokotemperaturowym.



Od dawna pojawiato sie pytanie, czy mozliwe jest uzyskanie stanu, w ktérym jedno-
czes$nie wystepuje uporzadkowanie krystaliczne (typowe dla cial stalych) oraz nadciektosé
(charakterystyczna dla kondensatéw Bosego-Einsteina) - tzw. faza supersolid. Pierwsze
teoretyczne przewidywania dotyczace fazy supersolid pojawity sie juz pod koniec lat 60.
XX wieku, gdy A. F. Andreev oraz I. M. Lifshitz [§] rozwazyli mozliwo$¢ kondensacji
luk sieciowych (czyli nieobsadzonych miejsc w sieci krystalicznej) w krysztale helu jako
mechanizmu generujacego nadciektos¢ w ciele statym. Nastepnie G. V. Chester oraz A.
J. Leggett w 1970 roku [1] sformulowali hipoteze, ze cialo stale moze by¢ nadciekte.
Przez kolejne dekady poszukiwania fazy supersolid skupialty si¢ gléwnie na *He w fazie
statej, poniewaz jest to lekki bozon o silnych fluktuacjach zeropunktowych (zero-point
fluctuations), wynikajacych z ptytkiego i szerokiego potencjatu He-He, co prowadzi do
duzej amplitudy wzbudzen nawet w stanie podstawowym. W potaczeniu ze stosunkowo
stabymi oddziatywaniami miedzyatomowymi sugerowato to, ze nawet w uporzadkowa-
nej sieci krystalicznej mozliwa jest delokalizacja atomdéw i pojawienie sie nadciektosci.
W 2004 roku Kim i Chan [9] opublikowali doniesienia o obserwacji nieklasycznego mo-
mentu bezwtadnosci (NCRI, ang. Non-Classical Rotational Inertia) w helu w fazie stalej
w oscylatorach torsyjnych, co mogto sugerowac¢ pojawienie si¢ nadciektego sktadnika. Zja-
wisko NCRI polega na tym, ze czes¢ masy uktadu nie uczestniczy w ruchu obrotowym,
co wskazuje na obecno$¢ komponentu o wtasciwosciach nadciektych. Jednak wyniki te
byty kontrowersyjne: kolejne badania, w tym pomiary wlasciwosci sprezystych, wyko-
nane przez Day’a i Beamisha [10] oraz eksperymenty przepltywowe Ray’a i Hallocka [11],
wykazaly, ze obserwowane efekty mozna ttumaczy¢ zmianami wlasnosci mechanicznych
i defektami topologicznymi. W efekcie, mimo poczatkowych entuzjastycznych doniesien,
eksperymenty z wykorzystaniem helu w fazie statej nie daty jednoznacznego potwierdze-
nia odkrycia fazy supersolid.

Odejscie od préb z helem skierowato uwage na ultrazimne gazy atomowe, w ktorych
oddzialywaniami mozna precyzyjnie sterowaé za pomoca rezonansu Feshbacha. W 2017
roku eksperymenty z kondensatami bozonowymi z sprzezeniem spin-orbita oraz konden-
satami w rezonatorach optycznych doniosty o pojawieniu sie struktur o cechach fazy
supersolid, jednakze struktury te byly wymuszone przez zewnetrzne pola, co nie w pelni
odzwierciedlato autentyczny charakter fazy supersolid. Prawdziwy przetom nastgpit w
2019 roku, gdy trzy niezalezne grupy badawcze - w Pizie, Stuttgarcie oraz Innsbrucku
- oglosily obserwacje metastabilnego stanu - fazy supersolid - w kondensatach dipolo-
wych [12,[13/14]. W tych uktadach spontanicznie pojawiajace sie maksima gestosci utozyty
sie w regularng sie¢ przy zachowaniu nadciektosci uktadu, co wskazywato na wspotistnie-
nie obu faz.

W ostatnich latach intensywnie rozwijaty si¢ réwniez badania nad mieszaninami skta-
dajacymi sie z bozonow i fermionéw, w ktérych fermiony moga mediowaé¢ oddziatywania

miedzy bozonami, sprzyjajac stabilizacji uktadu. Prace teoretyczne autorstwa Biichlera i



Blattera [15] oraz Titvinidze, Snoek i Hofstettera [16] analizowaly takie mieszaniny gtéw-
nie w dwuwymiarowych sieciach optycznych, o geometrii kwadratowej lub trojkatne;j. Ich
celem bylto badanie mechanizméw posrednich oddzialywan bozon-bozon indukowanych
przez sktadnik fermionowy, a nie bezposrednie uzyskanie fazy supersolid. Niemniej jed-
nak wyniki tych badan wskazaty na mozliwos¢ powstania faz o uporzadkowanej strukturze
przestrzennej.

W tych pracach koncentrowano sie na mieszaninach dobrze znanych z eksperymentéw
ultrazimnych gazéw, takich jak rubid (3Rb) i potas (1°K) oraz s6d (**Na) i lit (°Li). Sa
to uktady, ktére mozna efektywnie schtadza¢ do temperatur bliskich zera bezwzglednego,
a ich oddziatywania mozna kontrolowaé przy pomocy rezonansow Feshbacha, co czyni je
atrakcyjnymi kandydatami do realizacji fazy supersolid. Praca Ortha i wspétpracowni-
kéw [17] wykazala teoretycznie mozliwo$¢é powstania fazy supersolid w dwuwymiarowym
uktadzie o geometrii tréjkatnej z fermionami mediujacymi oddzialywania bozondéw, jed-
nak jak dotad nie uzyskano eksperymentalnej obserwacji tej fazy w takich uktadach.

Podsumowujac, rozwdj badan nad BEC i nadciekltoscia rozpoczat sie od teoretycznych
przewidywan Bosego i Einsteina, przeistoczyt sie w pierwsze eksperymentalne realizacje
kondensatu w 1995 roku, a nastepnie rozszerzyl si¢ na gazy fermionowe. Historia po-
szukiwan fazy supersolid, poczawszy od teoretycznych rozwazan w latach 60, poprzez
eksperymenty z wykorzystaniem “He, az po przetomowe badania w ultrazimnych gazach
dipolowych oraz mieszaninach bozonowo-fermionowych w latach 2017-2019 ukazuje, jak
dhugo trwato dazenie do osiggniecia stanu materii taczacego cechy ciat statych z wtasciwo-
Sciami nadciektymi. Odkrycia te nie tylko przyniosty odpowiedzi na pytania formutowane
od dekad, ale réwniez otworzyty nowe perspektywy badan zjawisk kwantowych, majacych

potencjalne zastosowania od fizyki fazy skondensowanej po astrofizyke.



Rozdziat 3

Faza supersolid: wtasnosci, realizacje

eksperymentalne i opis teoretyczny

Celem niniejszego rozdziatu jest wyjasnienie, czym jest faza supersolid oraz przedstawie-
nie najwazniejszych wynikow badan eksperymentalnych i teoretycznych nad tym stanem
materii. Przeanalizowane zostang zaroéwno historyczne proby realizacji tego egzotycznego
stanu materii, jak i wspotczesne eksperymenty z udziatem ultrazimnych gazow atomo-
wych. Szczegdlny nacisk potozono na fizyke kondensatéw dipolowych oraz na teoretyczne
modele, opisujace mechanizmy powstawania fazy supersolid, w tym analize widma wzbu-
dzen, metody numeryczne oraz przeglad uktadéw bozonowo-fermionowych. Rozdziat zo-

stal podzielony na czes¢ eksperymentalng i teoretyczna.

3.1 Co to jest faza supersolid

Faza supersolid to unikalny stan materii, w ktérym wspotistnieja dwa - pozornie sprzeczne
- porzadki: przestrzenny, typowy dla cial statych oraz nadciekty, odpowiedzialny za prze-
plyw bez oporu. Innymi stowy, materia zachowuje periodyczna strukture, czyli dtugozasie-
gowy porzadek (ang. long-range order, LRO), a jednoczesnie wykazuje cechy nadciektosci,
co potwierdza istnienie pozadiagonalnego dtugozasiegowego porzadku (ang. off-diagonal
long-range order, ODLRO). Obecno$¢ ODLRO, wyrazona poprzez niezanikajace poza-
diagonalne elementy jednoczastkowej macierzy gestosci dla duzych odlegtosci, Swiadczy o
koherencji uktadu, dzieki ktorej mozliwa jest kondensacja Bosego-Einsteina. Takie wspot-
istnienie porzadku krystalicznego i nadciektosci stanowi wyzwanie zaréwno teoretyczne,
jak i eksperymentalne.

W klasycznym ujeciu ciata stale opisuje sie jako uktady, w ktérych atomy sg silnie
zlokalizowane w punktach sieci krystalicznej i wykonuja jedynie niewielkie drgania wokot
swoich potozen réwnowagi, co skutecznie uniemozliwia wystapienie kondensacji Bosego-

Einsteina. Z kolei w nadcieklych ukladach, takich jak ciekly “He, atomy nie zachowuja



3.2. EKSPERYMENTY DOTYCZACE FAZY SUPERSOLID

sie jak niezalezne, lokalizowalne czastki jak w krysztale, lecz tworza kolektywny stan
kwantowy, w ktorym mozliwe sa dlugozasiegowe korelacje miedzy atomami - to wlasnie
dtugozasiegowy porzadek odpowiada za wystepowanie nadciektosci. Tego typu zjawiska
mozna bezposrednio obserwowaé¢ w symulacjach metoda Monte Carlo [18] [19]. Typowym
przejawem nadcieklosci jest efekt nieklasycznej bezwtadnoscei obrotowej (NCRI), w kt6-
rym cze$¢ masy uktadu nie uczestniczy w ruchu obrotowym - skutkujac zmniejszeniem
efektywnego momentu bezwladnosci wzgledem wartosci klasyczne;j.

Faza supersolid taczy te dwa obrazy cieczy i krysztahu: z jednej strony ma regularng
strukture sieci, z drugiej zas umozliwia swobodny, bezoporowy przepltyw masy, typowy
dla faz nadciektych. To potaczenie delokalizacji i uporzadkowania przestrzennego czyni ja
szczegolnie interesujgcym stanem materii, ktérego istnienie przez wiele lat pozostawato
wylacznie w sferze spekulacji teoretycznych. Z punktu widzenia symetrii faza superso-
lid jest stanem, w ktérym jednoczes$nie spontanicznie ztamane sg dwie symetrie ciggte:
translacyjna (odpowiadajaca za uporzadkowanie krystaliczne) oraz U(1) (zwiazana z faza
czastek). Zgodnie z twierdzeniem Goldstone’a, kazde takie spontaniczne ztamanie ciagtej
symetrii prowadzi do pojawienia si¢ niskoenergetycznych modow kolektywnych - modow
Goldstone’a - ktore sa bezposredniag manifestacjg ztamania symetrii. W fazie supersolid

te dwa mody Goldstone’a odpowiadaja wzbudzeniom krysztatu i czesci nadciektej.

3.2 Eksperymenty dotyczace fazy supersolid

W tej czesci przedstawione zostang kluczowe eksperymenty, prowadzace do potwierdze-
nia istnienia fazy supersolid. Zostang omoéwione zaréwno historyczne badania prowadzone
na ‘He w fazie stalej, ktore zapoczatkowaly eksperymentalne poszukiwania fazy super-
solid, jak i przetomowe wyniki, uzyskane w ostatnich latach w uktadach ultrazimnych
gazéw atomowych. Szczegdlng uwage poswiecono eksperymentom z udziatem silnie ma-
gnetycznych atoméw, takich jak dysproz, ktore umozliwily jednoznaczng obserwacje fazy

supersolid oraz jego kluczowych cech - nadciektosci i uporzadkowania przestrzennego.

3.2.1 Poszukiwania w helu w fazie statej (‘He)

Pierwsze doniesienia sugerujace istnienie fazy supersolid w *He w fazie statej pochodzity z
do$wiadczen oscylatora toroidalnego (oscylatora w ksztalcie torusa). Kim i Chan [9] umie-
Scili staly hel (*He) w oscylatorze toroidalnym i badali zmiany okresu drgan w funkcji
temperatury. Ponizej okoto T, ~ 0.2 K zaobserwowali oni wyrazny spadek okresu drgan
oscylatora, co odpowiada temu, ze pewna czeS¢ masy statego helu przestata uczestniczyc
w ruchu obrotowym ukladu (efekt tzw. nieklasycznej bezwladnosci obrotowej, NCRI).
Mierzony efekt wystepowal we wszystkich zbadanych probkach krystalicznego “He w za-

kresie ci$nien od ok. 26 do 66 bar, co pozwolito wyznaczy¢ przyblizony obszar fazowy
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powstawania fazy supersolid w ukladzie statego helu [9]. Pozorny utamek masy odsprze-
zonej od ruchu oscylatora wynosit mniej niz 1% i malal wraz ze wzrostem amplitudy
oscylacji [9]. Thumaczono to analogia do krytycznej predkosci nadcieklosci - powyzej
pewnej czestosci oscylacji efekt NCRI zanikal. Wyniki Kim i Chana stanowilty pierwsza
eksperymentalng przestanke istnienia fazy supersolid w “*He, jednak interpretacja ta w ko-
lejnych latach zostata poddana w watpliwosé¢ przez dalsze badania. Kluczowy okazal sie
pomiar wladciwosci sprezystych statego helu dokonany przez Day’a i Beamisha [10]. Zmie-
rzyli oni modut sprezystoéci krystalicznego “He w niskich temperaturach, stosujac mate
odksztalcenia oscylacyjne (czyli niewielkie, cyklicznie zmienne naprezenia mechaniczne,
ktore nie powoduja trwatych deformacji prébki). Stwierdzono, ze modul sprezystosci ro-
$nie znaczaco (o kilkanascie do kilkudziesieciu procent), gdy temperatura spada ponizej
ok. 0.2 K [10]. Co istotne, sztywnienie statego helu wykazywato taka sama zaleznos$¢ od
warunkow eksperymentu, jaka obserwowano dla efektu NCRI w oscylatorze toroidalnym.
Zaréwno zmiany amplitudy wzbudzen, stezenie domieszki *He w prébee, jak i wezeéniejsze
wyzarzanie krysztatu wptywaly na modut sprezystosci w sposéb analogiczny do wpltywu
na wielkoé¢ efektu NCRI [10]. Sugeruje to, ze anomalia odkryta w okresie oscylatora
moze wynikaé ze zmian wilasnosci mechanicznych statego helu (np. z unieruchamiania
i uwalniania dyslokacji (defektéw sieci krystalicznej) przez domieszki 3He przy zmianie
temperatury, czyli zjawisk polegajacych na tym, ze domieszki te moga tymczasowo unie-
ruchamia¢ linie dyslokacyjne, ograniczajac ich ruch, a zmiany temperatury wpltywaja na
mobilno$é¢ tych domieszek i moga prowadzi¢ do uwolnienia dyslokacji, co z kolei wptywa
na wlasciwo$ci mechaniczne krysztahu), a nie z powstania rzeczywistej fazy supersolid.
W konsekwencji, wyniki te podwazyly interpretacje efektu Kim-Chana jako dowodu na
supersolid, wskazujac alternatywne wyjasnienie zwigzane z elastycznoscig krysztatu.
Innym podejsciem do weryfikacji istnienia fazy supersolid w helu byty eksperymenty
przeptywowe. Ray i Hallock |11] zaprojektowali uktad, w ktérym krysztat “He w postaci
fazy hcp (hexagonal close-packed), przy ci$nieniu ponizej linii topnienia (czyli ponizej
wartosci cisnienia, przy ktorej hel w danej temperaturze przechodzi ze stanu statego w
ciekly), znajdowal sie w kontakcie z rezerwuarem cieklego helu, ktéry w tym stanie jest
nadciekty. Umozliwito to wywieranie kontrolowanej réznicy cisnien miedzy dwiema stro-
nami probki statego helu. W takich warunkach zostat zaobserwowany transport masy
przez staly hel w temperaturach rzedu dziesiatek mK [11]. Mierzony przeptyw masy -
analogiczny do pradu statego (direct current), gdzie warto$é¢ przeplywu pozostaje nie-
zmieniona w czasie - zostal zaobserwowany zaréwno w krysztatach, ktére formowaty sie
stopniowo (co prowadzito do bardziej uporzadkowanej struktury), jak i w krysztatach
powstajacych w wyniku szybkiego schladzania (gdzie tworzy sie wiele defektéw, takich
jak mikrokanaliki lub granice ziaren, czyli miejsca styku regionéw o réznych orientacjach
struktury krystalicznej). Fakt, ze przeptyw masy byt podobny, niezaleznie od metody

przygotowania, sugeruje, iz nie wynikat on wytacznie z obecnosci defektow w strukturze
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krysztatu. Przeptyw masy wykazywal silng zaleznos¢ od temperatury i cisnienia - poni-
zej pewnej temperatury, zwanej temperatura progowa, zaczynata si¢ pojawia¢ nadciekta
czesé statego helu, czyli masa zaczynata swobodnie przeptywac przez krysztat. Co wiecej,
przy zmianach temperatury uktad reagowal inaczej w zaleznosci od tego, czy byt podgrze-
wany, czy schtadzany (zjawisko histerezy, czyli sytuacja, w ktérej uktad podaza réznymi
Sciezkami przy zmianie parametru zewnetrznego, np. podgrzewaniu i schtadzaniu - czego
przejawem moga by¢ rézne wartosci krytyczne przejscia fazowego) [11]. Charakterystyki
te sg zgodne z nadcieklym transportem w *He. Niemniej jednak wyniki te byty ostroz-
nie interpretowane, gdyz nadal mozliwe byly alternatywne drogi przeptywu (np. wzdtuz
defektéw struktury krystalicznej).

Mimo licznych badan do$wiadczalnych - od pomiaréw oscylatorowych po proby wy-
krycia statego przeptywu - istnienie egzotycznej fazy supersolid w statym *He, nie zostalo

jednoznacznie potwierdzone.

3.2.2 Swupersolid w kondensatach z oddzialywaniami kontakto-
wymi

Przetomowe eksperymenty z lat 2017-2018 pokazaty, ze faze supersolid mozna uzyskaé
w kondensatach z czysto kontaktowymi oddziatywaniami, bez udziatu dtugozasiegowych
sit dipolowych. W szczegdlnosci, kluczowe okazaly sie prace wykorzystujace kondensaty
Bosego-FEinsteina w uktadach dwoch sprzezonych wnek optycznych, umozliwiajacych po-
wstanie dtugozasieggowych oddzialywan miedzy atomami poprzez wymiang fotonéw we
wnece optycznej.

Pierwszg bezposrednig realizacje fazy supersolid zaobserwowano w eksperymencie
Léonarda i wspolpracownikéw [20], w ktérym kondensat zawierajacy atomy rubidu (5"Rb)
umieszczono w skrzyzowanych wnekach optycznych, sprzezonych z jednym polem lasero-
wym. Uktad ten pozwalal na rozpraszanie fotonéw miedzy dwiema wnekami przez atomy,
co prowadzito do powstania dtugozasiegowego efektywnego oddzialywania miedzy nimi.
Wraz ze wzrostem mocy promieniowania laserowego przekroczony zostal prog krytyczny,
powyzej ktorego uktad samorzutnie przeszedt do stanu z modulowang gestoscia - wyraznie
widocznej w $wietle wychodzacym z wnek rezonansowych. Jednoczesnie wcigz zachowana
byta globalna koherencja fazowa kondensatu, co potwierdzato obecno$é¢ nadciektosci. Za-
obserwowano zatem wspolistnienie ztamania symetrii translacyjnej oraz symetrii U(1),
co stanowi charakterystyczna sygnature fazy supersolid [20].

W kolejnym badaniu Léonarda i wspoétpracownikéw [21], zostal zidentyfikowany kry-
tyczny punkt przejécia do fazy supersolid. Analizujac rozktad fluktuacji fotonéw wycho-
dzacych z wnek oraz korelacje pomiedzy nimi, autorzy wykazali istnienie krytycznego
punktu zwigzanego z samorzutnym ztamaniem symetrii w tym uktadzie - czyli punktu

granicznego, w ktérym uktad przechodzi z jednej fazy w druga - w tym przypadku z
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kondensatu do fazy supersolid - a obserwowane fluktuacje staja sie silnie skorelowane
przestrzennie. Oznacza to, ze zmiany zachodzace w jednej czeéci uktadu wplywaja na
inne, nawet te daleko odlegte obszary. Takie zachowanie jest typowe dla przejéé¢ fazowych
drugiego rzedu i wskazuje na pojawienie si¢ dtugozasiegowego porzadku. Wykazano row-
niez, ze faza ta jest stabilna przez dtugi czas i mozna jg precyzyjne kontrolowaé poprzez
parametry Swiatta lasera i geometri¢ wnek, co czyni ten uktad bardzo atrakcyjnym do
badania fundamentalnych wtasciwosci faz kwantowych.

Ponadto w tej samej pracy [21], przeprowadzono bezposrednie pomiary ewolucji mo-
déw kolektywnych w fazie supersolid. Udato sie zidentyfikowaé zaréwno mod Goldstone’a
- zwiazany z oscylacjami fazy (wynikajacy ze ztamania symetrii U(1)), jak i mod Hig-
gsa - odpowiadajacy oscylacjom amplitudy. Detekcja tych modéw zostata zrealizowana
poprzez analize ewolucji swiatta, emitowanego z wnek po gwaltownych zmianach pa-
rametréw uktadu. Eksperymentalna identyfikacja obu modow - Goldstone’a i Higgsa -
jednoznacznie potwierdza osiggniecie fazy supersolid w badanym uktadzie.

Trzecia praca, autorstwa Mivehvara i wspdlpracownikéw [22], dostarczyta teoretycz-
nego opisu eksperymentéw Léonarda i wspotpracownikow, interpretujac powstaty uktad
jako realizacje fazy supersolid w systemie z oddzialywaniem mediowanym przez wneki
rezonansowe. W pracy tej przeanalizowano szczegétowo strukture stanéw wzbudzonych
i sposéb, w jaki fotony i atomy wspdlnie determinuja wtasciwosci uktadu. Przewidziano
rowniez istnienie modéw kolektywnych oraz warunki, w ktérych moga by¢ one ekspery-
mentalnie obserwowane.

Uzupelieniem realizacji fazy supersolid w tej klasie sg takze uktady kondensatéw z
sprzezeniem spin-orbita. W pracy Li i wspotpracownikéw [23], wykazano istnienie fazy
pasmowej (stripe phase) w kondensacie rubidu z dwoma sprzezonymi stanami spino-
wymi. Modulacja gestosci wynikala z interferencji komponentéw spinowych, przesunie-
tych wzgledem siebie w przestrzeni pedéw, a obecno$é globalnej koherencji fazowej po-
twierdzala nadciektos¢ uktadu. Cho¢ amplituda modulacji byta niewielka i trudna do
zaobserwowania bezposrednio, praca ta dostarczyta istotnych dowodéw teoretycznych i
posrednich eksperymentalnych na istnienie fazy supersolid, bez udziatu oddziatywan dtu-
gozasiegowych, jedynie dzieki inzynierii sprzezenia spin-orbita.

Eksperymenty te pokazaly nows droge do inzynierii egzotycznych faz kwantowych,
kontrolowanych za pomoca pola elektromagnetycznego, bez koniecznosci stosowania na-

turalnych oddziatywan dtugozasiegowych.

3.2.3 Realizacja w kondensatach dipolowych (dysproz)

W przeciwienstwie do przypadku helu, w uktadach ultrazimnych atoméw z oddziaty-
waniami dipolowymi, udato sie uzyskaé faze supersolid w sposéb powtarzalny i jedno-

znaczny. Przetom nastapit w 2019 roku, kiedy dwie niezalezne grupy do$wiadczalne do-
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niosty o obserwacji tej fazy w kondensatach Bosego-Einsteina, z silnie magnetycznymi
atomami dysprozu (!%?Dy). W takich uktadach, dzigki duzym momentom magnetycz-
nym atoméw, wystepuja dtugozasiegowe oddziatywania dipolowe, ktére nie pojawiaja sie
w eksperymentach ze statym *He. Tanzi i wspolpracownicy [12] wykorzystali kondensat
dysprozu uwieziony w wydtuzonej putapce, gdzie kluczowym elementem byto dostrojenie
oddziatywan miedzyatomowych za pomoca rezonansu Feshbacha - metoda ta stopniowo
zmniejszata oddziatywanie kontaktowe, zblizajgc uklad do granicy niestabilnosci roto-
nowej (czyli stanu, w ktérym energia wzbudzenia rotonowego spada do bardzo niskich
wartosci, co sprzyja spontanicznej modulacji gestosci), uktad staje sie niestabilny, co jest
uwazane za sygnal przejécia do fazy supersolid [24]. Eksperymentalnie zaobserwowano,
ze ponizej pewnej krytycznej wartosci oddziatywania, jednorodny poczatkowo kondensat
spontanicznie ulegt modulacji - wzdtuz dtuzszej osi putapki pojawit sie¢ szereg zagesz-
czonych obszaréw materii, rozmieszczonych periodycznie [12], co potwierdzono poprzez
obserwacje wyraznych obrazow interferencyjnych podczas otwarcia putapki i wzmocnienia
gesto$ci w maksimum [12]. Innymi stowy, powstata faza posiadata jednoczesnie uporzad-
kowanie przestrzenne (regularne odstepy pomiedzy maksimami gestosci) oraz nadciektosé
- cechy definiujace supersolid. Zaobserwowany stan fazy supersolid okazal si¢ metasta-
bilny: utrzymywat sie przez kilkadziesiat milisekund, po czym stopniowo zanikat wskutek
strat atoméw (wynikajacych z zderzen trdjciatowych). Mimo ograniczonego czasu zy-
cia, byla to pierwsza realizacja fazy supersolid w uktadzie doswiadczalnym z atomami
dysprozu.

Niezaleznie, Bottcher i wspolpracownicy [13] przeprowadzili zblizony eksperyment z
kondensatem dysprozu, réwniez obserwujac przejscie od fazy jednorodnego BEC do fazy
supersolid. W ich ukladzie powstawata analogicznie sie¢ réwnoodlegtych maximéw (o
rozmiarach rzedu kilku mikrometréw), roztozonych periodycznie w chmurze atomowe;.
Grupa ta szczegdtowo zbadata wlasciwosci powstatej struktury fazy supersolid: wyzna-
czyta warunki graniczne pojawienia sie fazy supersolid, w zaleznosci od liczby atoméw w
kondensacie i wartosci dtugosci rozpraszania [13]. Stwierdzono, ze krytyczna warto$é dtu-
gosci rozpraszania, potrzebna do wytworzenia koherentnych maximoéw, przesuwa si¢ na
wigksze wartosci przy wzroscie liczby atoméw [13]. Zaobserwowana faza supersolid miata
charakter nietrwaly - utrzymywata sie tylko w pewnym zakresie parametrow i zwykle
po pewnym czasie ewoluowala w uktad niekoherentnych maximéw albo wracata do fazy
jednorodne;j.

Kolejnym, istotnym dowodem na istnienie fazy supersolid, byta obserwacja dwdch
niezaleznych modéw oscylacji w kondensacie dysprozu. W eksperymentach przeprowa-
dzonych przez Tanziego i innych [25] oraz Bottchera i innych [13], wzbudzano oscylacje
gestosci metoda ,,quenchu”. Poczatkowo obserwowano jedna czestosé oscylacji, tzw. mod
oddychajacy (breathing mode), w ktérym kondensat cyklicznie zmienia swoj rozmiar -

jakby ,,oddychat”. Taka dynamika wskazywata, ze uktad znajduje sie w stanie jednorod-
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nego BEC. Po zmianie oddziatywan kontaktowych zaobserwowano jednak rozdzielenie
tej pojedynczej czestosci na dwie wyraznie odrebne: nizsza czestosé przypisano ruchowi
nadciektemu, natomiast wyzszg czestos¢ - lokalnym oscylacjom przestrzennej struktury
gestosci, czyli ruchowi krysztatu. Jednoczesna obecnosé tych dwéch moddéw zostata zin-
terpretowana jako przejaw zlamania symetrii ciagtej translacyjnej (zwiazanej z uporzad-
kowaniem przestrzennym) i U(1) (zwiazanej z nadciektoscia) [26]. Oznaczalo to, ze uktad
przeszedl do fazy supersolid. Eksperymentalna detekcja obu modéw, dokonana poprzez
uwolnienie atoméw z putapki i analize rozktadu pedow, potwierdzita obecno$é¢ dwaoch cha-
rakterystycznych czesto$ci. Obserwacja ta dostarczyla jednoznacznego dowodu na wspot-
istnienie globalnej koherencji fazowej oraz uporzadkowania krystalicznego - kluczowych
cech fazy supersolid.

Warto réwniez wspomnie¢, ze oprocz eksperymentéw z dysprozem, badania z uzyciem
atoméw erbu rowniez dostarczyty dowodéw na istnienie fazy supersolid. Prace Trautmann
i wspétpracownikéw [27] (oraz inne, dotyczace mieszanin erb-dysproz) wykazaly, ze przy
odpowiednim dostrojeniu oddzialtywan kontaktowych i dipolowych, kondensaty erbu prze-
chodza do fazy supersolid, charakteryzujacej sie zaréwno regularna modulacja gestosci,
jak i globalna koherencja fazowa. Dotychczasowe wyniki eksperymentalne wskazuja, ze
supersolid mozna uzyska¢ w uktadach dipolowych, jednak sukces ten zostal osiggniety
gtownie w pierwiastkach o bardzo silnym momencie magnetycznym, takich jak dysproz
i erb, co sugeruje, ze odpowiednio duza sita oddzialywan dipolowych jest kluczowa dla

stabilizacji tej fazy.

3.3 Teoretyczne modele

Teoretyczne badania nad faza supersolid odgrywaja kluczowa role w zrozumieniu mecha-
nizmow, prowadzacych do jej powstania oraz interpretacji wynikéw eksperymentalnych.
W tej czedci przedstawione zostana gltowne narzedzia i podejscia teoretyczne, stosowane
w opisie uktadéw nadcieklych z jednoczesnym uporzadkowaniem przestrzennym. Omo-
wione zostana zaréwno analiza widma wzbudzen na podstawie réwnan Bogoliubova-de
Gennesa, jak i metody obliczeniowe, oparte na technikach Monte Carlo. Osobna podsek-
cja poswigcona zostanie modelom mieszanin bozonowo-fermionowych, w ktérych sktadnik
fermionowy odgrywa kluczowa role w powstawaniu uporzadkowanych struktur przestrzen-

nych.

3.3.1 Réwnania Bogoliubova-de Gennesa (BdG)

Analiza wzbudzen w fazie supersolid, przeprowadzana metoda liniaryzacji uogélnionego
réwnania Grossa-Pitaevskiego (tzw. extended Gross-Pitaevskii equation, eGPE, ktore

uwzglednia m.in. oddzialywania dipolowe oraz kwantowe poprawki typu Lee-Huang-
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Yang), prowadzi do réwnan Bogoliubova-de Gennesa (BdG) [28]. Kluczowym krokiem
w tej metodzie jest przyjecie ansatzu dla funkcji falowej, ktéry zaktada niewielkie zabu-

rzenie stanu podstawowego. Przyktadowo, funkcje falowa zapisuje sie jako:
V(r,t) = o(r) + A [u(r)e ™ + v (r)e]

gdzie 1y(r) to stan podstawowy (uzyskany np. metoda ewolucji w czasie urojonym),
u(r) i v(r) to amplitudy zaburzen, A\ jest mala stalg kontrolujaca wielko$¢ zaburzenia,
a w to czesto$¢ wzbudzenia. Po podstawieniu tego ansatzu do eGPE i pozostawieniu
tylko wyrazow liniowych wzgledem A, otrzymujemy uktad rownan liniowych, ktory mozna

zapisa¢ w postaci macierzowej:

( c M) (u(r)) s (u(r)) |
-M* —L*] \v(r) v(r)

Operator £ zawiera m.in. cze$¢ kinetyczna, potencjat zewnetrzny oraz oddzialywania kon-
taktowe i dipolowe, natomiast M odpowiada za elementy pozadiagonalne, ktére sprzegaja
amplitudy u i v . Rozwigzanie réwnania macierzowego pozwala uzyska¢ widmo wzbudzen

uktadu, ktore w fazie supersolid wykazuje dwie charakterystyczne gatezie:

« Mody Goldstone’a - wynikajacy ze ztamania ciaglej symetrii U(1) oraz syme-
trii translacyjnej. W idealnym, nieskonczonym uktadzie ta gataz nie ma przerwy
energetycznej, natomiast w uktadach, ktére tamia symetrie translacyjna jawnie (je-
den wyraz w hamiltonianie nie zachowuje symetrii reszty wyrazow - np. putapka
harmoniczna), uzyskuje sie niewielka przerwe energetyczna. Obserwacje te zostaly
potwierdzone eksperymentalnie, wskazujac na obecnos¢ wzbudzen, odpowiadajg-

cych ztamanym symetriom charakterystycznym dla fazy supersolid [29].

« Mod Higgsa - oscylacje amplitudy parametru porzadku, ktéra w nieskoriczonym
uktadzie powinna mieé¢ przerwe energetyczng. W praktyce, w ukltadach putapko-
walnych, energia wzbudzenia modu Higgsa jest wieksza z powodu ograniczonych
rozmiaréw uktadu, a jego oddziatywanie z wyzej potozonymi wzbudzeniami prowa-

dzi do hybrydyzacji z innymi modami [30].

Widmo takich wzbudzen zostato uzyskane i opisane w pracy Hertkorna i wspotpra-
cownikéw [31], gdzie zaobserwowano rozdzielenie jednej gatezi na dwa niezalezne mody
w funkcji zmiennego oddziatywania kontaktowego - co zilustrowano na rysunku [3.1} Ta
praca pokazata, ze zmiekczanie modu rotonowego przy przejsciu z fazy BEC do fazy su-
persolid, prowadzi do zniesienia degeneracji i mod rozpada sie na dwa opisane powyzej
- co jest kluczowym teoretycznym dowodem na istnienie fazy supersolid. Dzieki analizie
u(r) i v(r), mozna takze wyznaczy¢ lokalne fluktuacje gestosci i fazy, co umozliwia identy-

fikacje modow kolektywnych: modu "in-phase", odpowiadajacego oscylacji catego uktadu
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3.3. TEORETYCZNE MODELE

w fazie oraz modu "out-of-phase’, oscylujacego w przeciwfazie, gdzie czes¢ nadciekta po-
rusza sie w jedna strone, a czes¢ krystaliczna w druga. Tego rodzaju analiza pozwala
takze na rozréznienie modu Higgsa, ktoérego obecno$é¢ zostata potwierdzona zaréwno w

obliczeniach teoretycznych, jak i w badaniach eksperymentalnych.
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Rysunek 3.1: Widmo wzbudzen w kondensacie dipolowym przy zmiennym oddziatywaniu
kontaktowym. Wyraznie widoczne rozdzielenie na dwa niezalezne mody: Goldstone’a i
Higgsa. Rysunek pochodzi z pracy .
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3.3.2 Metody Monte Carlo

Metody Monte Carlo, takie jak Path Integral Monte Carlo (PIMC) i Diffusion Monte
Carlo (DMC), pozwalaja badaé¢ uktady kwantowe z pierwszych zasad (czyli przyjmujac
fundamentalne réwnania kwantowe bez dodatkowych przyblizen), uwzgledniajac fluktu-
acje kwantowe oraz oddzialywania wielu czastek.

Path Integral Monte Carlo (PIMC): PIMC opiera sie na reprezentacji funkcji
falowej uktadu kwantowego w postaci sumy po trajektoriach w przestrzeni konfiguracji.
Dzieki tej metodzie mozliwe jest bezposrednie uwzglednienie fluktuacji kwantowych oraz

statystycznych efektéw temperatury. Gtowne cechy PIMC to:

o Umozliwia badanie wtasciwosci termodynamicznych uktadu w temperaturach skon-

czonych [32].

o Pozwala na symulacje dynamicznych trajektorii czastek i ocene wielocztonowych
korelacji |32].

« Stosowana jest m.in. do badania ukltadéw bozonowych [32].

Diffusion Monte Carlo (DMC): DMC to metoda oparta na symulacji ewolucji
funkcji falowej w czasie urojonym, ktéra umozliwia wyznaczenie stanu podstawowego
uktadu. Gtéwne cechy DMC to:

o Zapewnia wysoka dokladno$é przy obliczaniu energii stanu podstawowego [32].

o Redukuje wptyw stanéw wzbudzonych poprzez ewolucje w czasie urojonym, co

umozliwia uzyskanie stabilnych wynikéw dla uktadéw wielu czastek [32].

o Metoda ta jest szczegdlnie uzyteczna w uktadach, gdzie oddzialywania czastek sg

silne i wymagaja uwzglednienia fluktuacji kwantowych [32].

W kontekscie helu-4 symulacje te wykazaly, ze idealny, perfekcyjny krysztal (bez
defektéw) nie generuje nadciektosci, poniewaz w takim uktadzie kazdy atom jest Scisle
zwigzany z regularng siecig krystaliczng. Natomiast jedynie obecno$é¢ defektéw topologicz-
nych (np. granic ziaren - czyli miejsc, gdzie spotykaja sie regiony o réznych orientacjach
krystalicznej struktury, lub dyslokacji - liniowych nieciagtodci w sieci krystalicznej) moze
stworzy¢ lokalne kanalty przeptywu nadcieklego. Prace przegladowe 32|, dostarczaja kom-
pleksowego opisu tego zagadnienia, wyjasniajac, dlaczego obserwacje eksperymentalne w

statym “He pozostaja niejednoznaczne.

3.3.3 Mieszaniny bozonowo-fermionowe i rola fermionéw

Oprocz eksperymentéw prowadzonych z kondensatami dipolowymi, liczne analizy teore-
tyczne przewidujg mozliwos¢é wystapienia fazy supersolid rowniez w mieszaninach bozonowo-

fermionowych, umieszczonych w sieciach optycznych. W tego typu uktadach fermiony
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(np. atomy potasu-40 lub inne, w zaleznosci od realizacji) moga efektywnie mediowaé od-
dziatywania pomiedzy bozonami (np. rubidu-87 lub sodu-23), co prowadzi do stabilizacji
fazy supersolid nawet przy oddzialywaniach czysto lokalnych, on-site (czyli ograniczonych
do jednego wezta sieci, co jest charakterystyczne dla modeli, takich jak model Bosego-
Hubbarda, gdzie oddziatywanie zachodzi wylacznie na jednym wezle). W analizach teo-
retycznych wykorzystuje sie model Bosego-Fermiego-Hubbarda, przy czym fermionowe
stopnie swobody sa eliminowane w celu uzyskania efektywnego opisu. W takim ujeciu
fermiony wptywaja na bozony poprzez modyfikacje ich wzajemnych oddziatywan. Dzieki
temu, nawet przy oddzialywaniach ograniczonych do jednego wezla sieci (on-site), uktad
moze przejs¢ do fazy supersolid, poniewaz oddzialywania miedzy bozonami, mediowane
przez fermiony, rozchodza sie na calg sie¢, uzyskujac charakter dtugozasiegowy [17].

W pracach teoretycznych, takich jak te autorstwa Biichlera i Blattera [15] oraz Titvi-
nidze, Snoeka i Hofstettera [16], modele mieszanin bozonowo-fermionowych byty analizo-
wane gtownie w kontekscie sieci optycznych o geometrii dwuwymiarowej, takich jak sieci
kwadratowe czy tréjkatne. W eksperymentach wykorzystuje sie zazwyczaj optyczne sieci
laserowe, ktore pozwalaja na realizacje zaréwno struktur 2D, jak i 3D, w zaleznosci od
konfiguracji wiazek i parametréw putapki. Typowymi kandydatami eksperymentalnymi
sa mieszaniny, w ktérych bozony to np. Rb-87 lub Na-23, a fermiony to K-40 lub Li-6.
Sa to pierwiastki, ktore mozna efektywnie chtodzi¢ i kontrolowaé ich oddzialywania przy
pomocy rezonansow Feshbacha. Ich wybér wynika zaréwno z dostepnych technologii, jak
i korzystnych wlasciwosci atomowych, takich jak masa i struktura stanéw nadsubtelnych,
ktére wplywaja na stabilno$¢ mieszaniny. Szczegdlng role odegrata praca Orth, Bergmana
i Le Hura [17], w ktérej wykazano, ze w ukladzie o tréjkatnej geometrii sieci, fermiony
moga efektywnie indukowaé uporzadkowanie przestrzenne i umozliwia¢ powstanie fazy
supersolid nawet, bez oddziatywan dhugozasiegowych w wyjsciowym hamiltonianie.

Pomimo zachecajacych wynikow teoretycznych, jak dotad nie udalo sie jednoznacz-
nie potwierdzi¢ eksperymentalnie istnienia fazy supersolid w mieszaninach bozonowo-
fermionowych. Gléwne wyzwania obejmuja trudnosci w osiagnieciu odpowiednio niskich
temperatur, kontrolowaniu stabilnosci mieszaniny oraz precyzyjnym dostrojeniu oddzia-
tywan pomiedzy sktadnikami mieszaniny. Niemniej jednak, badania te pozostaja aktyw-

nym i obiecujacym kierunkiem w poszukiwaniu nowych realizacji fazy supersolid.
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Rozdziat 4

Ro6zne formalizmy, ta sama fizyka:
mody (Goldstone’a przy

spontanicznym lamaniu symetrii

W niniejszym rozdziale analizowane jest zjawisko spontanicznego tamania symetrii w
uktadach z fazg nadciekty oraz zwigzane z nim niskoenergetyczne wzbudzenia kolektywne,
czyli mody Goldstone’a. W dalszej czesci rozdziatu przedstawione zostana dwa formalizmy
opisu spontanicznego tamania symetrii. Najpierw, w jezyku teorii Ginzburga-Landaua,
omoéwiona zostanie konstrukcja efektywnej teorii pola na poziomie coarse graining oraz
rola parametru porzadku w opisie nadciektosci. Nastepnie, w formalizmie Lagrange’a, zo-
stanie wprowadzone twierdzenie Noether, prad i tadunek Noether oraz kryterium spon-
tanicznego ztamania symetrii sformutowane w terminach komutatoréw z generatorami
symetrii. Jako konkretny przyktad zostanie rozwazone pole Schrodingera z globalng sy-
metria U(1), na ktérym mozna w sposéb przejrzysty przesledzi¢ zwiazek pomiedzy para-
metrem porzadku a pojawieniem sie modow Goldstone’a. Rozdziat konczy krétkie pod-
sumowanie, w ktérym podkreslona zostaje rownowazno$¢é omawianych formalizmoéw oraz

znaczenie modéw Goldstone’a w opisie spontanicznego tamania symetrii.

4.1 Podstawowe aspekty fazy supersolid

W fazie supersolid obserwuje sie uporzadkowang, okresowa modulacje gestosci, jednak
samo pojawienie sie takiej modulacji nie jest jednoznacznym dowodem na istnienie tej
fazy. Wiele uktadow moze wykazywac gestos¢ zmienng przestrzennie - na przyktad bozony
umieszczone w sieciach optycznych lub silnie oddziatujace uktady jednowymiarowe, takie
jak gaz w rezimie Tonksa-Girardeau - gdzie modulacja gestosci wynika z narzuconych
warunkow zewnetrznych, takich jak potencjat putapki, a nie ze spontanicznego ztamania

symetrii translacyjnej. Aby uktad mogt by¢ uznany za supersolid, oprécz modulacji gesto-
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Sci musi réwniez zachowac¢ globalng koherencje fazowa. Typowym mechanizmem prowa-
dzacym do powstania tej fazy jest niestabilno$¢ rotonowa, ktéra sprzyja spontanicznemu
zlamaniu symetrii translacyjnej. Jej obecnosé potwierdzaja charakterystyczne mody ko-
lektywne, takie jak mody Goldstone’a, zwiazane jednoczesnie z nadciektoscia i uporzad-
kowaniem przestrzennym. W pracach przegladowych, np. Boninsegni i Prokof’ev [32],
podkresla si¢, ze spontaniczna modulacja gestosci powinna wynikac¢ ze ztamania ciggtej

symetrii translacyjnej, a nie by¢ jedynie efektem zewnetrznych warunkow.

4.2 Teoria Ginzburga-Landaua i mody Goldstone’a

W tej czesci zaprezentowano fenomenologiczng teorie Ginzburga-Landaua, stuzaca do
opisu przej$¢ fazowych, w szczegdlnosci przejécia do fazy nadciektej. Omdwiono role mo-
déw Goldstone’a jako konsekwencje spontanicznego ztamania globalnej symetrii U(1) w

gazie Bosego.

4.2.1 Coarse graining

Aby przej$é¢ od mikroskopowego opisu krysztatu do efektywnej teorii pola, stosuje sie tzw.
coarse graining |33|. Polega ono na us$rednianiu mikroskopowych stopni swobody poprzez
eliminacje wysokoenergetycznych wzbudzen, co prowadzi do opisu uktadu w kategoriach
ciagtych pol, zamiast dyskretnych wspotrzednych atomoéow. W celu zilustrowania idei,
rozwazmy jednowymiarowy tancuch atomow o statej sieci a. Typowe wzbudzenia w niskich

temperaturach charakteryzuja sie dhugos$ciami fali

v hv
A>ANT)~ —~ — >a,
( ) vr k?BT
gdzie v to predkos¢ propagacji zaburzenia, a v to typowa czestosé, odpowiadajaca energii
termicznej kT. Oznacza to, ze zmiany zachodza na skalach znacznie wigekszych niz od-
legtosci miedzyatomowe. W takim przypadku mozna zdefiniowaé funkcje u(x), opisujaca
przemieszczenie elementu tancucha wzgledem jego réwnowagowej pozycji, jako funkcje

ciagta w przestrzeni x, usredniong w przedziale dx, spetniajacym warunek
a < de < \T).

Przedzial dx zawiera wiele atoméw, co pozwala na usrednienie mikroskopowych stopni
swobody i unikniecie wptywu dyskretnej struktury atomowej. Jednoczeénie przedzial ten
musi by¢ wystarczajaco maty wzgledem dtugosci fali wzbudzenia A(T), aby uchwycié¢ lo-
kalne, tagodne zmiany pola u(z). Taki wybor przedziatu zapewnia, ze funkcja u(zx) i jej
pochodne pozostaja ciggte i rozniczkowalne, pozbawione skokéw lub oscylacji, wynika-

jacych ze struktury atomowej. Energia kinetyczna uktadu opisywana jest przez gestoscé
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masy p = m/a, gdzie m to masa pojedynczego atomu i wyraza sie wzorem

a=47=(5)

Poniewaz na skalach mniejszych niz a, zmiany pola « sa nieistotne, pole % mozna trak-
towaé jako funkcje gtadka i ciagta. W ten sposob catkowita energia uktadu moze byé
opisywana jako funkcjonatl pola u(z,t). Proces konstrukeji efektywnego potencjatu ener-

gii V[u], opiera sie na kilku fundamentalnych zasadach:

« Lokalnosé: Zaktada sie, ze oddziatywania w uktadzie sg krotkozasiegowe. W efek-
cie, catkowita energie potencjalna mozna zapisa¢ jako catke z gestosci energii P,

zalezna od pola u(x) oraz jego pochodnych:

du d*u

Wyzsze pochodne odpowiadaja oddzialywaniom o coraz dtuzszym zasiegu, ktore w

efektywnym opisie sg coraz mniej istotne.

e Symetria translacyjna: Energia wewnetrzna uktadu nie moze zmienia¢ sie przy
jednostajnym przesunieciu pola, czyli przy transformacji u(z) — u(x) + ¢. Z tego
Wynika ze ® nie moze zalezeé¢ bezposrednio od u(z), a jedynie od jego gradientow,

d?u
np. dac CZY Gz2-

« Stabilno$é: Skoro uktad znajduje sie w poblizu minimum potencjatu, to w kon-
sekwencji ani wyraz liniowy wzgledem u(x), ani zaleznosé liniowa od pierwszej po-
chodnej, nie moga pojawia¢ siec w efektywnym potencjale. Dodatkowo, wyraz kwa-

dratowy musi by¢ dodatnio okreslony, co zapewnia stabilnos¢ tego minimum.

Na tej podstawie, najbardziej ogodlny, efektywny potencjat energii w przyblizeniu coarse

graining, mozna zapisa¢ jako:

K (du\® L (du\? du\’
= [de |— |- —|— s M| — 4.1
/ 3:[2 (d:c) +2 <dm2> Tt (dx) + ’ (4.1)
a po przejsciu do przestrzeni Fouriera przyjmuje postac
dk [K L
Vil = [ S [5#+ 5H ] el
(4.2)

dky dk
ﬂM/—Lih@h+@)mm%m@m—@+

W granicy k — 0 wyzsze rzedy gradientéw (np. wyraz z L) staja sie nieistotne, a przy

maltych deformacjach mozna pominaé¢ wyrazy wyzsze niz drugiego rzedu (takie jak wyraz
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z M). Po dodaniu energii kinetycznej otrzymujemy prosta, jednowymiarows teorie pola,

ktérej Hamiltonian ma postaé [33]

2 2
p ou 5 [ Ou
H:f/d au N 43
2 xKaJ +“<&)] (4.3)
Jest to jednowymiarowa teoria z parametrami zaleznymi od materiatu, gdzie p to gestosé

masy, a v = /K /p oznacza predkos$¢ propagacji fali w uktadzie.

4.2.2 Teoria Ginzburga-Landaua (GL)

W ujeciu fenomenologicznym, zamiast rozpatrywaé¢ petny, mikroskopowy Hamiltonian
opisujacy oddziatywania miedzy wszystkimi atomami, stosuje si¢ usrednione pole po-
rzadku ¥ (r) (w przypadku nadciektosci) - analogicznie do techniki usredniania coarse gra-
ining. W ten sposob wyjsciowy Hamiltonian, obejmujacy wszystkie mikroskopowe stopnie
swobody, zastepuje sie efektywnym Hamiltonianem, ktéry uwzglednia wszystkie mozliwe
konfiguracje tego usrednionego pola. Efektywny Hamiltonian powinien by¢ skonstruowany

tak, aby zaden z jego wyrazéw nie tamal fundamentalnych symetrii uktadu [34]:

K
gHI) = [t [SIV0P + JJoP + Fll +- ] (14)

gdzie B = 1/(kgT). W tej czesci d oznacza wymiar przestrzeni (w dalszej czesci roz-
dzialu w przyktadzie Schrédingera uzywamy réwnowaznie oznaczenia D). Réwnanie
zostalo skonstruowane wytacznie z wymogami zgodnosci z symetriami uktadu i zalezy
od fenomenologicznych parametréw {K,t,u, ...}, ktére w ogélnosci zaleza od tempera-
tury. Prawdopodobienstwo wystapienia danej konfiguracji pola okresla waga Boltzmanna,
exp{—fH[¢(z)]}. Hamiltonian GL traktowany jest jako efektywna energia swobodna,
uzyskana przez wycatkowanie (coarse graining) mikroskopowych stopni swobody. Po-
stulujemy forme efektywnej energii swobodnej wytacznie na podstawie symetrii, co spra-
wia, ze fenomenologiczne parametry posiadaja nieznang zalezno$é¢ funkcjonalng od mikro-
skopowych parametréow oraz od warunkéw zewnetrznych (m.in. temperatury). Wowczas

suma statystyczna moze by¢ wyrazona jako:

K t U
_ ddx[v 24 Z 24 St 4
7 = Tre PHmie regx/w(:):)e/ 2|¢| JM 4|¢| . (4.5)

gdzie Z,ee odpowiada za wktad od pozostatych stopni swobody, natomiast | Dy oznacza
catke funkcjonalna po wszystkich mozliwych konfiguracjach pola porzadku ¢ (r). Oblicze-
nie sumy statystycznej w teorii Ginzburga-Landaua nadal stanowi duze wyzwanie. Jako
pierwszy krok stosujemy przyblizenie metoda "punktu siodtowego", polegajace na zasta-

pieniu catki funkcjonalnej (4.5) przez jej maksymalnag wartosé. Dzigki tym technikom
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mozliwe jest zastapienie ztozonego opisu mikroskopowego bardziej uzyteczng funkcja,

ktora jest energia swobodna, opisujaca makroskopowe wtasciwosci uktadu.

4.2.3 Nadcieklo$¢é w ujeciu teorii Ginzburga-Landaua

Efektywng teorie pola mozna zastosowa¢ do opisu nadciektosci w uktadach bozonowych,
gdzie kluczowym elementem jest pole zespolone 1 (r), petnigce role parametru porzadku.
Pole to opisuje amplitude i faze makroskopowego stanu kwantowego, zajmowanego przez

bozony. Dla takiego uktadu funkcjonat energii swobodnej ma postac:

FIo)] = [ de | 1 19000 + calt )P + astutol, (46

gdzie s i ay to parametry zalezne od temperatury. Pierwszy wyraz odpowiada za wktad
energetyczny, zwigzany z niejednorodnoscig pola, a kolejne dwa opisuja efektywny po-
tencjat zalezny od amplitudy ¢». W przyblizeniu punktu siodtowego szukamy konfiguracji
maksymalizujacej sume statystyczna, co odpowiada znalezieniu minimum energii swobod-
nej. Aby je wyznaczy¢, naturalnym wyborem jest przyjecie statej amplitudy, dla ktorej
Vi = 0. W takim przypadku funkcjonat energii swobodnej redukuje sie do efektywnego

potencjatu:

V(1) = asly]? + auly]". (4.7)

Parametry as(T) i ay(T') sa gltadkimi funkcjami temperatury. W poblizu temperatury
krytycznej T,., mozna je rozwinaé w szereg Taylora wzgledem (7" — T.). Nastepnie zacho-
wuje sie tylko minimalng liczbe wyrazdéw, definiujac T, w taki sposob, aby wyraz staty w

ag znikal, as(T,.) = 0, funkcje te mozna zapisaé¢ w postaci:
(T)=a(T=T)+ AT =T  auT)=ds+O0(T-T.), (4.8)

gdzie a > 0 oraz &y > 0 sa stalymi zaleznymi od mikroskopowych wtasnosci uktadu
i &y > 0 jest stala, zapewniajaca stabilno$¢ potencjatu (dbamy, aby energia swobodna
zawsze rosta dla duzych wartosci v). W dalszej czedci podrozdziatu ograniczamy sie do
przyblizen:

as(T) =~ a(T -1T,), ay(T) =~ ay > 0, (4.9)

tzn. zachowujemy tylko wyraz liniowy w rozwinieciu ay(7') oraz przyblizamy oy (T') przez

stala dodatnig warto$¢. Znajdujac minimum funkcji V' (¢)) dla temperatur wyzszych niz

temperatura krytyczna (T > T,), mamy (a > 0), wigc wyznaczona warto$é [1]? = — e
bylaby ujemna, co jest fizycznie niemozliwe (gesto$é nie moze byé ujemna). W zwiazku

z tym, jedynym rozsadnym rozwiazaniem jest |¢)| = 0. Natomiast gdy T < T, parametr
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ay staje sie ujemny, a potencjat V(1) osiaga minimum dla wartosci niezerowej:

|042|

[]? = = =5 = ns, (4.10)
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gdzie ng mozna interpretowaé jako gestosé sktadowej nadciektej. Wartoséé [i| okresla je-
dynie amplitude pola, natomiast jego faza 6 pozostaje arbitralna. Pole zespolone mozemy

zatem zapisa¢ w postaci:
o(r) =[] ). (4.11)

Funkcjonal F[¢)] w stanie jednorodnym zalezy wytacznie od modutu pola v, a nie od
jego fazy 0. Oznacza to, ze wszystkie stany o jednakowym ||, lecz réznych wartosciach
fazy, maja te samg energie - uktad posiada wiec nieskoniczenie wiele zdegenerowanych
stanéw podstawowych. Gdy ponizej temperatury krytycznej T, uktad wybiera konkretna
wartosé¢ fazy, dochodzi do spontanicznego ztamania symetrii U(1). Potencjal przyjmuje
wowcezas postaé charakterystycznego , kapelusza meksykanskiego” (ang. Mexican hat), jak

zilustrowano na rysunku . Wzbudzenia wzdtuz kierunku fazy 6(r) nie zmieniaja lokalnie

Rysunek 4.1: Potencjal Ginzburga-Landaua ponizej T, przedstawiony jako funkcja zespo-
lonego pola ¥. Minimum lezy na pierécieniu o promieniu || = 1y, co oznacza degeneracje
wzgledem fazy.

modutu |9, lecz prowadza do niskoenergetycznych oscylacji fazy w przestrzeni. Tego
rodzaju oscylacje sa typowe dla uktadéw ze spontanicznym ztamaniem symetrii i nosza
nazwe modow Goldstone’a. Ich obecno$é jest bezposrednia konsekwencja spontanicznego
ztamania symetrii U(1), zwiazanego z przejsciem do bardziej uporzadkowanego stanu

przy T' < T..
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4.2.4 Spontaniczne zlamanie symetrii i pojawienie sie modow

Goldstone’a w nadcieczy

Jak pokazalismy wyzej, parametr porzadku w temperaturze T' znacznie powyzej tempe-
ratury krytycznej przyjmuje wartosé zero. Jednak w niskich temperaturach, gdy uktad
przechodzi do fazy nadciektej, dochodzi do spontanicznego ztamania symetrii - wybrana
zostaje konkretna warto$é¢ fazy parametru porzadku v, opisujacego stan uktadu makro-
skopowego [35]. W efekcie pojawia sie dtugozasiegowy porzadek fazowy, analogiczny do
pojawiajacego sie namagnesowania w ukladach magnetycznych.

Z uwagi na to, ze symetria jest ztamana jedynie globalnie, uktad pozostaje nadal nie-
czulty na jednorodne (globalne) przesuniecia fazy ( kazdy taki wybdr fazy nie kosztuje
energii ). Jezeli jednorodne przesuniecie fazy nie kosztuje energii, to powolne zmiany
fazy w przestrzeni kosztuja bardzo malo energii, co oznacza, ze faza moze zmieniac¢
sie od punktu do punktu. Méwimy wowczas o tzw. modach Goldstone’a - niskoenerge-
tycznych wzbudzeniach, odpowiadajacych powolnym zmianom fazy parametru porzadku
¥ (r). Przyjmujac, ze bozony obsadzaja makroskopowo jeden stan kwantowy, parametr
porzadku zapisujemy jako:

W(r) = 1o e,

gdzie 1)y jest (w przyblizeniu) stata amplituda, a 0(r) - zmienna faza. Po podstawieniu
ansatzu ¢ (r) = 1o ™) do Hamiltonianu (4.4)) otrzymujemy:

BH = BH, + [2( / dor (ve(r))Q, (4.12)

gdzie K = K Y2, a K jest pewna stala sprzezenia w teorii Ginzburga-Landaua. Wykorzy-
stujac symetrie translacyjng w réwnaniu , 0(r) mozna roztozy¢ na niezalezne mody
(w obszarze o objetosci V). Poniewaz Hamiltonian komutuje z operatorem translacji,
mozna wybra¢ wspolng baze wektorow wtasnych, w ktérej poszczegdlne mody, odpowia-

dajace réznym wektorom falowym sg od siebie niezalezne:

o(r) = 3 e U,

co pozwala opisaé oscylacje fazy jako zbiér niezaleznych modéw, z ktérych kazdy odpo-

wiada konkretnej dtugosci fali. Wowczas hamiltonian przyjmuje postac:

BH = BH, + quz \e(q)f. (4.13)

Jak widaé¢, mody o matych wartosciach ¢ — 0, (czyli odpowiadajace dtugim dtugosciom

fali) maja bardzo niska energie, co identyfikuje je jako mody Goldstone’a.
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Aby lepiej zrozumie¢, dlaczego uktad faworyzuje wtaénie te wzbudzenia, warto przyj-

rze¢ sie rozktadowi prawdopodobienstwa dla konfiguracji pola 6(q) w przestrzeni Fouriera:

Pl xow |- S o@r] « [ow |- Geb@p . @

gdzie 6(q) stanowia zbior niezaleznych zmiennych losowych, z ktérych kazda ma rozktad
normalny (Gaussa) ze $rednia zero i wariancja zalezna od q. Z powyzszego wyrazenia
wynika, ze dla ¢ — 0, wyraz w wyktadniku dazy do zera, a wiec prawdopodobienstwo
realizacji takich konfiguracji osiaga maksimum. Innymi stowy, uktad faworyzuje oscylacje
o najdtuzszych dtugosciach fali - czyli mody Goldstone’a.

Dodatkowo, wariancja we wzorze (4.14) dana jest wyrazeniem:

1
Kq?

o

Wida¢ wiec, ze gdy ¢ — 0, wariancja ro$nie, a fluktuacje staja sie coraz wieksze, poniewaz
koszt energetyczny tych wzbudzen jest minimalny. Zjawisko to ma szczegdlnie istotne
konsekwencje w niskich wymiarach, dla d < 2 fluktuacje staja sie tak silne, ze niszczg
porzadek dtugozasiegowy. Jest to tre$¢ twierdzenia Mermina-Wagnera [36], ktére glosi, ze
w jednowymiarowych i dwuwymiarowych uktadach z symetrig ciagta z krétkozasiggowymi
oddziatywaniami, spontaniczne ztamanie symetrii nie jest mozliwe w temperaturze réznej

od zera.

4.3 Zlamanie symetrii w formalizmie Lagrange’a i

przyktad pola Schrodingera

W tej sekcji formalnie przedstawiono twierdzenie Noether, ukazujac zwigzek pomiedzy
symetriami uktadu a odpowiadajacymi im prawami zachowania. Nastepnie oméwiono
sposob identyfikacji spontanicznego ztamania symetrii poprzez analize komutatoréw ope-

ratorow pol z generatorami tych symetrii.

4.3.1 Twierdzenie Noether a generatory symetrii

Jedna z kluczowych konsekwencji istnienia symetrii w fizyce jest pojawienie si¢ praw
zachowania. Formalnie, w uktadach opisanych za pomoca lagranzjanu L]g,(x), 0,¢q(x)],
kazdej ciagtej symetrii odpowiada zachowana wielko$¢ fizyczna [37].

Jedli dziatanie S = [ d*x £ jest niezmiennicze wzgledem pewnej ciggtej transformacji
pola ¢, — ¢, + 0¢,, to istnieje prad j*(x), spetniajacy réwnanie ciaglosci d,j* = 0. W

niniejszej sekcji stosujemy standardowa notacj¢ czterowymiarowa: r = (z%,x) = (¢,x),
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za$ d*r = da®d3zr = dt d3x oznacza calkowanie po czasie i przestrzeni, greckie indeksy
w,v=20,1,2,3, odnosza sie do sktadowej czasowej i przestrzennej, a gdy ten sam indeks
pojawia sie raz jako dolny i raz jako gorny, stosujemy konwencje sumacyjng Einsteina,
tzn. domyslnie sumujemy po wszystkich jego wartosciach. Prad ten posiada sktadowsg

czasowa j°(x), z ktéra zwigzany jest tadunek Noether (wielko$¢ zachowana):

0= / &3z 1°(x), (4.15)

kt6ry jest niezalezny od czasu: $Q = 0 [38]. Pozostale sktadowe przestrzenne pradu j*(x)
(dla i = 1,2, 3) opisuja, jak tadunek Noether przeptywa w przestrzeni (gestosé pradu tej
wielko$ci) i wraz ze skladows czasowa j°, tworza réwnanie ciagtodci, czyli lokalne prawo
zachowania. Ladunek Noether () peini role generatora transformacji symetrii, czyli jest
operatorem, ktory komutuje z Hamiltonianem uktadu [H, Q] = 0. W przypadku symetrii
globalnych, takich jak symetria U(1), operator () ma bezposrednia interpretacje fizyczna,
moze by¢ to np. catkowita liczba czastek, tadunek elektryczny lub ped catkowity - w
zaleznosci od rodzaju symetrii. Generator symetrii dziata nie tylko na pola, ale takze na

stany w przestrzeni Hilberta, przeksztatcajac je zgodnie z dzialaniem grupy symetrii.

4.3.2 Spontaniczne ztamanie symetrii: kryterium i parametr po-
rzadku

Fenomen spontanicznego ztamania symetrii polega na tym, ze hamiltonian lub lagranzjan

zachowuje pewng symetrie, lecz stan podstawowy uktadu jej nie respektuje. Formalnym

kryterium ztamania symetrii jest istnienie operatora @, dla ktérego, wartos¢ oczekiwana

komutatora z generatorem symetrii Q jest niezerowa:
O(x) :== (V| [Q, ()] | ¥) #0, (4.16)

gdzie O(x) jest nazywany (lokalnym) parametrem porzadku, natomiast [Q, @(m)] pelni
role operatora parametru porzadku. W takiej sytuacji méwimy, ze stan |¥) tamie dana
symetriec. W przeciwnym przypadku, gdy dla kazdego ® wartoé¢ oczekiwana tego ko-
mutatora jest rowna zeru, stan pozostaje symetryczny. Generator Q odpowiada cigglej

transformacji symetrii, ktérej dziatanie mozna opisa¢ za pomoca unitarnego operatora:

Ula) = exp(%a@) : (4.17)

gdzie « jest rzeczywistym parametrem. Mowimy, ze stan |¥) jest symetryczny wzgledem

tej transformacji, jesli jest jej stanem wlasnym:
U(a)|P) = |¥). (4.18)
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W stanie symetrycznym (niezmienniczym wzgledem U(«)) znikaja wartosci Srednie tych
operatoréw @, ktére pod dziataniem transformacji symetrii zmieniajg sie o faze, tzn.
spetniaja:

Utla)®(z)Ula) = e d(z), ¢ #0.

Wowczas ((x)) = e~4(d(x)), co dla dowolnego a wymusza (d(z)) = 0. Na przyklad
dla symetrii U(1), zachodzi Ut(a)d(z)U(a) = e (z), wiec w stanie symetrycznym
(ih(z)) = 0. Woéwezas dzialanie transformacji nie zmienia fizycznie stanu, a dla dowol-
nego operatora ®, wartod¢ oczekiwana komutatora [Q, ®] w stanie |¥) znika. Dodatkowo,
jezeli P jest rowniez ztamanym generatorem symetrii i warto$¢ oczekiwana komutatora
[Q, ®(2)] jest niezerowa, oznacza to, ze oba generatory wzbudzaja ten sam mod Gold-
stone’a. Taki mod nazywany jest modem typu B [39]. Dla tego typu modéw zaleznosé
dyspersyjna ma charakter kwadratowy [40,41]. W przeciwnym przypadku mamy do czy-
nienia z modem typu A, dla ktérego zaleznosé dyspersyjna jest liniowa [40,41]. Parametr
porzadku O(z) z definicji jest réwny zeru w stanie symetrycznym oraz rézny od zera, gdy

stan jest niesymetryczny (czyli nie jest stanem wlasnym operatora symetrii).

4.3.3 Przyktad: pole Schrodingera i spontaniczne zlamanie sy-
metrii U(1)

Rozwazmy pole Schrodingera (x,t) (na tym etapie traktowane jako pole klasyczne) z

dziataniem [3§]:

Sl = [ e (107 @) = 0] - 1 07)0w0) Vi) . (419

2m

gdzie D oznacza wymiar przestrzeni, a + = x. Dla kazdej ciggtej symetrii uktadu twier-

dzenie Noether zapewnia istnienie pradu j*(z), speliajacego réwnanie cigglosei:
oyt =0, (4.20)

czyli po zapisaniu rownania cigglosci w postaci rozdzielajacej sktadnik czasowy i prze-
strzenny, otrzymujemy:
0 +V-j=0. (4.21)

Dla zespolonego pola Schrodingera 1(x), transformacja globalnej zmiany fazy ma postac:

U(@) = e P(x), ¥(z) = Y (). (4.22)

Dziatanie jest niezmiennicze wzgledem tej transformacji. Dla infinitezymalnie matego

parametru «, dokonujemy rozwiniecia wyktadnika we wzorze (4.22)) wzgledem oo w o = 0
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i otrzymujemy zmiany poél, wynikajace z infinitezymalnej transformacji zmiany fazy:

00 (x) = —i(z), 0" (x) = inh*(x).

Aby wyznaczy¢ prad Noether, korzystamy z formalizmu pedéw kanonicznych [38]. Kano-
niczne pedy, odpowiadajace polom v i ¥* wynosza:

oL ih N _ih
") = G507 = 3@ 7 = g =~ ) (4.23)
Zgodnie z ogdlnym wyrazeniem na prad Noether, otrzymujemy:
3(x) = m(@)dstp(x) + 7 (2)0:9" () = Al ()], (4.24)
h
i(@) =5~ W'V — VY. (4.25)

FLadunek Noether (czyli zachowana wielko§é fizyczna) wynosi:

0 = /dD:ij(m) - h/dD:r|¢(9:)|2, N = ;Q - /d%w(g;)ﬁ (4.26)

W interpretacji kwantowej N opisuje catkowita liczbe czastek - czyli norme funkcji falowej
i jest zachowang wielkoscia fizyczna, zgodna z warunkiem unitarnosci ewolucji. Mozna
zauwazy¢, ze energia ukladu zalezy wytacznie od amplitudy |¢|. Oznacza to, ze stany
podstawowe sa zdegenerowane wzgledem wyboru fazy. Jesli uktad wybiera konkretng
faze, dochodzi do spontanicznego ztamania symetrii U(1). Wéwczas parametr porzadku
O(x) we wzorze [4.16, przyjmuje niezerowa warto$¢. Aby obliczyé¢ operator parametru
porzadku, korzystamy z relacji komutacyjnej [¢(z), ¥ (y)] = 6@ (x — y) oraz wybieramy
operatory Qi CfD, ktore maja postac:

Q=1 [@Pw il @), b)=dla),
a komutator wynosi:

Q. ()] = —hi)(x). (4.27)

Zatem 1@(20) pelni jednoczesnie role pola interpolacyjnego (®(z)) i (lokalnego) parametru

porzadku. Z powyzszego komutatora wynika bezposrednio:

O(z) = ([Q, $()]) = ~h ((x)). (4.28)

W stanie symetrycznym wzgledem U(1) (np. w stanie o dobrze okreslonej liczbie czastek,
tj. bedgeym stanem wlasnym Q), zachodzi (¢)(xz)) = 0, a wiec O(z) = 0. Natomiast w
fazie, w ktérej symetria U(1) jest spontanicznie ztamana, istnieje wybér stanu podstawo-

A~

wego z niezerowa wartoscig Srednia pola (¢ (z)) # 0, co implikuje O(x) # 0. Przykladem
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jest opis kondensatu bozonowego w przyblizeniu pola Sredniego, gdzie stan podstawowy
jest stanem koherentnym (superpozycja stanéw o réznych N), przez co liczba czastek nie
jest doktadnie okreslona.

W naszym przyktadzie mod Goldstone’a moze by¢ wzbudzony zaréwno przez genera-
tor zlamanej symetrii Q, jak i przez pole interpolacyjne ¢ (). Poniewaz jednak ztamana
jest tylko jedna globalna symetria U(1) z jednym generatorem, odpowiadajacy jej mod

Goldstone’a jest typu A i ma liniowa zalezno$¢ dyspersyjna.

4.3.4 Pojawienie sie modu Goldstona

Twierdzenie Noether nie ogranicza sie¢ wytacznie do globalnych wtasnosci uktadu. Kazdej
ciaglej symetrii globalnej odpowiada bowiem [lokalnie zachowany prad Noether j*(x),
spelniajacy réwnanie ciaglosci d,j*(z) = 0.

Aby uchwycié¢ nature modéw Nambu—Goldstone’a (NG), rozwazmy czasowa sktadowa

operatora pradu Noether ji(x,t) (gdzie j' = j°), zwiazang z generatorem symetrii

Q = / 4Pz jH(x, 1), (4.29)

ktéry jest spontanicznie ztamany w stanie |¢0). Odpowiadajacy mod NG o wektorze fa-
lowym k mozna wowczas interpretowac jako fale ptaska bedaca superpozycja lokalnych
wzbudzen tworzonych przez dziatanie operatora pradu Noether na stan z tamang symetrig,
[¥) [38]:

Im(k, 8)) o / APz &% j(x, 1) |4)). (4.30)

Czynnik fazowy e zapewnia wybér wzbudzenia o okreglonym wektorze falowym k. (Nie
nalezy myli¢ oznaczenia |r(k)) z pedem kanonicznym m(x) wprowadzanym w przyktadzie
pola Schrodingera). Zakladamy translacyjna niezmienniczo$é jedynie na poziomie coarse-
grain (bo interesuja nas tylko wzbudzenia dlugofalowe), tak aby k byto dobra liczba
kwantowa. Wprowadzamy zatem zbiér stanéw wtasnych Hamiltonianu |n,k) z energia
E,(k) i wektorem falowym k, gdzie n zawiera informacje o wszystkich pozostaltych licz-

bach kwantowych. Stany te sa ortogonalne
(n', ¥'|n,k) = (21)P6,,,6P) (k — K'),

a operator tozsamosci mozna zapisa¢ w postaci:

T — zn;/(;lﬂ)’; In, k) (n, k|, (4.31)

Wstawiajac (4.31)) do kryterium spontanicznego ztamania symetrii z réwnania (4.16)),
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otrzymujemy [38]:

Q.01 =3 [ 555 ((wlQn. 1) (nkioly) — ce.)

-3

gdzie “c.c.” oznacza sprzezenie zespolone i w drugiej linii uzyliSmy réwnania (4.29)). Nadal

o ((#17/eD W) K0l — ) # 0. (12)

interesuje nas zachowanie dla k — 0, catkowanie wykonujemy po duzym, lecz skoniczonym
obszarze (2. Korzystamy z faktu, ze przesuniecia w czasie i przestrzeni sg generowane

odpowiednio przez H i P i dla gestosci tadunku mamy zatem:
jt(X,t) _ efé(HtfP-x) jt(O, O) e%(HtfP-x).

Po podstawieniu tego wyrazenia do (4.32) otrzymujemy:

dPk
D

Qo= [ a%> [ oo

W kolejnym kroku wykorzystujemy fakt, ze |n,k) jest stanem wlasnym operatoréw H i

P:

((wle#0F (0, 0) R P, k) (n, K@) — cec. ).

Pln.k) = hk|n, k),  Hin,k) = E,(k)n,k).

Przyjmujemy tutaj, ze E, (k) oznacza energie wzbudzenia w stanie |n, k) wzgledem ener-
gii stanu [¢), co upraszcza zapis faz. Ponadto translacyjna niezmienniczo$é¢ stanu |¢)
(na poziomie coarse-grain) oznacza, ze jest on niezmienniczy wzgledem operatora trans-
lacji T(a) = e 1P2 czyli T(a)|y) = |[) dla dowolnego a. Rozwijajac T'(a) w szereg
Taylora dla matych a wokot punktu a = 0 i korzystajac z warunku niezmienniczosci
T(a)ly) = |¢), otrzymujemy Pliy) = 0, a wiec |¢) jest stanem o zerowym pedzie. W
rezultacie dzialanie operatoréw przesunie¢ na stan |n, k) i |¢)) prowadzi do czynnika fa-

i, t—ikx

ZOWego eh , ostatecznie mozna to zapisaé jako [38]:

Q8 = [ a0 S [ 5 (F5 2 0l (0,00 ko . K2l — cc.

zzdemQ(k) (e%Ent <1/)|jt(0,0)|n,k><n,k|<b|¢)—c.c.> 40, (433)

gdzie zdefiniowali$my
(2m)Pog (k) = / dPx >,
)

Funkcja dq (k) w granicy duzych objetosci (2 przechodzi w delte Diraca. Poniewaz |1)) jest
stanem z tamang symetria, lewa strona (4.33)) nie moze znikna¢, co jest doktadnie definicja
z poczatku rozdziatu, wzor (4.16)). Oznacza to, Ze musi istnie¢ co najmniej jeden stan |n, k)
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o wektorze falowym k — 0, dla ktoérego wartosé oczekiwana nie znika. To jest wtasnie mod
Goldstona. Jest to pierwsza cze$¢ twierdzenia Goldstone: istnieje stan o prawie zerowym
wektorze falowym, ktory mozna wzbudzi¢ ze stanu o ztamanej symetrii zaréwno lokalng
gestoscia tadunku Noether j/(0,0), jak i polem interpolujgcym ®. Natomiast druga czesé

twierdzenia méwi, ze jego energia takze dazy do zera.

Podsumowanie: Ré6zne podejscia, ta sama fizyka

Zarowno podejscie Ginzburga-Landaua, jak i formalizm Lagrange’a, prowadza do spoj-
nego opisu zjawiska spontanicznego ztamania symetrii. W ujeciu Ginzburga-Landaua
korzystamy z efektywnej energii swobodnej, opartej na parametrach fenomenologicznych,
co pozwala analizowaé¢ stabilno$¢ uktadu, oblicza¢ wartosci krytyczne oraz przewidywac
charakter przejscia fazowego - w tym krytyczne wyktadniki, opisujace zachowanie blisko
punktu krytycznego, ktore nie byty przedmiotem tej analizy.

Z kolei formalizm Lagrange’a umozliwia bardziej fundamentalne podejécie do symetrii,
pozwalajac zidentyfikowa¢ generatory symetrii, obliczy¢ prady Noether oraz sformutowad
precyzyjne kryteria ztamania symetrii w oparciu o komutatory operatoréw pol z gene-
ratorami tych symetrii. Co wiecej, formalizm ten jednoznacznie wskazuje, jakiego typu
wzbudzenia sg zwigzane z ztamaniem symetrii.

Niezaleznie od przyjetego formalizmu, spontaniczne ztamanie symetrii ciggtej nie-
uchronnie prowadzi do pojawienia si¢ niskoenergetycznych wzbudzen kolektywnych, zwa-
nych modami Goldstone’a. Ich istnienie jest uniwersalnym i nieodzownym nastepstwem
ztamania symetrii - fakt ten jest formalnie ujety w tzw. twierdzeniu Goldstone’a. Ozna-
cza to, ze jesli w uktadzie dochodzi do spontanicznego ztamania symetrii ciagtej, to musi
pojawic sie co najmniej jeden mod Goldstone’a. Dlatego tez detekcja takich wzbudzen sta-
nowi silna wskazowke, ze dana symetria zostata rzeczywiscie ztamana spontanicznie. W
fizyce materii skondensowanej mody te odgrywaja kluczowsg role, determinujac dynamike
uktadu, jego odpowiedZ na zaburzenia oraz charakter przejs¢ fazowych. Objawiajg sie
one jako dtugofalowe wzbudzenia o charakterystycznej dyspersji i sg bezposrednia sygna-
tura istnienia porzadku dhugozasiegowego w uktadzie. Przyktadowo, w fazie nadciektego
krysztatu (faza supersolid) jednoczesnie famana jest globalna symetria U(1) oraz ciagla
symetria translacyjna. Oznacza to, ze w takiej fazie muszg pojawié¢ sie co najmniej dwa
niezalezne mody Goldstone’a: jeden zwiazany z kolektywnymi oscylacjami fazy nadciektej

oraz mod odpowiadajacy ztamaniu symetrii translacyjne;j.
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Rozdziatl 5

Faza supersolid indukowana przez
fermiony w kondensacie
Bosego-Einsteina z oddzialywaniami

dipolowymi

W niniejszym rozdziale analizowany jest mechanizm powstawania fazy supersolid w kwazi
jednowymiarowej mieszaninie bozonowo-fermionowej, w ktorej sktadnik bozonowy cha-
rakteryzuje sie dtugozasiegowymi magnetycznymi oddzialywaniami dipolowymi. Szcze-
gblny nacisk potozono na analize sktadnika bozonowego, w ktorym poszukuje sie cech
charakterystycznych dla fazy supersolid. Sktadnik fermionowy, sprzezony z bozonami,
odgrywa kluczowa role w formowaniu uporzadkowanej struktury przestrzennej i wplywa
na stabilnos¢ uktadu. Analiza jego rozktadu gestosci i orbitalowych stanow wtasnych do-
starcza dodatkowych informacji, potwierdzajacych silne wzajemne oddziatywanie miedzy
komponentami mieszaniny.

Analiza rozpoczyna sie od opisu, tréjwymiarowego modelu wielu ciat, ktéry nastepnie
redukowany jest do postaci kwazi-jednowymiarowej. Taka redukcja pozwala na znaczne
uproszczenie obliczen przy zachowaniu kluczowych efektow fizycznych, takich jak dtugoza-
siegowo$¢ oddziatywan dipolowych czy obecnosé fermionéw, jako elementu sprzegajacego.
Ostatecznym celem rozdziatu jest zbadanie, czy przy odpowiednim doborze parametréw
- takich jak sita oddziatywania bozon-bozon i bozon-fermion, liczba czastek oraz magne-
tyczny moment dipolowy bozonéw - mozliwa jest realizacja fazy supersolid w sktadniku
bozonowym mieszaniny.

W dalszych podrozdziatach pracy omoéwione zostang kolejno: redukcja modelu do
opisu kwazi-1D, analiza stanu podstawowego, charakterystyka wzbudzen kolektywnych,
oraz wyznaczenie frakcji nadcieklej. Na koncu zaprezentowane zostana wyniki analizy

dla mniejszej wartosci magnetycznego momentu dipolowego oraz oméwiona mozliwosé
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5.1. OD GEOMETRII 3D DO GEOMETRII KWAZI-1D

wystapienia fazy supersolid w uktadach z mniej magnetycznymi pierwiastkami.

5.1 Od geometrii 3D do geometrii kwazi-1D

Aby przej$¢ od opisu tréjwymiarowego (3D) do geometrii kwazi-jednowymiarowej (kwazi-
1D), analize nalezy rozpoczaé¢ od pelnego opisu dynamiki uktadu. Dynamike bozonéw
opisujemy rownaniem Grossa-Pitaevskiego, natomiast fermiony modelujemy przy pomocy
anzatsu Hartree-Focka. W naszym uktadzie bozony posiadaja magnetyczny moment di-
polowy, natomiast fermiony sa spolaryzowane i nie oddziatuja ze soba. W temperaturze
réwnej zeru (T = 0), istotne jest wylacznie rozpraszanie fali typu s. Poniewaz calko-
wita funkcja falowa fermionéw (cze$é przestrzenna X czes$é spinowa) musi byé antysy-
metryczna, a fala s jest symetryczna w czeSci przestrzennej, czes¢ spinowa musi by¢
antysymetryczna. W konsekwencji identyczne fermiony w tym samym stanie spinowym
nie moga oddzialywaé¢ kontaktowo w kanale s. Poniewaz w naszym przypadku fermiony
sa spolaryzowane (maja ten sam kierunek spinu), rozpraszanie typu s miedzy nimi jest
zabronione. W efekcie nie oddzialuja one ze soba bezposrednio. Moga jednak posrednio
wplywaé na wlasciwosci uktadu bozonowego, mediujac oddziatywania miedzy bozonami
za posrednictwem sprzezenia bozon-fermion. 7 drugiej strony, bozony moga oddziatywaé
zaréwno poprzez oddziatywania kontaktowe (modelowane przez potencjat delta), jak i po-
przez dtugozasiegowe oddzialywania dipolowe. Zaktadamy, ze oddzialywania bozon-bozon
sa odpychajace, natomiast oddziatywanie bozon-fermion ma charakter przyciagajacy. To
zatozenie jest kluczowe, poniewaz obecno$¢ fermionéw w uktadzie ostabia efektywne od-
pychanie miedzy bozonami, co moze umozliwia¢ przejscie uktadu do fazy supersolid. Aby
przeprowadzi¢ redukcje wymiarowosci, najpierw przyjmujemy zatozenia dotyczace funkcji
falowej catego uktadu w temperaturze zera bezwzglednego. Zakladamy, ze wielociatowa
funkcja falowa mieszaniny bozonowo-fermionowej jest (w przyblizeniu) iloczynem funkcji

Hartree dla bozonéw oraz wyznacznika Slatera dla fermionow:

W(X1, ooy XNG5 Y1 s YNR) =

VYp(x1) ¥p(X2) - - - ¥p(XN,) X

901()’1) 901()’NF)

(5.1)

SDNF(Yl) SONF(YNF>
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5.1. OD GEOMETRII 3D DO GEOMETRII KWAZI-1D

Aby wyznaczy¢ rownania ruchu orbitali jednoczastkowych, podazamy formalizmem opar-

tym na gestosci Lagrangianu:

th
L= (vav-wvor) - N 2mF2\vy]\p\

- Z‘/trap Xl |\Ij’2 Z‘/trap Y_] ’\I]|2 (52)

= 3 [V G = xe) + Vol — ) |19 = VA (s = ) [0

i<k 17.7

Dalej w pracy modelujemy krétkozasiegowe oddzialywania poprzez delty Diraca:
Vi (r) = gd(r),  Vig"(r) = grrd(r),

gdzie g i gpr sa stalymi sprzezenia zdefiniowanymi nizej. Wstawiamy do i
stosujemy przyblizenie mean-field, catkowujac kazdy wyraz réwnania po wszystkich
wspoéhrzednych z wyjatkiem jednej, wybranej bozonowej lub fermionowej (dla cztonu di-
polowego zostawiamy dwie wspolrzedne bozonowe). Wykorzystujac ortogonalnosé orbitali
fermionowych oraz dla Ng > 1, zastepujemy doktadny czynnik Ng(Ng —1) jego przybli-
zeniem N3 otrzymujemy efektywna gesto§é Lagrangianu, zalezng od jednoczastkowych

orbitali bozonowych i fermionowych:

ih Nr
L= 5 Np (¢(B)*at¢(3) _ ¢(3)3t¢(3)*) Z( F) *9 w ¢§'F)at<¢3(’F))*)
N [V Z Tl
2m B
- NB ‘/trap W)(B Z V;rap (53)

B a
-5 N W P)|* — gpr Np Z:l WJ(' 12 B2
J:

DB [ V(e 1) [0 @)

Definiujac gestosci bozonows i fermionowa jako:
Ne oo
np(r,t) = Np 0P 0P, nelet) =3 [ 0
j=1

z L' otrzymujemy réwnania Eulera-Lagrange’a na v¢p i @bf (j=1,...,Np), ktére prowa-
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5.1. OD GEOMETRII 3D DO GEOMETRII KWAZI-1D

dza do nastepujacego zestawu rownan 3D:

2

h
— %vz + Vi(r) + gpnp(r,t)

L O0Yp(r,t) B
h—ar— =

+ gprnp(r,t) + / Vop(r — ' )np(r',t) d3r’] Yp(r,t), (5.4)

Oy (r,t)
Zhi&t

_sz

— [ - v2+vp(r)+gBFnB(r,t)] by (r,t).

State sprzezenia opisujace oddzialywania kontaktowe sa wyrazone jako:

B Arhag B 2rhlagp _ mpmp

gB = ) 9gBF = ) - )
mp 7 mp+mpg

gdzie gp, opisuje sile oddziatywania bozon-bozon i zalezy od dtugosci rozpraszania ag, ggr
opisuje oddzialywanie bozon-fermion, a p to zredukowana masa uktadu bozon-fermion.
Wspoétezynniki te okreslaja efektywna site oddziatywan kontaktowych w warunkach ni-
skotemperaturowych.

Potencjat putapki harmonicznej opisany jest wyrazeniem:

1

Vi) (1) = gma [wh (@ +57) + w2 (5.5)

gdzie indeksy L i ||, odnosza sie do kierunkéw poprzecznych i podtuznych wzgledem osi
z uktadu. Dipolowe oddziatywania mi¢dzy bozonami sa anizotropowe i dlugozasiggowe.
Ogdlna trojwymiarowa postaé¢ potencjatu oddziatywania dwoch momentéw dipolowych
w jednostkach CGS dana jest wyrazeniem:

. :U’ﬁip

Vop(r) = =52 [1-3(e-#)?], (5.6)

r3

gdzie fiqip to magnetyczny moment dipolowy bozonéw, é to jednostkowy wektor wskazu-
jacy kierunek polaryzacji dipoli, r to wektor potozenia miedzy dwiema czastkami, r = |r|,
a 7 =r/r. W przypadku, gdy dipole sa spolaryzowane wzdtuz osi z, czyli é = Z, otrzy-

mujemy:
1-3%

r3

(5.7)

Vop(r) = :uiip :

Charakter oddziatywania - przyciggajacy lub odpychajacy - zalezy od kata 6 pomiedzy
wektorem potozenia r, taczacym dwie czastki, a kierunkiem polaryzacji ich momentéw di-
polowych. Gdy czastki sa ustawione wzdtuz kierunku polaryzacji (0 = 0), czyli w konfigu-
racji head-to-tail (jedna za druga), potencjat dipolowy jest ujemny i oznacza przyciaganie.
Natomiast w przypadku konfiguracji side-by-side (czatki obok siebie), gdy wektor r jest

prostopadty do kierunku polaryzacji (6 = 90°), potencjal przyjmuje wartosci dodatnie,
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5.1. OD GEOMETRII 3D DO GEOMETRII KWAZI-1D

co prowadzi do odpychania. W dalszej analizie zaktadamy, ze dipole sa spolaryzowane
wzdtuz osi z, a wiec prostopadle do kierunku wydtuzenia putapki, ktéry pokrywa sie z

osia z. Taka konfiguracja zostata przedstawiona na Rysunku [5.1

Z

Rysunek 5.1: Dipole ustawione rownolegle do siebie, prostopadle do osi z.

Aby przejsé z opisu tréjwymiarowego do kwazi-jednowymiarowego odpowiednika, na-
lezy wyeliminowa¢ dwa stopnie swobody, zwigzane z kierunkami poprzecznymi - w naszym
przypadku sa to wspotrzedne x i y. Zaktadamy, ze funkcja falowa w tych kierunkach odpo-
wiada stanowi podstawowemu w putapce harmonicznej, czyli ma postaé funkcji Gaussa.

Te funkcje wykorzystujemy jako ansatz do wykonania catkowania:

¢B(r’ t) = e_iWBlt ¢BO (33) ¢BO(y) ¢B(za t)?

. (5.8)
by (r,t) = e g (x) ¢ (y) 95 (2,1),
gdzie funkcje w kierunkach poprzecznych maja postac:
;o\ VA
$po(x) = ( 2 ) e/ (L))
wLg |
4 (5.9)
F 1 / 2/( L2 )
0= () e
0 wl2,

a dtugosci oscylatorowe dane sa przez:

h h
Lp, = , Lp = .
mpwp1 mrpWpep|




5.2. POSZUKIWANIE STANU PODSTAWOWEGO W GEOMETRII
KWAZI-1D

Po wykonaniu catkowania uzyskujemy kwazi-jednowymiarowy zestaw réwnan (A)):

y008(2t) | B &
" ot | 2mpoz? + Vp(z) + gonp(2,1)
+ gonr(2,t) + / Vaa(z — 2" )np (2, 1) dz’] bp(z,1), (5.10)
00 (2,1) B2 92
zh# - [ Ymp 022 + Vir(2) +9ban(z,t)] o (2, 1),

gdzie sprzezenia efektywne wynosza:

9BF g = 9B
y Oy =
(L, + L%)) 2nL%,)

gby = (5.11)

Dtugosci oscylatorowe mozna dobra¢ w taki sposdb, aby byty réwne, korzystajac z wa-
runku mpwp; = mpwr,. Uktad znajduje si¢ w geometrii kwazi-jednowymiarowej, co
oznacza, ze jest silnie uwieziony w kierunkach poprzecznych do osi z. Energia potrzebna
do wzbudzenia w kierunkach x i y jest znacznie wigksza niz wzdtuz osi podtuznej, dla-
tego wszystkie czastki pozostaja w stanie podstawowym w tych kierunkach. W praktyce
oznacza to, ze jedynie stopien swobody wzdtuz osi z jest istotny dynamicznie. Potencjat

dipolowy po redukcji do jednego wymiaru przyjmuje postaé (A):

Vdd<z) _ M?z {_35(2) _2\/_|Z’ + \/_6 a8(53/:_ 20’) El"fC(|Z|/(2\/_)) } : (512)

gdzie a = 2 . Ma = Haip/ L jest przeskalowanym momentem dipolowym, Erfc jest uzu-
petiajaca funkcja btedu. Widzimy zatem, ze nawet po przejsciu do geometrii kwazi-1D
potencjal dipolowy zachowuje zaréwno sktadowa przyciagajaca, jak i odpychajaca, co sta-
nowi charakterystyczna ceche oddziatywan dipolowych. Chociaz fermiony nie oddziatuja
ze soba bezposrednio, odgrywaja istotna role w ksztattowaniu dynamiki uktadu poprzez
sprzezenie z bozonami. Oddziatywania bozon-fermion moga prowadzi¢ do efektywnej mo-
dyfikacji oddzialywan pomiedzy bozonami, ostabiajac ich wzajemne odpychanie i umoz-

liwiajac powstawanie struktur, takich jak samowigzace sie krople lub faza supersolid.

5.2 Poszukiwanie stanu podstawowego w geometrii
kwazi-1D

W celu szczegdlowej analizy fazy supersolid w mieszaninie, konieczne jest wyznaczenie
jej stanu podstawowego. Analizowany uktad, obejmujacy zaréwno oddzialywania dtu-
gozasiegowe (dipolowe), jak i kontaktowe pomiedzy skladnikami, wymaga zastosowania

samouzgodnionej metody numerycznej. W tym rozdziale skupiamy sie na metodzie znaj-
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dowania stanu podstawowego uktadu w geometrii kwazi-jednowymiarowe;j.

Aby znalez¢ stan podstawowy ukladu bozonowo-fermionowego w geometrii kwazi-
jednowymiarowej, stosujemy metode propagacji w czasie urojonym [42]. Technika ta po-
lega na matematycznej transformacji czasu rzeczywistego do czasu urojonego, tj. t — —ir,
co pozwala na efektywne ttumienie stanéw wzbudzonych i zbiezno$é¢ rozwigzania w kie-
runku stanu podstawowego. Funkcja falowa uktadu moze by¢ rozwinieta w bazie funkcji

wtlasnych hamiltonianu:

V()= Cnthpe /. (5.13)

gdzie 1, to stany wlasne, a E,, - odpowiadajace im energie. Wprowadzajac podstawienie

t — —i1, przechodzimy do opisu ewolucji w czasie urojonym:
W(1) =3 cntpe” P, (5.14)

Zauwazmy, ze sktadniki z wyzsza energia F,, zanikaja podczas ewolucji w czasie urojonym
T znacznie szybciej niz te o nizszej energii. W rezultacie, po odpowiednio dtugiej ewolucji

(dla duzych wartosci 7), dominujacym sktadnikiem pozostaje stan podstawowy vy:

W(T) = cotboe EoT/M 4 Z Cnthype EnT/h (5.15)
n>0

gdzie ¢, to wspoltczynniki rozwiniecia funkcji w bazie stanéw wlasnych hamiltonianu. Dla
T — oo dominujacym sktadnikiem pozostaje 1)y, poniewaz wyzsze stany (n > 0) zanikaja
znacznie szybciej. W przedstawionym podejsciu, propagacja w czasie urojonym dotyczy
wytacznie sktadnika bozonowego, natomiast fermiony traktujemy w ramach podejscia
Hartree-Focka. Ich funkcje falowe wyznaczamy poprzez diagonalizacje jednoczastkowego
operatora Hamiltona, ktéry zawiera zaréwno potencjal zewnetrzny, jak i sprzezenie z

bozonami (zob. wzér [5.10). Algorytm iteracyjny przyjmuje nastepujaca strukture:

1. Wykonujemy jeden krok propagacji w czasie urojonym dla funkcji falowej bozonéw
¢5(2).

2. Dla zaktualizowanej gesto$ci bozonéw ng(z) = |¢p(2)|* przeprowadzamy diagona-
lizacje hamiltonianu fermionowego i wyznaczamy nowe funkcje falowe ¢7'(z). Na-
stepnie obliczamy gestos¢ fermionowa ng(z) jako sume kwadratéw modultéw funkcji

falowych wszystkich obsadzonych orbitali:
Np

np(z) =165 (2)|*

=1

3. Korzystajac z nowej gestosci fermionéw, wykonujemy kolejny krok propagacji w

czasie urojonym dla bozonow.
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4. Powtarzamy powyzsze kroki iteracyjnie, az do osiggniecia samouzgodnionego roz-
wiazania, tj. rozwiazania, w ktérym zmiany w gestoéciach np(z) i np(z) staja sie

pomijalnie mate.

5.2.1 Wyniki numeryczne dla stanu podstawowego

Celem tej czesci analizy jest zbadanie, w jaki sposéb zmienia sie stan podstawowy uktadu
bozonowo-fermionowego mieszaniny %4Dy-®Li w stanie podstawowym w zaleznoéci od sity
oddzialywania miedzy sktadnikami. W szczegélnosci interesuje nas, czy i w jakim zakre-
sie parametréw pojawia si¢ modulacja gestosci, wskazujaca na faze supersolid oraz jaki
wplyw na ten proces maja fermiony. Wszystkie obliczenia przeprowadzono przy zatozeniu
wp1 /wp| = 100, a jako jednostki przyjeto kolejno: L, dla ditugosci, wpy dla czestosci,
hwpy L3 dla statych oddzialywania gg i gpr oraz (hwp, L, )"? dla dipolowego momentu
magnetycznego fiq.

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki numeryczne dla stanu podstawo-
wego uktadu, uzyskane dla réznych wartosci statej sprzezenia ggr. W analizie przyjeto
parametry: liczba bozonéw Np = 6000, liczba fermionéw Np = 10, moment dipolowy
pa = 0.1 oraz oddziatywanie bozon-bozon g = 0.02. Na wykresach przedstawiono gesto-

Sci sktadnika bozonowego (krzywa czerwona) oraz fermionowego (krzywa niebieska).
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Rysunek 5.2: Profile gestosci sktadnikéw bozonowego (czerwony) i fermionowego (niebie-
ski) dla réznych wartosci sprzezenia bozon—fermion gpp. (a) gpr = 0: gestosci sktadnikéw
bozonowego i fermionowego - sktadniki nie oddzialuja wzajemnie. (b) gpr = —1.2: wpro-
wadzenie stabego oddzialywania bozonéw z fermionami prowadzi do pojawienia sie oscy-
lacji Friedla w gestosci bozonowej. (¢) gpr = —2.9: dalsze zwigkszenie sity sprzezenia po-
woduje wyrazna modulacje gestosci i uformowanie si¢ kropli bozonowo—fermionowej. (d)
gr = —3.3: kolejne wzmocnienie sprzezenia prowadzi do ztamania symetrii translacyjnej
kropli. (e) gpr = —4.9: wyraznie widoczne uformowane maksima bozonowo—fermionowe
na tle chmury bozonowej.
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5.3. ANALITYCZNA METODA ELIMINACJI FERMIONOWYCH STOPNI
SWOBODY - ROTONOWA NIESTABILNOSC

ger =0 (Rys. [5.2|(a)): Gestosci sktadnikéw bozonowego i fermionowego sa od siebie

niezalezne - sktadniki nie oddzialujg wzajemnie.

ger = —1.2 (Rys. [5.2|(b)): Wprowadzenie stabego oddziatywania bozonéw z fermio-
nami prowadzi do pojawienia sie oscylacji Friedla w gestosci bozonowej. Gestosé

fermionowa jest zanurzona w chmurze bozonéw.

gsr = —2.9 (Rys. [5.2](c)): Dalsze zwigkszenie sily sprzezenia prowadzi do wyraznej
modulacji gestos$ci i uformowania si¢ kropli bozonowo-fermionowej. Maksima ge-

stosci obu sktadnikéw zaczynaja sie wéwczas pokrywac.

ger = —3.3 (Rys. [5.2(d)): Dalsze zwickszenie sily sprzezenia powoduje ztamanie sy-
metrii translacyjnej kropli. Jak pokazemy w dalszej czedci pracy, w tym rezimie

pojawia sie niestabilno$¢ rotonowa, bedaca sygnatem obecnosci fazy supersolid.

gr = —4.9 (Rys. (e)): Wyraznie widoczne uformowane maksima bozonowo-fermionowe

z ttem bozonowym. Fermiony tworza odseparowane krople.

Powyzsze wyniki numeryczne ukazuja wyraznag ewolucje stanu podstawowego uktadu
w miare zwiekszania sity przyciggania bozon-fermion. Poczatkowo, niezalezne sktad-
niki zaczynaja oddziatywac, prowadzac do lokalnych korelacji przestrzennych. Przy co-
raz silniejszym sprzezeniu dochodzi do ztamania symetrii translacyjnej kropli bozonowo-
fermionowej, co wskazuje na pojawienie si¢ fazy supersolid. Dalszy wzrost sity oddziaty-
wania prowadzi do przejscia uktadu w konfiguracje izolowanych kropli. Obserwowane w
symulacjach ciggle zmiany w strukturze gestosci sugeruja, ze przejscie miedzy kondensa-
tem a faza supersolid moze mie¢ charakter ciaglego przejscia fazowego (drugiego rodzaju).
Aby jednoznacznie to potwierdzi¢, nalezaloby zbadaé¢ odpowiednie funkcje termodyna-
miczne. Przy dalszym zwiekszaniu sity oddzialtywania, uktad przechodzi w konfiguracje

izolowanych kropli.

5.3 Analityczna metoda eliminacji fermionowych stopni

swobody - rotonowa niestabilnos¢

W tym rozdziale przedstawiamy podejscie analityczne, oparte na eliminacji fermionowych
stopni swobody, ktére umozliwia uproszczenie opisu mieszaniny bozonowo-fermionowej.
Wykorzystujemy fakt, ze w naszym ukladzie % Dy-%Li, bozony (}%*Dy) sa znacznie ciezsze
od fermionéw (°Li) i dynamika fermionéw realizuje si¢ na znacznie krétszych skalach cza-
sowych niz dynamika bozonéw, co pozwala na rozdzielenie tych skal i traktowanie gestosci
fermionowej jako kwazi-statycznej - dostosowujacej sie natychmiast do zmian w sktadniku

bozonowym. Uproszczony w ten sposéb model pozwala w szczegolnosci na analize widma
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energetycznego i identyfikacje niestabilnosci rotonowej - kluczowego mechanizmu prowa-
dzacego do formowania fazy supersolid. Pokazujemy, ze rotonowe minimum pojawia sie
naturalnie w wyniku sprzezenia oddzialywan krotko i dtugozasiegowych oraz posredniego
wptywu fermionéw na efektywne oddzialywania miedzy bozonami.

Poniewaz dynamika fermionéw zachodzi znacznie szybciej niz dynamika bozonéw (co
odzwierciedla zalezno$é charakterystycznych czaséw: h/Ep < h/p), mozliwe jest wyeli-
minowanie fermionowych stopni swobody. Takie podejscie umozliwia traktowanie gestosci
fermionowej np jako kwazi-statycznej w czasie, co upraszcza wyrazenie opisujace energie
oddzialywania z gestoscig fermionows i pozwala pracowacé wytacznie ze sktadnikiem bozo-
nowym, gdzie Er oznacza energie Fermiego, a p jest chemicznym potencjatem bozonéw.

Efektywna stala sprzezenia bozonéw mozna wéwczas zapisaé jako (B]):

3 neg o )
off = - —— . 5.16
NpBgeff = NB (gB 5 EFgBF ( )

Metoda ta zostala zastosowana m.in. w pracy [43], w ktérej eksperymentalnie wykazano

wplyw fermionéw na wtadciwosci mieszaniny bozonowo-fermionowe;j.

5.3.1 Widmo energetyczne i niestabilnos¢ rotonowa

Po uwzglednieniu wktadu fermionowego oraz oddziatywan dipolowych, widmo energe-

tyczne bozonowe przyjmuje postaé (C)):

E(k) = \/a(k) [<(k) + 2n5Via (k). (5.17)

gdzie e(k) = h?k?/(2mp), natomiast Veg(k) to efektywny potencjat w przestrzeni pedéw,

dany wyrazeniem:

Vurlk) = (9 — aghe — 543 + 4 [7(%0) +1] (5.18)

Wspdtezynnik «, okreslajacy wplyw fermionow, zalezy od ich gestosci oraz energii Fer-

miego i jest dany przez (B):
nr

T 9B (2nL2)

(5.19)

Funkcja f(z) jest zdefiniowana nastepujaco, f(z) = xe” Ei(—x), gdzie Ei(z) jest funk-
cja calkowo-wykladnicza. Dla z = k?a > 0, funkcja f(k%*a) jest monotonicznie malejaca
i spetnia warunek 0 < f(k%a) + 1 < 1. W szczegdlnosci funkcja f(k%a) + 1 przyjmuje
wartosci w przedziale [0, 1], co pozwala przy odpowiednim doborze parametréw w pierw-
szym czlonie uczynié¢ caly potencjal Vg(k) ujemnym. W takim przypadku wyrazenie
pod pierwiastkiem w E(k) moze przyjmowaé¢ wartosci ujemne dla pewnych wartosci k,

co oznacza wystgpienie niestabilnosci energetycznej uktadu. Parametry przyjeto zgodnie
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z tymi zastosowanymi we wczesniejszej czesci pracy, modyfikujac jedynie wartos¢ ggr do
—2.9, przy zachowaniu pozostatych: N = 6000, Np = 10, uq = 0.1, gg = 0.02. Dla
tak dobranych parametréw widmo E(k) wykazuje minimum bliskie zeru, co prowadzi do
niestabilnosci typu rotonowego, widocznej na rysunku [5.3]

W tym rezimie uktad przechodzi do fazy supersolid, co potwierdzaja wyniki nume-
ryczne. Na gestosci bozonowej, przedstawionej na rysunku (¢), widaé poczatki rozwi-
jania si¢ rotonowej niestabilnosci - zewnetrzne maksima zaczynaja sie odrywaé¢ od wne-
trza chmury. Natomiast na rysunku (d) widoczne jest wyrazne ztamanie symetrii
translacyjnej kropli - zewnetrzne maksima mocno wyrozniaja sie na tle gestosci. Dodat-
kowo warto$¢ 27/ kirytyeme Okresla typowy odstep miedzy tymi maksimami, co oznacza,
ze przy dalszym zwiekszaniu oddziatywania bozon-fermion, chmura rozpada sie na izo-
lowane krople, rozmieszczone periodycznie z okresem wynikajacym z Kigytyeme, €O mozna
zaobserwowaé na rysunku (e).

o0Vt
0.0 0.2 0.4 0.6
k, [1/L]
Rysunek 5.3: Widmo energetyczne bozonowe E(k) dla ggr = —2.9. Minimum wskazuje

na obecnos¢ niestabilnosci rotonowe;.

Rotonowa niestabilnos¢ stanowi wazna przestanke wskazujaca na mozliwosé istnienia
fazy supersolid - swiadczy o modulacji gestosci i ztamaniu symetrii translacyjnej. Cho¢
samo pojawienie sie minimum rotonowego sugeruje formowanie uporzadkowanej struk-
tury, to ostatecznym potwierdzeniem obecnodci fazy supersolid jest identyfikacja moddéw
Goldstone’a, wynikajacych ze spontanicznego ztamania ciaglej symetrii. Jak pokazano
wczesniej, obecnos¢ tych moddéw jest bezposrednig konsekwencjg ztamania symetrii i sta-
nowi podstawowy element opisu niskoenergetycznych wzbudzen. W kolejnej czesci pracy
skupimy sie na analizie tych modéw jako bezposredniego dowodu istnienia tej egzotycznej

fazy materii.
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5.4 Niskoenergetyczne wzbudzenia - mody Goldstone’a
i Higgsa

Jednym z kluczowych sposobéw identyfikacji fazy supersolid jest analiza niskoenerge-
tycznych wzbudzen uktadu. W przypadku ultrazimnych atoméw, obecnosé modow Gold-
stone’a oraz Higgsa $wiadczy o spontanicznym ztamaniu cigglych symetrii i stanowi
istotny sygnal przejscia do fazy uporzadkowanej przy jednoczesnym zachowaniu nadcie-
ktosci. W tym rozdziale skupiamy si¢ na numerycznej analizie dynamiki uktadu bozonowo-
fermionowego, w szczegdlnosci w zakresie, w ktorym zidentyfikowano przestrzenne cechy
fazy supersolid, takie jak modulacja gestosci. Zaburzajac putapke i éledzac ewolucje ge-
stosci sktadnika bozonowego po wprowadzeniu zaburzenia, uzyskujemy dostep do widma
energetycznego uktadu i charakterystyki poszczegdlnych modow.

Celem tej analizy jest nie tylko potwierdzenie obecnos$ci modéw Goldstone’a i Higgsa,
ale takze zbadanie ich zalezno$ci od parametrow oddzialywan i struktury przestrzennej
mieszaniny, a w szczegolnosci ich zachowania w rezimach przed i po peknieciu chmury
fermionowej. W dalszej czedci rozdziatu pokazemy réwniez, ze pomimo braku oddziaty-
wania typu s-wave pomiedzy fermionami, sktadnik fermionowy wykazuje wyrazng ak-
tywno$¢ wraz ze zmiang parametru odziatywania gg, ktéra moze odgrywaé istotng role
w stabilizacji fazy supersolid. W analizie przyjmujemy parametry uktadu odpowiada-
jace realistycznym warunkom eksperymentalnym: liczba bozonéw zostata ustalona na
Np = 3000, moment dipolowy ug; = 0.06, a oddziatywanie miedzy bozonami a fermio-
nami przyjeto jako ggr = —3.8. Parametrem kontrolnym, ktéry bedziemy zmienia¢, jest
oddziatywanie kontaktowe miedzy bozonami gg, co pozwoli okresli¢ warunki, w ktérych
uktad wchodzi w faze supersolid. W celu analizy niskoenergetycznych wzbudzen uktadu
stosujemy metode oparta na wprowadzeniu niewielkiego zaburzenia geometrii putapki
zewnetrznej. Rozwazamy dwa typy deformacji: symetryczng oraz asymetryczna (rysu-
nek . W przypadku zaburzenia symetrycznego zmieniamy ksztatt catej putapki w
sposéb osiowo jednorodny (Sci$niecie lub rozciagniecie), natomiast w przypadku zaburze-
nia asymetrycznego deformujemy obie potowy putapki, jak przedstawiono na rysunku
(a), co skutkuje przesunieciem $rodka masy uktadu. Dla kazdego typu zaburzenia wy-
znaczamy stan podstawowy w zdeformowanej putapce, a nastepnie wykorzystujemy go
jako stan poczatkowy w ewolucji czasowej, przeprowadzanej juz w pierwotnej, niezabu-
rzonej geometrii. W ten sposéb uzyskujemy dynamike gestosci zarowno dla sktadnika
bozonowego, jak i fermionowego.

Aby zidentyfikowaé poszczegblne mody wzbudzen (dla kazdej czestosci z osobna),
obliczamy transformate Fouriera czasowej i przestrzennej ewolucji zaburzonej gestosci

oraz tworzymy animacje przedstawiajaca jej zmienno$¢ w czasie. Rozkladamy gestosé
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Rysunek 5.4: Schematyczne przedstawienie zaburzenia putapki: po lewej (a) przypadek

asymetryczny, po prawej (b) przypadek symetryczny.

jako sume sktadowej niezaburzonej i zaburzenie:
ngp(z,0) + ongp(z, t, w;), (5.20)

gdzie dnp(z,t,w;) oznacza zaburzenie gestosci wywolane wzbudzeniem o konkretnej cze-
stosci w;. Poniewaz
np(z,t) =np(z,0) + ong(z,1t), (5.21)

transformate tego wyrazenia mozna zapisa¢ jako
gk, w) = np(k)d(w) + ong(k,w), (5.22)
co pozwala wyodrebni¢ wklad odpowiadajgcy okreslonej czestosci wj.

wj+e . —~ .
npg(z,t,w;) = / dwe_’“’t/(snB(k,w)e_’kzdk

Wj—€

wj+e . .
= / dw e_’“t/ﬁg(k‘,w) e~ k= d

Wj—€

wj+e X .
- / dw e~ §(w) / fip(k) e dk

= np(z,t,w;) —np(2,0)dow, , (5.23)
gdzie
wj+e€ . .
ng(z,t,w;) :/ /ﬁB(kJ,w) et ey di .
LUJ'—E

(5.24)
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Jezeli np(k,w) ~ §(w — w;) to uzyskujemy postac¢ zalezng juz tylko od danej czestodci:

B (2.t w;) = ( [ k) e‘ikzdk‘> et (5.25)

co pozwala na bezposrednie odtworzenie zaburzenia w;. Dla w; # 0 otrzymujemy koncowy
wynik:
np(z,0) +np(z,t,w;), (5.26)

ktory stanowi podstawe do rekonstrukeji i wizualizacji ewolucji poszczegdlnych wzbudzen.
W przypadku symetrycznego zaburzenia i silnych oddziatywan bozonowych (duza wartosé
gp) obserwujemy oscylacje typu breathing mode, polegajace na naprzemiennym rozsze-
rzaniu i kurczeniu sie chmury bozonowej z czestoscia bliska \/g w|, zgodnie z przewidy-
waniami analitycznymi dla czystego kondensatu pozbawionego oddziatywan dipolowych.
Natomiast zaburzenie asymetryczne wywoluje ruch srodka masy (ang. center-of-mass
oscillation) z czestodcia réwna czestodci podtuznej putapki wy. Symulacje przeprowadzone
dla duzych wartosci gg potwierdzajg poprawnos$é¢ zarowno wyprowadzonych rownan, jak

i ich implementacji numerycznej.

5.4.1 Widmo energetyczne, mod Goldstone’a i Higgsa

Animacje uzyskane w opisanej wezesniej procedurze, dostepne pod adresem [44], umozli-
wiaja jednoznaczng identyfikacje charakteru poszczegélnych modéw wzbudzen. W przy-
padku modoéw typu in-phase, zaréwno maksima gestosci, jak i tlo gestosci poruszaja si¢
w tym samym kierunku. Natomiast dla modow typu out-of-phase obserwujemy, ze mak-
sima gestosci przemieszczajg sie w jednym kierunku, podczas gdy tlto przelewa sie w
przeciwnym, co powoduje podnoszenie si¢ jednego z maximoéow. Zjawiska te zilustrowano
na rysunku [5.5] przedstawiajacych gesto$é bozonowa w wybranych momentach czasu dla
roznych czestosci wzbudzen.

Zachowanie to bezposrednio wynika z natury niskoenergetycznych wzbudzen w fa-
zie supersolid. Jak wykazaliémy we wczesniejszych rozdziatach, spontaniczne ztamanie
symetrii ciaglej - w tym przypadku translacyjnej i U(1) - prowadzi do pojawienia sie
modow Goldstone’a, ktore stanowia uniwersalny przejaw spontanicznego ztamania sy-
metrii w tego typu uktadach. Ich obecno$é jest nieunikniona: jesli uktad tamie symetrie
translacyjng i formuje uporzadkowang strukture, to w sposéb konieczny muszag pojawic
sie wzbudzenia odpowiadajace przesunieciom tej struktury, czyli wlasnie mody Gold-
stone’a. W tym kontekscie mody in-phase oraz out-of-phase mozna interpretowaé jako
rozne sposoby wzglednego przemieszczania sie tta nadciektego wzgledem maksimow ge-
stosci, tworzacych uporzadkowang strukture krystaliczna, co jest wyraznie widoczne na
animacji [44]. Dodatkowo, opr6cz przesuniecia struktury, moga pojawiaé sie réwniez oscy-

lacje amplitudy parametru porzadku, utozsamiane z modem Higgsa, ktory rowniez zostat
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700 In-phase Goldstone mode Out-of-phase Goldstone mode
— Initial density —— Initial density
—— Density at later time —— Density at later time

Density [1/L, ]
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Rysunek 5.5: Poréwnanie dwoch modéw dla gg = 0.0055 oraz ggr = —3.8. Lewy rysunek:
Mod typu in-phase: tto i piki poruszaja sie w tym samym kierunku, w = 0.01. Prawy
rysunek: Mod typu out-of-phase: tto porusza si¢ przeciwnie do pikéw — gdy maksima
przesuwajg sie w prawo, tto przelewa sie w lewo, co skutkuje podnoszeniem sie lewego
maksimum, w = 0.0071.

zaprezentowany w zbiorze animacji [44]. Co istotne, w analizie tej wykorzystano wylacz-
nie zaburzenie asymetryczne, podczas gdy mod Higgsa ma charakter symetryczny - jego
dynamika polega na okresowych zmianach amplitudy w kierunku podtuznym putapki.
Obecno$¢ obu typéw modow stanowi silny dowdd na to, ze uktad znajduje sie w fazie
supersolid, gdzie wspotistnieja porzadek krystaliczny oraz globalna koherencja fazowa.

Na rysunku [5.6| przedstawiono widmo energetyczne uzyskane poprzez wykonanie trans-

0.06 —
In-phase mode
] = Qut-of-phase mode
| = Higgs mode
0.05
______ =
0.04
_| === =
§“ 0.03
3
0.02
N Ve
| ....................
g - 4)
0.00 B !

Rysunek 5.6: Widmo energetyczne w funkcji oddziatywania bozon-bozon (gp)

formaty Fouriera gesto$ci bozonowej w czasie i przestrzeni, a nastepnie wycatkowanie

zaleznodci pedowej zgodnie ze wzorem np(w) = [ |ng(k,w)|, dk. Wyrysowano jedynie li-
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nie czesto$ci wyraznie wyrdzniajace sie na tle szumu. Analizujac zaleznosé tego widma
od sity oddziatywania bozon-bozon, mozna zaobserwowa¢ wyrazne przejscie fazowe. Dla
duzych wartosci gp =~ 0.03 widoczne sa przerywane linie (czerwona, niebieska, poma-
ranczowa), ktére odpowiadaja modom wzbudzenn w kondensacie. W miare zmniejszania
gg linie te przechodza w linie ciagte, co jest sygnatem wejscia uktadu w faze supersolid

(uktad tamie symetrie translacyjna kropli). W tej fazie:

« czerwona linia ciggtla reprezentuje mod Goldstone’a typu out-of-phase [44],
+ niebieska linia ciggla odpowiada modowi Higgsa (oscylacjom amplitudy) [44],

« pomaranczowa linia ciggla opisuje mod Goldstone’a typu in-phase [44].

Analizujac przebieg modow, mozemy zauwazy¢, ze w pierwszym rezimie fazy supersolid
0.025 > gp > 0.0059, mod Higgsa (niebieska linia) poczatkowo obniza sie (tzn. jego
energia maleje), a nastepnie zaczyna rosna¢. Jednoczesnie mod out-of-phase (czerwona
linia) wykazuje odwrotna zalezno$¢ - najpierw rosnie, a potem opada. Takie zachowanie
wynika ze zmieniajgcego sie efektywnego potencjatlu odczuwanego przez bozony.

Dalsze zmniejszanie gg prowadzi do silnego wzbudzenia ruchu srodka masy. W okolicy
g ~ 0.0074 zauwazamy, ze linia niebieska przechodzi ponownie w przerywana, a linia
czerwona znika. Jednoczesnie pojawiaja sie zielone linie ciggle, ktére oznaczaja orien-
tacyjny przebieg moddéw out-of-phase i Higgsa, wyznaczony na podstawie kontynuacji
wczedniejszych trendow. Brak wyraznych linii wynika z rosnacej amplitudy ruchu srodka
masy, ktory zaczyna dominowa¢ nad pozostatymi oscylacjami i znaczaco utrudnia jedno-
znaczng identyfikacje modéw. Efekt ten jest zilustrowany na rysunku [5.7], przedstawiaja-

cym zalezno$¢ amplitudy $rodka masy gestosci bozonowej od wartosci gg.

2.5

2.04

1.5 4

CM(bozons) amplitude [L ]

! ! ! ! ! |
0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010
gslhw, L?]

Rysunek 5.7: Amplituda srodka masy gestosci bozonowej w funkcji oddziatywania bozon-
bozon (gg).

Wracajac do rysunku [5.6| w okolicy gg = 0.0058, pojawia sie szeroka pionowa szara

linia, ktéra oznacza peknigcie chmury fermionowej. Jej szeroko$¢ odzwierciedla stan przej-
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Sciowy: gestosé fermionowa ,waha sie”, czy bardziej energetycznie korzystne bedzie pek-
niecie na dwa odseparowane uktady, czy tez pozostanie w jednej strukturze. Na koncu
tego zakresu fermiony ostatecznie dzielg sie na dwie izolowane krople. Chmura bozonowa
rowniez ulega dalszej modulacji, lecz nie tworzy oddzielnych fragmentow - pomiedzy mak-
simami wcigz utrzymuje sie tto nadciekte.

W nowym rezimie fazy supersolid wystepujacym po peknieciu gestosci fermionowej
na dwie odseparowane krople, obserwujemy wyraznie odmienng strukture widma: mod
Higgsa wyrasta z dolnej czedci widma i kontynuuje wzrost, natomiast mod Goldston’a
out-of-phase stopniowo opada, co jest zwiazane z zanikiem sktadowej nadciektej. Spadek
energii tego modu sugeruje, ze uktad stopniowo traci globalng koherencje fazowa - a tym
samym, jesli proces ten sie utrzyma, wyjdzie z fazy supersolid i przejdzie do uktadu
sktadajacego sie z izolowanych kropli bozonowo-fermionowych. W takim stanie struktura
krystaliczna zostaje zachowana, ale komponent nadciekly zanika, co oznacza catkowita

utrate cech fazy supersolid. Dodatkowo pojawiajg sie dwa nowe mody:
» rézowy - mod fononowy, opisujacy kolektywne przesunigcia catej struktury [44],

e jasnoniebieski - mod optyczny, w ktorym sasiednie maksima gestosci okresowo

zblizaja sie 1 oddalaja wzgledem siebie [44].

Po peknieciu chmury fermionéw uktad nabiera nowego, wyraznie odmiennego charak-
teru. Cho¢ nadal pozostaje w fazie supersolid, jego struktura przypomina teraz uktad z
wyraznie zaznaczonymi maksimami gestosci, wokét ktorych skupiajg sie fermiony. Mozna
to interpretowac analogicznie do uktadu krystalicznego, w ktorym fermiony petnia funkcje
yatomow” stabilizujacych potozenie maksimow gestosci, natomiast bozony - ze wzgledu na
zachowang koherencje fazowsa - zachowuja sie jak ,elektrony”, ktére swobodnie przemiesz-
czaja sie pomiedzy tymi maksimami. Przyktad gestosci w obu obszarach fazy supersolid
przedstawiono na rysunku [5.8

Co istotne, w niskoczestotliwo$ciowym zakresie widma - ponizej w =~ 0.01 - pojawiaja
si¢ dodatkowe wzbudzenia, oznaczone czarnymi punktami rysunke[5.6] Ich obecnosé wska-

zuje na aktywno$¢ fermionowej czesci uktadu, co pokaze w nastepnym podrozdziale.
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Rysunek 5.8: Por6wnanie gestosci bozonéw (niebieski) i fermionéw (czerwony) przed i po
peknieciu chmury fermionowej. Lewy rysunek: Gestos¢ bozonowo - fermionowa w fazie
supersolid, przed peknieciem chmury fermionowej. Parametry: gg = 0.02, ggr = —3.8.
Prawy rysunek: Gestos¢ po peknieciu chmury fermionowej. Fermiony tworzg wyraznie
oddzielone krople, natomiast bozony zachowujg nadciekte tto pomiedzy maksimami. Pa-
rametry: gg = 0.0055, ggr = —3.8.

5.4.2 Fermionowe wzbudzenia niskoenergetyczne

Fermiony w rozwazanym modelu sa spolaryzowane i opisane w przyblizeniu Hartree-
Focka. Cho¢ mody fermionowe sa znacznie stabiej zaznaczone w widmie wzbudzen, ich
identyfikacje umozliwia doktadna analiza poszczegdlnych orbitali. Aby skutecznie wyod-
rebni¢ wktad orbitali fermionowych, zastosowano filtracje w przestrzeni pedéw, eliminu-
jac komponenty o maltych wartosciach k, ktére odpowiadaja gtéwnie malym oscylacjom
catkowitej gestosci fermionowej. Dzieki temu mozliwe byto wyodrebnienie modéw, ktére
zawieraja wytacznie komponenty o duzych k, charakterystycznych dla pojedynczych or-
bitali fermionowych. Wykres takiej analizy w skali logarytmicznej przedstawiono na ry-
sunku (prawy rysunek), gdzie wyraznie widoczne sg mody zdominowane przez duze
liczby falowe. Rysunek (lewy rysunek) pokazuje natomiast, jak zmienia sie widmo
przy ustalonej wartosci k - pozwala to na sledzenie dominacji poszczegdélnych modéw w
zaleznosci od wybranego pedu. Jak wida¢, wraz ze wzrostem wartosci k, wptyw modu
in-phase - dominujacego w zakresie matych pedow - jest coraz mniejszy, ustepujac miejsca
modom o charakterze fermionowym. Podobne zachowanie mozna zaobserwowaé¢ réwniez
w przypadku modu Higgsa, ktérego udzial rowniez maleje przy wickszych wartosciach
pedu.

Dodatkowym potwierdzeniem aktywnosci fermionowej jest obserwowane ztamanie sy-
metrii translacyjnej rowniez w strukturze samych orbitali. W miare zmniejszania war-
tosci oddzialywania bozon-bozon, orbitale fermionowe zaczynaja wykazywaé¢ modulacje
przestrzenne, korelujace z rozmieszczeniem bozonow. Na rysunku (lewy rysunek)
pokazano orbitale dla duzych gg, natomiast rysunek (prawy rysunek) przedstawia

sytuacje po zlamaniu symetrii - wyraznie widaé, ze piaty orbital pod wzgledem ener-
Yy Y Yy y ) piaty p gle
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Rysunek 5.9: Zestawienie reprezentacji widma energetycznego dla gg = 0.013 i ggp =
—3.8. Lewy rysunek: Cigcia widma energetycznego przy statych wartosciach k, pozwa-
lajgce zidentyfikowac, ktore mody majg najwiekszy udzial przy duzych pedach. Prawy
rysunek: Logarytmiczna mapa amplitudy widma In |ng(k,w)|, jasniejsze obszary dla du-
zych k wskazuja na fermionowy charakter danego modu.
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gii (niebieski) dzieli centralne maksimum na dwa oddzielne piki. Taki efekt wskazuje na
dostosowanie sie komponentu fermionowego do struktury bozonowej, co przejawia sie lo-
kalizacja fermionéw w rejonach dwoch maksiméw gestosci bozonowej i stanowi wyrazny
dowdd na silne sprzezenie pomiedzy sktadnikami mieszaniny.

Obserwacje te pokazuja, ze rowniez fermionowa czes¢ uktadu moze aktywnie uczest-
niczy¢ w przemianach fazowych i przestrzennych, potencjalnie wspottworzac z bozonami
faze supersolid. Cho¢ nie ma jeszcze jednoznacznych dowodéw na fermionowy wktad w
globalng koherencje fazy gestosci fermionowej, wyniki wskazujg na silng korelacje mie-
dzy sktadnikami mieszaniny oraz istotng role fermionéw w stabilizacji uporzadkowanej

struktury przestrzenne;j.

53



5.5. KRYTERIUM LEGGETTA

0.5
0.5 [\ \/]
= 04
S04 i
= = 0.3 ,
[a— | R . | |
2"’ 205 | |
% 0.2 % : \ /
0O 0.11 O 0.1
oo—~ b B e oo—~ b b~
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8
z[L,] z[L,]

Rysunek 5.10: Poréwnanie wartosci bezwzglednych orbitali fermionowych przed i po zta-
maniu symetrii. Po lewej: Wartosci bezwzgledne orbitali fermionowych dla g = 0.0077,
gpr = —3.8: niebieska linia — piaty orbital (parzysty), pomaranczowa — szdsty orbital
(nieparzysty). Przedstawione orbitale naleza do stanéw fermionowych uporzadkowanych
wedlug rosnacej energii. Po prawej: Po zlamaniu symetrii (95 = 0.0065, gpr = —3.8):
niebieski — piaty orbital (parzysty) dzieli centralne maksimum na dwa piki, pomaran-
czowy — szo6sty orbital (nieparzysty) wykazuje lokalne wzmocnienia.

5.5 Kryterium Leggetta

Ocena istnienia fazy supersolid wymaga nie tylko potwierdzenia obecnosci struktury
uporzadkowanej, lecz rowniez oszacowania stopnia zachowanej nadciektosci. Jednym z
klasycznych narzedzi teoretycznych, stuzacych do takiej analizy jest kryterium zapropo-
nowane przez Leggetta [1], ktére pozwala na wyznaczenie gérnego ograniczenia frakcji
nadciektej w uktadach o niejednorodnym profilu gestosci.

W niniejszym podrozdziale wykorzystujemy to podejscie do iloSciowego okreslenia, w
jakim stopniu komponent bozonowy zachowuje wtasnosci nadcieklte w obecnosci perio-
dycznej modulacji gestosci. Obliczenia frakcji nadciekltej zostaty przeprowadzone poczaw-
szy od momentu, w ktérym w gestosci bozonowej wyraznie uformowalty sie zewnetrzne
maksima (gp ~ 0.025) - co traktujemy jako sygnal, ze uktad znajduje si¢ w fazie su-
persolid. Analiza ta pozwala Sledzi¢ ewolucje wewnatrz fazy supersolid: od konfiguracji o
wysokim udziale komponentu nadciektego, przez stopniowy wzrost uporzadkowania prze-
strzennego i towarzyszacy mu spadek frakcji nadciektej, az po catkowity zanik koherencji
fazowej i przejscie do uktadu izolowanych kropli. Wedtug kryterium Leggetta frakcja nad-

ciekta dana jest wzorem:

fs = (fip(2)) ™" [/ ! dz]_l, (5.27)

ﬁB(Z)

gdzie np(z) to unormowana lokalna gesto$é¢ bozonéw, liczona pomiedzy dwoma najbar-

dziej zewnetrznymi maksimami, taka, ze [ 7ip(z)dz = 1. Takie podejscie umozliwia
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5.6. ARGUMENT SKALOWANIA

analize frakcji nadciektej, uwzgledniajac efekt modulacji przestrzennej, charakterystyczny
dla fazy supersolid. Na rysunku m przedstawiono zaleznosé frakcji nadciektej (linia
czerwona, przerywana), obliczonej z réwnania , w funkcji oddzialywania gg. Na
tym samym wykresie pokazano rowniez wzgledng réznice pomiedzy maksymalng a mi-
nimalna wartoscia gestosci, (max — min)/max (linia niebieska, kreskowana), traktowana

jako miare stopnia rozwinigcia struktury krystalicznej. Z wykresu wynika wyraznie, ze w
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Rysunek 5.11: Frakcja nadciekta (linia czerwona, przerywana) oraz wzgledna modula-
cja gestosci (linia niebieska, kreskowana) w funkcji oddzialywania gp. Widoczna jest
konkurencja pomiedzy koherencja fazows a uporzadkowaniem strukturalnym, charakte-
rystyczna dla fazy supersolid.

miare zmniejszania wartosci gg - a wiec w miare wzmacniania komponentu krystalicznego
- frakcja nadciekta systematycznie maleje. W konicowym zakresie badanych parametréw,
gdy gp staje sie bardzo mate, uktad przechodzi w faze izolowanych kropli, w ktorej frakcja
nadciekta praktycznie zanika (fs — 0). Oznacza to catkowita utrate koherencji fazowej,

a tym samym zanik cech charakterystycznych dla fazy supersolid.

5.6 Argument skalowania

Jednym z ograniczen praktycznych przy realizacji eksperymentalnej fazy supersolid jest
koniecznos¢ wykorzystania silnie magnetycznych pierwiastkow, takich jak dysproz. Wy-
soki moment magnetyczny jest kluczowy dla wygenerowania odpowiednio silnych od-
dzialywan dipolowych, ktore - jak wykazano - odgrywaja istotna rol¢ w formowaniu si¢
tej struktury. Niemniej jednak, w warunkach laboratoryjnych czesto wiekszymi mozliwo-
Sciami manipulacyjnymi i stabilniejszymi wtasciwo$ciami cechujg si¢ stabiej magnetyczne
pierwiastki [45]. W tej sekcji pokazujemy, ze dzigki odpowiedniemu przeskalowaniu pa-
rametréw uktadu - takich jak masa atomu, moment magnetyczny czy czestosé putapki
poprzecznej - mozliwe jest zredukowanie sity oddziatywania magnetycznego bez istotne;j

utraty efektu fizycznego.
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5.6. ARGUMENT SKALOWANIA

Wszystkie wyniki numeryczne, przedstawione w niniejszej pracy zostaty uzyskane dla
mieszaniny sktadnika fermionowego °Li i bozonowego '%?Dy. Atom dysprozu charakte-
ryzuje sie wyjatkowo duzym momentem magnetycznym, rownym 10ug, co czyni go jed-
nym z najbardziej magnetycznych znanych pierwiastkéw. Tak silny moment prowadzi do
znacznych oddziatywan dipolowych w komponencie bozonowym. Efektywne oddziatywa-

nie dipolowe w uktadzie z putapka harmoniczng skaluje sie zgodnie z zaleznoscia:

pa = fiq (b WJ_LJ_)I/z ;
(5.28)

faip = pali = fiq B* (m3B WL>_1/4 ~ fld (m% WL)_IM ;

gdzie [i4 to wartos$¢ kodowa momentu magnetycznego, mp - masa bozonu, a w, - czestosé
putapki w kierunku poprzecznym. Taka zaleznos¢ umozliwia przeskalowanie parametréw
w sposob pozwalajacy na adaptacje modelu do innych, stabiej magnetycznych pierwiast-
kow.

Wezesniej pokazano, ze dla wartosci kodowej fig = 0.1, uktad wchodzi w faze superso-
lid. Obecnie mozemy powiaza¢ ten przypadek z rzeczywistymi parametrami fizycznymi:
przy czestosci poprzecznej w; = 2w x 14 Hz odpowiada on efektywnemu momentowi
dipolowemu pgi, = 10 pup, czyli rzeczywistej wartosci dla atomu dysprozu. Jednoczesnie
wartosci kodowe oddziatywan gg = 0.02 oraz gpr = —3.8 odpowiadaja dtugo$ciom roz-
praszania ap = 3.3 nm (bozon-bozon) oraz agr = —45 nm (bozon-fermion). Z kolei
dla wartosci kodowej figy = 0.06, przy czestosci poprzecznej w; = 27 x 1.8 Hz, réwniez
otrzymujemy efektywny moment pg;, = 10 up. Odpowiadajace temu wartoéci dtugosci
rozpraszania to ag = 9.3 nm oraz agr = —127 nm. Pokazuje to, ze odpowiednia geome-
tria putapki pozwala skutecznie kontrolowaé efektywny moment magnetyczny w uktadzie.
Analogicznie, zastosowanie przeskalowania jiq — fiq/2, mpp — mp p/3 oraz w, — 27w,
pozwala dostosowaé¢ model do atoméw chromu (P2Cr), ktérych rzeczywisty moment ma-
gnetyczny wynosi ftqip = 6 . Dla fig = 0.06 i w; = 27 x 380 Hz, zalezno$¢

Hdip ~ fld (m%wl)_lﬂl
prowadzi do pgip, ~ 6pp, zgodnego z wartoscig dla chromu. Odpowiadajace dtugosci
rozpraszania wynosza w tym przypadku ag = 1.1 nm oraz agr = —15 nm.

Oznacza to, ze uzyskane wyniki pozostaja poprawne rowniez dla uktadéw o mniej-
szym momencie magnetycznym, pod warunkiem zachowania odpowiedniego przeskalowa-
nia mas oraz geometrii putapki, co czyni faze supersolid dostepng takze dla atomow o
stabszym momencie dipolowym, takich jak 2Cr. Z fizycznego punktu widzenia, przeska-
lowanie to odpowiada przejsciu od silnie magnetycznego atomu dysprozu (pa, = 10 up)
do znacznie stabiej magnetycznego atomu chromu (jg;, ~ 6 f15). Pomimo mniejszego mo-

mentu dipolowego, odpowiednie dostrojenie mas sktadnikow i czestosci putapki umozliwia
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zachowanie dostatecznie silnych oddziatywan dipolowych, by mozliwe byto uformowanie
fazy supersolid. Tym samym pokazujemy, ze realizacja tej fazy moze by¢ osiggalna takze
dla mniej magnetycznych pierwiastkéw, takich jak bozonowy izotop 52Cr oraz fermionowy
deuter 2H.

5.7 Badanie przypadku [i; = 0.02

W celu zbadania granic stabilnosci fazy supersolid, przeprowadzono dodatkows analize
numeryczng dla znacznie mniejszego momentu dipolowego fig = 0.02. W analizie tej
zachowano oryginalne wartosci mas sktadnikéw oraz geometrie putapki, natomiast zmo-
dyfikowano parametry oddziatywan: moment dipolowy, liczbe bozonéw (Np = 50000),

oddziatywanie bozon-bozon (g = 0.15) oraz sile sprzezenia bozon-fermion (gpr = —16).
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Rysunek 5.12: Gestosci sktadnika bozonowego (czerwona krzywa) i fermionowego (niebie-
ska krzywa) dla stabych oddziatywan dipolowych ji; = 0.02. Lewy rysunek: przypadek
ger = —16, gg = 0.15 - widoczna wyrazna struktura periodyczna wskazujaca na faze
supersolid. Prawy rysunek: konfiguracja z innymi parametrami oddziatywan (ggr = —10,
gs = 0.07), pokazujaca zachowanie struktury przy zmianie parametréw oddzialywania.
Ze wzgledu na duzg liczbe bozonéw prezentujemy jedynie obszar istotny dla analizy, a
skale gestosci dobrano tak, aby oba sktadniki byty widoczne na jednym wykresie.

Pomimo znacznego ostabienia oddziatywan dipolowych, w stanie podstawowym nadal
obserwowano wyrazng modulacje gestosci bozonow, co wskazuje na obecnos$¢ uporzad-
kowania przestrzennego typowego dla fazy supersolid. Chociaz w tym przypadku nie
przeprowadzono pelnej analizy widma wzbudzen, charakter obserwowanej struktury ge-
stosci pozwala przypuszczad, ze uktad w dalszym ciagu realizuje faze supersolid. Gestosci
obu sktadnikéw przedstawiono na rysunku Aby odnies¢ uzyskane wyniki do rze-
czywistych parametréw eksperymentalnych, rozwazono przypadek czestosci putapki po-
przecznej w; = 2w x 1000 Hz oraz kodowej warto$ci momentu magnetycznego jig = 0.02.
Zgodnie ze skalowaniem

Hdip ~ fld (m%wQ_M :
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uzyskuje si¢ warto$¢ efektywnego momentu dipolowego pai, =~ 1pp, ktéra odpowiada
rzeczywistemu momentowi magnetycznemu atomu rubidu. W takich warunkach parame-
try oddzialywan kodowych przektadaja sie na dlugosci rozpraszania réwne: lewy rysunek
— ap = 4.07 nm, prawy rysunek — ap = 1.09 nm (bozon-bozon) oraz lewy rysunek —
agr = —29.09 nm, prawy rysunek — agr = —18.08 nm (bozon-fermion), przy zatozeniu
mieszaniny 8"Rb-*He. Sile oddzialywan mozna regulowaé, zblizajac uktad do rezonansu
Feshbacha, faza supersolid moze wéwczas wystepowaé¢ w réznych rezimach oddziatywania.

Wryniki te wskazuja, ze obecnos$¢ fermionéw moze znaczaco obnizaé¢ prog wymaganej
sity oddzialywan dipolowych, koniecznej do uformowania fazy supersolid. Sugeruje to,
ze zjawisko to moze by¢ osiggalne réwniez dla mieszanin zawierajacych jeszcze stabiej
magnetyczne pierwiastki, takie jak bozonowy 8"Rb i fermionowy 3He, pod warunkiem
odpowiedniego dostrojenia geometrii putapki oraz parametréw sprzezenia miedzy sktad-

nikami.

5.8 Podsumowanie rozdzialu

W niniejszym rozdziale przeanalizowano mechanizm powstawania fazy supersolid w kwazi
jedno-wymiarowej mieszaninie bozonowo-fermionowej z uwzglednieniem oddziatywan di-

polowych. Gtéwne wyniki i wnioski mozna przedstawi¢ w nastepujacych punktach [46]:

o Przejscie od opisu trojwymiarowego do kwazi-jednowymiarowego umozliwito reduk-
cje modelu do bardziej przystepnej formy, bez utraty najistotniejszych cech fizycz-
nych, takich jak diugozasiegowe oddziatywania dipolowe oraz sprzezenie bozon-

fermion.

« Analiza stanu podstawowego wykazata, ze silne oddzialywanie przyciggajace po-
miedzy bozonami a fermionami prowadzi do modulacji gestosci. W pewnym zakre-
sie parametréw pojawia si¢ struktura uporzadkowana przestrzennie, wskazujaca na

obecnos¢ fazy supersolid.

o Wprowadzenie analitycznego modelu z eliminacja fermionowych stopni swobody po-
zwolito zidentyfikowaé¢ warunki wystapienia rotonowej niestabilnosci. Jej obecnosé
stanowi wyrazny sygnal przejécia uktadu do fazy supersolid i jest bezposrednio

powiazana z obserwowang modulacja gestosci.

o Doktadna analiza wzbudzen niskoenergetycznych umozliwita identyfikacje modow
Goldstone’a (in-phase i out-of-phase) oraz Higgsa, co stanowi kluczowy dowdd na
istnienie fazy supersolid. Dalsze $ledzenie tych modéw w funkcji zmiennego oddzia-

tywania gg pozwolito uchwyci¢ dynamike przej$cia do izolowanych kropli.
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o Zastosowanie kryterium Leggetta wykazalo, ze frakcja nadciekla systematycznie
maleje wraz ze wzrostem sktadnika krystalicznego. W granicy bardzo matych gg
uktad traci koherencje fazowsg i przechodzi w stan izolowanych kropli, w ktérym

nadcieklo$é zanika.

e Pomimo braku jednoznacznego dowodu na wystepowanie globalnej koherencji fa-
zowej w gestosdci fermionowej, zaobserwowano wyrazne korelacje miedzy sktadni-
kami mieszaniny oraz udziatl fermionéw w formowaniu uporzadkowanej struktury
przestrzennej. Wskazuje to na mozliwos$¢ ich posredniego udziatu w tworzeniu fazy

supersolid.

o Wprowadzenie argumentu skalowania pokazato, ze poprzez odpowiednie przeskalo-
wanie momentu magnetycznego, mas sktadnikow oraz geometrii putapki, faza super-
solid moze by¢ osiggnieta réwniez w uktadach opartych na stabiej magnetycznych
atomach. Przyktadowo, transformacja parametrow zblizona do przejécia z dysprozu
(ftaip = 10pp) do chromu (pg;, = 64p), pozwala na zachowanie efektywnego cha-

rakteru oddziatywan dipolowych przy zmienionej konfiguracji atomowe;j.

o Dodatkowa analiza przeprowadzona dla znacznie mniejszego momentu dipolowego
g = 0.02 wykazata, ze takze w tym rezimie parametréw utrzymuje si¢ periodyczna
modulacja gestosci bozondéw, co sugeruje stabilno$é fazy supersolid nawet przy osta-
bionych oddziatywaniach dipolowych. Wyniki te sugeruja, ze obecnosé¢ fermionéw
obniza prog wymaganej sity oddziatywan, umozliwiajac realizacje tej fazy takze dla

mniej magnetycznych pierwiastkéw, takich jak rubid.

Podsumowujac, przedstawiony model oraz wyniki numeryczne dostarczaja silnych
przestanek na istnienie fazy supersolid w uktadach mieszanin bozonowo-fermionowych.
Obecnosé zaréwno modulacji gestosci, jak i niskoenergetycznych modéw zwiazanych z
naruszeniem symetrii cigglych, jednoznacznie wskazuje na istnienie tej egzotycznej fazy
materii w szerokim zakresie parametréw - réwniez w konfiguracjach opartych na mniej

magnetycznych pierwiastkach. Wyniki tego rozdziatu zostaly przedstawione w pracy [46].
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Rozdzial 6

Wzbudzenie fazy supersolid metodg

quenchu

W tym rozdziale analizujemy dynamike wzbudzen w mieszaninie bozonowo-fermionowej,
chcac wykazaé, ze poprzez odpowiedni dobdér parametrow jesteSmy w stanie wejsé w
faze supersolid oraz wzbudzié¢ charakterystyczne dla niej mody kolektywne. Kluczowym
narzedziem analizy jest quench - nagta lub skonczona w czasie zmiana jednego z para-
metréw uktadu, zazwyczaj potencjatu zewnetrznego lub sity oddziatywania. Tego typu
zaburzenie wytraca uktad ze stanu podstawowego i inicjuje jego ewolucje, w ktérej moga
zosta¢ wzbudzone rézne mody kolektywne. Jako stan poczatkowy przyjmujemy stan pod-
stawowy, wyznaczony w zaburzonej, niesymetrycznej putapce - jedna z jej stron zostata
uniesiona wzgledem drugiej, co zostato opisane wcze$niej. Na rysunku [6. 1] przedstawiono
poczatkowe profile gesto$ci bozonowej i fermionowej, odpowiednio dla dwdéch réznych
wartosci oddzialywania bozon-fermion ggr = —1.2 przy gp = 0.02 oraz ggr = —3.7 przy
g = 0.0055, przy pozostatych parametrach takich samych jak wczesniej: Ng = 3000,
Ng =10, pg = 0.06.

W dalszej czesci analizy oddziatywanie bozon-fermion zmieniamy do wartosci gpr =
—3.8, realizujac w ten sposob procedure quenchu, zmiane przeprowadzamy liniowo w
czasie. Dla stabszego sprzezenia (gpr = —1.2) gesto$¢é bozonowa nie wykazuje zadnych
periodycznych modulacji i przyjmuje gtadki profil zblizony do rozktadu Tomasa-Fermiego,
co sugeruje, ze uktad znajduje sie poza fazg supersolid. Z kolei dla silniejszego oddziaty-
wania (gpr = —3.7), w gestosciach bozonowej i fermionowej widoczne sa wyraznie dwa
maksima, co - jak wykazano wczesniej - wskazuje na obecno$é fazy supersolid. Co istotne,
po ,,peknieciu” chmury fermionowej, uktad staje si¢ bardziej wrazliwy na zaburzenia, co
utrudnia wejscie w faze supersolid z rezimu, ktéry ja wykazuje. Dlatego w tym przypadku
oddalilismy sie tylko nieznacznie od granicy fazy, aby pokazacé, ze i z tego rezimu mozliwe
jest wzbudzenie odpowiednich modéw kolektywnych metoda quenchu.

Celem tej czesci pracy jest wykazanie, ze odpowiednio dobrany quench pozwala wzbu-
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Rysunek 6.1: Porownanie rozktadow gestosci dla dwoch wartoéci oddziatywania bozon-
fermion przy zaburzeniu niesymetrycznym putapki. Lewy rysunek: gestosé¢ bozonowa
(czerwona krzywa) i fermionowa (niebieska krzywa) dla ggr = —1.2 1 gg = 0.02.
Prawy rysunek: gestos¢ bozonowa (czerwona krzywa) i fermionowa (niebieska krzywa)
dla ggp = —3.71 gg = 0.0055.

dzi¢ wszystkie trzy fundamentalne mody kolektywne charakterystyczne dla fazy superso-
lid: Goldstone in-phase, Goldstone out-of-phase oraz mod Higgsa. Jednoczesna obserwacja
tych modow stanowi jednoznaczny dowdd na obecnosé fazy supersolid. Kluczowe znacze-
nie ma tutaj dobér parametréw zaburzenia - w szczeg6lnosci jego czasu trwania oraz
amplituda asymetrii putapki. Pokazujemy, ze przy odpowiednio dobranym czasie trwania

zaburzenia (7 = 500 [———]), mozliwe jest bezposrednie wzbudzenie wszystkich niskoener-

=
getycznych modéw ( niebieski - Higgs, czerwony - out-of-phase, pomaraniczowy - in-phase
), co wida¢ na rysunku . Dla innych czaséw obserwujemy jedynie czesciowe wzbudzenia
- pojedyncze mody, ich kombinacje lub nawet catkowity brak charakterystycznej dyna-
miki typowej dla fazy supersolid. Nalezy jednak podkresli¢, ze brak wzbudzenia wszyst-
kich modow nie oznacza, iz ukitad nie znajduje sie w fazie supersolid. Jak wykazano
wczesniej w rozdziale Widmo energetyczne, mod Goldstone’a i@ Higgsa, faza supersolid
wystepuje w szerokim zakresie parametréw. Stan poczatkowy w zaburzonej putapce po-
siada pewng energie wewnetrzng i - w jezyku modéw - niezerowe przekrycie z wektorami
wlasnymi uktadu. Analogicznie do przypadku oscylatora harmonicznego, stan niebedacy
wektorem wlasnym moze mie¢ sktadowe na wielu poziomach energetycznych. Podczas
trwania quenchu uktad przemieszcza si¢ w przestrzeni parametrow przez rézne regiony
widma, napotykajac tzw. anty-crossingi pomiedzy modami. W zaleznosci od czasu z ja-
kim uktad jest zaburzany, moze albo adiabatycznie podazac za konkretnym modem, albo
»przeskakiwac” przez przerwy energetyczne. Tylko odpowiednio dobrany czas trwania qu-
enchu gwarantuje, ze kazdy z interesujacych nas modow - Goldstone in-phase, Goldstone
out-of-phase oraz Higgs, ktore sa dodatkowo zilustrowane na rysunku - dotrze do ob-
szaru wzbudzen niskolezacych i stanie sie wyraznie widoczny w dynamice uktadu. Widmo

wzbudzen dla obu przypadkéw zostalo zaprezetowane na rysunku [6.2] Wszelkie animacje
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Rysunek 6.2: Niskoenergetyczne widma wzbudzen sktadowej bozonowej po procedurze
quenchu. Lewy rysunek: widmo po quenchu ggp = —1.2 — —3.8 przy statym g = 0.01
(czas trwania 500), widoczne trzy wyrazne piki: mod Goldstone’a in-phase przy w = 0.01,
mod Goldstone’a out-of-phase przy w = 0.008 oraz mod Higgsa przy w = 0.002. Prawy
rysunek: widmo po quenchu gprp = —3.7 — —3.8 przy staltym g = 0.0055 (czas trwania
500), widoczne trzy piki: in-phase przy w = 0.01, out-of-phase przy w ~ 0.007 oraz
Higgs przy w =~ 0.001, a takze dodatkowy pik przy w ~ 0.012 interpretowany jako fonon
krystaliczny (ruch dwéch maksiméw gestosci).

Higgs mode
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Rysunek 6.3: (a)-(c) Przyklady dtugofalowych modéw ujawnionych przez quench. Czer-
wona krzywa przedstawia gestosé¢ bozonowa bezposrednio po quenchu. Niebieskie krzywe
pokazuja gestosci w wybranych chwilach i ujawniaja charakter poszczegdlnych modéw.
Poziome i pionowe strzatki w panelach (a) i (b) wskazuja odpowiednio dynamike struk-
tury krystalicznej i nadciektej. Gdy struktura krystaliczna przesuwa sie w lewo, sktadnik
nadciekly przesuwa sie w prawo, podnoszac prawe maksimum (panel (a)) - jest to cecha
modu Goldstone’a typu out-of-phase. Dla modu Goldstone’a in-phase obie struktury po-
ruszaja sie w tym samym kierunku (panel (b)). W przypadku modu Higgsa potozenia
maksimow gestosci pozostaja w zasadzie nieruchome, natomiast ich wysokosci synchro-
nicznie rosna i malejg w czasie (panel (c)).
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uzyskane w wyniku procedury opisanej w rozdziale Niskoenergetyczne wzbudzenia - mody
Goldstone’a i Higgsa sa dostepne pod adresem [47]. Jak widaé, charakter wzbudzonych
modow jest zgodny z wynikami uzyskanymi na podstawie analizy widma, przedstawio-
nej we wezesniejszym rozdziale. Stanowi to jednoznaczny dowdd, ze potrafimy wzbudzié
wszystkie trzy mody - Goldstone in-phase, Goldstone out-of-phase oraz Higgs - jednak
tylko przy odpowiednio dobranym czasie trwania quenchu oraz wtasciwej amplitudzie
zaburzenia putapki.

Dodatkowo przeanalizowano korelacje zwigzane z modem Goldstone’a typu out-of-
phase oraz in-phase. Badano zalezno$¢ pomiedzy ruchem srodka masy - wyznaczanym
oddzielnie dla kazdego maksimum w celu uchwycenia ruchu catej struktury krystalicznej,
zgodnie ze wzorem %(C’M 1+ CMp) (displacement) - a réznica wysokosci pomiedzy pra-
wym i lewym maksimum gestosci (imbalance), co odpowiada przelewaniu sie sktadnika
nadciektego. Wartosci C My, i C'Mp sa obliczane jako catki gesto$ci bozonowej po lewej i

prawej stronie srodka uktadu, odpowiednio:

0 00

np(z)dz, CMp:/ np(z)dz.
0

CML:/

—00

Takie podejscie pozwala jednoznacznie okresli¢, czy obserwowany mod rzeczywiscie odpo-
wiada charakterystyce wzbudznia modu out-of-phase czy in-phase, zgodnie z oczekiwang
charakterystyka fizyczna danego modu, co zostalo przedstawione na rysunku [6.4 Na
rysunku w gornym rzedzie pokazano korelacje, odpowiadajace modom out-of-phase,
natomiast w dolnym rzedzie - modom in-phase. W przypadku modu out-of-phase punkty
w plaszezyznie (displacement, imbalance) tworza wyrazne eliptyczne trajektorie, dla kto-
rych zmianie potozenia srodka masy towarzysza zmiany imbalance w sposdb nie skore-
lowany. Oznacza to, ze przesunieciu struktury krystalicznej w jedna strone towarzyszy
»przelewanie si¢” sktadnika nadciektego w strone przeciwna, co jest charakterystyczne
dla wzbudzenia typu out-of-phase. Dla modu in-phase obserwuje sie natomiast korela-
cje - ruchowi érodka masy odpowiada zgodna zmiana imbalance, czyli zaréwno struktura
krystaliczna, jak i nadciekle tto poruszajg si¢ w tym samym kierunku. Poréwnanie le-
wej i prawej kolumny pokazuje, ze opisany charakter korelacji jest jako$ciowo niezalezny
od wartosci gp, co wzmacnia identyfikacje obserwowanych wzbudzen jako modéw Gold-
stone’a typu out-of-phase i in-phase. Czerwona kropka na kazdym panelu oznacza stan
poczatkowy tuz po przeprowadzeniu quenchu, od ktérego rozpoczyna si¢ dalsza ewolucja
uktadu.
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Rysunek 6.4: Poréwnanie korelacji dla modéw out-of-phase i in-phase przy dwéch war-
tosciach gp i staltym gpr = —3.8. Gorny lewy rysunek: korelacje dla modu out-of-phase,
przypadek gg = 0.02 i ggr = —3.8. Gorny prawy rysunek: korelacje dla modu out-of-
phase, przypadek gg = 0.0055 i ggr = —3.8. Dolny lewy rysunek: korelacje dla modu
in-phase, przypadek g = 0.02 i ggr = —3.8. Dolny prawy rysunek: korelacje dla modu
in-phase, przypadek gg = 0.0055 i ggr = —3.8. Czerwona kropka na kazdym rysunku
oznacza poczatek ewolucji zaraz po quenchu.

Podsumowanie

Przeprowadzona analiza wykazata, ze odpowiednio zaprojektowany quench pozwala na
skuteczne wzbudzenie wszystkich trzech fundamentalnych modéw kolektywnych charak-
terystycznych dla fazy supersolid: Goldstone in-phase, Goldstone out-of-phase oraz Higgs.
Wyniki te stanowig niezalezne, dynamiczne potwierdzenie obecnoéci tej fazy, spdjne z
wczesniejsza analizg modéw wzbudzen, wyprowadzona na podstawie widma energetycz-
nego. Wyniki z tego rozdziatu zostaty przedstawione w pracy [4§].

Szczegdlna role w mechanizmie wzbudzen odgrywaja parametry quenchu - zaréwno
jego czas trwania, jak i amplituda zaburzenia putapki. Tylko ich precyzyjny dobér umoz-
liwia jednoczesne wzbudzenie wszystkich modow i ich jednoznaczng identyfikacje. Do-
datkowo, korelacje pomiedzy srodkiem masy gestosci bozonowej a réznicag w wysoko-
sci miedzy gtéwnymi maksimami gestosci potwierdzaja, ze obserwowany mod rzeczywi-
Scie odpowiada charakterystyce out-of-phase oraz in-phase, zgodnie z fizyczng definicja.
Otrzymane wyniki nie tylko poglebiaja rozumienie dynamiki fazy supersolid, ale réwniez
potwierdzaja skuteczno$é¢ metody quenchu jako precyzyjnego narzedzia do kontrolowa-

nego wzbudzania i analizy modéw kolektywnych w uktadach bozonowo-fermionowych.
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Rozdzial 7

Podsumowanie 1 wnioski

Celem niniejszej pracy byla analiza mozliwosci indukowania fazy supersolid w miesza-
ninie bozonowo-fermionowej poprzez obecnosé sktadnika fermionowego, w szczegdlnosci
w kontekscie uktadow z relatywnie stabymi momentami magnetycznymi. Badania miaty
charakter numeryczny i analityczny. Zostaty przeprowadzone w ramach efektywnego mo-
delu kwazi-jednowymiarowego, uwzgledniajac kontaktowe i dlugozasiegowe oddziatywa-
nia dipolowe w sktadniku bozonowym oraz kontaktowe sprzezenie pomiedzy bozonami i

fermionami. Gtéwne wyniki pracy mozna podsumowaé w nastepujacych punktach:

» Wykazano, ze obecno$¢ fermionéw, we wspétdziataniu z dtugozasiggowymi oddzia-
tywaniami dipolowymi w sktadniku bozonowym, moze prowadzi¢ do modulacji ge-
stosci w obu sktadnikach. Jest to wynikiem spontanicznego ztamania symetrii trans-

lacyjnej i pojawienia sie cech charakterystycznych dla fazy supersolid.

o W analizowanym zakresie parametrow, uktad wykazuje jednocze$nie uporzadkowa-
nie przestrzenne oraz obecnos¢ frakcji nadciektej, co wskazuje na realizacje fazy su-
persolid. Dalsze badania widma wzbudzen wykazaty obecno$¢ modéw Goldstone’a

oraz Higgsa, co dostarczyto bezposrednich dowodéw na istnienie tej fazy.

o Dzigki wtasciwemu przeskalowaniu parametréw uktadu wykazano, ze rezultaty uzy-
skane dla mieszaniny %Li-'*2Dy moga by¢ zaadaptowane takze do innych par ato-
moéw, takich jak mieszanina *2Cr z deuterem ?H jako fermionowym sktadnikiem.
Otwiera to nowe mozliwosci dla eksperymentalnej realizacji fazy supersolid w ato-

mach o mniejszych momentach magnetycznych.

o W pracy przedstawiono réwniez wyniki dla znacznie mniejszego momentu dipo-
lowego (fig = 0.02), ktére potwierdzaja zachowanie struktury supersolid, mimo
braku pelnej analizy widma wzbudzen. Wyniki te sugeruja, ze nawet w przypadku
stabo magnetycznych pierwiastkéw, takich jak rubid, mozliwa jest realizacja tej eg-
zotycznej fazy przy odpowiednich warunkach sprzezenia bozonowo-fermionowego

oraz obecnosci (nawet relatywnie stabych) oddziatywan dipolowych.
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e Pomimo braku bezposredniego dowodu na globalng koherencje fazows fermionow,
obserwowana modulacja gestosci w komponencie fermionowym, skorelowana z mo-
dulacjg bozonowa, wskazuje na ich posredni udzial w mechanizmie formowania bo-
zonowej fazy supersolid. Obecnie, prowadzone sa dalsze analizy wptywu bozonéw
na sktadnik fermionowy poprzez anzats BCS, co moze w konsekwencji pozwoli¢ na

identyfikacje cech supersolid réwniez w komponencie fermionowym.

o Przeprowadzono szczegdtowa analize widma wzbudzen po naglej zmianie parame-
tréow ukladu (tzw. quenchu), wykazujac, ze odpowiednio zaprojektowana proce-
dura pozwala na wzbudzenie wszystkich trzech fundamentalnych modoéw kolektyw-
nych charakterystycznych dla fazy supersolid: Goldstone in-phase, Goldstone out-
of-phase oraz Higgs. Wyniki te stanowig niezalezne potwierdzenie obecnosci tej fazy

i podkreslaja uzyteczno$¢ metody quenchu jako narzedzia diagnostycznego.

Uzyskane wyniki dostarczaja silnych przestanek, ze obecno$¢ fermionéw moze zna-
czaco wspiera¢ formowanie fazy supersolid w warunkach, ktore dla uktadéw czysto bo-
zonowych nie bylyby wystarczajace. Z tego wzgledu uktady bozonowo-fermionowe staja
sie obiecujacag platforma do eksperymentalnej realizacji i dalszego badania zjawisk zwig-
zanych z kwantowym uporzadkowaniem przestrzennym i koherencja fazowa. Dodatkowo,
metoda quenchu okazala sie skutecznym narzedziem do wzbudzania i identyfikacji mo-
dow kolektywnych, co czyni ja wartosciowym podejSciem w badaniach dynamiki fazy

supersolid.

Perspektywy dalszych badan

Dalsze prace mogg koncentrowac sie na:

o Pelnej analizie wzbudzen dla przypadkéw z malym momentem dipolowym (iiy =

0.02), co pozwoli na jednoznaczng identyfikacje fazy supersolid.

o Mozliwo$¢ badania wystepowania fazy supersolid rowniez w sktadniku fermiono-
wym, na przyklad poprzez analiz¢ parowania p-wave z wykorzystaniem ansatzu
BCS, wynikajaca z faktu, ze dla w pelni spolaryzowanego gazu fermionowego pa-

rowanie s-wave jest wykluczone w temperaturze bliskiej zera bezwglednego.

o Uwzglednieniu efektéw temperatury oraz niedoskonatosci geometrycznych, ktére

mogg wplywaé na stabilno$é¢ fazy supersolid w rzeczywistych eksperymentach.
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Dodatek

A Redukcja potencjatu dipolowego z 3D do 1D
Zaczynamy od trojwymiarowego, nieliniowego réwnania Schrédingera:
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Wprowadzamy posta¢ iloczynowa funkeji falowe;j:
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gdzie funkcje poprzeczne maja postac:
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Potencjat dipolowy dany jest przez:

VDD — /d37—,»’ [ :uglp o 3“31})(1. - $,)2] '

= F—7

Rozwijamy funkcje poprzeczng w bazie Fouriera:
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A. REDUKCJA POTENCJALU DIPOLOWEGO Z 3D DO 1D

/ 1 ikigT ~
CbZBo(fF) = on /dklxe Fie g (kiz)-

Potencjal dipolowy zapisany w przestrzeni pedow:

o 1 = ik (i
Voo (7 — ) = (QW)B/d?’kpekp( ) Von (k,),

gdzie potencjal dipolowy w przestrzeni pedéw zapisujemy w postaci:

. 4rp? k2,
Vop(kp) = 3 d <3|/2p|2 —1].
P

Mnozymy cate réwnanie (A.1)) stronami przez funkcje ¢po(x) ¢po(y) i catkujemy po z iy,
a nastepnie wyodrebniamy sktadnik zalezny od potencjatu dipolowego. Pozostate wyra-
zenia pomijamy, gdyz ich obliczenie jest stosunkowo proste i nie wymaga szczegdtowego

omoéwienia. Potencjal dipolowy zapisujemy jako:

[ [ dvdyha@tatw) | [ @7 Vo 7 = ) dhola) o)l OF] 6(2.1).

Rozwazamy wyrazenie w zmiennej x, aby zachowaé przejrzystos¢ wyprowadzenia, dla

zmiennej y wynik bedzie analogiczny.

/dan(x) /d37_"/ Voo(F — 7 ) np(z'), gdzie ¢%(z) = ng(x),

co daje:

L ikpw 1 7 ik (=) Y7 (T L ik1p!
/dx/dk:x%ng(kx)ekx /d% (%)g/d%pe’fﬂ )Vdd(kp)/dku%n,g(klx)ek“ ,

1
(2m)?

/d3l;p/dkiﬂ/dklx/dy/d2/ ei(kpy+kpz)(y+2) ei(—kpy—kpz)(y/+z/)

. 1 | 1 A /
% Vo (k) g (ke) o (k1a) [% / da e%<kw+kw>x] {% / da' eﬂklz—w}

[ [ayas [ @, fis(—kye) i) Von(Fy) ettt )5) (it 2)

1
- (2m)?

gdzie skorzystatem z przedstawienia delty Diraca: §(z) = i [ dk e™** rozwazajac réwniez

sktadnik w przestrzeni y:

[ Ay () Vo (7= ) &0(v)
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i zbierajac wszystko razem otrzymujemy:

E

X ‘N/dd(]gp> eikm(z_Z/) |¢(Z,7 t)F] gb(Zv t)‘

B /dz,/dkpr dkpy dky. g (—kpe) T (kpe) Top(—kpy) Tip (kpy)

Obliczmy catke po dky, dk,,:

k2 1) 2 12 2

2 pa —kpel ) /2, kEy L /2

Dy “d47r< — e "petBL py“BL/“,
k>, + k2, + k2, 3

Po podstawieniu zmiennych k,, = cos(0)k, k,, = sin(#)k, pozostaje:

2, k2 k?cos’(0) 1 KLY 2
+ k2, 3

Catka dzieli si¢ na dwa cztony, ktére obliczamy osobno. Pierwszy z nich przyjmuje postac:

1 1 0o 2m 2 3
—77/ dkkugzme—k%d?/ g = 2K
3 (2m)2 Jo 0 3L%,

natomiast drugi czlon przyjmuje postac:

2 47T2

k2+kgze 3, 2

2 2 72
gdzie T' jest funkcja gamma. Potencjal dipolowy po redukcji w przestrzeni pedéw ma

zatem postac:

. k2, L2
— pz”B1l
gdzie a = =554,
Zebranie obu cztonéw oraz transformacja Fouriera do przestrzeni rzeczywistej, prowadzi

do koncowego wyrazenia dla efektywnego potencjatu dipolowego wzdtuz osi z:

—2\/alz| + /m e’/ (2 +2a)Erfc<z|)} _ﬁ

8a3/? 2’

Vial2) = {—§5<z>
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A. REDUKCJA POTENCJALU DIPOLOWEGO Z 3D DO 1D

gdzie Erfc(z) oznacza uzupehiajaca funkcje bltedu. Cale réwnanie bozonowe w 1D ma

postac:

hz 0?
- omn 922 + Ve(2) + gpnp(2,1)

L 00p(z,1) B
zhiat =

+ gprnp(z,t) + /Vdd(z — 2np(2,t)d2' | pp(z,1).
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B Efektywny potencjat

Rozwazmy jednorodny gaz sktadajacy sie z dwéch sktadnikéow (bozonowego (np) i fermio-
nowego (nr)), w ktérym gestosci sa state. Aby uktad byt stabilny, energia musi wzrastaé
przy odchyleniach gestoséci od jednorodnosci. Zaktadamy, ze zaburzenia gestosci sg dtu-
gofalowe (wolnozmienne w przestrzeni), tak ze wktad kinetyczny w funkcjonale energii

jest zaniedbywalny. W tych warunkach catkowita energie £/ mozna zapisa¢ jako

E= /dr@ﬁ(nB(r), np(r)), (B.1)

gdzie & oznacza gestosé energii jako funkcje np i np dwoch komponentow. Rozpatrzmy
zmiang catkowitej energii wywotana matymi zmianami dng i dnp. W dalszej analizie
pracujemy przy ustalonych liczbach czastek obu skladnikéw (warunki kanoniczne), tj.
0N = 6Np = 0. Wariacja pierwszego rzedu znika z powodu zachowania catkowitych

liczb czastek:
Ny = /nB(r) dr = const, Ny = /nF(r) dr = const,

co implikuje
0N, = /(5nB(r) dr = 0, ONy = /(5nF(r) dr = 0.

Dla tta jednorodnego potencjaty chemiczne

_oe 06
B = (97137 HF = 3nF
sg state, zatem:
SEW = /dr (uB ong + pup 5np) = MB/5HB dr + up/ onpdr = 0. (B.2)

Dopiero wariacja drugiego rzedu daje wktad:

1 0?& o0& 0*&
B F

Po zaniedbaniu cztonéw gradientowych druga wariacja energii ma lokalnie postac

formy kwadratowej

=L o st B0+ 200
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gdzie

_825}_% B_@%"_@ﬂ C— 825 :8MB:8MF

N % B 8’”37 N % N 6np’ 8n38np 8TZF 8%3'

Aby sprawdzi¢ stabilno$¢ uktadu, badamy znak wyrazenia podcatkowego. Jesli gdziekol-
wiek wyrazenie w nawiasie jest ujemne, to catka tez moze by¢ ujemna. Zatem stabilnosé

wymaga, by dla dowolnych liczb x = dng iy = dnpg
Q(z,y) = Ax* + By* + 2Cxy > 0.
Zapisujemy @) jako
C \? C?
Q(z,y) = A(x + Ay> + (B — A) 2
Aby @) > 0 dla dowolnych z, vy, konieczne jest

CQ
A >0 oraz B_Z>O’

co jest rownowazne warunkowi

AB—C? > 0.
Warunki stabilno$ci mozemy zapisaé jako
A >0, B >0, AB - C? >0,
czyli w jezyku potencjatéw chemicznych

Ops o Onr

>0
anB ’ (?np ’

2
O Opr <8“3> > 0. (B.4)

8713 8nF 8nF

Wystarczy sprawdzi¢ nieréwnosé¢ AB — C? > 0 oraz jeden z warunkéw A > 0 lub B > 0;

drugi wtedy wynika automatycznie.

Rozpatrujemy przypadek T' ~ 0. Z tego wzgledu oddzialywanie fermion-fermion zanie-
dbujemy: rozpraszanie w kanale s jest zabronione dla identycznych fermionéw, natomiast
kanal p w tak niskich temperaturach daje zaniedbywalny wktad. Dla rozrzedzonej mie-
szaniny bozonowo-fermionowej, w ktorej fermiony sa spolaryzowane, funkcjonat energii
zapisujemy [50]:

E/V = %gBanB+gBFanF+%EFnF. (B.5)
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Z warunku stabilnosci mozna wyodrebni¢ wktad ,indukowany” przez fermiony:

oup \?
8#8 (3TLF)
— > 0. B.6

Pierwszy czton to zmiana potencjatu chemicznego bozonéw przy zmianie ng przy statym
np, natomiast drugi dziata jak oddziatywanie indukowane: gesto$¢ bozonowa oddziatuje
z gazem fermionéw (w zaleznosci od znaku wzajemnego oddzialywania efekt jest przycia-

gajacy lub odpychajacy), a ta zmiana wplywa na energie bozonéw. W granicy statycznej

definiujemy
2
8#3/67@*
Gind = — ( ) (B?)

8up/8np

mamy wiec 5 5 OE
up HE F
— = —_— = . B.

Aby wyznaczy¢ OEr/Onp, korzystamy z zaleznosci dla nieoddziatujacego, w petni spola-

ryzowanego gazu Fermiego w 3D:

3, R2k2
ng = —= = .
E= gr2 E omp
Zatem
8EF . 8EF akp . 27T2h2 . 2&
anF N 8kF émp N kaF N 3 ng
Stad
3 nrg
2
ind = — 5 - B.
Jind gBF2 Er (B.9)

Zatem efektywne sprzezenie bozon-bozon ma postac:
3 ng
et = 9BB — Ybr 2B, (B.10)

C Energia Bogolubowa

Zaczniemy od wyliczenia energii Bogolubowa dla przypadku oddziatywania kontaktowego,
a nastepnie przejdziemy do wyliczenia poprawki od cztonu dipolowego. Aby wyznaczy¢

zaleznos¢ energii od wektora falowego k, zapiszemy hamiltonian w postaci drugiej kwan-

tyzacji:
5 n* d? R
H = _OOdZ 1/JT(Z) l— o 42 + Virap(2) |9 (2)
+ ; o:odz /O:Odz’ Uz — Z/) &T(Z)@ET(Z/)Tﬁ(Z/)@z(z) . (C.1)
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Dla oddziatywania kontaktowego odpowiada to wyborowi
Ulz—2)=Ud(z—27"), (C.2)

gdzie U jest stala sprzezenia (zwiazang z dtugoscia rozpraszania), natomiast w ponizszym
wyprowadzeniu pozostawimy U(z — 2') w ogdlnej postaci. Dla uproszczenia rachunkéw
przyjmujemy Vip.p(2) = 0 i przedstawiamy operator &(2) poprzez fale plaskie:

Y(z) = NG > a e, %= (C.3)
"

gdzie V oznacza objetosé (w 1D - dtugosé) uktadu w formalizmie fal ptaskich. W dalszej
czesci, dla przejrzystosci zapisu, pomijamy daszki nad operatorami a,. Wowczas hamil-

tonian w reprezentacji pedowej ma postac

1
H = Zekazak + — > Ulg) aLlJrqaLQ_qakz ag, (C4)
k

2V
gdzie U(q) jest transformata Fouriera U(z — z’). W dalszym ciagu prowadzimy rachunki
dla ogdlnego potencjatu U(q), wynik koncowy bedzie mégt zostaé zastosowany zaréwno
do przypadku czysto kontaktowego (U(q) = U), jak i do sytuacji z dodatkowa poprawka
dipolowa. Zakladajac, ze jestesmy w temperaturze T ~ 0, wickszo$¢ atoméw jest w
kondensacie i mozemy przyjac¢ przyblizenie Bogolubowa... ag ~ aJ{) ~ /Ny, gdzie catkowita

liczba czastek to

N = Za,iak = No—i—Za,tak. (C.5)
k k40

Aby wyliczy¢ czton oddzialywania, postuzymy sie diagramem Feynmana, zliczajac

wklady kondensat-kondensat oraz kondensat-stany wzbudzone (zob. rys. [1)). Do wyrazu
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C. ENERGIA BOGOLUBOWA

K1 kK1+q

K> k2—q
Rysunek 1: Diagram Feynmana ilustrujacy rozpraszanie z udziatem kondensatu.

kwadratowego w operatorach ajo otrzymujemy:

Wk =ky=ki—q=k+q=0

U(0)
N,
2V
U i
— | N —
= QV( l;)akak)
U(O) 2 T
= —| N —QNZCL ak
2V ( ="
2)ki=ky =0 = —ZU e No

B)ki+qg=k—q=0 = fZU )aga_q Ny
1 f
Ak =ky—qg=0 = WZU(‘J)%%NO
(5)k1+q:k2:0 = ZU CL_qNO
1
6)ky—q=hky =0 = WZU(O)@Z%NO
q
1
(Mk+q=k=0= WZU(O)aganO.
q

Zaktadamy, ze wickszo$¢ atoméw jest w kondensacie, wiec N ~ Ny. Wtedy

H ~ Ey + Z{(Eq 22U(q)) afa, + "5 (“—qaﬁa‘qaqﬂ
q7#0
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U0 N
gdzie Ey = (0) Ng oraz ng = iy Wprowadzamy zmienne
2V V
1
ﬂq = 5 no U(Q)a fq = 6(1 + 2B(I7 (CS)

co pozwala przepisa¢ hamiltonian jako

H ~ Ey + ) {fq ala, + By (aiqaj] + aqaq)]. (C.9)

q#0
Jak wida¢ ze wzoru ((C.9)), pozbylismy sie czterooperatorowego cztonu oddzialywania, ale
hamiltonian nie jest diagonalny. Aby sprowadzi¢ go do postaci diagonalnej, wprowadzamy

nastepujace zmienne [2§]:

ok * _ *
by = uya, — vyaly,, bg=u"ja, — v, ag, (C.10)
bg = Uy afz — Vg Q_g, bT_q = U_q aT_q — V_q 0.

Nowe operatory kwaziczastek speliaja standardowe relacje komutacyjne:

[bm b:;’] = 5q,q’v [bq’ bq’] = [bT bT’] =0,

Q 7q
a analogicznie dla a-operatoréw:

[Cl,q, agl] = 6q,q’a [aq, aq/] = [(Z:;, a;'] = 0.

. . e _ .
Dodatkowo zakladamy, ze stale u i v sa rzeczywiste: uy = ug, u_q = u, oraz v; = v,
V_g = V.

7 tych operatorow mozemy skonstruowaé¢ macierz transformacji

bl [ v al |
b_, —Vg  Ug a_q

Dodatkowy warunek otrzymujemy, liczac komutator [b,, bg] = 1, skad wynika

Z tego warunku wiemy, ze macierz ma strukture hiperboliczna; odpowiada to parametry-
zacji

ug = cosh 6, vy = sinh 6,

Uy —Ug\ coshf, —sinho,
—Vg Uy |\ —sinh 0, coshd, '
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C. ENERGIA BOGOLUBOWA

Do zdiagonalizowania potrzebujemy relacji odwrotnej, wiec szukamy macierzy odwrotnej,

afl I b:; '
a_q Vg Uq) \b_q

Teraz mozemy wyrazi¢ stare operatory poprzez nowe, postugujac sie macierza odwrotna:

ktora zapisujemy jako

a:; = u, b; + vgb_g, (C.11)

a_q = vy bfl + ugb_g. (C.12)
Po przepisaniu hamiltonianu w nowych zmiennych mamy

H = Eo+) {(@ui + 25(1“(1%) biby + (éqvg + 25(1%%) (bjzbq * 1)
q#0
+ (ﬁquqvq + By(u? + vg)) bj]bT_q + (ﬁquqvq + By (ui + US)) b_qbq}.
(C.13)

Aby hamiltonian byt diagonalny, wyrazy pozadiagonalne musza by¢ réwne zeru. Nasze

dwa wyrazy pozadiagonalne sg takie same, stad warunek

EquiqUq + By (Ul 4 v2) = 0. (C.14)

2 _ 2

—v
q q
z ugv, < 0, poniewaz pozostate state w réwnaniu (C.14]) sa dodatnie. Wprowadzajac

Wraz z warunkiem u = 1 mozemy rozwiaza¢ to rownanie. Szukamy rozwigzania

oznaczenia Eq2 = 5q2 — 4ﬁq2 = eq2 + 4€,3,, otrzymujemy:

v§=;<23— ) (C.15)
up = ;(2’1 + 1) : (C.16)
UgUg = — gq . (C.17)

Wstawiajac te warunki do réwnania (C.13), otrzymujemy

2
H = EO+Z[§C,-;<§1— ) —2%] + Y E,blb,. (C.18)

q7#0 q 1 q7#0

Z czego wynika, ze nasz hamiltonian zostal zdiagonalizowany, a energia kwaziczastek
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wWynosi

B, = JHZQQ"OU@ + <W>2 (C.19)

m 2m

Teraz przechodzimy do wyliczenia poprawki od czlonu dipolowego:
]_ [ee) [ele} ~ ~ ~ ~
5 / dz / d2' PH) DT () Via(z — 2) (2) D (') . (C.20)

Poniewaz interesuje nas widmo dla dlugich fal, réwniez w tym przypadku rozwiniemy

operator pola na fale ptaskie:

Z (C.21)

3\

Wtedy czton oddziatywania dipolowego mozemy zapisac

= /_O:Odz /_o:odz’ (\/17 zk: a,te”“) (\/1_ Za,tle”“z/)
X (/_O:odkz Upp(k.)e ks (2—2' ) (\/_ Z ay 61'“2‘2) (\/1? kzg ak3eik3zl), (C.22)

gdzie Upp(k,) to efektywna jednowymiarowa transformata Fouriera, ktéra zalezy od
orientacji dipoli. Parujac wyrazy, aby otrzymac¢ delty, czton dipolowy wyglada naste-
pujaco:

/dze i(kthy—kz)z /d,z’ —i(—k1— ks+kz)Z’/dkz UDD(kZ)aLaLakzaks. (C.23)
V ki ks

Otrzymujemy

1

5 /dk Upp(k.) alal, axyar, 6k + ks — k.) 6(—ky — ks + k2) . (C.24)

k,k1,k2,k3

Z tych delt widzimy, ze jest to doktadnie zasada zachowania pedu k + ko = ki + k3, wiec

wyraz mozemy zapisa¢ jako

1

W Z UDD(kl + k 4+ C]) aLJrqanakakl . (025)

k,k1,q

Analogicznie jak we wczedniejszym przykladzie, wypisujemy wszystkie cztony oddziaty-
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C. ENERGIA BOGOLUBOWA

wania:
Upp(0) .o
WDWk=k=k+q=k—q=0 = N,
2V
()kl—k—o:fZUDD e No

(3)k1+q:k—q—0:> 7ZUDD aqa,qNo
(4)k1:k_q_0:>7ZUDD a,ano

1
B)ki+g=k=0 = 2vz:UDD(q)aT,qa,qNo
q
1
(6) k1+q:k1:0 = QVZUDD(O)QZQ‘ZNO
q
(7)k—q—k:—0 = 7ZUDD (quo (026)

Widzimy, ze dostajemy identyczne relacje jak we wzorze ((C.6), wiec cala analiza jest
doktadnie taka sama, a energie Bogolubowa z poprawka od cztonu dipolowego mozemy

zapisa¢ jako [49]:

p |0 o) () e

m 2m
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