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KAZIMIERZ TRZESICKI

Rola pojecia niebytu w twédrczosci
matematygcznej

W sprawie przedmiotu matematyki zwykle stawia sie pytanie o to, czy i jak
istniejg obiekty matematyczne, , Podstawowym pojeciem takich rozwazan jest
pojecie bytu. Dlatego tez rozwazania te nalezg ‘do filozofii, a nie do matematyki.
Mozna badaé réwniez, czy i jak pojecie bytu, ktére mieli matematycy, rzutowalo
na powstanie matematyki. Sgdze jednak, i zamierzam to pokazaé, ze w dziele
tworzenia matematyki istotng role qdegrato pojecie miebytu.

Odpowiedzi na pytanie o istnienie i spos6éb istnienia przedmiotu matematyki,
podobnie i odpowiedzi na pytanie o rozumienie bytu, mozna i nalezy, jak sadze,
stawia¢ dosé¢ rygorystyczne wymagania metodologiczne. OdpowiedZ na pytanie,
ktére tu zadaje ma raczej charakter skojarzeniowy i posta¢ eseju. Uwazam jed-
nak, ze w kazdym przypadku, gdy sg podstawy dla pewnych refleksji, nalezy
je zebra¢ i jako$ uporzgdkowaé. Czasem moze to by¢é punkt wyjScia dla analizy
bardziej dojrzalej metodologicznie, a czasem tylko sposéb na u$wiadomienie roli
w tworzeniu wiedzy pewnych, moze blednych, ale kulturowo funkcjonujacych pojeé
i przekonan. By¢ moze, do czego sig¢ sklaniam ta ostatnia sytuacja ma miejsce
w przypadku pojecia niebytu i towarzyszacych mu przekonan. Przemawia za tym ~
choéby miemozno$é¢ nalozenia na prébe odpowiedzi zbyt rygorystycznych wymagan
metodologicznych, W szczegdlnosci nie potrafilbym wskazaé zadnego takiego zna-
czenia, ktére przyslugiwatoby wszystkim uzyciom przeze mnie wyrazZenia ,niebyt”
i jemu réwmnowaznych, jak np. ,nico$¢”. Kazda prbéba okreSlenia (pozytywnego)
niebytu skazana jest na niepowodzenie. Niebyt musi byé potraktowany jako cos.
A przeciez, jak to Arystoteles w polemice z Gorgiaszem stwierdza: ,Jezeli za$ rzec
szczerg prawde, jakze osobliwa musiala byé ta wypowiedi: »niebyt jest«”1, Jest
to stara platonska zagadka niebytu2 Z logiczno-metodologicznego punktu widzenia
nalezaloby przede wszystkim dobrze opisaé jezyk, ktorego sie uzywa. Kierujac
sie¢ zasadami konstrukcji jezyka musielibySmy wyrazeniom ,niebyt”, ,nico§é” itp.
odmowié statusu wyrazen nazwowych 3.

Sposr6d poje¢ matematycznych, a moze mnie tylko matematycznych, z nie-
bytem, z nico$cig najbardziej kojarzy sie¢ 04 Zero (,0”) wynalezli Hindusi. Wspoét-
czesne zero nawet ksztaltem przypomina to wynalezione przez Hinduséw. Podobne
sg rowniez jedynka i si6demka. Zero znane juz bylo matematykowi i astronomowi
Ariabhatie (ur. w 476 r.) autorowi dziela Ariabhatiam. Byla to ostatnia z wynale-
zionych dziesieciu cyfr. Wskazuje na to fakt, ze na Cejlonie uzywano tych samych
cyfr, co w Indiach, a nie znano zera.
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W starozytnej Grecji rozwijala sie glownie geometria. W Indiach za$§ arytme-
tyka, algebra i trygonometria. Grecy koncentrowali uwage na S$cislo$ci logicznej.
Malo interesowata ich praktyczna strona dedukcyjnej teorii geometrycznej. Hin-
dusi nie osiagneli greckiej $cisto$ci wykladu; rozwijali glownie praktyczny rachu-
nek. Czy jednak praktyczne podejScie bylo czynnikiem istothym w wynalezieniu
zera? W czasie, gdy Grecy, Zydzi, Asyryjczycy uzywali do dwudziestu siedmiu
réznych znakéw cyfrowych, Hindusi mieli ich dziesie¢. U Babilonczykéw jedynka
(cyfra) mogla oznacza¢ 1 i dowolng liczbe postaci 607 (n — liczba naturalna).
W zapisie Hinduséw jedynka (cyfra) wlasnie dlatego, ze dysponowali zerem, mogla
oznacza¢ tylko 1. Czy wiec wynalezienie zera nie mialto, obok czynnika praktycz-
nego, istotnego zZrodla w Swiatopogladzie Hindusoéw?

Od strony ontologicznej przykladem moze byé¢ buddyjska doktryna s$unja — ani
byt, ani nie-byt. Buddysci jako cel, do ktérego ludzie winni zdgzaé, wskazywali
stan nirwany. Absolut czasem pojmowano jako ,préznie”, niewyrazalng Ostatecz-
ng Rzeczywisto$é (paramartha). W Sankarze (prawdopodobnie 788—820 r.), jednym
z najstynniejszych aczarja, czyli mistrzéw duchowych, widziano, jak np. Ramanduza,
krypto-buddyste, nie dostrzegajac roéznicy jego pojmowania brahmana w stosunku
do buddyjskiej doktryny $unja. Sankara, najbardziej wplywowy my§liciel wedanty,
w swojej filozofii — adwajtawedancie — uwaza, $wiat zmystowo postrzegalny za
jedynie pozér w odniesieniu do brahmana.

W aspekcie teorio-poznawczym znaczgca jest mp. koncepcja Kumarila, przy-
wodcey jednej ze szkél wtornych w tradycji mimansy. Przyjmowat on jako zrédio
poznania (pramana) ,niepostrzeganie”. Dzieki nie-postrzeganiu mozliwe jest po-
strzeganie faktow negatywnych. Jezeli istnienia jakiego§ przedmiotu nie mozna
poznaé¢ przez jakgkolwiek z pieciu innych praman, jego absolutne nie-istnienie
jest znane przez nie-postrzeganie.

Jeszcze w czasach nowozytnych znajdujemy okreSlenie zera jako oznaczajgcego
nic, choéby u Chr. Wolffa w Mathematisches Lexicon 5. Byla to wowczas powszech-
nie przyjeta definicja. Newton i inni uczeni, jak np. niewidomy matematyk N. San-
derson, ktorego Elements of Algebra wydane w 1740 r. w Londynie zostaly prze-
lozone na francuski i niemiecki, wielkosci ujemne okres$lali jako mniejsze od
niczego. Oczywiscie, na takim tle staje sie zrozumiale, ze jeszcze w drugiej polo-
wie XVIII w. Maseres (1731—1824) i Frend (1757—1841) publikowali prace na temat
algebry i trygonometrii odrzucajgc liczby ujemne, cho¢ juz przeszio sto lat przed-
tem byly one uzywane przez Descartesa bez zadnych ograniczen. Wspoélczesng
reminiscencjg rozumienia zera jako oznaczajacego mnic jest, jak sadze, roéznica
zdan w kwestii, czy 0 jest, czy tez nie jest liczbg naturalng. I tak np. dla van' der
Waerdena aksjomaty Peano arytmetyki liczb naturalnych opisujg wtasnosci zbioru
liczb naturalnych, ktéorymi sa: 1, 2..8 Za$§ dla K. Kuratowskiego i A. Mostowskiego:
,Peano wykazal, ze arytmetyke liczb maturalnych mozna oprze¢ na nastepujgcych
aksjomatach:

(a) zero jest liczbg naturalng...” 7.

Wspblczesne rozstrzygniecia w sprawie, czy zero jest, czy nie jest liczbag natu-
ralng, czesto majg tylko uzasadnienie pragmatyczne.

O wyborze zera (cyfry) na oznaczenie falszu zdecydowaly nie tylko wzgledy
praktyczne. Dla twoércow wspoéiczesnej logiki matematycznej Fregego i Russella
zdania falszywe oznaczaly te samg rzecz, mianowicie nico$¢. Jak pisze K. Godel:
»Za$ wedlug Russella to, co odpowiada zdaniom w S$wiecie zewnetrznym, jest
faktem. Natomiast nie korzysta on z terminu ,,0znaczaé¢” (signify) lub ,,denotowaé¢”
(denote), a za to uzywa ,,wskazywaé” (indicate) — w swoich wczedniejszych pismach
uzywa on ,wyrazac¢” (express) lub ,by¢ symbolem dla” (being a symbol for) — a {0
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dlatego, ze przyjmuje, iz relacja miedzy zdaniem a faktem jest calkiem rézina od
tej miedzy nazwg a rzeczg nazywang. Ponadto, uzywa on ,denotowaé¢” (zamiast
,oznaczaé”) dla relacji miedzy rzeczami a nazwami, tak ze obu ,,denotowaé” i ,,wska-
zywaé” odpowiadaloby Fregego bedeuten. Wiec, zgodnie z Russellowsks termino-
logig i pogladem, prawdziwe zdania ,,wskazujg’ fakty, a falszywe nic. Stad Fre-
gego teoria bylaby w pewnym sensie zastosowana do zdan falszywych, a to ponie-
waz wszystkie one wskazujg tg sama rzecz, mianowicie nicos$¢” 8.

Pojecia charakteryzowane sg przez zakres, czyli zbiér przedmiotéw, do ktérych
one sie odnoszg. Jezeli tak, to zakresem niebytu, nicosci bylby zbiér pusty. W kon-
tek$cie uwag mnad zerem arytmetycznym warto wiec przytoczy¢é von Neumanna
konstrukcje liczb naturalnych.

Zero, co jest jasne, oznacza zbiér pusty (symbolicznie: ). Zbior {Q}, czyli
zbiér, ktérego jedynym elementem jest zbiér pusty jest desygnatem jedynki. Kon-
strukcja jest indukcyjna: n-ty w kolejno$ci zbiér otrzymujemy biorac zbiér, ktérego
wszystkimi i jedynymi elementami sg poprzednie zbiory. Trzecim w kolejnosci (ozna-
czonym dwoéjka) bedzie wiec zbiér: {Q, {P}}, czwartym: {Q, {}}, {®, {P}}}. Jak
juz bylo powiedziane, pierwszy ze zbior6w oznaczymy przez zero, drugi przez
jedynke, trzeci przez dwoéjke i tak dalej kolejnymi cyframi. A zatem mamy:
0=¢, 1={0}, 2= {0, 1}, 3= {0, 1, 2}, itd. Nalezy tu jeszcze tylko doda¢, ze kon-
strukcja ta jest mozliwa w teorii zbioréw bez typéw. W przypadku, gdy @ = {®}
nie jest ona wykonalna.

OczywiScie, mamy tu do czynienia ze swoistym tworzeniem ze zbioru pustego.
Z tego zbioru okazuje sie konstruowalny caly $wiat liczb naturalnych. Zbidér pusty
jest wiec doskonalym ,materialem konstrukcyjnym”, z ktérego tworczy intelekt
majacy do dyspozycji okre$long, dajacg sie skodyfikowaé ilo$¢ sposobdéw konstrukcji,
moze zbudowaé obiektywnie istniejgcy, cudowny $wiat liczb naturalnych. Kro-
necker glosil, ze liczby naturalne sg dzielem Boga, a reszta jest dzielem czlowieka.
Okazuje sie, ze wystarczy, aby dzietem Boga byl zbioér pusty. Konstrukcja von
Neumanna wymaga przeciez zalozenia istnienia tego zbioru. Postulat istnienia
zbioru pustego jest w pewnych aksjomatykach teorii mnogos$ci aksjomatem ®,

Istnienie zbioru pustego mnie jest oczywiste nawet dla takich realistow platon-
skich jak GoOdel. W dyskusji z Russellem pisze on: ,Russell przytacza dwie racje
przeciwko ekstensjonalnemu rozumieniu klas, mianowicie istnienie (1) klasy pustej,
ktéra nie moze by¢é bardzo porzadnym zbiorem i (2) klas jednostkowych, ktore
miatyby by¢ identyczne ze swoimi jedynmi elementami. Mnie wszak wydaje sie,
ze argumenty te moglyby, jezeli w ogéle, co najwyzej dowodzi¢, ze klasa pusta
i klasy jednostkowe (jako réine od swoich jedynych elementéw) sz fikcjami
(wprowadzonymi dla uproszczenia rachunku, jak w geometrii punkt w nieskon-
czonosci), a nie, ze wszystkie klasy sg fikcjami” 10, ‘

Starozytni Grecy utworzyli pojecie punktu jako obiektu bezwymiarowego, linii
jako obiektu jednowymiarowego (majgcego dlugosé, a mnie majacego szerokosci)
itd. Pojecia te jednak genetycznie byly osadzone w empirii. Jak zauwazyt Karte-
zjusz ,pierwsze zasady, ktore zaklada sie przy wywodzeniu twierdzeh geometrycz-
nych, bedac zgodne z funkcjonowaniem zmyslow, latwo bywaja przez kazdego
przyjmowane” 11, Tym mniemniej, prawdg jest, co podkres§la F. Klein, ze podsta-
wowe pojecia i aksjomaty geometrii nie sg faktami postrzeganymi bezpos$rednio,
lecz sg odpowiednio wyselekcjonowanymi idealizacjami takich faktow 12. Szkola
pitagorejska chciala co prawda przyporzadkowac¢ rzeczywisto$¢é empiryczng S$wiatu
liczb. Stad tez, aby liczba cial niebieskich (poza gwiazdami) byla réwna 10 (dzie--
sie¢ jako suma czterech poczatkowych liczb naturalnych: 1+2+43-+4 =10, byla
wzorcem idealnym $wiata) postulowali istnienie jeszcze jednej nieznanej planety.
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Stwierdzenie niewspoéimiernosci boku kwadratu z jego przekatng kiécilo sie z po-
stulowang ,harmonig” $wiata, ktéry miat byé¢ objasniony prawami liczb natural-
nych, ktérego trwalym i nieskonczonym substratem mialy byé liczby. One bowiem
lepiej mniz ogien, ziemia i woda odzwierciedlaly, ich zdaniem, to, co jest i co sie
staje. Niewspo6lmierno$¢, podobnie jak liczba niewymierna (w niektérych jezykach
zwana irracjonalng) nie majg zadnego sensu empirycznego 13, Mozna przypuszczaé,
ze niemozno$é pogodzenia postulatu tlumaczenia $§wiata zmyslowego poprzez $wiat
liczb z faktem niewspoéimiernosci boku i przekatnej kwadratu, byla zasadniczym
powodem wagi, jakg przywigzywano do utrzymania tego faktu w tajemnicy. Hip-
pasosa, ktéry te tajemnice zdradzil wygnano ze zwigzku pitagorejskiego, za$
jego Smieré, ktérg poniést w wyniku rozbicia okretu, tlumaczono jako zastuzong
kare dla zdrajcy.

Punkty, linie i inne obiekty geometryczne, choé mozna bylo wskazaé na ich
empiryczng geneze, w sensie empirycznym byly nicoscig (we wlasciwym im
aspekcie). Oczywiscie, stalo sie to Zroédlem rodéznych trudno$ci teoretycznych. Pro-
wadzilo do sporéw, ujawniane byly rézne paradoksy, z ktoérych najbardziej znane
sg paradoksy Zenona z Elei. Punkt, jako obiekt bezwymiarowy, prébowano zastapi¢
niepodzielnym odcinkiem. Tego za$§, choéby wobec niewspélmierno$ci boku i prze-
katnej kwadratu, nie dalo sie utrzymaé. Ciekawy jest poglad Arystotelesa wypo-
wiedziany w O odcinkach niepodzielnych. Wykazuje on; ze ,niedorzeczne jest do-
kladanie punktu do punktu, aby utworzyé linie i linie do punktu, aby utworzyé
powierzchnie...” Pisze: , Albowiem bﬁfty bedace razem i pozbawione rozciggtosci
zajmujg oba to samo miejsce. Byt zas pozbawiony czeSci nie ma wymiaréw,
a przeto z bytow pozbawionych cze$ci mie moglaby powsta¢ wielko$¢ ciggla. Nie
moze wiec powstaé¢ ani linia z punktéw, ani czas z chwil” 4, Z czego$, co nie ma
wymiaru, a wiec jest w tym aspekcie nicoscig, nie moze powsta¢ diugosé. Linia
nie ma szerokosci, jest wiec w tym aspekcie nico$cig, nie moze zatem byé two-
rzywem powierzchni.

Stanowisko, ze jakiekolwiek continuum nie jest tozsame ze zbiorem dajacych
sie w nim wyrézni¢ elementéw, tak jak linia nie jest tozsama ze zbiorem punktéw,
ma i dzisiaj swoich zwolennikéw, Nawet jest to zaskakujace, jak réznych orientacji
filozoficznych sg to przedstawiciele. R. Ingarden, co w przypisie w Sporze o istnie-
nie $wiatag t. III uzupelia D. Gierulanka, opowiadalby sie za tym, ze: ,Jezeli
nawet daloby sie takimi tworami »punktowymi« wyczerpaé pewien twoér »liniowyc,
to zachodzilaby jedynie pewna odpowiednio$é pomiedzy takim zbiorem »punktéow«
a monolitycznym »odcinkiem« (tworem »liniowymc), ale nie identycznos$é” 15, I do-
daje, ze intuicje te nie sg obce réwniez matematykom. D. Hilbert w swojej
aksjomatyce geometrii euklidesowej o punktach, prostych i plaszczyznach moéwi
jako o trzech réznych rodzajach ,rzeczy”. Teze o nieidentycznosci mnogosci indy-
widuéw z przedmiotem, ktérego wszystkimi i jedynymi elementami sktadowymi sg
te indywidua, glosi nominalista N. Goodmann, Dla niego réwniez linia i punkt
bylyby indywiduami, a linia nie bylaby zadnym zbiorem punktéw, czyli mnogoscia
indywiduéw 18,

W XVI w. dzieki odkryciu i wydrukowaniu niektorych nieznanych dotychczas
tekstow greckich nastepuje dalszy rozw6j matematyki. Przede wszystkim udosko-
nalono algebre. Dawnym algebraikom pierwiastki ujemne réwnan algebraicznych
wydawaly sie niezrozumiale. Pierwszy Albert Girard (1595—1632) nie tylko je
rozumie, ale rozszerza nadto pojecie liczby, obejmujgc nim wielkos$ci ,,urojone”,
jak np. V=1. W XVII w. i na poczatku wieku XVIII wielko$ci urojone uwazano
za co$ pomiedzy bytem a niebytem. Okre$lenia ,urojone” uzywano na oznaczenie
wszystkich w ogoéle ilosci wystepujgcych w dzialaniach na liczbach rzeczywistych,
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lecz od nich réznych. Nie bylo réwniez jasne, ktére wyrazenia urojone moga wyste-
powaé¢ w matematyce, a nawet ktére tylko przy rozwigzywaniu réwnan algebraicz-
nych. U Eulera znajdujemy okreSlenie ilo$ci urojonej jako takiej, ktéra nie jest
wigksza od zera, ani mniejsza od zera, ani réwna zerul?; jest to wigc — jak
pisze — co$ niemozliwego, jak np. V—1. Jeszcze dla osiemnastowiecznych mate-
matykéw iloSei urojone pozostawaly uzytecznymi fikcjami nie majgcymi samo-
dzielnego sensu. Podjeta przez J. Wallisa proéba geometrycznej interpretacji liczb
urojonych przez dlugi czas nie byla kontynuowana w sposéb zadawalajgcy. Realng
interpretacje znalazly dopiero w tak zwanym (wspolczesnie) diagramie Arganda.
Kazdej liczbie zespolonej mozemy przyporzgdkowaé punkt na plaszczyznie. Miano-
wicie, punkt o wspélrzednych (x, y) taki, ze x jest cze$cig rzeczywista a y czescig
urojong liczby zespolonej. Przyporzgdkowanie to jest wzajemnie jednoznaczne.
Kazdemu punktowi na plaszczyznie mozemy =zas$ przyporzadkowaé pare r i e:
gdzie r jest promieniem o diugosci \/xz‘-l-y?., a O katem pomiedzy tym promieniem,
a osig x. Przedstawienie to nie jest wzajemnie jednoznaczne. Rozne przedstawienia
liczby zespolonej jako pary r i © réznig sie o wielokrotnoéé kata pelnego. Wiasnie .
pare r i ® nazywa sie diagramem Arganda. Diagram ten byt dyskutowany przez
C. Wessela w pracy przedstawionej akademii dunskiej w 1797 r., a opublikowanej
w latach 1798 i 1799. Po$wiecona jest mu praca J. R. Arganda Essai sur une
maniére de représenter les quantités imaginaires dans les comstructions géométri-‘
ques (1806). Po dwustu pieédziesieciu latach termin ,liczba urojona” stal sie prze-
zytkiem historycznym. Dla wspolczesnego autora: ,Termin »liczba urojona« nie
jest szcze$liwy, bo nasuwa bledne przypuszczenia; uzywamy go ze wzgledéow trady-
cyjnych”. Jego zdaniem réwniez ,jak liczby ujemne nie sg »gorsze« od dodatnich,
tak liczby urojone i zespolone nie sg »gorsze« od liczb rzeczywistych i oddajg
doskonate ustugi w opisywaniu zjawisk realnych, np. cieplnych, elektrycznych,
itd.” 18,

Liczbami zespolonymi powszechnie postugiwano sie juz od czaséw Descartesa.
Wtasciwe jednak wujecie teorii liczb zespolonych pochodzi od W. R. Hamiltona
(1805—1865) i K. F. Gaussa (1777—1855). Od tego ostatniego pochodzi tez termin
,liczba zespolona” 19,

W tym kontek$cie interesujace jest, ze geometryczna interpretacja liczb zespo-
lonych satysfakcjonuje matematykéw, a nie wszystkich zadawala ,latanie intuicja-
mi geometrycznymi niedostatkéw w arytmetycznym dowodzie istnienia liczb nie-
wymiernych” 20, Mozliwo$é teorii liczb niewymiernych na podstawach arytmetycz-
nych bez jakichkolwiek odwolan do geometrii zostala wskazana przez Dedekinda
w 1858 r. Definicja Dedekinda oparta jest o procedure, ktéra stanowila podstawe
dla okre$lenia liczb niewymiernych przez matematykéw greckich w VI i V w.
p.n.e. Dedekind tylko procedure te opisuje czysto arytmetycznie. W miejsce rozwa-
zania podziatu prostej na dwie klasy i wyrdzniania w ten sposéb dokladnie jednego
punktu dzielgcego prosta na dwie polproste zawierajace te klasy, Dedekind rozwaza
mozliwo$¢ podzialu wszystkich liczb wymiernych ma dwie niepuste klasy takie, ze
liczba z jednej klasy jest mniejsza niz kazda liczba z drugiej klasy. W'przypadkru
dwéch Kklas lich wymiernych takich, ze jedna z nich zawiera liczby wymierne
mniejsze niz V2, a druga wieksze niz V2, pierwsza klasa nie zawiera najwiekszej
liczby wymiernej, a druga najmniejszej liczby wymiernej. Przekréj tych klas
wyznacza wiec rzeczywistg liczbe niewymierng, mianowicie vae,

Jakie$ pojecie nicosci towarzyszy twoércom rachunku roézniczkowego i calko-
wego. U podstaw geometrii analitycznej Descartesa leglo zalozenie bedgce spojne
z jego metafizyka, Ze dlugosé (res extemsa) jest odpowiednikiem liczby. Jest to
przekonanie, na ktére nie zgodziltby sie zaden Grek. Innym zalozeniem matema-
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tyki z pierwszych lat XVII w., o podobnej dla Grekéw nielogiczno$ci pragmatycznej,
byto przyjecie, ze linia sklada sie z nieskonczonej liczby punktéw, powierzchnia —
z nieskonczonej liczby linii, a bryla — =z nieskonczonej liczby powierzchni. To
zalozenie ma swe bezpoSrednie zrodio w rozwazaniach fizykalnych. (Geometria
analityczna az do konca XVII w. nie byla powszechnie stosowana w fizyce.) Archi-
medes okre$lal powierzchnie figury zakre$lonej linig krzywg stosujgc ,,metode wy-
czerpywania’”, przyblizal mianowicie powierzchnie wpisanych i opisanych figur
o liniach prostych za pomocg przyblizania ich do danej figury przez poviziekszanie
liczby bokoéw. Okres$lajgc tg metodg powierzchnie eliptyki Kepler wprowadzil poje-
cie wielko$ci nieskoniczenie malej. Zas Franciszek Bonawentura Cavalieri (1598—
1647) wykorzystuje to pojecie przeksztalcajgc metode Archimedesa w metode
»wielko$ci niepodzielnych”. Wielko$ci charakteryzujace dane obiekty mogly byé
uzyskane przez sumowanie tych ,wielko$ci niepcdzielnych”.

Rachunek réiniczkowy i calkowy inspirowany jest przez fizyke rowniez u New-
tona. Ale za to Leibniz tworzy go biorgc za punkt wyjscia zalozenia filozoficzne.
Najbardziej interesujgce jest to, ze jego ,ideologia” okazala sie trafniejsza od New-
tO:nlOWSkJiej.

Dla Newtona wielkosci nieskonczenie male s3 wielkoSciami zmiennymi. Dochodzi
do nich poprzez uogdlnienie pojecia drogi oraz predkosci. Pochodna jest granicag
stosunku mnieskonczenie matych zmiennych wielkos$ci. Mowi o ,,pierwszych stosun-
kach” rodzacych sie wielkoSci i ,ostatnich stosunkach” gingcych wielko$ci. Ostatni
stosunek to mie stosunek wielkoSci nieskonczenie malych, do ktoérych zmierzaja
wielkoSci zmienne, lecz granica stosunku tych zmiennych wielkosci zmierzajgcych
do mnieskonczenie matych. Newton wskazuje na dwa zadania: znajdowanie fluent
(zmiennej) na podstawie fluksji (predkos¢ zmian fluenty), np. drogi na podstawie
predkosci (zadanie catkowania) oraz znajdowanie fluksji na podstawie fluent, np.
predkosci momentalnej na podstawie drogi (zadanie rézniczkowania). Newton uwaza
wprowadzone pojecia matematyczne za uogélnienia kategorii mechanicznych 22,

Leibniz sformulowal metody rachunku roézniczkowego i calkowego niezaleznie
od Newtona. W istocie nie réznig sie one od wspoédlczesnych mimo (a moze dla-
tego?), ze nie jak u Newtona, ktéry inspirowal sie fizyka, ich Zrédlem teoretycz-
nym jest dla Leibniza filozofia.

Leibniz i ci, ktérzy do mniego nawigzywali, podstawowym pojeciem rachunku
rozniczkowego i caltkowego uczynili pojecie nieskonczenie malej, W pracach
Leibniza znaleZé mozna réine rozumienia tego, co nieskonczenie male. To pojecie,
jak i inne pojecia matematyczne, zmienialo sie w ciggu zycia Leibniza. Pojecie
nieskonczenie malej ostatecznie uksztaltowalo sie jako pojecie statej wielkosei
(a wiec inaczej miz u Newtona). Ta stala wielkoé¢é byla tak mala w poréwnaniu
z wielko$ciami, do ktorych sie jg 'dodaje, ze mozna bylo jg przyréwnaé¢ do zera.
W 1702 r. Leibniz pisze do Pierre’a Varignona: ,,Czego$, co jest nieporownywalnie
mniejsze, nie ma sensu bra¢ pod uwage wobec czegos, co jest nieporéwnywalnie
wieksze: tak, czastka plynu magnetycznego, przechodzaca przez szklo, jest niepo-
réownywalna z ziarnkiem piasku, ziarnko piasku z kulg ziemska, kula ziemska
z wszech$wiatem” 23,

Leibniz uwazal — jest to poglad powtarzany przezeh w szeregu listow — za
celowe wprowadzenie liczb nieskonczenie matych i nieskonczenie duzych, nie
uwazal ich jednak za realne, jak liczby rzeczywiste. Chociaz, zgodnie z uznawang
przez siebie uniwersalnoScig zasady cigglodci, twierdzi, Ze liczbami tymi rzgdzg
te same prawa, co liczbami rzeczywistymi. Mialy to by¢ jakie$ liczby idealne badz
fikcyjne, a wiec liczby takie, jak liczby urojone w ich 6weczesnym rozumieniu.
Krytycznie byl nastawiony do wiary de I’Hospitala w realnos¢ nieskonczenie
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malych. Z dezaprobatg odnosit sie do podzielania tej opinii przez Fontenelle. Jed-
nak silna wiara w realnosé¢ nieskonczenie matych rozprzestrzenila sie po Europie
i trwala przez wieksza cze$¢ XVIII stulecia 2.

Zrodel inspiracji dla stworzenia rachunku rézniczkowego i calkowego mnalezy
upatrywaé u Leibniza w jego koncepcji substancji, w jej dynamistycznym poj-
mowaniu. Pisze on: ,0téz twierdze, ze ta moc dzialania znajduje sie we wszelkiej
substancji i ze zawsze rodzi sie z niej jakie$§ dziatanie; twierdze nawet, ze i sub-
stancja cielesna, tak samo jak duchowa, nie ustaje nigdy w dzialaniu.. Okaze sie
tez z naszych medytacji, ze substancja stworzona bierze od innej substancji
nie samg sile dzialania, lecz ograniczenia i determinacje istniejgcego juz w niej
uprzednio usilowania, czyli mocy dzialania” 2., Przyjmuje za oczywiste, ze tam,
gdzie jest dzialanie, tam tez jest jego podmiot. Rozcigglo$é nie jest zrodiem sity,
ale jej przejawem. Zrozumiale jest wiec, ze dzialanie na odleglo$é, co przyjmuje
Newton, jest dla Leibniza nie do przyjecia. Zrédiem idei rézniczkowania staje
sig my$l, ze kazda cze$¢ materii, niezaleznie od tego, jak matla, jest zlozonym,
aktywnym organizmem — monadg. Roézniczkowanie jest analizg bytu, w aspekcie
przestrzennym — od punktu do punktu, w aspekcie czasowym — od chwili do
chwili. Jest rozwazaniem w kazdym mnieskonczenie malym przedziale zdarzen
wyplywajgcych z dzialania sily 26.

Na ile filozoficzna my$l Leibniza byla istotna dla rachunku rézniczkowego
i calkowego $wiadczy rozwéj Newtonowskiej fizyki. Newtona pusta przestrzen, luka
pomiedzy oddzialywujgcymi na siebie cialami zostaje w trakcie rozwoju fizyki
zastgpiona polem sil. Teoria pola jest konsekwencja roézniczkowego opisu ruchu
i sily. Pojecie pola grawitacyjnego wprowadzono jako abstrakcje dla ulatwienia
obliczania sil grawitacyjnych. Przestrzen pomiedzy oddzialywujgcymi na siebie
cialami przestala by¢ pusta, jej miejsce zajely punkty charakteryzowane przez
dzialajgcg w nich site. Oczywiscie, temu, poczatkowo tylko formalnemu, pojeciu
pola w trakcie rozwoju fizyki przypisano sens realny. A jak wiadomo, wspol-
cze$nie, co zapoczatkowali Einstein- i Weyl, fizycy poszukujg pola unitarnego,
ktoérego teoria bylaby podstawg dla catej fizyki.

Wielko$ci nieskonczone male uzyskujg realistyczng interpretacje, a wlasciwie
zostajg wyeliminowane z podstaw rachunku rézniczkowego i catkowego, w wyniku
analizy dokonanej przez Weierstrassa. Jak pisze Hilbert: ,Jezeli dzi§ w analizie
panuje catkowita zgodno$¢ i pewmnos$¢, gdy chodzi o zastosowanie metod deduk-
cyjnych opartych na pojeciach liczby niewymiernej i granicy i jesli nawet w naj-
bardziej zlozonych kwestiach teorii réwnan roézniczkowych i calkowych, pomimo
uzycia mnajbardziej wyrafinowanych i rdéznorakich kombinacji rbéznych rodzajow
granic, istnieje jednomys$lno$¢ co do uzyskanych wynikéw, to ten szcze$liwy stan
rzeczy zawdzigczamy w pierwszym rzedzie pracy naukowej Weierstrassa’ 27,

Chociaz, jak to pisze Hilbert, z podstaw rachunku nieskonczono$ciowego w wy-
niku analiz Weierstrassa zostajg wyeliminowane wielkos$ci nieskonczenie mate i nie-
skonczenie duze przez redukcje zdan o mich do zdan o wielko$ciach skonczonych,
to jednak pozostala jeszcze nieskonczono$¢é wymagajgca analizy: mianowicie tam,
gdzie Weierstrass méwi o liczbach rzeczywistych. Gdy moéwi sie o istnieniu jakiej$
liczby rzeczywistej o okreslonej wlasno$ci lub gdy moéwi sie o wszystkich liczbach
rzeczywistych o okreslonej wlasnos$ci, to moéwi sie o nieskonczonosci, tyle ze w spo-
s6b zakamuflowany. To wystapienie nieskonczonosci nie jest przez Weierstrassa
zredukowane do skonczonego. Nalezy tego, zdaniem Hilberta, dokona¢ w sposéb
wskazany przez Weierstrassa. ,,Tak, jak w procedurach z uzZyciem granic w ra-
chunku nieskonczonos$ciowyra nieskonczenie male okazalo sie byé jedynie figurg
retoryczng, tak tez musimy wykaza¢, ze iluzja jest rowniez nieskonczono$¢ w sensie

6 — Idea ...
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nieskonczonej calo$ci, ktérg wecigz odnajdujemy w stosowanych metodach deduk-
cyjnych” 8,

Propozycja Hilberta eliminacji wszelkiej nieskonczono$ci sprowadza sie do
programu redukcji matematyki do semiotyki?. Teoria matematyczna przedsta-
wiana jest w jezyku, ktory jest skonczonym zbiorem napiséw. Relacje miedzy
obiektami matematycznymi nalezy zanalizowaé jako relacje miedzy skonczonymi
napisami, ktére do tych obiektéw sie odnosza. Oczywiscie, w tej sytuacji $wiat obiek-
téw matematycznych staje sie w istocie zbyteczny. Analizie nalezy poddaé teorie,
w szczegoblnosci dowod jako pewien skonczony obiekt przestrzenny — w przestrzeni
rozmieszczone napisy. Takie postawienie sprawy zaowocowalo nowym waznym
dzialem — metamatematyka, nie okazalo sie jednak realizowalne (w sensie programu
redukcji matematyki do semiotyki). To, co aktualnie nieskonczone, a wiec fik-
cyjne i pozbawione samodzielnego sensu, mnie dalo sie zredukowaé do tego, co
skonczone i treSciowe, Jezeli nieskonczono$é jest tylko uzyteczng fikcja, a sen-
sowno$¢ uzyskuje poprzez redukowalno$é do tego, co skonczone, to czy nie mozna
méwié, ze pojecie niebytu jest sila napedowq matematyki skoro ma nig byé —
np. zdaniem Weyla — przeciwstawno$é skonczonego i nieskonczonego, a nawet
wiecej, to mieskonczono$é ma byé przedmiotern matematyki? Matematyce nieskon-
czono$¢ jest potrzebna. Czym bowiem bylaby teoria zbioréw, a wiec i cala mate-
matyka, bez aksjomatu istnienia zbioréw nieskonoczonych?

Pomiedzy programem redukcji pojeé teoretycznych do poje¢ obserwacyjnych
w naukach przyrodniczych, a programem redukecji tego, co nieskonczone do tego,
co skonczone i treSciowe istnieje pewna analogia. Program redukcji pojeé teore-
tycznych do obserwacyjnych nie zostal zrealizowany. Naukom przyrodniczym sg
potrzebne pojecia teoretyczne, nawet te, ktére nie sg redukowalne do pojeé
obserwacyjnych. Matematyka nie moze obej$é sie bez nieskonczonos$ci, nawet tej,
ktoérej nie daje sie zredukowaé do tego, co skonczone. Niewagtpliwie nalezy w ma-
tematyce ogranicza¢ zakres fikcji, zabezpiecza to w szczegdlno$ci przed sprzecz-
noscig. Warto, jak sgdze, postepowaé zgodnie z zaleceniem Weyla: ,,Nalezy tworzyé
naprawde realistyczng matematyke, zgodnie z fizyka, jako galgZ teoretycznej kon-
strukcji jednego $wiata rzeczywistego. Powinna ona przyjaé ten sam trzezwy
i ostrozny stosunek do hipotetycznych rozszerzen swych podstaw, co fizyka” 3,
Oczywiscie, jak fizyka zawiera pojecia teoretyczne nieredukowalne do pojeé obser-
wacyjnych, tak taka matematyka zawiera¢ bedzie mnieskonczono$é nieredukowalng
do tego, co skonczone i treSciowe. Podobnie jak fizyk, ktory traktuje korelaty
semantyczne poje¢ teoretycznych jako obiekty realne, tak matematyk moze przy-
pisywaé realne istnienie temu, do czego odnoszg sie pojecia, czy raczej znaki gra-
ficzne. Obiekty matematyczne istniejg w sensie, jaki ma na uwadze Quine, gdy
moéwi, ze istnieé to znaczy byé warto$cig zmiennej 31, Obiekty te sg w tym samym
sensie konieczne dla systemu matematycznego, w jakim dla fizyki konieczne jest
istnienie obiektow fizycznych dla uzyskania zadawalajgcej teorii danych empirycz-
nych 32,

Sadze, ze jasno$¢ w sprawie istnienia obiektéw matematycznych osiggniemy
odrozniajgc za R. Carnapem pomiedzy wewnetrznym i zewnetrznym problemem
istnienia. W pierwszym przypadku jest to pytanie o istnienie obiektu postawione
wewnatrz systemu i w jego jezyku. W drugim przypadku jest to za$ pytanie o istnie-
nie systemu obiektow jako calosci3s, Byé rzeczywistym w sensie naukowym, jego
zdaniem, znaczy tyle, co by¢ elementem systemu. W przypadku obiektéw mate-
matycznych znaczy to, Ze na pytanie o istnienie takiego bagdz innego obiektu
w ramach systemu odpowiada matematyk stosujgc wlasciwe dla matematyki $rodki
(w pogladach na to, ktére Srodki sg wlasciwe matematycy roéznig sie). Pytanie
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zewnetrzne jest pytaniem filozofa. Oczywiscie, dla filozofa odpowiedz, ze istnieé
to by¢ wartoscig zmiennej, nie jest satysfakcjonujgca. Odpowiedz i jej uzasadnienie
zadawalajgce wewnatrz systemu nie musi byé zaakceptowana jako odpowiedz ma
pytanie zewnetrzne, filozoficzne. Odpowiedz na pytanie zewnetrzne moze by¢ bez
znaczenia dla matematyki i w tym sensie mozna mowié, ze takie pytanie, jak
i odpowiedZz ma nie, pozbawione sg naukowego sensu. Chociaz matematycy beda
rozni¢ sie w kwestii odpowiedzi na pytanie o status ontyczny takiego badz innego
pojecia, to nie muszg roé6zni¢ sie w kwestii uznania twierdzen, w ktoérych pojecie
to wystepuje. R. Sikorski w monografii Funkcje rzeczywiste o co i —oo pisze jako
o liczbach nieskonczonych34, K. Kuratowski zas§ w Rachunku rézniczkowym i cat-
kowym deklaruje, ze ,,symbolowi p/0 nie przypisujemy zadnej warto$ci liczbo-
wej. Symbol oo, ktérego czesto uiywaé bedziemy, nie oznacza wiec zadnej liczby
(»nieskonczonej«)” 3. Obaj autorzy nie roéznig sie jednak, gdy chodzi o wuznanie
twierdzen, w ktoérych symbol ,,00” wystepuje. Nie bedg sie wiec roézni¢ w sprawie
tego, co okreslamy jako wewnetrzny problem istnienia. Za Descartesem mozna by
wiec méwié o rzeczach matematycznych, ze ,nie mozna powiedzie¢, ze sg miczym,
chociaz moze nie istniejg nigdzie poza 'mng”36, Przy czym zwrot ,istnienie we
mnie” nalezaloby interpretowaé jako istnienie w sensie istnienia wewnetrznego,
w systemie.

Tu pokazaliSmy, ze matematyka rozwijata sie poprzez przypisywanie istnienia
(w sensie wewnetrznym) temu, czego istnienie (w sensie zewmnetrzmym) byto
negowane. W wyniku historycznego procesu zanikla $wiadomo$¢é niemozliwo$ci
(niebytu) czegos, co kiedy$ za takie uchodzilo. E, Schroder na oznaczenie niemozli-
wego jeszcze bierze oo (stawiajgc pod znakiem zapytania, czy jest to liczba, czy
symbgl_)_ poniewaz, jak pisze, ,pierwotna niemozliwo§é¢ innych symboli, jak —1,
i=V—I1, etc. zostala, jak wiadomo, uniewazniona poprzez rozszerzenie dziedziny
liczb” 37, .

Spor wsréd matematykéw o metode matematyczng, czy ma to byé metoda
matematyki klasycznej, czy intuicjonistycznej, bgdZz tez jakas inna forma kon-
struktywizmu i zwigzana z tym sporem odpowiedZ na pytanie o to, czy dany
obiekt matematyczny (korelat semantyczny pojecia) istnieje, sg sporem w ramach
tego, co okreslamy jako wewnetrzny problem istnienia. OdpowiedZ na to pytanie
nie rozstrzyga jednak problemu istnienia przedmiotu matematyki. Kazda ze stron
w tym sporze jest w istocie w stanie zaakceptowaé konkretne rozstrzygniecia dru-
giej stwierdzajac: przy tak okreslonych zalozeniach jest tak wlasnie. Intuicjonisci,
w szczegblnoSci Brouwer, odrzucali metody formalne mna rzecz twoérczej intuicji.
Sformalizowany intuicjonizm w postaci logiki intuicjonistycznej zostat jednak
zaakceptowany i dzi§ nie kierujac sie zadng twoérczg intuicjg kazdy matematyk
w sposOb czysto formalny rozstrzyga, czy dane twierdzenie jest, czy nie jest twier-
dzeniem intuicjonistycznym.

Pytaniem, ma ktére odpowiedZ mie daje si¢ sprowadzi¢ do stwierdzenia, Ze
przy tak a tak okresSlonych zaloZeniach wtlasnie tak a tak, jest pytanie o istnie-
nie w sensie zewmnetrznym. Jest to pytanie filozoficzne. W powyzszych rozwazaniach
za$§ okazalo sie, ze na to pytanie w odniesieniu do przedmiotu matematyki twoércza
okazywala sie odpowiedz, ze istnieje, cho¢ z innego punktu widzenia byla to
nico$é. Filozofia ukazuje sie tutaj znowu jako fundament mnauki. I, jak sadze,
wlasnie na terenie filozofii mozna szukaé odpowiedzi na wecigz aktualne pytanie,
ktéra z teorii mnogo$ci jest ,prawdziwa”. A poniewaz odpowiedzi filozoficzne
nie sg nigdy do konca jednoznaczne, wiec nie tyle nalezy oczekiwaé rozstrzygajacej
odpowiedzi, ile sprecyzowania i uswiadomienia stanowisk.
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PRZYPISY
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nych — cyfr. Zas cyfr: 0, 1 itd. — w im wlaéciwym znaczeniu, czyli na. oznaczenie
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6 Por. Van der Waerden, Atgiebra, Mcskwa 1979, str. 20.
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przyktad, wybor liczb rzeczywistych raczej niz wymiernych lub catkowitych jako
wspoélrzednych nie tyle jest spowodowany przez fakty doswiadczenia, ile glownie
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str. 358. Jest to dzietko nieautentyczne.
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znaczy ,zbiér czego$” (set of). Nominalizm nie glosi wykluczenia bytéw abstrak-
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