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Wstep

Niniejsza ksiazka jest podrecznikiem do przedmiotu Algebra
ogoélna II wyktadanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia-
tymstoku w oparciu o nastepujacy program:

grupy: grupy przeksztatcen, dziatanie grupy na zbiorze, twierdzenia
Sylowa, grupy rozwiazalne, grupy proste, struktura skonczenie
generowanych grup abelowych;

pierécienie: pierécienie wielomianéw wielu zmiennych, pierécienie
noetherowskie, twierdzenie Hilberta o bazie, zbiory algebraiczne,
pierscienie szeregow potegowych;

ciala: ciata skonczone, rozszerzenia algebraiczne, liczby algebraiczne
1 przestepne, ciato rozktadu wielomianu, rownania rozwiazalne
w pierwiastnikach, ciata algebraicznie domkniete, zasadnicze
twierdzenie algebry, rozszerzenia konstruowalne, klasyczne kon-
strukcje geometryczne.

Wieloletnie doswiadczenia autora zwigzane z wyktadaniem algebry
ogolnej pokazaly, ze przedmiot ten sprawia spore trudnosci studentom.
Okazato sie, ze powyzszy program nie jest tatwo zrealizowaé w trakcie
pietnastu wyktadow w sposéb przystepny dla shuchaczy bez dyspono-
wania dobrymi materiatami dydaktycznymi. Okazato sie tez, ze odsy-
tanie studentéw do literatury nie jest (z wielu powodéw) skutecznym
rozwigzaniem problemu. Wtasnie dlatego powstat ten skrypt. W opar-
ciu o materiat tu umieszczony mozna sprawnie prowadzi¢ wyktady ubo-
gacajac je dodatkowymi przyktadami. uwagami dydaktycznymi. infor-
macjami historycznymi, ciekawostkami, zadaniami, problemami. itp.
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10 Wyklady z algebry ogdélnej 11

Materiat tu przedstawiony bazuje na znajomosci kursowych wykta-
déw z elementarnej teorii liczb, algebry liniowej i algebry I.

W podreczniku liczbami naturalnymi nazywamy dodatnie liczby
catkowite, za$ sam zbior wszystkich liczb naturalnych oznaczamy przez
N. Ponadto, Ny = N U {0} i Z oznacza pierscieri liczb calkowitych.
Koniec dowodu oznaczamy symbolem O.

Autor dziekuje dr Karolowi Pryszczepko za pomoc w sktadzie kom-
puterowym i korekcie tego podrecznika.
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Rozdziatl 1

Dzialanie grupy na zbiorze

1.1 Okreslenie i wlasnosci dziatania
grupy na zbiorze

Definicja 1.1. Niech A bedzie niepustym zbiorem i niech (G, -, e)
bedzie grupa. Mowimy, ze grupa GG dziala na zbiorze A, jezeli ist-
nieje odwzorowanie o: Gx A — A (przy czymdla g € G, a € A zamiast
o((g,a)) bedziemy pisali g o a), spetniajace nastepujace warunki:

1°Vyea €0a =a,

2 VyneG Vaea go(hoa)=(g-h)oa.

Stwierdzenie 1.2. Zatoimy, ze grupa G dziala za pomocg o na
zbiorze A. Wowczas dla kazdego g € G odwzorowanie l;: A — A dane
wzorem ly(a) = goa dla a € A jest bijekcjg. Ponadto odwzorowanie
F.: G — S(A) dane wzorem F,(g) =1, dla g € G jest homomorfizmem
grup.

Na odwrdt, jezeli F': G — S(A) jest homomorfizmem grup, to
op: GxA— A dane wzorem gorpa = (F(g))(a) dlag € G, a € A jest
dziataniem grupy G na zbiorze A.

Ponadto przy tych oznaczeniach: op, = o i F,, = F.

Dowdéd. Zatézmy. ze grupa G dziata za pomoca o na zbiorze A
iniech g € G. Wezmy dowolne a € A. Wtedy [,(g7'oa) = go(g~'oa) =

11




12 Dziatanie grupy na zbiorze

(gg~1)oa = eoa = a, czyli funkcja [, jest "na”. Wezmy dowolne a.b € A
takie, ze [,(a) = l,(b). Wtedy goa = gob, skad g~ 'o(goa) = g o(gob),
czyli (g71g)oa = (g7g) o b, a wiec eoca = eob, co daje a = b. Za-
tem funkcja I, jest "1-17. Wobec tego [, jest bijekcja i [, € S(A).
Wezmy dowolne g,h € G. Wowczas dla dowolnego a € A mamy, ze
(Fu(gh))(@) = lyn(a) = (gh) 0.0 = go (hoa) oraz (Fu(g) o Fa(h))(a) =
(Fo(9))((F5(h))(a)) = (Fo(9))(n(a)) = (Fu(g))(hoa) = ly(hoa) =
go(hoa). Stad F,(gh) = Fy(g) o F5(h) i F, jest homomorfizmem grup.

Na odwrét, zatézmy, ze F': G — S(A) jest homomorfizmem grup
i niech odwzorowanie op: G x A — A bedzie dane wzorem g op a =
(F(g))(a) dla g € G, a € A. Wtedy F(e) = ids, wiec e op a =
(F(e))(a) = ida(a) = a dla kazdego a € A. Ponadto dla dowolnych
9.k € G, F(gh) = F(g)o F(h). wiec gor (hora) = gor ((F(h))(a)) =
(F(g))(F(R)() = (F(g) o F(h))(a) = (F(gh))(a) = (gh) or a dia
kazdego a € A. Wobec tego grupa G dziala za pomoca op na zbiorze
A.

Wezmy dowolne a € Aig € G. Wtedy, g op,
goa, skad op,
skad wobec dowolnodci a, Fi,.(g) = F(g) i dalej, wobec dowolnosci g,
F,.=F. O

oF

Zalozmy (az do odwotania), ze grupa (G,-,e) dziala na zbiorze
A za pomoca o. W zbiorze A okreslamy relacje ~, przyjmujac dla
dowolnych a,b € A:

a~b& Jegb=goa. (1.1)

Stwierdzenie 1.3. Relacja ~ okreslona wzorem (1.1) jest relacjg
rownowaznosci w zbiorze A.

Dowod. Wezmy dowolne a € A. Wtedy z 1°, a = eoa, wiec a ~ a
i relacja ~ jest zwrotna.

Wezmy dowolne a,b € A takie, ze a ~ b. Wtedy istnieje g € G
takie, 72 b = g o a, skad na mocy 2°11°, glob =g lo(goa) =
(7' g)oa=-coa=a. czyli b~ airelacja ~ jest symetryczna.

Wezmy dowolne a.b.c € A takie, ze a ~ b i b ~ c. Wtedy istnieja
g,h € G takie, ze b = goa i ¢ = hob, wiec na mocy 2°, ¢ = ho(goa) =
(h-g)oa, skad a ~ c irelacja ~ jest przechodnia. O

projektu pn

tetu w Bialymstoku - kontynuacja,
Ministra Edukacji i Nauki
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Okreslenie i wlasnosci dziatania grupy na zbiorze 13

Klase abstrakcji Orb(a) relacji ~ o reprezentancie a € A nazywamy
orbita elementu a. Z (1.1) wynika, ze:

Orb(a) ={goa:ge€ G}. (1.2)

Ponadto z wtasnosci klas abstrakcji relacji rownowaznos$ci mamy
od razu, ze dla dowolnych a, b € A:

Orb(a) = Orb(b) albo Orb(a) N Orb(b) = 0. (1.3)
7 zasady abstrakcji wynika tez nastepujace

Stwierdzenie 1.4 (Wzér orbit). Jezeli grupa G dziata na skonczo-
nym zbiorze A, to istniejg ay, aq,...,as € A takie, zZe orbity Orb(a,),
S

Orb(as), ..., Orb(a,) sq parami rozlgczne oraz A = | ] Orb(a;).

=1

Dla dowolnego elementu a € A zbidr:
Stab(a) ={ge G:goa=a} (1.4)

nazywamy stabilizatorem elementu a. Oznaczmy G° = () Stab(a).
acA

Stwierdzenie 1.5. Stabilizator Stab(a) dowolnego elementu a € A
jest podgrupg grupy G. Ponadto G° = KerF,, wiec G° jest dzielnikiem

normalnym grupy G. W szczegolnosci, grupa G/G° zanurza sie w grupe
symetryczng S(A).

Dowdd. Z 1° wynika od razu, ze e € Stab(a). Niech g,h € Stab(a).
Wtedy goa = hoa = a, wiec na mocy 2°, (g-h)oa = go(hoa) = goa = a,
skad g - h € Stab(a). Ponadto z 2° oraz z 1°, g 'oa =g 'o(goa) =
(g7'-g)oa = ecoa = a, wigc g7 € Stab(a). Zatem Stab(a) jest
podgrupa grupy G.

Niech g € KerF,. Wtedy [, = id4, wiec dla kazdego a € A:
goa = a, skad g € Stab(a) i wobec tego g € G°. Na odwr6t, niech
g € G°. Wtedy dla kazdego a € A: g € Stab(a), skad goa = a, wiec
wobec dowolnosci a. l, = id4, a zatem g € KerF,. Wobec tego G° =
KerF, < G. Z twierdzenia o izomorfizmie G/KerF, = F,(A) < S(A),
wiec grupa G/G° zanurza si¢ w grupe symetryczng S(A). O
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Twierdzenie 1.6. Dla kazdego a € A moc orbity elementu a jest
rowna indeksowr stabilizatora tego elementu, tzn.

|Orb(a)| = (G : Stab(a)). (1.5)

Dowaéd. Niech X bedzie zbiorem wszystkich warstw lewostronnych gru-
py G wzgledem podgrupy Stab(a), czyli X = {gStab(a) : g € G}.
Okreslamy odwzorowanie ¢: X — Orb(a) przy pomocy wzoru:

¢(gStab(a)) = goadla g € G.

Dla dowolnych g1, g» € G mamy, ze g Stab(a) = g2Stab(a) < g7 g2 €
Stab(a) < (g7 'g2) 0a = a < g1 0a = g2 0 a, skad wynika, ze ¢ jest
dobrze okreslone i ¢ jest réznowarto$ciowe. Poniewaz dodatkowo ¢ jest
ma’, wiec ¢ jest bijekcja, czyli |Orb(a)| = |X| = (G : Stab(a)). O

Z twierdzenia 1.6 i z twierdzenia Lagrange’a wynika od razu

Whniosek 1.7. Jezeli grupa G jest skonczona, to dla kazdego a € A
liczba elementow orbity Orb(a) jest dzielnikiem rzedu grupy G oraz

|Orb(a)| = |5t|£|a);

1.2 Dziatanie grup na zbiorach -
- przyktady i zastosowania

Przyktad 1.8. Namocy stwierdzenia 1.2 dla dowolnego niepustego
zbioru A kazda podgrupa G grupy symetrycznej S(A) dziala w natu-
ralny sposob na zbiorze A za pomoca o danego wzorem: g o a = g(a)
dla ¢ € G oraz a € A. W szczegdlnosci kazda podgrupa G grupy S,
dziala w naturalny sposéb na zbiorze {1,2,...,n}.

Przyklad 1.9. Dla dowolnego elementu a grupy (G, -, €) podzbiér
Zg(a) ={g € G : ga = ag} nazywamy centralizatorem elementu a,
za$ podzbiér Ce(a) = {gag™ : g € G} nazywamy klasg elementéw
sprzezonych z elementem a.

nstoku - kontynt
OS¢ T ” Ministra E 1 kacji i Nauki
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Dzialanie grup na zbiorach - przyktady i zastosowania 15

Pokazemy, ze grupa G dziata na zbiorze G za pomoca automorfi-
zmow wewnetrznych. Mianowicie dla g, a € G okreslamy:

goa=g-a-g " (1.6)

Wtedy dla dowolnych g,h,a € G mamy, ze coa=¢e-a-e ' = a oraz

go(hoa) = go(h-a-h™") = g-h-a-h™'-g~" = (g-h)-a-(g-h) ™" = (g9-h)oa.
Zatem grupa G dziala na zbiorze G za pomoca o. Zauwazmy, ze dla
dowolnego a € G, Stabla) = {9 € G :gag' =a} ={g € G : ga =
ag} = Zg(a) oraz Orb(a) = {gag™ : g € G} = Cg(a).

Zatem ze stwierdzenia 1.5 oraz z twierdzenia 1.6 mamy od razu

Stwierdzenie 1.10. Centralizator dowolnego elementu a grupy G
jest jej podgrupg oraz moc klasy elementow sprzezonych z elementem
a jest rowna indeksowi centralizatora tego elementu w grupie G, czyli

[Cala)l = (G : Zg(a)).

Definicja 1.11. Jezeli rzad grupy skonczonej G jest potega pewnej
liczby pierwszej p o wyktadniku naturalnym n, to mowimy, ze G jest
p-grupg.

Twierdzenie 1.12. KaZda skonczona p-grupa ma nietrywialne
centrum.

Dowdéd. Niech G bedzie skonczona p-grupa. Wtedy istnieje liczba natu-
ralna n taka, ze |G| = p™ (p jest liczba pierwsza!l). Zalézmy, ze centrum
Z(G) grupy G jest trywialne, tzn. Z(G) = {e}. Rozwazmy dzialanie
grupy G na siebie za pomoca automorfizmow wewnetrznych. Ze wzoru
orbit istnieja aj,as,...,as € G takie, ze G = U Orb(a;) oraz zbiory
i=1
Orb(ay), Orb(as), ..., Orb(as) sa parami roztaczne. Z pierwszosci p oraz
z wniosku 1.7 istnieja ki,.... ks, € Ny takie, ze |Orb(a;)| = p* dla
i = 1....,s Ponadto z wniosku 1.7 mamy, ze dla a € G: |Orb(a)| =
1 & [Stab(a)| = |G| & Stabla) = G < a € Z(G) & a = e. Za-
tem dokladnie jedna orbita ma moc 1, a pozostate orbity maja moc

podzielna przez p. Ale p"* = Z p*, wiec otrzymujemy sprzecznosé.
i=1

Zatem Z(G) # {e}. O
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Lemat 1.13. Jezeli grupa G nie jest abelowa, to grupa G /Z(G) nie
jest cykliczna.

Dowdéd. Zatézmy, ze istnieje grupa nieabelowa G taka, ze G/Z(G) jest
grupa cykliczna. Wtedy istnieje a € G takie, ze G/Z(G) = (aZ(G)).
Wezmy dowolne x,y € G. Wtedy istnieja liczby catkowite £ i [ takie,
ze 2Z(G) = (aZ(G))k = a*Z(G) oraz yZ(G) = (aZ(G))' = a'Z(G).
Zatem x = a*u oraz y = a'v dla pewnych u,v € Z(G). Stad yr =
avafu = dlafvu = dfaluv = (aFu)(alv) = zy, czyli grupa G jest
abelowa, wbrew zatozeniu. O

Twierdzenie 1.14. Jezeli rzqd grupy G jest kwadratem liczby
pierwszej, to grupa G jest abelowa.

Dowéd. 7 zalozenia istnieje liczba pierwsza p taka, ze |G| = p?. Po-
nadto z twierdzenia 1.12, |[Z(G)| > 1. Zatem z twierdzenia Lagrange’a
i z pierwszosci p, |Z(G)| = p lub |Z(G)| = p*. Jedli |[Z(G)| = p, to
grupa G nie jest abelowa oraz |G/Z(G)| = p, wiec z pierwszosci p grupa
G/Z(G) jest cykliczna, wbrew lematowi 1.13. Zatem | Z(G)| = p?, skad
Z(G) =G 1igrupa G jest abelowa. O

Przyktad 1.15. Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wowczas dla
kazdego g € G, gHg™' = {ghg™ : h € H} jest podgrupa grupy G
jako obraz podgrupy H przy automorfizmie wewnetrznym x +— grg ™!,
x € G. Nazywamy ja podgrupa sprzezong z podgrupa H.

Normalizatorem podgrupy H grupy G nazywamy podzbior:
Ne(H)={g€ G :gHg ' = H}. (1.7)

Oznaczmy przez A rodzine wszystkich podgrup grupy G sprzezonych
z podgrupa H. Wtedy A = {gHg ! : g € G}. Rozwazmy dziatanie
grupy G na zbiorze A za pomoca automorfizméw wewnetrznych:

goA=gAg'dlage G, Ae A

Jesli A € A, to istnieje a € G takie, ze A = aHa ™!, wiec dla g € G,
goA =glaHa ')g~t = (ga)H(ga)~' € A. Ponadto dla A € A oraz dla

ymstoku - kontynuacja,
finistra Edukacji i Nauki
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g.h € Gmamy, ze eo A =eAe™! = Aoraz go(hoA) = go(hAh™!) =
ghAR~ g™ = (gh)A(gh)~! = (gh) o A. Zatem o jest dzialaniem grupy
G na zbiorze A.

Dalej, H = eHe ™' € A oraz Stab(H) = {g € G : gHg™' = H} =
Ng(H) oraz Orb(H) = A. Zatem ze stwierdzenia 1.5 mamy, ze Ng(H)
jest podgrupa grupy G. Ponadto dla h € H jest hHh™ = {hah™! :
r € Hy = H, wiec H C Ng(H). Zatem z okreSlenia Ng(H) mamy, ze
H < Ne(H).

Z tych rozwazan oraz z twierdzenia 1.6 wynika od razu

Twierdzenie 1.16. Normalizator Ng(H) podgrupy H w grupie G
jest podgrupg grupy G. Ponadto H<ANg(H) oraz moc zbioru wszystkich
podgrup grupy G sprzeionych z podgrupg H jest rowna indeksowi jej
normalizatora w grupie G.

Przyktad 1.17. Niech A i B beda skonczonymi podgrupami grupy
G i niech
AB={ab:a€ Abe B}.

Wowcezas AB jest podzbiorem G, ale nie musi by¢ podgrupa grupy
G. Grupa A x B dziala na zbiorze AB za pomoca o zdefiniowanego
nastepujaco:

(a,b) o (zy) = aryb™" dla a,z € A, b,y € B.
Rzeczywiscie, dla x € A, y € B jest (e,e) o (zy) = exye™! = zy oraz
dla aj,as,x € Aiby,by,y € B: [(a1,b1)(az, ba)] o (xy) = (ajas, b1bs) o
(zy) = ajaory(biby) ™' = ajazyby byt = ai(ag by) o (zy))by! =
(a1,by) o [(az, b2) o (zy)]. Zauwazmy, ze e = ee € AB, Orb(e) =
{ab™' : a € Ab € B} = AB oraz Stab(e) = {(a.b) € A x B :
aeb™! = e} = {(a,b) € Ax B:a=0b} ={(a,a): a € AN B}. Stad
|Stab(e)| = |AN Bl i|0rb(e)| = |AB].

Z tych rozwazan oraz z wniosku 1.7 wynika od razu

Twierdzenie 1.18. Jezeli A i B sq skoniczonymi podgrupami grupy

G. to |AB| = a5l

ymstoku - kontynuacja,
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Lemat 1.19 (Poincare). Niech H bedzie podgrupg skoriczonego in-
deksu n w grupie G. Wéwczas istnieje podgrupa normalna N grupy G
taka, Ze N C H i grupa G/N zanurza sie w grupe S,, a wiec w szcze-
gélnosci rzqd grupy G/N dzieli liczbe n!.

Dowdéd. Niech M = {gH : g € G} bedzie zbiorem wszystkich warstw
lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H. Dla a, g € G okreslamy
go (aH) = (ga)H. Jezeli a,b,g € GiaH = bH, to a~'b € H oraz
(ga)~(gb) = a'g7'gb = a~'b, wiec (ga)H = (gb)H. Ponadto, e o
(aH) = (ea)H = aH oraz dlaz,y € G: z o (yo (aH)) = xo [(ya)H] =
[z(ya)|H = [(zy)a]H = (zy) o (aH). Wobec tego grupa G dziala na
zbiorze M.

Wezmy dowolne a,g € G. Wowcezas g € Stab(aH) <= (ga)H =
aH <= a'ga€ H <= g€ aHa™ !, czyli Stab(aH) = aHa™'. Stad
1 na mocy stwierdzenia 1.5, N = ﬂ aHa ' jest dzielnikiem normal-

a€G
nym grupy G i grupa G/N zanurza sie¢ w grupe S(M). Ale (G : H) = n,
wiec M| =nizalgebry I, S(M) = S,,. Zatem grupa G/N zanurza si¢
w grupe S, i w szczegélnosci rzad grupy G/N dzieli liczbe n!. Ponadto
N CeHe ! = H, wiec N C H. O




Rozdziatl 2

Twierdzenie Sylowa 1 jego
zastosowania

2.1 Sformulowanie i dowdd twierdzenia
Sylowa

Lemat 2.1. Dla dowolnych liczb naturalnych m i k oraz dla dowol-
nej liczby pierwszej p:

km J—
(ppk ) = m (mod p).
Dowod. Z algebry I wiemy, ze Z,(x) jest cialem charakterystyki p
i Zy[x] jest jego podpierscieniem oraz (1 + z)*" = 1+ 27", Stad i ze

wzoru dwumianowego Newtona (1+2)7" 7 = [(1+2)']" = (142" )" =

m k; . , . k . . . k
Z ( : >xp ' wiec wspétezynnik przy 2P w wielomianie f = (14+z)P ™
i=0

jest rowny <m

1) -1 = m - 1. Ale ze wzoru Newtona mamy tez, ze

pPm /&
m .
f=> (pj >x9, wiec ten wspoétezynnik jest réwny (p;,:n> - 1. Zatem
j=0

w ciele Z,: <p;;n> -1=m-1, skad (i{”) = m (mod p). O

19
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Definicja 2.2. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech G bedzie
grupa skoriczong taka, ze |G| = p*m dla pewnych k,m € N, p { m.
Kazda podgrupe H rzedu p* grupy G nazywamy p-podgrupg Sylowa
grupy G.

Twierdzenie 2.3 (Sylowa). Jezeli liczba pierwsza p dzieli rzqd
grupy skonczonej G, to:

(i) grupa G zawiera p-podgrupe Sylowa,

(i) liczba n,, p-podgrup Sylowa grupy G przystaje do 1 modulo p
i dzieli |G|,

(ii1) kazda p-podgrupa grupy G jest zawarta w pewnej p-podgrupie
Sylowa grupy G,

() kazde dwie p-podgrupy Sylowa grupy G sq sprzezone.

Dowéd. 7 zalozenia mamy, ze istniejg k,m € N takie, ze |G| = pFm
oraz p {1 m. Niech A bedzie zbiorem wszystkich p* elementowych pod-
zbioréw zbioru G. Wowcezas grupa G dziata na zbiorze A za pomoca
przesunie¢ lewostronnych:

goA={g-a:acAldlage G, Ac A

Rzeczywiscie, dla dowolnych g,h € G, A € A, |go Al =[{g-a:a €
A} = |Al =pF,ecA={e-a:ae A} = Aiponadto go (ho A) =
gofh-a:ae A} ={g-(h-a):ac A} ={(g-h)-a:a€ A} = (g-h)o A.

Zbiér A ma (’ﬁ,ﬁ") elementéw i na mocy lematu 2.1 liczba ta nie jest
podzielna przez p. Ze wzoru orbit wynika zatem, ze istnieje X € A,
ktorego orbita Orb(X) ma liczbe elementéw s niepodzielna przez p.
Z wniosku 1.7 mamy, ze pFm = s - |Stab(X)|. Ale p t s, wiec stad
p* dzieli |Stab(X)|, czyli |Stab(X)| > p*. Ponadto dla a € X oraz
g € Stab(X) mamy g -a € X, wiec Stab(X)a C X, skad |Stab(X)| =
|Stab(X)a| < | X| = p*. Zatem |Stab(X)| = p* oraz Stab(X)a = X dla
a € X. Wobec tego na mocy stwierdzenia 1.5, Stab(X) jest p-podgrupa
Sylowa grupy G. Dla a € X mamy tez, ze a~'Stab(X)a = a™'X €
Orb(X). Ale a='Stab(X)a jest obrazem p-podgrupy Sylowa grupy G
przy automorfizmie wewnetrznym, wiec tez jest p-podgrupa Sylowa
grupy G. W ten sposob pokazaliémy, ze kazda orbita o liczbie elemen-
tow niepodzielnej przez p, zawiera pewna p-podgrupe Sylowa grupy G.
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Ponadto kazda orbita Orb(Y') dla Y € A zawierajaca p-podgrupe Sy-
lowa H grupy G jest postaci Orb(H) = {aH : a € G}, czyli sklada sie
ze wszystkich warstw lewostronnych wzgledem H, czyli ma doktadnie
m elementow, na mocy twierdzenia Lagrange’a. Wobec tego liczba n,,
p-podgrup Sylowa grupy G jest réwna liczbie orbit o liczbie elemen-
tow niepodzielnej przez p. Ponadto orbity takie sg m elementowe. Stad
liczba elementéw zbioru A nalezacych do orbit o liczbie elementéw nie-
podzielnej przez p jest réwna n,-m. Wobec tego n,-m = | A| (mod p),
czyli na mocy lematu 2.1, n,-m =m (mod p). Ale pt m, wiec n, =1
(mod p). Koniczy to dowdd (i) oraz pierwszej czesci (ii).

Niech H bedzie p-podgrupa grupy G. Wtedy istnieje liczba natu-
ralna | taka, ze |H| = p'. Niech F bedzie dowolna p-podgrupa Sy-
lowa grupy G. Oznaczmy przez B zbiér warstw lewostronnych grupy G
wzgledem podgrupy F. Z twierdzenia Lagrange’a mamy, ze |B| = m.
Grupa H dziala na zbiorze B za pomoca przesunie¢ lewostronnych:
hoB={h-b:be€ B}dlah € H oraz B € B. Poniewaz |B| =m
nie jest podzielne przez p, wiec z pierwszosci p oraz z twierdzenia 1.6
liczba elementow dowolnej orbity jest potega p, wiec ze wzoru orbit
wynika, ze istnieje orbita jednoelementowa Orb(gF) = {gF'} dla pew-
nego g € G. Stad hgF = gF dla kazdego h € H, czyli Hg C gF, skad
H C gFg~!. Poniewaz gFg~! jest p-podgrupa Sylowa grupy G jako
obraz p-podgrupy Sylowa F' przy automorfizmie wewnetrznym, wiec
otrzymujemy stad (iii) oraz (iv). Ponadto na mocy twierdzenia 1.16
mamy, ze n, = (G : Ng(H)), wiec n, jest dzielnikiem |G|. Konczy to
dowdd drugiej czesei (ii) oraz naszego twierdzenia. a

Z dowodu twierdzenia Sylowa i z twierdzenia 1.16 wynika od razu
nastepujace

Stwierdzenie 2.4. Jezeli H jest p-podgrupg Sylowa grupy G, to
liczba n, wszystkich p - podgrup Sylowa tej grupy wynosi

n, = (G : Ng(H)).

W szczegolnosct H < G wtedy  tylko wtedy. gdy n, = 1.
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2.2 Pewne zastosowania twierdzenia
Sylowa

Twierdzenie 2.5 (Cauchy’ego). Jezeli liczba pierwsza p dzieli rzqd
grupy skonczonej G, to w grupie G istnieje element rzedu p.

Dowdéd. Z twierdzenia Sylowa taka grupa G posiada p-podgrupe Sy-
lowa H oraz |H| = p* dla pewnego k € N, wiec istnieje h € H \ {e}.
Z twierdzenia Lagrange’a o(h) | p* i o(h) # 1, bo h # e. Zatem o(h) =
p! dla pewnego naturalnego | < k. Ale wéwczas o(th) =p. O

Stwierdzenie 2.6. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech k, m
bedg liczbami naturalnymi takimi, ze pt m. Jezeli liczba m nie posiada
dzielnika d > 1 takiego, e d = 1 (mod p), to kazda grupa G rzedu p*m
posiada dzielnik normalny rzedu p*.

Dowdéd. 7 twierdzenia Sylowa taka grupa G posiada podgrupe H rzedu
p* oraz liczba n,, p-podgrup Sylowa grupy G dzieli liczbe p*m oraz
n, =1 (mod p). Stad n, | m, wiec na mocy zalozenia, n, = 1. Zatem
ze stwierdzenia 2.4, H < G. O

Twierdzenie 2.7. Jezeli p > q sq liczbami pierwszymi, to kazda
grupa G rzedu p*q, gdzie k € N, posiada dzielnik normalny rzedu p*.

Dowdd. Poniewaz p > q i ¢ > 1 jako liczba pierwsza, wiec p 1 ¢ — 1.
Zatem ze stwierdzenia 2.6 grupa G posiada dzielnik normalny rzedu
k

P g

Twierdzenie 2.8. Jezeli p > q sq liczbami pierwszymi takimi, ze
q nie dzieli p — 1, to kazda grupa G rzedu pq jest cykliczna.

Dowéd. Ze stwierdzenia 2.6 wynika, ze w grupie G istnieja dzielniki
normalne H i K takie, ze |H| = p i |K| = ¢. Zatem z twierdzenia
Sylowa wynika, ze H jest jedyna podgrupa rzedu p grupy G, zas K
jest jedyna podgrupa rzedu q grupy G. Zatézmy, ze grupa G nie jest
cykliczna. Wtedy z pierwszoéci liczb p i q oraz z twierdzenia Lagrange’a
otrzymujemy, ze kazdy element a # e grupy G ma rzad réwny p lub
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q. Ale jesli o(a) = p, to |[{a)| = p, skad (a) = H i kazdy element a €
H\ {e} ma rzad p, wiec w grupie G istnieje doktadnie p —1 elementéw
rzedu p. Analogicznie, w grupie G istnieje doktadnie ¢ — 1 elementéw
rzedu ¢. Stad |G| =pg=1+(p—1)+(g—1), wiec (p—1)(¢g—1) =0
i mamy sprzecznos¢. Zatem grupa G jest cykliczna. O

Przyktad 2.9. Niech p bedzie liczba pierwsza. Z algebry I wiemy,
ze zbior wszystkich kwadratowych macierzy odwracalnych stopnia 2
nad ciatem Z, tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie macierzy. Ozna-
czamy ja przez GLy(Z,). Zilustrujemy twierdzenie Sylowa na przykta-
dzie tej grupy.

Rozpoczynamy od obliczenia jej rzedu. Z algebry liniowej wiadomo,
ze macierz A € Ms(Z,) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
wiersze sa liniowo niezalezne. Pierwszy wiersz macierzy A jest zatem
dowolnym niezerowym wektorem przestrzeni Zg, a wiec mozna go wy-
bra¢ na p?—1 sposobéw. Gdy pierwszy wiersz [a, b] jest juz wybrany, to
drugi wiersz jest dowolnym wektorem ze zbioru Z2\ {z-[a, b] : x € Z,},
a wiec mozna go wybra¢ na doktadnie p? — p sposobéw. Zatem macierz
A mozna wybraé¢ na doktadnie (p? — 1)(p? — p) sposobéw i wobec tego
|GLy(Zy)| = p(p® = 1)(p — 1)

Z twierdzenia Sylowa wynika zatem, ze w grupie G Ls(Z,) istnieje
p-podgrupa Sylowa i ma ona doktadnie p elementow. Latwo sprawdzié,

ze:
1 a
a={]4

jest podgrupa grupy GLo(Z,). Ale |H| = p, wiec H jest p-podgrupa
Sylowa grupy G = GLy(Z,).

Wyznaczymy teraz liczbe n, wszystkich p-podgrup Sylowa grupy
G. Ze stwierdzenia 2.4 mamy, ze n, = (G : Ng(H)). Wystarczy za-

@b } € G. Wtedy det(A) =

:aGZP}

tem wyznaczy¢ Ng(H). Niech A =

d

—C

d

ad —be # 0 oraz A™' = L [

_2 ] Ponadto A € N¢(H) <
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B(z) = A- [ (1) f} - A7 € H dla kazdego = € Z,. Ale B(x) =
1 — —acz a’z
{ ady-be ad—be ]7 wiec skoro B(1) € H, to ¢ = 0.
" ad—bc 1+ adirbc
Na odwrét, jesli ¢ = 0, to B(z) € H dla kazdego = € Z,. Zatem:

J\’G(H):{[g ZJ ca,b.d € Z,, a,d;éo}.

T 2; —_
Stad |[Ng(H)| = (p—1)*p oraz (G : Ng(H)) = \Nlcﬂl)l — p(pp(pi)fg)z D
=p+1, czylin,=p+ 1.

Przyklad 2.10. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Pokazemy,
ze dla kazdej liczby naturalnej d > 1 dzielacej liczbe p — 1 istnieje
nieabelowa grupa G rzedu pd. W szczegolnosci wyniknie stad, ze jezeli
liczba pierwsza g dzieli p — 1, to istnieje nieabelowa grupa rzedu pq.

Poniewaz ]Z;l = p— 11z algebry I grupa Z; jest cykliczna, wiec
istnieje w niej podgrupa K rzedu d. Ale d > 1, wiec istnieje x € K
takie, ze x # 1. Latwo sprawdzi¢, ze:

k a
G—{{O 1}.keK,anP}

jest podgrupa grupy GLs(Z,). Ponadto |G| = |Z,| - |K| = pd. Niech

A:[ orazB:{1 1}\VtedyA,BEGorazA-B#B-A,

z 0
01 0 1
bo z # 1. Zatem grupa G nie jest abelowa.

Twierdzenie 2.11. Jezeli p > q > r sq liczbami pierwszymi, to
kazda grupa G rzedu pqr posiada dzielnik normalny rzedu p lub q.

Dowdéd. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy ze stwierdzenia 2.4 mamy, ze
n, > 1in, > 1. Ale z twierdzenia Sylowa n,|pgr oraz n, =1 (mod p).
wiec n, | gr, skad n, = ¢ lub n, = r lub n, = qr. Ale prg—1
ipfr—1,bop>q>r, wiecn, =qgr. Wobec tego w grupie G istnieje
doktadnie gr(p—1) elementow rzedu p. Rozumujac podobnie uzyskamy.
ze n, > p. Zatem w grupie G istnieje co najmniej p(q — 1) elementow
rzedu q. Stad |G| > qr(p—1)+plg—1)+7 > pgr+plg—1)—qr > pgr,
bop>qiq—12>r. Ale |G| = pgr, wiec mamy sprzecznosc. O




Rozdziat 3

Grupy rozwigzalne

3.1 Komutant grupy

Niech G bedzie grupa. Komutatorem elementéw a, b € G nazy-
wamy element:

[a,b] = a~ b~ Lab.

Komutantem grupy G nazywamy najmniejsza (w sensie inkluzji)
podgrupe G’ grupy G zawierajaca wszystkie komutatory [a, b], a,b € G.

tatwo sprawdzi¢, ze dla dowolnych elementow a, b, g, z1, ..., 2, € G
zachodza nastepujace wzory:

ab = ba < [a,b] = e, (3.1)

[a,b)™ = [b,al, (3.2)

gla,blg™" = [gag™". gbg™"]. (3.3)

glay- ... x,)g = (92197 ") ... (gTag ™). (3.4)

Postugujac sie tymi wzorami bez trudu mozna wykazaé, ze komutant
G’ grupy G jest zbiorem wszystkich skonczonych iloczynéow wszystkich
komutatoréw utworzonych ze wszystkich elementéw tej grupy, G' < G
i grupa G/G’ jest abelowa. Ponadto grupa G jest abelowa wtedy i tylko
wtedy, gdy G' = {e}.

dofinansowanego no$¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki
0040/2023/01
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Twierdzenie 3.1. Niech H bedzie podgrupg normalng grupy G.
Wowczas:

(i) H < G,

(ii) grupa G/H jest abelowa < G' C H.

Dowdd. (i). Niech h € H' wtedy istnieja ai,...,as,b1,...,bs € H ta-
kie, ze h = [a1,by] - ... [as, bs]. Stad na mocy (3.4) i (3.3) dla dowol-
nego g € G, ghg™' = [ga1g~t, gb1g7 '] - ... - [gasg™t, gbsg™'] € H', bo
ga;g . ghigt € Hdlai=1,...,s Zatem H' < G.

(il). Zalézmy, ze grupa G/H jest abelowa. Wtedy dla dowolnych
a,b € G mamy, ze (aH)(bH) = (bH)(aH), skad (ab)H = (ba)H,
czyli (ba)~(ab) € H, skad [a,b] € H. Zatem G’ C H. Na odwrdt,
zatézmy, ze G' C H. Wtedy dla dowolnych a,b € G jest [a,b] € H,
czyli a='btab € H, skad (ba)~'(ab) € H. Zatem (ab)H = (ba)H, czyli
(aH)(bH) = (bH)(aH) i grupa G/H jest abelowa. O

Przyktad 3.2. Niech G bedzie grupa z przyktadu 2.10 i niech
H bedzie takie jak w przyktadzie 2.9. Pokazemy, ze G’ = H. Niech

A:lg l{]orazB: 6 i , gdzie a,r € K oraz b, s € Z,. Latwo
1 s(a—1)+b(1-r)
sprawdzi¢, ze wowczas [A, B] = 0 v .Stad [A.B] € H

dla dowolnych A, B € G. Zatem G’ C H. Podstawiajac a = = (gdzie

r#1),b=0,r=2"1 5= —%= (gdzie a jest dowolnym elementem

1l «

ciala Z,), uzyskamy, ze [A, B] = [ 01

], skad wynika, ze H C G,

Zatem ostatecznie G = H.

Stwierdzenie 3.3. Jezeli f: G — H jest homomorfizmem grupy
G na grupe H. to H = f(G').

Dowdéd. Niech a.b € G. Wtedy
Flla. b)) = fla b7 ab) = f(a) " f(b) " f(a) f(b) = [fla), f(b)] € H.

Stad z definicji komutanta grupy f(G') C H'.

ynuacja,
Ministra Edukacji i Nauki
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Wezmy dowolne h € H'. Wtedy istniejg h;, k; € Hdlai=1,....s
takie, ze h = [h1, k1] - ... - [hs, ks]. Ponadto f jest 'ma’, wiec istnieja
a;,b; € G takie, ze h; = f(a;) oraz k; = f(b;) dlai =1,...,s. Zatem
h = [f(al)f(b1>] Tt [f(as>f(bs>] = f([(h,bﬂ) et f([asbeD =
f(lar, by] - ...« [as, b)) € f(G'), czyli H C f(G') i ostatecznie H' =
F(G). O

3.2 Okreslenie i charakteryzacja grupy
rozwigzalnej

Definicja 3.4. Ciggiem komutantéw grupy G nazywamy niero-
snacy ciag jej podgrup

G » elty » el ...

9

taki, ze G = G oraz G = [GW) dla k =0,1,2,....

Grupe G nazywamy rozwiazalng, jedli G = {e} dla pewnego n.
Najmniejsza wartoéé¢ n, dla ktérej G™ = {e} nazywamy stopniem
rozwigzalno$ci rozwigzalnej grupy G.

Przyktad 3.5. Grupy trywialne sa jedynymi grupami rozwigzal-
nymi stopnia 0, za$ nietrywialne grupy abelowe sa jedynymi grupami
rozwiazalnymi stopnia 1.

Przyklad 3.6. Przy oznaczeniach z przyktadu 3.2 mamy, ze GV =
G'= H # {e} oraz H' = {e}, bo H = Z7 (czyli H jest grupa abelowa).
Zatem G® = {e} oraz GV # {e}, czyli G jest grupa rozwiazalna
stopnia 2.

Uwaga 3.7. Z twierdzenia 3.1 przez prosta indukcje uzyskujemy.
ze dla dowolnej grupy G, G*) < G dla kazdego k = 0,1,2,. ...

Uwaga 3.8. Z okreslenia komutanta grupy wynika od razu. ze dla
dowolnych podgrup A, B grupy G takich, z2 A C B jest A C B'.
Przez prosta indukcje uzyskujemy stad, ze A® C BW dla kazdego
E=1.2,...

mstoku - kontynuacija,
Cr i” Ministra Edukacji i Nauki
2023/01
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Uwaga 3.9. Niech f: G — H bedzie homomorfizmem grupy G na
grupe H. Wtedy ze stwierdzenia 3.3 mamy, ze H' = f(G’). Jezeli dla
pewnego naturalnego k zachodzi H*¥) = f(G®)), to ze stwierdzenia 3.3,
HED = [HR) = [f(GW)]) = f(IGW])) = f(GH*D). Zatem H™ =
f(G™) dla kazdego naturalnego n.

Z uwag 3.8 1 3.9 od razu wynika nastepujace

Stwierdzenie 3.10. Dowolna podgrupa t© dowolny obraz homomor-
ficzny grupy rozwigzalnej sqg grupami rozwigzalnymi.

Twierdzenie 3.11. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy
G. Jezeli grupy H i G/ H sq rozwigzalne, to grupa G tez jest rozwigzal-
na.

Dowdd. 7 zalozenia istniejg liczby naturalne m i n takie, z2 H™ = {e}
oraz (G/H)™ = {H}. Niech f: G — G/H bedzie homomorfizmem
naturalnym, tzn. f(r) = xH dla x € G. Wtedy z uwagi 3.9 uzyskamy,
ze {H} = (G/H)™ = f(G'™) = [G"™ H]/H, skad G'™ C H. Zatem
z uwagi 3.8, (G™M)W C H™ = {e}. Ale z okreélenia G® wynika, ze
(G () = GIm+n) wwiee G = {e}, czyli grupa G jest rozwiazalna.

O

Twierdzenie 3.12. Grupa G jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy,
gdy istniejg w niej podgrupy Gi = G,Ga, ..., G = {e} takie, Ze

Giy1 <G oraz grupa G; /Gy jest abelowa dla wszystkich i =1, ..., n.

Dowdéd. Jezeli grupa G jest rozwigzalna, to ciag (G;) zdefiniowany wzo-
rem G; = GV dlai=1,....n+ 1, spelnia warunki sformutowane
w twierdzeniu, na mocy twierdzenia 3.1.

Na odwroét, zatézmy, ze ciag podgrup G; dla i = 1,2,...,.n+ 1
spehia te warunki. Pokazemy, ze G0 C Gy, dlai = 0,1,...,n. Dla
i = 0 jest to oczywiste, bo G = G = G,. Zatézmy, ze dla pewnego
i < njest GY C Giyq. Poniewaz grupa Gi.,/Giio jest abelowa, wiec
z twierdzenia 3.1, G, C Giio, skad GOV = [GO] C Gy C Gia.
Zatem na mocy indukeji G C G,y = {e}, czyli G™ = {e} i grupa
G jest rozwigzalna. d
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3.3 Przyktady grup rozwigzalnych

Przyklad 3.13. Kazda grupa G rzedu 12 jest rozwiazalna. Rzeczy-
wiscie, na mocy twierdzenia Sylowa w takiej grupie istnieje podgrupa
H rzedu 4 i istnieje podgrupa K rzedu 3. Je$li K <G, to z twierdzenia
Lagrange’a |G/K| = % = 2 = 4, wiec na mocy twierdzenia 1.14
grupa G/K jest abelowa. Ale grupa K tez jest abelowa, gdyz | K| = 3,
wiec z twierdzenia 3.11, grupa G jest rozwiazalna.

Zatozmy dalej, ze podgrupa K nie jest normalna w grupie G. Wow-
czas z twierdzenia Sylowa liczba n3 wszystkich 3-podgrup Sylowa spet-
nia warunki: n3 = 1 (mod 3) oraz n3 | 12 i ng > 1 na mocy stwier-
dzenia 2.4. Stad ny = 4. Zatem w grupie G jest dokladnie 4-2 = 8§
elementow rzedu 3, a poniewaz |G| = 12, wiec istnieje doktadnie jedna
2-podgrupa Sylowa grupy G. Stad ze stwierdzenia 2.4, H < G. Zatem
z twierdzenia Lagrange’a, |G/H| = % = 12 = 3, skad grupa G/H jest
abelowa. Ponadto |H| = 4 = 22, wiec z twierdzenia 1.14 grupa H tez
jest abelowa. Zatem z twierdzenia 3.11 grupa G jest rozwiazalna.

Twierdzenie 3.14. Kazda skonczona p-grupa jest grupg rozwigzal-
ng.

Dowdd. Niech G bedzie skoniczona p-grupa. Wtedy istnieje liczba natu-
ralna n taka, ze |G| = p™ (i oczywiscie p jest liczba pierwsza). Zastosu-
jemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1, |G| = p, wiec z algebry I grupa G
jest cykliczna, czyli jest abelowa, a wiec grupa G jest rozwiazalna. Za-
t6zmy, ze teza zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych £ < n i niech
G bedzie grupg rzedu p"*!. Z twierdzenia 1.12 i z pierwszoéci p wynika,
ze | Z(Q)| = p* dla pewnej liczby naturalnej k < n+1. Jezeli k = n+1,
to Z(G) = G i grupa G jest abelowa, czyli jest rozwiazalna. Jesli zas
k < n+ 1, to z twierdzenia Lagrange’a |G/Z(G)| = p**1~*, wiec z za-
tozenia indukcyjnego grupa G/Z(G) jest rozwiazalna. Ale grupa Z(G)
jest abelowa, wiec z twierdzenia 3.11 grupa G jest rozwiazalna. O

7 twierdzenn 3.11, 3.14 i 2.7 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 3.15. Niech p > q bedq liczbami pierwszymi i niech
a € N. Wowczas kazda grupa G rzedu p®q jest rozwigzalna.
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Przyktlad 3.16. Pokazemy, ze dla n = 1,2, 3,4 grupa permutacji
S, jest rozwiazalna. Poniewaz |S;] = 11 [Sy| = 2, wiec grupy S; 1 Sy sa
abelowe, a wiec sa rozwiazalne. Nastepnie, Az <I'S; oraz (S3 : Az) = 2,
wiec S3/Aj jest grupa abelowa oraz |Az| = 35’ = 3, czyli grupa Agj jest
abelowa. Zatem z twierdzenia 3.11 grupa S; jest rozwiazalna. W koncu,
(Sy + Ay) = 2, wiec [S4/A4| = 2, czyli grupa Sy/A, jest abelowa
1A = % = 12, wiec z przykladu 3.13 grupa A, jest rozwiazalna.
Zatem z twierdzenia 3.11 grupa S, jest rozwiazalna.

Twierdzenie 3.17. Jezeli p > q sq liczbami pierwszymi, to dla
dowolnego naturalnego o kazda grupa G rzedu p®q? jest rozwigzalna.

Dowdéd. Z twierdzenia Sylowa mamy, ze istnieje p-podgrupa Sylowa
H grupy G. Jedli liczba n,, p-podgrup Sylowa grupy G jest réwna
1, to ze stwierdzenia 2.4, H < G. Wtedy |G/H| = 2;53 = ¢?, wiec
z twierdzenia 3.14 grupy H i G/H sa rozwiazalne. Zatem z twierdzenia
3.11 grupa G jest rozwigzalna. Jezeli zas n, > 1, to z twierdzenia
Sylowa n, | p*¢* oraz n, = 1 (mod p), skad z pierwszoci ¢ i tego, ze
p>qjestn,=¢q* Zatemp | ¢* —1=(¢—1)(¢g+ 1), wiecp | g+ 1.
Ale ¢ +1 < p, wiec ¢ + 1 = p. Stad z pierwszosci p i ¢ wynika,
ze ¢q = 21ip = 3 Ale wtedy (G : H) = 2? = 4, wiec z lematu
Poincare istnieje podgrupa normalna N grupy G taka, ze N C H
oraz grupa G/N zanurza sie w grupe S,. Zatem z przyktadu 3.16 i ze
stwierdzenia 3.10 grupa G/N jest rozwiazalna. Ponadto ze stwierdzenia
3.10 i z twierdzenia 3.14 grupa N tez jest rozwiazalna. Stad na mocy
twierdzenia 3.11 grupa G jest rozwiazalna. O

Z twierdzen 3.14, 3.15 1 3.17 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 3.18. Jezelip i q sq liczbami pierwszymi oraz k.l = 1,2,
to kazda grupa rzedu p*q' jest rozwigzalna.

Twierdzenie 3.19. Dla dowolnych liczb pierwszych p, q, r kazda
grupa G rzedu pqr jest rozwigzalna.

Dowdéd. Na mocy wniosku 3.18 wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy p > q > r. Ale wtedy z twierdzenia 2.11 grupa G posiada dzielnik
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normalny H rzedu p lub q. Zatem |G/H| = 2= = gr lub |G/H| =

p

’% = pr, wiec z wniosku 3.18 grupa G/H jest rozwigzalna. Ponadto
grupa H jest abelowa, bo |H| = p. Zatem z twierdzenia 3.11 grupa G

jest rozwiagzalna. O

Twierdzenie 3.20. Dla dowolnej liczby naturalnej a kazda grupa
G rzedu 3 - 2% jest rozwigzalna.

Dowdod. Z twierdzenia Sylowa wynika, ze istnieje w G podgrupa H
rzedu 2%. Ponadto z lematu Poincare istnieje w G podgrupa normalna
N C H taka, ze grupa G/N zanurza si¢ w grupe Sz, bo (G : H) =
2;—(;3 = 3. Zatem z przykltadu 3.16 i ze stwierdzenia 3.10 grupa G/N jest
rozwigzalna. Ponadto z twierdzenia 3.14 i ze stwierdzenia 3.10 grupa N
jest rozwigzalna, wiec z twierdzenia 3.11 grupa G jest rozwigzalna. [J

Twierdzenie 3.21. Dla dowolnej liczby pierwszej p kazda grupa G
rzedu 8p jest rozwigzalna.

Dowadd. Dla p = 2 teza wynika z twierdzenia 3.14, za$ dla p = 3
teza wynika z twierdzenia 3.20. Natomiast dla p # 2,3, 7 teza wynika
ze stwierdzenia 2.6 i z twierdzen 3.14 i 3.11. Niech dalej p = 7. Jesli
n, = 1, to rozumujac jak wyzej uzyskamy, ze grupa G jest rozwiazalna.
Niech zatem n, > 1. Wtedy z twierdzenia Sylowa n, = 8, wiec w grupie
G istnieje doktadnie 8(p—1) elementéw rzedu p. Ponadto z twierdzenia
Sylowa istnieje w G podgrupa K rzedu 8, wiec poniewaz |G| = 8p, to
ny = 11 ze stwierdzenia 2.4, K < G. Ale wtedy grupy K i G/K sa
rozwigzalne, wiec z twierdzenia 3.11 grupa G tez jest rozwigzalna. [

Z twierdzen 3.14, 3.15, 3.17, 3.19, 3.20 1 3.21 wynika w prosty sposéb
nastepujace

Twierdzenie 3.22. Kaida grupa rzedu mniejszego niz 60 jest
rozwigzalna.

Udowodnione przez nas twierdzenia sg szczegélnymi przypadkami
stynnego twierdzenia Burnside’a:

nuacja,

01
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Twierdzenie 3.23 (Burnside’a). Jezeli p i q sq liczbami pierw-
szymi oraz o i 3 sq liczbami naturalnymi, to kaida grupa rzedu p®q°
jest rozwigzalna.

Dowdd tego twierdzenia w pelnej ogdlnosci wymaga skorzystania
z teorii charakterow grup skonczonych, albo siegniecia do bardzo za-
awansowanych technik tzw. lokalnej metody badania grup skonczo-
nych.

Twierdzenie 3.24 (Feita, Thompsona). Kazda grupa skonczona
nieparzystego rzedu jest rozwigzalna.

Dowdd tego twierdzenia jest bardzo trudny. Pierwszy oryginalny
dowdd opublikowany w 1963 roku zajat caly numer czasopisma Pacific
Journal of Mathematics o objetosci 257 stron!
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Rozdzial 4

Grupy proste

4.1 Grupy permutacji

Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech ay,as, ..., a, (r > 2)
beda réoznymi elementami zbioru A. Wéwcezas permutacje postaci:

ay az ... Qr_1 Qp (41)
as as ... a, ai '

nazywamy cyklem, a liczbe r-jego dtugoscia. Cykl (4.1) zapisujemy
prosciej jako (ay,as, ..., a,). Cykle dlugosci 2 nazywamy transpozy-
cjami.

Z algebry I wiemy, ze kazda permutacja nietozsamosciowa dowol-
nego niepustego skonczonego zbioru A jest iloczynem skonczonej liczby
cykli roztacznych, zas kazdy cykl dtugosci r jest iloczynem r — 1 trans-
pozycji. Duze znaczenie w rachunkach na permutacjach maja nastepu-
jace wzory:

folan,ag....,a.) o ft=(f(ar). flaz)...., f(a,)). (4.2)

(ar.as.....a.)" = (ay.....as,a1) (4.3)

zachodzace dla dowolnej permutacji f zbioru A i dla dowolnych réznych
elementéw ai.as,....a, € A.
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Lemat 4.1. Kazdy z nastepujgcych zbiorow generuje grupe S, :
(i) zbior transpozycji (1,7), gdzie j = 2,3,....,n,
(i) zbior transpozycji (k,k + 1), gdzie k =1,2,...,n—1,
(iii) zbior ztozony z transpozycji (1,2) i cyklu (1,2,....n),
() zbior ztoZony z transpozycyi (ay, as) i cyklu (ay, aq,. .., a,), gdzie
ai,as,...,a, $q parami réznymi elementamsi zbioru {1,2,...,n}.

Dowéd. Z algebry I wiemy, ze kazda permutacja z S, jest iloczynem
skonczonej liczby transpozycji. Jezeli 1 < i < 7 < n, to (i,j) =
(1,4)(1,7)(1,4). Zatem zbidr transpozycji (1, 7), gdzie j = 2,3, ..., n ge-
neruje grupe S,. Ponadto, jeslii < j,4,7 =1,2,....n,to (4,7) = (¢,i+
D)(i+1,i42) ... (j=2.j-1)(G=1,5)(=2,j—1)...(i+1,i+2)(i,i+1),
wiec zbiér transpozycji (k,k + 1), gdzie & = 1,2,...,n — 1 gene-
ruje S,. Niech ¢ = (1,2) i 7 = (1,2,...,n). Wtedy ze wzoru (4.2)
ror~ ! = (7(1),7(2)) = (2,3), 7(2,3)77! = (7(2),7(3)) = (3,4), itd. w

koricu 7(n —2,n — 1)77! = (7(n —2),7(n — 1)) = (n — 1,n). Zatem

zbiér ztozony z transpozycji (1,2) i cyklu (1,2,...,n) generuje grupe

Sh.

Niech ay, ay, ..., a, beda réznymi elementami zbioru {1,2,...,n}.

1 2 ... .

Wtedy f = < " > € S,. Ponadto przeksztalcenie p —
a, az ... Qp

fopo f7! jest automorfizmem grupy S,. Zatem z (ii7) oraz ze wzoru

(4.2) elementy (ay, as) i (ay,as,...,a,) generuja grupe S,. O

Whniosek 4.2. Jezeli liczba pierwsza p jest dzielnikiem rzedu pod-
grupy G grupy S, 1 G' zawiera pewng transpozycje, to G = S,.

Dowdéd. 7 twierdzenia Cauchy’ego istnieje w G element p rzedu p. Je-
dynymi elementami rzedu p w grupie S, sa cykle dtugosci p. Niech
wiec p = (a1, as, ..., a,). Bez zmniejszania ogélnosci mozna przyjac,
ze transpozycja nalezaca do grupy G ma postaé o = (aj,ax), gdzie
1 < k < p. Wtedy z pierwszosci p element 7 = p*~! tez ma rzad p; jest
wiec cyklem dhugoéci p. Poniewaz pF~1(a)) = ax, wiec 7 = (ay, a, .. .).
Wobec tego teza wniosku wynika z lematu 4.1 (iv). O

Definicja 4.3. Niech grupa G dziata na zbiorze A za pomocg o.
Mowimy, Ze to dzialanie jest przechodnie (lub, ze G jest przechodniq
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grupg przeksztalcen zbioru A), jezeli dla dowolnych a,b € A istnieje
g € G takie, Ze b= goa.

Przyklad 4.4. Zauwazmy, ze grupa S, jest przechodnia grupa
przeksztalcen zbioru {1, 2,...,n} przy jej naturalnym dziataniu na tym
zbiorze (tzn. goa = g(a) dlag € S, ia € {1,2,...,n}), gdyz dla dowol-
nych réznych a,b € {1,2,...,n} mamy, ze b = g(a) dla transpozycji
g = (a,b) oraz a = e(a), gdzie e = idf12,.. n}-

Lemat 4.5. Jezeli G jest przechodniq grupg przeksztatcen zbioru A
i H <G, to kazde dwie orbity zbioru A ze wzgledu na dziatanie grupy
H sq rownoliczne.

Dowdod. Niech a,b beda ustalonymi elemantami zbioru A. Poniewaz G
jest przechodnia grupa przeksztatcen zbioru A, wiec istnieje ¢ € G
takie, z2 goa =b. Stad g~ ob=a.

Jak wiemy, odwzorowanie [,: A — A okreslone wzorem [,(z) = gox
dla x € A jest wzajemnie jednoznaczne. Wykazemy, ze przeksztalca
ono orbite Orb(a) = {hoa : h € H} na orbite Orb(b) = {hob: h € H}.
Dla h € H mamy lg(hoa) =go(hoa) = (gh)oa= (gh)o (g tob) =
(ghg™') o b € Orb(b), bo ghg™' € H. Zatem [,(Orb(a)) C Orb(b).
Na odwrét, dla h € H mamy hob=ho(goa)=go[(gthg)oca] =
l,((g7 hg)oa) € 1,(Orb(a)), bo g *hg € H. Zatem Orb(b) C l,(Orb(a))
i ostatecznie l,(Orb(a)) = Orb(b). O

Whniosek 4.6. Jezeli G jest przechodniq grupg przeksztatcen zbioru
A, liczba elementow zbioru A jest liczbg pierwszq i« H < G, to H jest
przechodniq grupg przeksztatcen zbioru A lub h o a = a dla dowolnych
he HiacA.

Dowéd. Z lematu 4.5 wynika, ze liczba r elementéw dowolnej orbity
zbioru A ze wzgledu na dzialanie grupy H jest dzielnikiem liczby p
elementéw zbioru A. Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec r = p lub
r=1.

Jezeli r = p, to jest tylko jedna orbita, tzn. H jest przechodnig
grupa przeksztalcen zbioru A. Jezeli r = 1. to hoa = a dla dowolnych
he Hiaec A. O
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Lemat 4.7. Jezelin > 2 ¢ G jest przechodniq i cykliczng podgrupg
grupy Sy, to generatorem G jest pewien cykl dlugosci n.

Dowdéd. Niech o bedzie generatorem grupy G. Niech k£ bedzie najmniej-
szg liczba naturalng taka, ze 0(1) = 1. Jezeli dla pewnych naturalnych
liczby i, j takich, ze i < j < k byloby ¢i(1) = ¢’(1), to ¢77(1) = 1
wbrew minimalnoéci k. Stad elementy 1,0(1),...,0% !(1) s parami
rézne. Ponadto z przechodniodci grupy G dla s € {1,2,...,n} mamy
s = g(1) dla pewnego g € G. Ale G = (o), wiec {1,2,...,n} =
{1,0(1),...,0"1(1)}, skad k = n. Zatem o = (1,0(1),...,0""(1)).

O

Twierdzenie 4.8. Jezeli p jest liczbg pierwszq, a G - podgrupg
przechodnig i rozwigzalng grupy S,, to kazdy element grupy G rézny
od e ma co najwyzej jeden punkt staty.

Dowdéd. Poniewaz grupa G jest rozwiazalna, wiec istnieje taki ciag G =
Go>Gi>...>> G, > Gy = {e}, ze grupa G;/G;41 jest abelowa, dla
i=0,1,...,7. Bez zmniejszania ogélnosci mozna zalozy¢, ze grupa G,
jest cykliczna i rézna od {e}. Mozna bowiem na koncu rozwazanego
ciagu zamiast G, > G,.; = {e} napisa¢ G, > H > G, = {e}, gdzie
H jest dowolna podgrupa cykliczna grupy G, rézna od {e}.

Stosujac wniosek 4.6 kolejno do grup Go, G, ..., G, stwierdzamy, ze
kazda z nich jest przechodnia grupa permutacji zbioru p-elementowego.
Na mocy lematu 4.7 grupa G, jest generowana przez cykl o dtugosci
p. Stad |G,| = p.

Pokazemy, ze kazdy element 7 € G\ G, ma rzad rézny od p. Jesli
T € G\G,, to 7 € G;\G;4+1 dla pewnego i < r — 1. Jezeli o(1) = p,
to rzad warstwy 7G,41 w grupie G;/G,41, ktory jest rozny od 1, bytby
réowny p. Wtedy p | (G : Giz1), a poniewaz G, C Giyp € G; € S,
wiec (G; @ Gin) | (Sp @ Gr) = ||§‘;‘| = %! = (p — 1)!. Stad wynika,
ze p | (p—1)!, co jest niemozliwe. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze
kazdy element rzedu p grupy G nalezy tez do grupy G,. Element taki
ma wiec posta¢ o, gdzie K = 1,2....,p — 1. Wynika stad, ze grupa
G, jest dzielnikiem normalnym grupy G, poniewaz zaden automorfizm
wewnetrzny nie zmienia rzedu elementu.
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Zatozmy, ze pewien element 7 € G ma co najmniej dwa punkty
state. Udowodnimy, ze 7 = e. Niech punktami tymi beda 1 1 2, czyli
7(1) = 1,7(2) = 2. Poniewaz G, = (o) jest przechodnia grupa prze-
ksztalcen, wiec istnieje taka liczba naturalna s, ze 1 < s < pio®(l) =
2. Permutacja o® jest wiec cyklem dtugosci p. Bez zmniejszania ogolno-
$ci mozna przyjaé, ze 0° = (1,2,...,p). Wtedy element 7 = o~ *70°7}
spetnia 7(1) = o %7077 1(1) = 0 %70%(1) = 0757(2) = 0%(2) = L.
Poniewaz o° € G, i jak wykazalidmy, G, <1 G, wiec To*7! € G,. Stad
7 € G,. Zatem element 7 jest cyklem dtugosci plub7m =e. Z w(1) =1
wynika, ze 7 nie jest cyklem dtugosci p, a wiec m = e. Wobec tego
Tost™! = ¢ Stad na mocy tego, ze ¢° = (1,2,...,p) i wzoru (4.2)
mamy (7(1),7(2),...,7(p)) = (1,2,....p). Poniewaz 7(1) = 1, wiec
stad wynika, ze 7(k) =k dla k =1,2,...,p. Zatem 7 = e. O

Przyklad 4.9. Udowodnimy, ze jedli a, b, ¢ sa réznymi elementami
zbioru A, to zachodzi wzor:

[(a,c), (a,b,c)] = (a,b) o (a,c) = (a,c,b). (4.4)

Rzeczywiscie, ze wzoréw (4.2) i (4.3) mamy, ze [(a,c),(a,b,c)] =
(a,c)"to(a,b,c)to(a,c)o(a,b,c) = [(a,c)o(c,b,a)o(a,c) o(a,b,c) =

(a,b,c)o(a,b c) = ( aboe) (a,c, b) oraz (a,b) o (a,c) = (a,c,b).

c a b

Przyktad 4.10. Udowodnimy, ze jesli a, b, ¢, d sa réznymi elemen-
tami zbioru A, to zachodzi wzor:

[(b,c,d), (d,c,a)] = (a,b) o (c,d). (4.5)

Rzeczywiscie, ze wzoréw (4.2) i (4.3) mamy, ze [(b,c,d), (d,c.a)] =
(b,d,c)"to(d,c,a)  o(b,d.c)o(d,c,a) = [(c,d.b)o(a,c,d)o(c,d, b)"]o

(d,cVa):(asd,b)o(d,c,a):(Z 2 cci i)—(a,b)O(c.d).

Przyktad 4.11. Udowodnimy, ze jesli a, b, ¢, d, e sa roznymi ele-
mentami zbioru A. to zachodzi wzor:

[(a,b.c).(c.d,e)] = (b.e,c). (4.6)
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Rzeczywiscie, [(a, b, ¢), (¢, d, e)] = (a,b,¢) " o(c,d,e) " o(a, b, c)o(c, d, e)
= (¢,b,a) o (e,d,c) o (a,b,c)o(c,de) = < Z 2 Z > = (b,e,c).

c e
b c

Przypomnijmy, ze permutacja f € S, bedaca iloczynem parzystej
liczby transpozycji nazywa sie¢ permutacjg parzysta. Zbior wszyst-
kich permutacji parzystych nalezacych do §,, tworzy podgrupe, ktéra
oznaczamy przez A, i nazywamy n-ta grupg alternujaca. Z algebry
[ wiemy tez, ze dlan > 2, (S, : A,) = 2, wiec A, IS, oraz |A,| = %'
Ponadto cykl jest permutacja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jego
dtugosé jest liczba nieparzysta. Zatem ze wzoru (4.5) otrzymujemy, ze
dla kazdego naturalnego n > 4 grupa A, nie jest abelowa.

Twierdzenie 4.12. Dla kazdego naturalnego n > 2: S, = A,,.

Dowdd. Poniewaz grupa S,/A, jest abelowa (bo ma rzad 2), wiec
z twierdzenia 3.1, S/, C A,. Pozostaje zatem wykaza¢ tylko inkluzje
odwrotna. Dla n = 2 jest ona oczywista, bo Ay = {e}. Dlan = 3
mamy, ze Az = {e,(1,2,3),(1,3,2)}, wiec z przyktadu 4.9, Az C Si.
Niech teraz n > 4. Wtedy kazdy element z A, jest iloczynem parzyste;
liczby transpozycji. Wystarczy zatem wykazac, ze iloczyn dowolnych
dwoch transpozycji nalezy do S. Jesli te transpozycje sa roztaczne,
to teza wynika z przyktadu 4.10. W przeciwnym przypadku zas teza
wynika z przyktadu 4.9. a

Twierdzenie 4.13. Dla kazdego naturalnego n > 5: Al, = A,,.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze dla n > 5 iloczyn dowolnych dwoch
transpozycji nalezy do A/. Jedli te transpozycje sa roztaczne, to teza
wynika z przyktadu 4.10. W przeciwnym przypadku iloczyn tych dwoch
transpozycji jest postaci (a, b)(a. c) dla pewnych réznych liczb a.b, c €
{1.2....,n}. Ale n > 5, wiec istnieja rézne liczby d, e € {1.2,...,n} \
{a,b,c} i wowezas (a,b) o (a,c) = [(a,b) o (d,e)] o [(d,e) o (a.c)] € AL,
na mocy przyktadu 4.10. O

Z twierdzen 4.12 i 4.13 oraz z definicji grupy rozwiazalnej uzysku-
jemy od razu nastepujace
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Twierdzenie 4.14. Dla kazdego naturalnego n > 5 grupy S, i A,
nie sq rozwigzalne.

Twierdzenie 4.15. Jezeli G jest podgrupg grupy S,, gdzie n > 5
i do G nalezg pewne dwa cykle dlugosci 3 majqgce doktadnie jeden ele-
ment wspolny, to grupa G nie jest rozwigzalna.

Dowdéd. Przypusémy, ze przy tych zalozeniach grupa G jest rozwia-
zalna. Wtedy z twierdzen 3.12 i 3.1 istnieja w niej podgrupy G; =
G.Gy,...,Gr1 = {e} takie, ze G < G, oraz G, C G4 dla wszyst-
kichz=1,... k.

Z zalozenia istnieja rézne liczby a,b,c,d,e € {1,2,...,n} takie,
ze (a,b,c),(c,de) € G. Wtedy z przyktadu 4.11 mamy, ze (b,e,c) =
[(a,b c),(c,de)] € G.

Ponadto (¢, b, a) = (a,b,c)7Y, (e,d, ¢) = (c,d,e)~! € G, wiec z przy-
ktadu 4.11, (a,d,c) = [(b,a,c), (c,e,d)] = [(¢,b,a), (e,d,c)] € G'. Ale
G' = G} C Gq, wiec (b, e c),(c,a,d) = (a,d, c) € Gy. Zatem do G,
naleza dwa cykle dtugosci 3 o doktadnie jednym wspoélnym elemen-
cie. Stad przez prosta indukcje w podobny sposob uzyskamy, ze dla
kazdego « = 1,2,...,k + 1 do podgrupy G; naleza dwa cykle dtugo-
sci 3 o doktadnie jednym wspdélnym elemencie. Ale |Gyy1| = 1, wiec
otrzymujemy sprzecznosc. O

Twierdzenie 4.16. Jezeli 2-podgrupa Sylowa skonczonej grupy G
jest grupg cykliczng, to G posiada dzielnik normalny indeksu 2.

Dowdéd. Niech L: G — S(G) bedzie zanurzeniem grupy G w grupe
permutacji zbioru G, ktore kazdemu elementowi g € G przypisuje le-
wostronne mnozenie ;. Z zalozenia |G| = 2¥m, dla pewnych liczb
naturalnych & i m, przy czym m jest nieparzyste oraz istnieje element
r € G rzedu 2. Niech z; = e, 29, . .., 7, beda reprezentantami wszyst-

kich parami roztacznych warstw prawostronnych grupy G wzgledem
podgrupy (z). Wéwcezas G jest suma parami roztacznych podzbioréw

2k-elementowych X; = {z;,z7;, ... ,kaflxi} dla i = 1,....m. Stad
l. = cLocCyo...0Cn, gdzie ¢; = (zp. za;. ..., 2% 1a;) jest cyklem
2F_elementowym dla i = 1... .. m. Ale m jest nieparzyste, wiec permu-

tacja [, jest nieparzysta. Oznaczmy przez A(G) podgrupe wszystkich
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permutacji parzystych grupy L(G). Wtedy L(G) = A(G) U ILA(G),
A(G) N ILA(G) = 0, wiec A(G) jest podgrupa indeksu 2 w grupie
L(G). Ponadto grupy L(G) i G sa izomorficzne, wiec grupa G posiada
podgrupe H indeksu 2. Z algebry I wiemy, ze wtedy H < G. O

Z twierdzen 3.24 i1 4.16 oraz 3.11 wynika od razu, ze kazda grupa
skonczona rzedu 4k + 2 jest rozwigzalna.

4.2 Grupy proste

Definicja 4.17. Powiemy, ze grupa G jest grupa prosta, jezeli
G # {e} oraz jedynymi dzielnikami normalnymi grupy G sa {e} i G.

Lemat 4.18. Jezeli H jest podgrupg normalng grupy A, orazn > 5
1 do H nalezy iloczyn dwdéch roztgcznych transpozycyi, to H = A,,.

Dowdd. Bez zmniejszania ogélnosci rozwazan mozemy zaktadac¢, ze
(1,2)(3,4) € H. Niech ¢, j, k, | beda réznymi elementami zbioru
{1,2,...,n}. Poniewaz zbiory X = {1,2,...,n}\ {1.2,3,4} 1V =
{1,2,...,n}\ {4, 7, k, 1} maja tyle samo elementéw, wiec istnieje bijek-
cja g: X — Y. Zatem:

Jes.

1 2
I= < P 3k g gln
Zatem ze wzoru (4.2) mamy, ze (i,7)(k,[) = fo(1,2)(3,4) o f~1. Stad
dla h = (i,7) o f mamy, ze (z,7)(k,1) = ho (1, 2)(3 4) o h™!. Ponadto
f e A, albo h € A,, bo sgn(h) = sgn((i,7)) - sgn(f) = —sgn(f)
i H<A,. wiec (4,7)(k,l) € H. W ten sposob pokazalismy, ze do H
nalezy iloczyn dowolnych dwdéch roztacznych transpozycji. Niech teraz
i, j, k beda réznymi elementami zbioru {1,2,...,n}. Poniewaz n >
5, wiec istnieja rézne elementy r,s € {1,2,...,n} \ {i,7,k} 1 wtedy
(1.7)(i, k) = [(¢,7)(r.s)][(r,s)(i, k)] € H. Zatem do H nalezy iloczyn
dowolnych dwoch transpozycji. Ale A, sktada sie z permutacji, ktore
sa iloczynami parzystej liczby transpozycji, wiec A,, C H i ostatecznie
H=A,. O

3 4
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Twierdzenie 4.19 (Galois). Dla kazdego naturalnego n > 5, A,
jest nieabelowq grupg prostq.

Dowdéd. Jak wiemy dlan > 5 grupa A, jest nieabelowa. Zat6zmy, ze H
jest dzielnikiem normalnym grupy A, réznym od {e}. Wtedy istnieje
w H element f, ktory jest iloczynem parami roztacznych cykli jednej
z nastepujacych postaci:

a) f jest cyklem dtugosci co najmniej 4 lub iloczynem takiego cyklu
przez inne cykle,

b) f jest iloczynem cyklu dtugosci 3 przez inne cykle,

c) f jest cyklem diugosci 3,

d) f jest iloczynem parzystej liczby roztacznych cykli dtugosci 2.

W kazdym z tych przypadkéw dla dowolnego cyklu g dtugosci 3
mamy, ze ¢ € A,, skad fogo f~log ' € H,bo H<A,.

W przypadku a) f = (a,b,c,d,...)(...).... Zatem dla g = (a,b,¢)
na mocy wzoréw (4.2) i (4.3): fogo f=' = (f(a), f(b), f(c)) = (b,c,d),
wiec fogo fTlog™ = (bcd) o (ab,c)™t = (be,d) o (c,b,a) =

a b ¢ d
(dacb = (a,d,b).

W przypadkub) f = (a,b,c)(d,e,...).... Zatem dla g = (a, b, d) na
mocy wzoréw (4.2) 1 (4 3) uzyskamy, ze fogof~! = (f(a ), f(b), f(d)) =
: 11 fa b c d e\

(b7 = 6)7 wiec fogof og - (b7 ¢, G)O(d, b7 (l) - d a e ¢ b

(a,d,c,eb).

W przypadku ¢) f = (a,b,c). Zatem istnieje d € {1,2,...,n} \
{a,b,c} i dla g = (a,b,d) na mocy wzoréw (4.2) i (4.3) uzxskam}, ze
Fogo ™ = (fla) 10, 0) = 0.0, WIQCfOQOf Vog! =

a c d
(b,c,d) o (d,b.a) < b J e > .d).

W przypadku d) f = (a,b) o (¢,d).... Zatem dla ¢ = (a,b,¢) na

mocy wzoréw (4.2) 1 (4.3) uz;skamy.ze fogof L= (f(a), f(b), f(c)) =
: 1 fa b c d)\
(b,a.d), wiec fogo ftog t=(ba,d)o(c.b.a)= e d a b)

(a,c) o (b,d).
Jezeli f jest typu a), to pewien cykl dtugosci 3 nalezy do H, wiec z c)
iloczyn dwdéch roztacznych transpozycji nalezy do H i z lematu 4.18,

v B
Ministra Edukacji i Nauki
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H = A,. Jezeli f jest typu b), to z rezultatéw uzyskanych w b), a), ¢)
1 z lematu 4.18 otrzymamy, ze H = A,. W koncu, jezeli f jest typu
¢) lub d), to z rezultatéw uzyskanych w ¢) i d) oraz z lematu 4.18 tez
otrzymamy, ze H = A,,. O

Twierdzenie 4.20. Kazda grupa G rzedu 120 nie jest prosta.

Dowadd. Zatézmy, ze istnieje grupa prosta G rzedu 120. Z twierdze-
nia Sylowa istnieje w G podgrupa P rzedu 5, gdyz 120 = 23 - 3 - 5.
Ponadto ns | 22-3-51 ny = 1 (mod 5). Poniewaz ns > 1, wiec otrzy-
mujemy stad, ze n; = 6. Stad ze stwierdzenia 2.4, (G : Ng(P)) = 6.
Z lematu Poincare istnieje zatem w G podgrupa normalna N zawarta
w Ng(P) taka, ze grupa G/N zanurza sie w grupe Sg. Ale G jest
grupa prosta i N C Ng(P) # G, wiec N = {e}. Zatem grupa G
zanurza sie w grupe Sg. Mozemy zatem traktowa¢ G jako podgrupe
grupy Sg. Z twierdzenia Galois Ag jest grupa prosta i ma rzad réwny
% = 360. Ale A¢ N G < G, wiec z prostoty grupy G, Ag N G = {e}
lub A¢ NG = G. W pierwszym przypadku na mocy twierdzenia 1.18,
|GAg| = |G| - |Ag] = 120 - 360 > 2 - 360 = |S¢|, co prowadzi do sprzecz-
nosci. Natomiast w drugim przypadku G C Ag i (Ag : G) = % = 3,
wiec z lematu Poincare istnieje K <1 Ag takie, z2 K C G # Ag oraz
(Ag : K) | 3!, co tez prowadzi do sprzecznosci, gdyz Ag jest grupa
prosta. ([

Z twierdzenia 4.16 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 4.21. Jezeli 2-podgrupa Sylowa skoriczonej grupy G
jest grupg cykliczng i |G| > 2, to G nie jest grupg prostq.

Mozna udowodnic¢, ze jezeli G jest nieabelowa grupa prosta rzedu
niewiekszego niz 1000, to |G| = 60, 168, 360, 504, 660.

Pela klasyfikacja skoniczonych grup prostych zostata zakonczona
na poczatku lat osiemdziesigtych XX wieku.




Rozdziatl 5

Iloczyn prosty grup

5.1 QOkreslenie i wlasnosci iloczynu
prostego grup

Niech (Gj,+,e;) dla i = 1,2,...,n beda dowolnymi grupami.
W zbiorze G = G; x G5 X ... x G, okreslamy dziatanie - wzorem:

((ll,ag, .. .,Cln) . (bl,bg, .. .bn) = ((1,1 ‘1 bl,a,g ) bg, N bn) (51)

Z powyzszego wzoru wynika bezposrenio, ze dla kazdego k € Z:

(a1, as.....a,)" = (a¥, a5, ... a"). (5.2)
Niech e = (e, eq,...,6e,). Latwo sprawdzié, ze wowczas (G, -, e) jest
grupa. Nazywamy ja iloczynem prostym grup Gp,Gs,....G,
1 oznaczamy przez G; x Gy X ... x G,. Dla uproszczenia notacji
w dalszej czesci wyktadu bedziemy pisali e zamiast e; oraz - zamiast -;,
dlai=1.....,n. Jezeli G; = ... = G,, = G, to zamiast G; X ... x G,

bedziemy pisali G".

Niech dlai=1,...,n, m;: Gy X ... x G, — G; bedzie przeksztal-
ceniem danym wzorem 7;(ay,...,a,) = a;. Latwo sprawdzic. ze wow-
czas m; jest homomorfizmem grupy G; X ... x G, na grupe G; oraz
Ker(m) = Gy x ... x Gi_y x {e} x Gip1 X ... x Gy. Zatem Ker(m;)

43
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jest dzielnikiem normalnym grupy G; x ... x G, i z twierdzenia o izo-
morfizmie (G X ... X G,,)/Ker(m) = G;dlai=1,...,n.
Ponadto przeksztatcenie f;: G; — G; x ... X (G,, dane wzorem
filz) = (e,...,e,z,e,...,e) dla x € G; jest zanurzeniem grup oraz
—— —

i—1 n—i
Gi = fi(G) = {e} x ... {e} xG; x {e} x ... x {e}, wiec G; jest pod-
| S S
i—1 n—i
grupa grupy G x ... x G, oraz G; = G; dla i = 1,...,n. Ponadto
latwo sprawdzié, ze G; <Gy X ... x G, dlai=1,....n.

Stwierdzenie 5.1. Dla dowolnych grup Gy, ...,G, i dla dowolnej
permutacji o € S, :

Gix...xGr = Gony X ... X Gony.

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze przeksztatcenie
f:Gix...x Gy — Goay X ... X Gorny dane wzorem f(as,...,a,) =
(Ag(1)s - - -+ Qo(n)) jest izomorfizmem grup. O

Stwierdzenie 5.2. Niech Ay, ..., A,, B1,..., B, bedq grupami ta-
kimi, ze A; £ B; dlai=1,...,n. Wowczas:

Al X ... XA, 2 B; X...xB,.

Dowdd. Niech f;: A; — B; bedzie izomorfizmem grupdla:=1,...,n.
Latwo zauwazy¢, ze wowezas f: Ay X ... x A, — By x ... x B, dane
wzorem f(ay,....a,) = (fi(a1),..., fa(a,)) jest izomorfizmem grup.

O

Stwierdzenie 5.3. Dla dowolnych grup Ai,...,An. By,....Bn:
(A X ... X Ap) X (By X ... X Bp) = A1 x ... x Ay X By X ... X By,.

Dowéd. Wystarczy zauwazy¢, ze przeksztatcenie

fi(ArX ... XxA) X (ByX...xBy) = A1 X...x Ay x By x...x By,
dane wzorem f((ai,....an), (b1.. . bm)) = (@1, .., an. b1, ... by) jest
izomorfizmem grup. O

Zdigitalizowano i udostgpniono w ramach projektu pn

Rozbudowa otwartych zasobéw naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku - kontynuacija,
dofinansowanego z programu ,,S i” Ministra Edukacji i Nauki
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Definicja 5.4. Powiemy, ze grupa G jest torsyjna, jezeli kazdy
jej element ma skonczony rzad, tzn. dla kazdego g € G istnieje n € N
takie, ze g" = e.

Definicja 5.5. Powiemy, ze grupa G jest beztorsyjna, jezeli kazdy
element g # e tej grupy ma nieskonczony rzad.

Przyklad 5.6. Kazda grupa skonczona jest torsyjna. Przyktadem
nieskonczonej grupy torsyjnej jest zbiér C,, wszystkich liczb zespo-
lonych z takich, ze 2" = 1 dla pewnego naturalnego n ze zwyktym
mnozeniem liczb zespolonych. Przyktadem grupy beztorsyjnej jest Z*.

Twierdzenie 5.7. Jezeli Ay i Ay sq grupami torsyjnymi, zas B
t By sq grupami beztorsyjnymi, to:

A1XBlgA2XBQ<:>[AlgAQi Blng].

Dowdéd. Niech f: A1 x By — Ay X By bedzie izomorfizmem grup oraz
niech a € A;. Wtedy f(a,e) = (z,y) dla pewnych z € Ay i y € Bs.
Ale a™ = e dla pewnego n € N, wiec (2", y") = (z,y)" = [f(a,e)]" =
fla™ e™) = f(e,e) = (e,e). Stad 2" = e i y" = e, wiec y = ¢, bo grupa
By jest beztorsyjna. Zatem f(A; x {e}) C Ay x {e}. Ale f~1: Ay x
B, — Ay x By tez jest izomorfizmem grup, wiec zamieniajac f na f~1
w powyzszym rozumowaniu uzyskamy, ze f~1(A; x {e}) C A; x {e}.
Zatem f(A;x{e}) = Ayx{e}, czyli A1 x{e} = Ay x{e}, skad A; = A,.

Latwo zauwazy¢, ze przeksztalcenie F: By — (Ay x By) /A, dane
wzorem F(b) = f(e,b)A, dla b € By jest homomorfizmem grup. Jesli
b € Ker(F), to f(e,b)Ay; = Ay, skad f(e,b) € Ay = f(A; x {e}).
Zatem istnieje a € A; takie, ze f(e,b) = f(a,e), czyli (e,b) = (a,e),
wiec b = e 1 wobec tego F jest zanurzeniem grup. Wezmy dowolne
r € Ay x By. Wtedy istnieja a € A, oraz b € B; takie, ze x = f(a,b),
wige rAy = f(a’b)A_Q Ale f((l, b) = f((a 6) (e, b)) = f(av 6) ) f(e,b),
wiec [f(e,b)]71- f(a,e)- f(e,b) € Ay, bo f(a,e) € Ay oraz Ay <1 Ay x Bs.
Zatem xA; = f(e,b)Ay = F(b), czyli F jest ma’. Zatem ostatecznie F
jest izomorfizmem grup, czyli By = (Ay x By)/A,. Ponadto, jak wiemy,
(Ay x By) /Ay = By, wiec ostatecznie B, = B.

Implikacja odwrotna wynika od razu ze stwierdzenia 5.2. O
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Stwierdzenie 5.8. Dla dowolnych liczb naturalnych m in:
(ZT)y = (ZT)" = n=m.

Dowdéd. Zatézmy, ze (Z7)" = (Z7)™. Wtedy istnieje izomorfizm grup
f:(ZT)" — (ZT)™. Z algebry liniowej wynika, ze f mozna jednoznacz-
nie rozszerzy¢ do przeksztalcenia liniowego F: Q" — Q™. Ponadto
wowcezas F jest izomorfizmem liniowym, wiec Q™ = Q™, skad z alge-
bry liniowej n = m.

Implikacja odwrotna jest oczywista. d

Stwierdzenie 5.9. Niech A, Ao, ..., A, bedqg dowolnymi nietry-
wialnymi grupami. Wowczas grupa A = A; X Ay X ... X A, jest cy-
kliczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy Ay, As, ..., A, sq skoriczonymi grupams
cyklicznymi o parami wzglednie pierwszych rzedach.

Dowaod. Zatézmy, ze grupa A jest cykliczna. Poniewaz obraz homomor-
ficzny grupy cyklicznej jest grupa cykliczng, wiec grupy A;, As, ..., A,
sa cykliczne. Jezeli dla pewnego ¢ = 1,2,...,n grupa A; jest nieskon-
czona, to A jest grupa cykliczng nieskoficzong, czyli A = Z*. Ale A,
i A, s3 dwiema nietrywialnymi podgrupami grupy A oraz A; N A, =
{e}, wiec mamy sprzecznosé, bo przeciecie dowolnych dwéch nietry-
wialnych podgrup grupy Z% jest podgrupa nietrywialng. Zatem
Ai, Ay, ... A, 83 skoficzonymi grupami cyklicznymi. Jezeli ich rzedy
nie sa parami wzglednie pierwsze, to istnieje liczba naturalna d > 1
taka, ze d dzieli |A4;| i d dzieli |A;| dla pewnych réznych liczb i,j €
{1,2,...,n}. Ale wtedy w grupie A; istnieje podgrupa H rzedu d oraz
w grupie A; istnieje podgrupa K rzedu d. Zatem H i K sa dwiema r6z-
nymi podgrupami tego samego rzedu d w skonczonej grupie cyklicznej

Aiotrzymujemy sprzecznosé. Stad Aq, As, ..., A, sa skonczonymi gru-
pami cyklicznymi o parami wzglednie pierwszych rzedach.

Na odwrot, zatézmy, ze Aq, Ag, ..., A, sa skonczonymi grupami
cyklicznymi o parami wzglednie pierwszych rzedach k;. ko, ..., k, od-
powiednio. Niech a; bedzie generatorem grupy A; dla 7 = 1.2,....n
i niech & = ky - ko - ... - k,. Wtedy af =edla:=1.2,....n, wiec
(ar,ag.....a,)* = (a¥.ak.....a%) = e skad s = o((a1.ag.....a,)) <
k. Ponadto e = (aj.as.. .., a,)® = (a},a3,....a)), wiec aj = e, skad

edzialno$¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki
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k; | s dla wszystkich 7 = 1,2,...,n. Ale liczby ki, ko, ..., k, sa pa-
rami wzglednie pierwsze, wiec k | s. Zatem k < s. Ale takze s < k,
wiec s = k. Stad o((ay,as,...,a,)) = k = |A|, czyli grupa A jest

cykliczna. O
Stwierdzenie 5.10. Niech n = pi* - ... p, gdzie p1,...,ps ¢
roinymi liczbami pierwszymi oraz ay,...,as € N. Wowczas 2} =

Loy X ... X Llas.
2 DPs

Dowdd. Z naszych zalozen oraz ze stwierdzenia 5.9 wynika, ze grupa
Z;al X ... X Z;as jest cykliczna i ma rzad n. Zatem z algebry I ta grupa
1 S

jest izomorficzna z grupa Z;' . O

5.2 Wewnetrzna suma prosta

Lemat 5.11. Jezeli A @ B sq podgrupami normalnymi grupy G
takimi, z2e AN B = {e}, to ab = ba dla dowolnych a € A oraz b € B.

Dowéd. Dla a € A oraz b € B mamy, ze [a,b] = a7 *(b~'ab) € A,
bo a! € A oraz b7lab € A, gdyz A < G. Ponadto [a,b] =
(e 'vla)b € B, gdyz a 'b™'a € B, bo bt € Bi B < G. Zatem
[a,b] € AN B = {e}, skad [a,b] = e, czyli ab = ba. O

Lemat 5.12. Niech A i B bedg podgrupami normalnymi grupy G.
Wowczas rownowazne sq warunki:

(i) AN B = {e},

(ii) Dla dowolnych a € A orazb € B:ab=e = a=0b=e.

Dowdd. (i) = (ii). Wezmy a € A oraz b € B takie, ze ab = e. Wtedy
b=a'le Aoraz b€ B, wiecchbe€ AN B, skad b = e. Ale ab = ¢, wiec
a=e.

(i) <= (i1). Wezmy dowolne z € AN B. Wtedy x € A oraz 27! € B
oraz r-x ! = e, wigc r = e. Zatem AN B = {e}. O

Przypomnijmy, ze jezeli A jest podgrupa normalna grupy G oraz H
jest podgrupa grupy G, to AH = {ah :a € A,h € H} jest podgrupa
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grupy G oraz AH = HA. Jezeli A1 B sa podgrupami normalnymi
grupy G, to AB tez jest podgrupa normalng grupy G.

Niech A, As,... bedzie ciggiem podgrup normalnych grupy G.
Wtedy okreslamy:

A1A2 e An+1 = (AlAQ Ce An)An+1 dla n = 1, 2, e

Przez prosta indukcje mozna wykazac, ze wtedy A1 A, ... A, jest pod-
grupa normalna w grupie G oraz

AAy. A ={aay...ap:a; € Aydlai=1,...,n}, n=2,3,....

Lemat 5.13. Jezeli A i B sq podgrupami normalnymi grupy G
takimi, 2e AN B = {e}, to AB= A x B.

Dowdéd. Z lematow 5.11 1 5.12 w prosty sposob wynika, ze przeksztat-
cenie f: A x B — AB dane wzorem f(a,b) =abdlaa € A, b € B jest
izomorfizmem grup. O

Definicja 5.14. Powiemy, ze grupa G jest wewnetrzng suma
prosta swoich podgrup normalnych Hi, ..., H,, jezeli G = H,... H,

oraz dla dowolnych h, € Hy,...,h, € H, z tego, ze hy...h, = ¢
wynika, ze hy = ... = h,, = e. Piszemy wtedy

Z lematu 5.12 mamy od razu nastepujace

Stwierdzenie 5.15. Grupa G jest wewnetrzng sumg prostq swoich
podgrup normalnych Hy i Hy wtedy i@ tylko wtedy, gdy G = H Hy oraz
H1 N HQ = {6}

Stwierdzenie 5.16. Jezeli grupa G jest wewnetrzng sumq prostg
swoich podgrup normalnych Hy, ..., H,, to G= H; x ... x H,.

Dowdd. Indukcja wzgledem n > 2. Dla n = 2 teza wynika od razu
z lematu 5.13. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego n > 2 i niech
G=H,s...2H,©2H,,. Wtedy H,...H, = H, & ... & H,, wiec
z zatozenia indukcyjnego Hy...H, = H; x ... x H,. Ponadto G =
(Hy...H,)©&H,1. wiec zlematu 5.13. G = (H; ... H,) x H,,1. Zatem
ze stwierdzen 5.2 1 5.3 mamy, ze G = H; X ... x H, X H, 1. O
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Stwierdzenie 5.17. Niech G,Gy,. ... G, bedg grupami takimi, ze
G=G1 xGyx...xG,. Wtedy w grupie G istniejg podgrupy normalne
H, =2G;dlai=1,...,n takie, 26 G=H, & Hy, & ... & H,.

Dowdéd. Niech f: Gy x Gy x ... x G, — G bedzie izomorfizmem grup.
Poniewaz G; <0G % ... X G, wiec H; = f(G;) jest podgrupa normalng
grupy G dla kazdego i = 1,....n. Z okredlenia podgrup G; wynika, ze
GiX..xGy,=G &...5G,. Stad w prosty sposéb uzyskujemy, ze

Stwierdzenie 5.18. Jezeli Hy,...,H, (n > 2) sq skonczonymi
podgrupami normalnymi grupy G o parami wzglednie pierwszych rze-
dCLCh, to HlHQHn:Hl@HQ@@Hn OT‘ClZHlHQ...Hn ng X
Hy, x...x H,.

Dowad. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 2 mamy, ze H; N H,
jest podgrupa grup H; i H,, wiec z twierdzenia Lagrange’a |H; N Hy|
jest dzielnikiem |Hy| i |Ha|. Ale (|Hi|,|H2|) = 1, wiec Hy N Hy = {e},
wiec H1Hy = H1 © Hy = Hy, X Hy na mocy lematu 5.13 i stwierdzenia
5.15.

Zatozmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech
Hy,...,H,, H, 1 beda skonczonymi podgrupami normalnymi grupy G
o parami wzglednie pierwszych rzedach. Wtedy z zalozenia indukcyj-
nego H,...H,=H,¢...€H, = H, x...x H,. Zatem |H, ... H,| =
|\Hi|-...-|H,| oraz H; ... H, jest podgrupa normalna grupy G. Ponadto
(|Hpsal, |H;|) = 1 dlad = 1.....n, wiec (|Hn,ial|,|H1| ... |Hy|) = 1.
Zatem z pierwszej czesci dowodu (H;...H,) N H,,; = {e}. Niech
h; € H; dla ¢« = 1,....,n + 1 beda takie, ze hihy...h,h,e1 = e.
Wtedy hy...h, = h,i, € H,. oraz hy...h, € H,...H,, skad
hy...h, = e. Zatem z zalozenia indukcyjnego h; = ... = h, = e,
skad h,,.1 = e. Wynka stad, ze H,.. H,H, .1 =H,%.. $H,2H,.
Ale Hy...H,,1 = H; x ... X H,;; na mocy stwierdzenia 5.16, wiec
teza zachodzi dla liczby n + 1. O

Z twierdzenia Sylowa, stwierdzen 2.4 i 5.18 wynika od razu
nastepujace
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Twierdzenie 5.19. Jezeli dla kazdej liczby pierwszej p dzielgcey
rzqd grupy skonczonej G istnieje w grupie G dokiadnie jedna p-pod-
grupa Sylowa H,, to grupa G jest izomorficzna z iloczynem prostym
wszystkich swoich p-podgrup Sylowa.

Poniewaz kazda podgrupa grupy abelowej jest jej dzielnikiem nor-
malnym, wiec z twierdzenia Sylowa oraz z twierdzenia 5.19 wynika od
razu nastepujacy

Whniosek 5.20. Kazda skonczona nietrywialna grupa abelowa jest
sumg prostqg wszystkich swoich p-podgrup Sylowa.

Stwierdzenie 5.21. Niech py,...,p, bedq réznymai liczbami pierw-
szymi oraz niech G; bedzie skoriczong pi-grupg dla i = 1,...,7.
Wéwczas G jest jedyng p;-podgrupg Sylowa grupy Gy % ... x G, oraz
G1,...,G, sq wszystkimi p-podgrupami Sylowa grupy Gy x ... x G,.

Dowdd. Z zalozenia wynika, ze |G;| = pf", ki € N, i=1...r Stac_d
Gy X ... X G| = |G|~ - |Gy =P .. - plr. Ale G = G, wiee G
jest p;-podgrupa Sylowa grupy G; x ... x G, dlaz=1,...,r. Ponadto

G: <Gy x ... x Gy, wiec na mocy stwierdzenia 2.4, G; jest jedyna
pi-podgrupa Sylowa grupy G; x ... x G, dlai=1,... . (I

Stwierdzenie 5.22. Niech p; < ... <p, i q1 < ... < qs bedq licz-
bami pierwszymi. Niech G; bedzie skonczong p;-grupg dlai = 1,...,r
i niech Hj; bedzie skoriczong qj-grupg dla j = 1,...,s. Wowczas
Gix.. xG=2Hx..xH, e (r=s p=g¢, Gi=2H;dai=
L...,7).

Dowdéd. Implikacja < wynika od razu ze stwierdzenia 5.2.

=. Niech f: G; x ... x G, — H; x ... x H; bedzie izomorfizmem
grup. Wtedy |G x ... x G| = |Hy X ... x Hg|, czyli |Gy ... |G,| =
|Hy| - ... |Hg|l. Ale |G| = pf", a; € N, i =1,...,r oraz |H;| = qu,
G, €N, j=1,....5 wiecpi'-....ppr = q*lgl-. ..-¢%. Stad z twierdzenia
o jednoznacznosci rozktadu dla liczb naturalnych mamy, ze r = s,
pi = q; oraz a; = §; dlai = 1,...,r. Ponadto ze stwierdzenia 5.21, G,
jest jedyna p;-podgrupa Sylowa grupy G; X ... X Gy, wiec f(G;) jest
jedyng p;-podgrupa Sylowa grupy H; x ... x H,, czyli ze stwierdzenia
521, f(G;) =H; ,skad G; 2 H;, czyli G, 2 H; dlai=1,..., . O




Rozdziatl 6

Struktura skonczenie
generowanych grup
abelowych

6.1 Struktura skonczonych grup
abelowych

Lemat 6.1. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech (A, +, 0) bedzie
grupg abelowq rzedu p®, gdzie o € N. Niech a € A bedzie elementem
maksymalnego rzedu w A. Jezeli (a) # A, to istnieje ¢ € A, ¢ # 0,
takie, ze (a) N {(c) = {6}.

Dowdd. Z zatozenia wynika, ze A/(a) jest skoniczona p-grupa abelowa.
Zatem z twierdzenia Cauchy’ego istnieje b € A takie, ze o(b+ (a)) = p,
czyli b ¢ (a) 1 pb € (a). Zatem pb = ka dla pewnego k € Z. Jesli p nie
dzieli k, to (o(a), k) = 1, wiec istnieja z,y € Z takie, ze o(a)r+ky = 1,
wiec a = o(a)ra + kya = y(ka) = y(pb) = pyb, czyli a € (b). Zatem
(a) C (b), skad o(a) < o(b), wiec z maksymalnosci o(a) jest o(a) = o(b)
i (a) = (b). Zatem b € (a), sprzecznosc.

Stad p | k1 k = pl dla pewnego [ € Z oraz pb = pla, czyli p(b—la) =
0. Niech ¢ = b — la. Wtedy ¢ & (a), bo b & (a), skad ¢ # 6. Ponadto
pc = 0. Ale (a) N {c) jest podgrupa grupy p-elementowej (c) i ¢ & (a),

ol
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wiec (a) N (c) = {0}. O

Lemat 6.2. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech (A, +,60) bedzie
grupg abelowq rzedu p® dla pewnego o € N. Jezelia € A jest elementem
maksymalnego rzedu w A, to istnieje podgrupa B grupy A taka, ze
(a) & B = A.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem a. Dla @ = 1 mamy, ze o(a) =
p, wiec (a) = A i wystarczy wzia¢ B = {6}. Zalézmy wiec dalej, ze
nasz lemat zachodzi dla p-grup rzedu mniejszego od p®. Jedli (a) = A,
to wystarczy wzia¢ B = {6}. Niech dalej (a) # A. Niech B bedzie
maksymalna podgrupa w A taka, ze (a)NB = {6}. Z lematu 6.1 wynika,
ze |B| > 1. Niech m: A — A/B bedzie epimorfizmem naturalnym.
Niech o(a) = p", gdzie r € Nir < a. Wtedy p'n(a) = 7(p"a) =
7(0) = B oraz jesli o(w(a)) =m, to m- (a+ B) = B, skad m-a € B,
wiec m-a € (a) N B = {0}, czyli m - a = 6. Zatem o(a) | m, czyli
p" | m. Ale o(n(a)) < p", wiec stad o(n(a)) = o(a) = p". Dla x €
A mamy, ze o(x + B) | o(x), wiec o(x + B) < o(r) < o(a). Zatem
a + B jest elementem maksymalnego rzedu w grupie A/B. Ponadto
|A/B| = % < |A], bo |B| > 1. Zatem z zalozenia indukcyjnego istnieje
podgrupa H grupy A taka, ze B C H oraz (a+B)$ H/B = A/B. Stad
(a+B)NH/B = {B}, czyli (a)NH C B, wiec (a)NH C (a)NB = {6},
czyli (a) N H = {0}. Ale B C H, wiec z maksymalnosci B musi by¢
H = Bistad A/B = (a + B). Jezeli x € A, to istnieje k € Z takie,
zer+B=Fk-(a+ B), skad x — ka € B, wiec z € (a) + B. Zatem
A= (a)@ B. O

Z lematu 6.2 i z wniosku 5.20 wynika w prosty sposob nastepujace

Twierdzenie 6.3. Kazda nietrywialna skonczona grupa abelowa
jest sumgq prostq pewnych swoich p-podgrup cyklicznych.

Z twierdzenia Lagrange’a i ze stwierdzenia 5.9 wynika, ze jesli A
jest cykliczna p-grupa. to nie istnieja nietrywialne grupy B, C' takie,
ze A= B x (C. W szczeg6lnosci cykliczna p-grupa nie jest suma prosta
pewnych swoich wlasciwych podgrup.
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Niech (A, +,0) bedzie grupa abelowa i niech n € N. Oznaczmy
nA ={na:a € A}. Wtedy § = n-0 € nA oraz dla dowolnych a,b € A,
na —nb =n(a —b) € nA. Zatem nA jest podgrupa grupy A.

Lemat 6.4. Niech A i B bedq izomorficznymi grupami abelowymi.
Wowczas dla dowolnej liczby naturalnej n: nA = nB.

Dowdd. Niech f: A — B bedzie izomorfizmem grup i niech n € N.
Wtedy dla a € A mamy, ze f(na) = nf(a) € nB, skad f(nA) C nB.
Niech b € B. Wtedy istnieje a € A takie, ze b = f(a), skad nb =
nf(a) = f(na), czyli nB C f(nA) i ostatecznie nB = f(nA). Zatem
nA=nbB. O

Stwierdzenie 6.5. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech A, ...,
Ay, By, ..., By bedg nietrywialnymi p-grupami cyklicanymi oraz niech
|Ail =p* dlai=1,...,n, gdzie 1 < a; < ... < a, oraz |B;| = p%
dla j =1,....m, gdzie 1 < 0y < ... < Op,. Jezeli Ay x ... x A, =
Bix...xB,,ton=morazo; =0; dlait=1,...,n.

Dowéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na oy + ... + a,. Jesli a; +
oty =1, t0 |4 X ..o X Ay = pateton = p i phitetfe =
|By X ...X By| = A1 X ... x A, =p, wieca; +... +a, =1 =
Bi+...+0Bn.skadn=m=11ia; =06 = 1.

Niech k bedzie taka liczba naturalng, ze teza zachodzi dla wszyst-
kich a; + ... + a, < k. Zalézmy, ze a1 + ... + a, = k. Niech A =
Ay X ...x A, 1 B=DB;x...x B, oraz A= B. Wtedy |A| = |B|,
skad a1 + ... + a, = 81 + ... + 3, oraz z lematu 6.4 pA = pB,
wiec [pA| = |pB|. Ponadto pA; jest grupa cykliczna rzedu p®~' dla
i=1,....n, wiec pA; = {#} < «; =11 podobnie pB; jest grupa
cykliczng rzedu p% ' dlaj =1,..., m. Dalej, pA = pA; x ... X pA,

oraz pB = pB; X ... X pB,,. Ponadto [pA| = pler—DFFlan=l) —
pert-Fen=n oraz analogicznie [pB| = p%t- = Ale |pA| = [pB,
wieca; +...+a,—n=0,+...+ 5, —m, skad n = m.

Jezeli [pAl =1, to |pB| =1i(a1 —1)+...4+ (a, —1) = 0 oraz
(i—1)4+...+(Gn—1)=0,czylio; = 3, =1dlai = 1,...,n. Zalézmy
dalej, ze [pA| > 1. Wtedy o; —1 > 0 dla pewnego najmniejszego ¢ oraz
istnieje najmniejsze j takie, ze 3, —1 > 0. Zatem a; = ... = a;_; = 1.
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Br=...=0j-1=1oraz pA = pA; x...xpA,, pB = pB;x...xpB,,
wiec z zatozeia indukcyjnego n—(i—1) = m—(j—1) oraz ay—1 = G —1
dla k£ = ¢,...,n. Ponadto n = m, wiec i = j. Zatem ap = [, dla
wszystkich k =1,...,7,...,n. O

Z twierdzenia 6.3 oraz ze stwierdzen 5.1, 5.2 i 6.5 wynika od razu
nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne dla skonczonych p-grup
abelowych.

Twierdzenie 6.6. Niech p bedzie liczbg pierwszq 1 niech k € N.
Oznaczmy przez Ly zbior wszystkich ciggow o = (aq, . .., ay) liczb na-
turalnych oy < ... < a, takich, ze ay + ...+ o, = k. Wowczas wszyst-
kimi z doktadnoscig do izomorfizmu grupami abelowymi rzedu p* sq

grupy Ay, = Z;—al X . X Ly dla 0 € X

Z twierdzen 6.3 i 6.6 oraz ze stwierdzen 5.1, 5.2, 5.16, 5.17, 5.22
i 6.5 wynika od razu nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne dla
skonczonych grup abelowych.

Twierdzenie 6.7. Niech n = pi* - ... - p%s, gdzie p1 < ... < ps
sq liczbami pierwszymi oraz oo, . .., as € N. Wowczas wszystkimi z do-

ktadnosciqg do izomorfizmu grupami abelowymi rzedu n sq grupy A,
postaci A, = Ap oy X ... X Ay 5., gdzie 0, € Xy, dlai =1,... 5.

6.2 Struktura skonczenie generowanych
abelowych grup beztorsyjnych

Definicja 6.8. Powiemy, ze grupa abelowa (A, +,60) jest skon-
czenie generowana, jezeli istnieja ai,...,a, € A takie, ze A =
<a1,...,CLn>,tZH. A:{k1a1++knan . klkn GZ}

Definicja 6.9. Niech (A, +.6) bedzie grupa abelowa beztorsyjna.
Powiemy, ze elementy a;. ..., a, € A saliniowo niezalezne, jezeli dla

dowolnych ki, .. .. k., € Z z tego, ze ki -a1+ ...+ k, -a, = 0 wynika, ze

ki = ... =k, = 0. Powiemy, ze podzbior {a;,...,a,} C A jest baza

grupy A, jezeli A = (ai,...,a,) oraz zbiér {a;....,a,} jest liniowo
niezalezny.
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Przyktad 6.10. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej
n baza grupy (Z*1)" jest zbiér {e1,...,e,}, gdzie £, = (1,0,...,0),e0 =
(0,1,...,0),...,6, =(0,0,...,1).

Twierdzenie 6.11. Kazda skonczenie generowana beztorsyjna gru-
pa abelowa posiada skoriczong baze.

Dowdd. Niech A bedzie skonczenie generowang beztorsyjna grupa abe-
lowa i niech n bedzie minimalna liczba generatoréw grupy A. Jesli
n =1 to A = (a) dla pewnego a € A oraz o(a) = oo. Stad {a}
jest baza A. Niech dalej n > 1. Wtedy grupa A posiada n genera-
toréw, ale nie posiada n — 1 generatoréw. Zatézmy, ze A nie posiada
skonczonej bazy. Wowczas dla dowolnych aq,...,a, € A takich, ze
A = (ay,...,a,) istnieja ki, ..., k, € Z nie wszystkie réwne 0 i takie,
ze ki-ay+ ...+ k,-a, = 6. Niech k bedzie najmniejsza liczba natu-
ralng taka, ze istniejg by, ...,b, € A takie, z2 A = (by,...,b,) oraz dla
pewnych [y, ... 1, € Zjest ly-by+...+1,-b, = 0 oraz [; = £k dla pew-
nego i = 1,...,n. Jezeli k | I; dla wszystkich j = 1,....n, to l; = kt;,
tieZdlaj=1,...,noraz (kt|)by + ... + (kt,)b, = 0, wiec k(t;1b; +
...+ tuby) = 0, skad z beztorsyjnosci grupy A, t1by + ... +t.b, = 6.
Ale |; = £k, wiec t; = £1, skad b; € (by,...,bi—1,bis1,...,by), wiec
A= (by,....bi_1,bii1,...,by), czyli grupa A posiada n—1 generatordw,
wbrew zatozeniu. Zatem dla pewnego j = 1,...,n mamy, ze k nie dzieli
l;. Oczywiscie j # i, gdyz l; = k. Bez zmniejszania ogdlnosci rozumo-
wania mozemy zaktadac, ze t = noraz j = n—1. Wtedy [,,_1 = ql,, +7
dla pewnych q,r € Z, 0 < r < k, wiec 6 = [1by + ... + l,_2b, 2 +
(qly +7)bp—1 + by = by + .. .4 ly—2bp—o + 1y 1 + 1 (b + ¢bn_1) Oraz
A= (b,....,by) = (b1,...,bp_1,bp + qby_1) oraz r < kir € N, wiec
mamy sprzecznos¢ z minimalnoscia k. O

Lemat 6.12. Jezeli grupa abelowa beztorsyjna A posiada baze n-
elementowq, to A = (Z*T)".

Dowdd. Niech {ay,...,a,} bedzie baza grupy A. Latwo zauwazy¢, ze
przeksztalcenie f: (Z1)" — A dane wzorem

f((/{:l,.kn)):kla1++knan

jest izomorfizmem grup. O
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Z lematu 6.12, przyktadu 6.10, twierdzenia 6.11 i ze stwierdzenia 5.8
wynika od razu nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne dla skon-
czenie generowanych grup abelowych beztorsyjnych.

Twierdzenie 6.13. Wszystkimi z dokltadnosciq do izomorfizmu
skonczenie generowanymi grupami abelowymi beztorsyjnymi sqg grupy
postaci (Z7)" dlan=1,2,....

6.3 Struktura skonczenie generowanych
grup abelowych

Lemat 6.14. Niech B bedzie podgrupg grupy abelowej A. Jezeli
grupa B jest generowana przez n-elementéw, za$ grupa A/ B jest gene-
rowana przez m-elementow, to grupa A jest generowana przez (n+m)-
elementow.

Dowdd. 7 zalozenia istnieja by,...,b, € B i ay,...,a, € A takie,
ze B = (by,....,by) 1 A/B = (a1 + B,...,am + B). Pokazemy, ze
A = (by,.... by a1,...,4y). Wezmy dowolne a € A. Wtedy istnieja
ki,..., kn € Z takie, ze a + B = ky(a; + B) + ... + kn(am + B), skad
a— (kiay + ...+ kna,) € B. Zatem istnieja [y, ...,l, € Z takie, ze
a—(kiay + ...+ kmam) = Lb1 + ... +1,by, czylia = 110y + ...+ 1,,b, +
Frar+. ..+ knay,, wieca € (by,... by, a1,...,a,). Zatem grupa A jest

generowana przez (n + m)-elementéw. O

Lemat 6.15. JeZeli grupa abelowa A jest gemerowana przez ele-
menty ai,...,a,, to dla dowolnej jej podgrupy B grupa A/ B jest ge-
nerowana przez elementy a; + B, ..., a, + B.

Dowédd. Wezmy dowolne a € A. Wtedy istnieja ki,...,k, € Z takie,
e a = kiay + ...+ kpa,, wiec a + B = (ka1 + ... + kqa,) + B =
ki(ay + B) + ...+ kn(a, + B), skad A/B= (a1 + B,....a, +B). O

Stwierdzenie 6.16. Jezeli grupa abelowa A jest generowana przez
n elementow, to kazda jej podgrupa tez jest generowana przez n elemen-
tow.
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Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika
stad, ze kazda podgrupa grupy cyklicznej jest grupa cykliczna. Za-
t6zmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech A bedzie
grupa abelowa o generatorach ay, ..., a,, a,+1. Niech B bedzie dowolna
podgrupa grupy A. Wtedy A/{a,+1) = (a1 + (ans1)s- -y an + (aps1)),
wiec z lematu 6.15 i zatozenia indukcyjnego grupa (B + (an+1))/{@n+1)
jest generowana przez n-elementow. Ponadto z II twierdzenia o izomor-
fizmie (B+(an+1))/ (ans1) = B/(BNans1)). wige grupa B/(BN{ay+1))
jest generowana przez n-elementéw. Ponadto grupa BN (a,+1) jest cy-
kliczna (jako podgrupa grupy cyklicznej (a,+1)), wiec jest generowana
przez jeden element. Stad z lematu 6.14 grupa B jest generowana przez
(n + 1)-elementéw. O

Czescia torsyjna grupy abelowej (A, +,0) nazywamy podzbiér
T(A)={a € A:n-a=6dla pewnegon € N}.

Lemat 6.17. Jezeli A jest grupg abelowq, to T(A) jest podgrupg
grupy A oraz grupa AJT(A) jest beztorsyjna.

Dowdd. Poniewaz 1-60 = 0, wiec § € T'(A). Ponadto dla a,b € T(A)
istnieja m,n € N takie, ze n-a=01im-b=0, skad (mn)-(a —b) =40,
czyli a — b € T(A). Zatem T(A) jest podgrupa grupy abelowej A.
Niech a € A oraz n € N bedg takie, ze n- (a + T(A)) = T(A). Wtedy
n-a € T(A), wiec istnieje m € N takie, ze m - (n - a) = 0, skad
(mn)-a =0, czylia € T(A). Zatem a+T(A) = T(A) i grupa A/T(A)
jest beztorsyjna. 0

Stwierdzenie 6.18. Jeieli A jest skonczenie generowanqg grupg
abelowq, to istnieje beztorsyjna podgrupa C grupy A taka, e A =
T(A) & C.

Dowdd. Jezeli A = T(A), to wystarczy wziaé¢ C = {6}. Niech dalej
A #T(A). Wtedy z lematéw 6.15 1 6.17 wynika, ze A/T(A) jest skon-
czenie generowana abelowa grupa beztorsyjna, wiec na mocy twierdze-
nia 6.11 istnieja a;. . .., a, € A takie, ze baza grupy A/T(A) jest zbiér

{a, + T(A)...., an, + T(A)}.
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Niech C' = (aj,...,a,) i a € T(A) N C. Wtedy istnieje m € N i ist-
nieja kq,...,k, € Z takie, ze m-a = 6 oraz a = kja; + ... + kpa,,
skad (mki)a; + ... + (mky)a, = 6. Zatem (mk;) - (a; + T(A)) +

.+ (mky,) - (a, + T(A)) = T(A), skad mk; = 0, czyli k; = 0 dla
i=1,....n. Zatem a = 0. Stad T(A) N C = {0}, wiec w szczegilno-
sci grupa C' jest beztorsyjna. Wezmy dowolne a € A. Wtedy istnieja
li,...,l, € Ztakie, ze a+T(A) = l1(a; + T(A)) + ... + 1, (a, + T(A)),
skad a — (Lhay + ... + lya,) € T(A). Zatem a € C + T(A). Stad
A=T(A)+ C iostatecznie A =T(A) & C. O

Lemat 6.19. Kazda skorniczenie generowana torsyjna grupa abelowa
A jest skoriczona.

Dowdd. Na mocy zatozenia istnieja ai,as,...,a, € A takie, ze A =
(aj,...,a,). Ponadto istnieja t; € N takie, ze t;-a; = 0. Zatem |{k-a; :
keZ} <t;dlai=1,...,n, skad

’A‘ = |{k1a1+...+knan i k’l,...,kn GZH <t1t2tn
Zatem grupa A jest skonczona. O

Ze stwierdzen 6.16 i 6.18, lematu 6.19, twierdzen 6.7 i 6.13, twier-
dzenia 5.7 oraz stwierdzen 5.1, 5.2, 5.3, 5.16 i 5.17 wynika w prosty
sposOb nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne dla skonczenie ge-
nerowanych grup abelowych.

Twierdzenie 6.20. Wszystkimi z doktadnosciqg do izomorfizmu
skonczenie generowanymi grupami abelowymi sq grupy A postaci A =
A, x (ZT)k, gdzie A, jest grupq z twierdzenia 6.7 oraz k,n € Ny.

Ponadto mamy stad tez nastepujacy

Whniosek 6.21. Kazda skonczenie generowana grupa abelowa jest
sumgq prostg pewnych swoich podgrup cyklicznych.

Nastepne twierdzenie na algebrze I, ale teraz podamy jego inny
dowdd wykorzystujacy poznane twierdzenia klasyfikacyjne.
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Twierdzenie 6.22. Kazda skonczona podgrupa grupy multiplika-
tywnej dowolnego ciata jest cykliczna.

Dowdd. Niech A bedzie skonczong podgrupa grupy multiplikatywne;
K* ciata K. JeSli A = {1}, to A = (1), czyli grupa A jest cykliczna. Za-

tozmy dalej, ze |A| > 1. Wtedy istnieja rézne liczby pierwsze py, ..., ps
oraz istnieja liczby naturalne aq,...,a, takie, ze |A| = pi* - ... - pos.
Z twierdzenia 6.7 wynika, ze A= Ay 5 X ... X Ay .., gdzie 0; € ¥,
it =1,...,s. Jedli dla pewnego ¢ grupa A, ,, nie jest cykliczna, to w

grupie A istnieje podgrupa B = Z x Z} . Ale wtedy dla kazdego b € B
bedziemy mieli, ze b = 1 oraz |B| = p?, wiec wielomian f = xP' — 1
posiada w ciele K co najmniej p? > p; pierwiastkéw. Otrzymalismy
zatem sprzecznos¢. Stad kazda z grup A,, ., jest cykliczna. Zatem ze
stwierdzen 5.10 i 5.2 grupa A jest cykliczna. O

Udowodnimy teraz twierdzenie odgrywajace waznag role w teorii

Galois.

Twierdzenie 6.23. KaZda skoriczona grupa rozwigzalna G posiada
cigg podgrup G = Go 2 Gy 2 ... 2 Gry1 = {e} taki, ze Gy QG oraz
grupa G;/G1 jest cykliczna dlai=0,1,...,r.

Dowdd. Niech A bedzie skonczona grupa abelowa. Wéwczas z twier-
dzenia 6.3 istnieja w A cykliczne podgrupy Ci,...,C,,; takie, ze A =
01@. . .@Cr+1. Niech Ao == 01@ . .@Cr+1, Al = Cl@ . .@Cr, e ,Ar =
Cy, Ay = {e}. Wowcezas A; 1 < A; oraz grupa A; /A1 = Cr 1 jest
cykliczna dla ¢ = 0,1, ...,r. Zatem teza twierdzenia zachodzi dla do-
wolnej skonczonej grupy abelowej.

Niech teraz GG bedzie nieabelowa skonczona grupa rozwigzalna.
Z twierdzenia 3.12 wynika, ze w G istnieje skonczony ciag podgrup
G =Gy 2 G 2Gy 2D ... 0 Gre1 = {e} taki, ze Gi11 < G; oraz
G;/Giyq jest skonczona grupa abelowa dla kazdego i = 0.1,...,k —
1. Z opisu podgrup w grupie ilorazowej oraz z pierwszej czesci do-
wodu naszego twierdzenia mamy, ze dla kazdego ¢ = 0,1,....k —
1 istnieja w G; podgrupy Gip = G; 2 Gi 2 ... 2 Gy, = Ginq
takie, ze G ;11 < Gy oraz grupa (Gi;/Git1)/(Gij+1/Gisr) jest cy-
kliczna dla wszystkich 7 = 0,1,...,k; — 1. Ale na mocy III twierdzenia

nuacja,
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o izomorfizmie (G;;/Gi+1)/(Gij+1/Giv1) = Gij/Gij+1 dla wszystkich
1=0,1,...,k—1,7=0,1,..., k; — 1, wiec twierdzenie jest udowod-
nione. O
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Rozdziat 7

Wielomiany wielu zmiennych
i pierscienie noetherowskie

7.1 PiersScienie wielomianéw wielu
zmiennych

Niech P bedzie dowolnym pierscieniem (przemiennym z jedynka)
i niech 1, xg, ... beda zmiennymi. Okreslamy przez indukcje

Otrzymujemy w ten sposob pierscien wielomianéw n-zmiennych
Plzy,...,x,) dla n = 1,2,.... Mamy stad np., ze Pz,y] = (P[z])[y].
wiec kazdy element f € P[r,y] moze by¢ zapisany w postaci f =
go+ g1y + ... + g.y™ dla pewnego n € Ny i dla pewnych wielomianéw
9o, 91 - -+ gn € Plz]; zatem f =Y a;;2'y’ oraz suma ta jest skofczona
i a;; € P dla wszystkich ¢, j. Wynika stad, ze Plz,y] = (P[y])[z].

Rozumujac analogicznie mozna wykaza¢ przez prosta indukcje, ze
kazdy niezerowy element f € P[xy,...,z,] mozna jednoznacznie zapi-
sa¢ w postaci:

f=ap paft ok (7.1)
gdzie ky.....k, € Ngiag, 4, € P\ {0}. Stopniem takiego f nazy-
wamy maksymalng warto$¢ k1 +. ..+ k, i oznaczamy symbolem st(f);
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przyjmujemy tez, ze st(0) = —oo.

Stwierdzenie 7.1. Niech ¢: P — A bedzie homomorfizmem pier-
Scieni oraz niech ay,asq, ..., a, € A. Wowczas istnieje doktadnie jeden
homomorfizm pierscieni ®: Plxy, xq, ..., x,] — A taki, ze ®(p) = ¢(p)

dla kazdego p € P oraz ®(x;) = a; dla kazdegoi = 1,2,...,n. Ponadto
zachodzi wzor:

d (Z Qpy oy xf{l) =" lak k) - alt ... akn. (7.2)

Dowéd. Zauwazmy, ze jezeli homomorfizm pierscieni ®: Plz;, xs,. . .,
r,] — A jest taki, ze ®(p) = ¢(p) dla kazdego p € P oraz ®(z;) = a;
dla kazdego i = 1,2,...,n, to jest spelniony wzér (7.2). Wobec tego
pozostaje do wykazania, ze przeksztalcenie & dane tym wzorem jest
homomorfizmem pierécieni, bo ®(p) = ¢(p) dla kazdego p € P oraz
®(x;) = a; dla kazdego i = 1,2,...,n.

Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1 teza wynika z algebry
[. Zatézmy, ze n > 2 i teza zachodzi dla liczby n — 1. Wtedy istnieje
homomorfizm pierscieni F': Pzy,...,x, 1] — A taki, ze F(p) = ¢(p)
dla kazdego p € P oraz F(x;) = a; dla kazdego i = 1,...,n — 1.
Z algebry I istnieje homomorfizm pierscieni ®: (P[z1,...,2,1])[x,] —
A taki, ze ®(w) = F(w) dla kazdego w € P|xy,...,2,_1] oraz ®(z,) =
an. Ale (Plzy,...,2,1])[zn] = Plz1,22,. ... 2,] 1 ®(p) = p dla kazdego
p € Poraz ®(x;) = F(x;) = a; dlai =1,...,n — 1, wiec ® spelnia
wszystkie zadane warunki. O

Wartoscig wielomianu f = Zakl._knx’fl coooab e Plry, ..z
w punkcie t = (t,...,t,) € P" nazywamy element f(¢) € P dany
wzorem:

f(t) = Zaklmknt’fl L tﬁ". (73)
Ze stwierdzenia 7.1 otrzymujemy, ze dla dowolnego t € P™ oraz dla
dowolnych wielomianéw f,g € P[z;.. ... r,] zachodza wzory:

(f+9)(t)=f(t)+g(t) oraz (fg)(t) = f(t)-g(t), (7.4)

gdyz przeksztalcenie f — f(t) jest homomorfizmem pierscieni.
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Grupe multiplikatywna (P*,-, 1) pierscienia P bedziemy oznaczali
przez P*. Przypomnijmy, ze

P* = {a € P :istnieje b € P taki, ze a-b = 1}.

Z algebry I wiemy, ze jezeli P jest dziedzing catkowitos$ci (tzn.
P # {0} oraz dla dowolnych a,b € P z tego, ze a-b= 0 wynika a = 0
lub b = 0), to P[z] tez jest dziedzina catkowitosci oraz (Plz])* = P*.
Stad przez prosta indukcje uzyskujemy nastepujace

Twierdzenie 7.2. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to dla kaz-
dego naturalnego n pierscieri Plzy, ..., x,| tez jest dziedzing catkowi-
tosci oraz (Plxy,...,x,])" = P*.

Przypomnijmy, ze ideatem pierscienia P nazywamy taki niepusty
podzbiér I C P, ze

(i) ¢ —j € I dla dowolnych i, j € I oraz

(ii) a - i € I dla dowolnych a € P, i € I.

Piszemy wtedy I < P.

Z okreslenia ideatu pierscienia P wynika, ze jest on zawsze pod-
grupa grupy addytywnej PT tego pierécienia.

Jezeli I jest ideatem pierscienia P, to mozemy utworzy¢ tzw. pier-
§cien ilorazowy P/I. Przypomnijmy, ze P/I = {a+ 1 : a € P}
oraz dla a € P zbior a+ I = {a +i : i € I} nazywamy war-

stwg idealu I o reprezentancie a. Dla dowolnych a,b € P mamy,

zea+l=b+1 < a—0be I;ponadto (a+ 1)+ (b+1) =l (a+b)+1

oraz (a+ 1) - (b+ 1) “ab+ I

Latwo sprawdzi¢, ze jesli ay,...,a, € P, to
(al,...,an) = {a1b1+...+anbn . blr----bn S P}

jest najmniejszym (w sensie inkluzji) ideatem pierscienia P zawieraja-
cym zbiér {ai,..., a,} i wowczas elementy ai, ... ,a, nazywamy jego

generatorami. Ideatl I pierscienia P nazywamy ideatem skonczenie
generowanym, jezeli I = (a...., a,) dla pewnych ay,...,a, € P.
Szczegolnym przypadkiem ideatu skonczenie generowanego jest ideat
gtéwny (a) = {ax : © € P} o generatorze a € P. Pierscienie,
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w ktorych kazdy ideat jest gtéwny nazywamy piersScieniami idealéw
gtéwnych. Z algebry I wiemy, ze Z oraz K|[z] dla dowolnego ciata K
sa pierscieniami ideatow gtéwnych.

Przyklad 7.3. Zatozmy, ze a jest niezerowym elementem nieod-
wracalnym dziedziny catkowitosci P, czyli a # 0 oraz ab # 1 dla kaz-
dego b € P. Pokazemy, ze wtedy ideal I = (a, z) pier§cienia wielomia-
néw Plz| nie jest gléwny. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje wielo-
mian f € Plz] taki, ze I = (f). Ale a,z € (f), wiec istnieja g, h € P[x]
takie, ze a = fgix = fh. Ponadto P jest dziedzing catkowitosci, wiec
0 = st(a) = st(fg) = st(f) + st(g), skad st(f) =0, czyli f € P\ {0}.
Ale 1 = f(1)h(1) = f - h(1), wiec 1 € (f), czyli 1 € I. Zatem istnieja
u,v € P[r] takie, ze 1 = au+ av, skad 1 = a-u(0) 4+ 0-v(0) = a - u(0)
i mamy sprzecznosc.

W szczegolnosci wynika stad, ze jezeli P jest dziedzing catkowitosci
nie bedaca cialem, to P[z] nie jest pierscieniem idealéw gltéwnych, np.
Z[z] nie jest pierScieniem idealéw gléwnych oraz dla dowolnego ciata
K ideal (z,y) pierscienia K[z, y] nie jest gtéwny.

Innym waznym rodzajem ideatéw pierscienia sa tzw. idealty pierw-
sze. Mianowicie, ideat [ pierscienia P nazywamy idealem pierw-
szym, jesli

(i) I # P oraz

(ii) dla dowolnych a,b € P z tego, ze a-b € I wynika a € I lub
bel.

Powiemy, ze ideal [ pierscienia P jest idealem maksymalnym
pierscienia P, jezeli

(i) I # P oraz

(ii) dla dowolnego ideatu J pierscienia P takiego, ze I C J jest
J=1lub J=P.

Z algebry I wiemy, ze ideat I pierscienia P jest ideatem pierwszym
(maksymalnym) pierécienia P wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien ilo-
razowy P/I jest dziedzina catkowitosci (ciatem).

nuacja,
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7.2 Pierscienie noetherowskie

Twierdzenie 7.4. Dla dowolnego pierscienia P nastepujgce wa-
runki sqg rownowazne:

(i) kazdy ideal pierscienia P jest skoriczenie generowany;

(ii) kazdy wstepujgcy ciqg ideatdow pierscienia P stabilizuje sie, tzn.
gesli Iy € I, C ... sq ideatami pierscienia P, to istnieje indeks s takr,
zely =101 =...;

(ii1) w kazdej niepustej rodzinie ideatéw pierscienia P istnieje ele-
ment maksymalny.

Dowdd. (i)= (ii). Niech I; C I, C ... bedzie dowolnym ciagiem wste-
pujacym ideatow pierécienia P i niech I = U I,. Wtedy I,, C I dla

n=1

kazdegon € N, skad I # (). Jezelia € P, i € I, to istnieje n € N takie,
1€ l,il, <P, wieca-i € I,,czylia-i € [I. Jezeli i,7 € I, to
istnieja n,m € N takie, ze i € I, oraz j € I,,. Niech k = max{n, m}.
Wtedy I, C I oraz I,,, C Ii, wiec 1,7 € I, wiec i —J € Iy, bo I < P.
Zatem ¢ — j € I. Stad I < P, wiec z zalozenia istniejg ay,...,a, € 1
takie, ze I = (ai,...,a,). Ponadto istnieja indeksy ki,...,k, € N ta-
kie, ze a; € I, dla i = 1,...,n. Niech s = max{ky,...,k,}. Wtedy
ay,...,a, € Iy, wiec I = (ay,...,a,) C I, C I, C I dla wszystkich
indekséw m > s, skad Iy = [, dla m > s. Zatem ciag I, C I, C ...
stabilizuje sie.

(ii)=(iii). Zal6zmy, ze w pewnej niepustej rodzinie R ideatéw pier-
Scienia P nie istnieje element maksymalny. Oznacza to, ze dla kazdego
I € R istnieje J € R takie, ze I & J. Poniewaz rodzina R jest niepu-
sta, wiec przez prosta indukcje uzyskujemy stad istnienie wstepujacego
ciagu Iy & I, & ... idealéw rodziny R, ktéry nie stabilizuje sie. Otrzy-
malismy zatem sprzecznos¢ z naszym zalozeniem.

(iii)=(i). Niech I bedzie dowolnym idealem pierscienia P. Ozna-
czmy przez S rodzine wszystkich skonczenie generowanych idealow
pierécienia P zawartych w ideale /. Poniewaz {0} € S, skad S # (), wiec
w rodzinie S istnieje element maksymalny M. Je$li M # I, to istnieje
a €I\ Miwtedy M & M+ (a) C 1. Ale M = (ay.....a,) dla pew-
nych a;..... a, € I. wiec M + (a) = (a;....,an,a), skad M + (a) € S

nuacja,

01
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i mamy sprzecznos¢ z maksymalnoscia M. Zatem M = [ iideal I jest
skoniczenie generowany. C

Definicja 7.5. Kazdy pierscien P spetniajacy ktorykolwiek z réw-
nowaznych warunkéw (i)-(iii) twierdzenia 7.4 nazywamy pier$cieniem
noetherowskim.

Twierdzenie 7.6. Obraz homomorficzny pierscienia moetherow-
skiego jest pierscieniem noetherowskim.

Dowdéd. Niech pierécien A bedzie obrazem homomorficznym pierscienia
noetherowskiego P. Wtedy istnieje homomorfizm f: P — A pierscie-
nia P na pierécien A. Niech J bedzie dowolnym ideatem pierécienia
A Wtedy I = f~1(J) <« P. Ale f jest 'na’, wiec f(I) = J. Ponadto

pierscien P jest noetherowski, wiec istnieja aq,...,a, € I takie, ze [ =
(ala tees an>' Latwo Zauwazyéa ze f((ala ttey an)) = (f(al)a cee f(aTL))
Zatem J = (f(ay),..., f(a,)) i pierScien A jest noetherowski. C

Whniosek 7.7. Niech P bedzie pierscieniem. Jezeli pierscien wie-
lomiandw P[x] jest noetherowski, to pierscieni P tez jest noetherowsks.

Dowdd. 7 algebry I wiemy, ze przeksztalcenie f: P[z] — P dane wzo-
rem f(w) = w(0) dla w € P|x] jest homomorfizmem pierscienia Plx]
na pierscien P. Zatem na mocy twierdzenia 7.6 pierscien P jest no-
etherowski. C

Przyktad 7.8. Podpierscien pierécienia noetherowskiego nie musi
by¢ pierécieniem noetherowskim. Mianowicie pierscien P = Q[z] jest
noetherowski, bo kazdy jego ideal jest generowany przez jeden ele-
ment. Latwo zauwazy¢, ze A = Z + () = {f € P : f(0) € Z}
jest podpierScieniem pierscienia P. Jesli S jest podgrupa grupy Q,
to 1(S) = Sz + (2%) = {sx + 2%f : f € P,s € S} jest idealem pierscie-
nia A. Jedli Sy i S, sa podgrupami grupy Q7 takimi, ze S; & S, to
I(S1) & 1(S3), bo istnieje s € Sy\ St i wtedy sz € 1(S3)\1(S1). W celu
wykazania tego, ze pierscien A nie jest noetherowski wystarczy zatem
wskazaé¢ wstepujacy ciag S1 & S2 & ... podgrup grupy QF. Mozna to
zrobi¢ na wiele sposobow. My wybierzemy jeden z najprostrzych. Mia-
nowicie niech S; = {Qi ck € Z} dlai € N Wowezas S; jest podgrupa
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grupy QF, S; C Siy1 oraz 55 € S\ S; dla kazdego i € N. Za-
tem pierécien A nie jest noetherowski, chociaz jest on podpierscieniem
pierscienia noetherowskiego P.

7.3 Twierdzenie Hilberta o bazie

Twierdzenie 7.9 (Hilberta o bazie). Jezeli pierscien P jest no-
etherowski, to pierscien Plx] tez jest noetherowski.

Dowdd. Zatozmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje pierscien noetherow-
ski P taki, ze pierscienn P[x] nie jest noetherowski. Zatem istnieje ideal
J pier§cienia P[z], ktéry nie jest skoniczenie generowany. W szczeg6l-
nosci J # {0}, bo {0} = (0). Wynika stad, ze w zbiorze J; = J \ {0}
istnieje wielomian niezerowy f; minimalnego stopnia k& € Nj. Po-
niewaz ideal J nie jest skonczenie generowany, wiec (f1) & J oraz
w zbiorze J; = J \ (f1) istnieje wielomian niezerowy f, minimalnego
stopnia ko. Poniewaz Jy, C Jy, wiec ky > ki. Jesli wybrane juz zo-
staty wielomiany fi, fo, ..., f, takie, ze f; jest wielomianem minimal-
nego stopnia w zbiorze J; = J\ (f1,...,fi1) dlai = 1,...,n, to
Jp CJp1 € ... C S C Jy,skad by = kg > .00 > kg > Ky, gdzie
ki = st(fi)dlai= 2, ..., n. Ponadto (f1,.... fn) & J, wiec istnieje wie-
lomian niezerowy f,+1 € Joo1 = J \ (f1,- .., fn) minimalnego stopnia
kp+1. Ponadto J,+1 C J,, wiec k41 > k,,. Przez indukcje skonstruowa-
liSmy zatem ciag (f,) niezerowych wielomianéw stopni k1 < kg < ...

o najstarszych wspotczynnikach aq, as, ... i takich, ze f; jest wielomia-
nem minimalnego stopnia w zbiorze J; = J\ {0} oraz f, jest wielomia-
nem minimalnego stopnia w zbiorze J, = J\ (f1,..., fn_1) dla kazdego
n=23,...

W pierécieniu noetherowskim P mamy zatem wstepujacy ciag ide-
atow:
(a1> g (a17 CLQ) g <a17a27 a3) c....

Zatem istnieje indeks s taki, ze (a1, ...,as) = (ag,...,qs 0551) = .. ..
W szczegélnosci asy g € (aq,. .., as). Zatem istnieja by, ..., bs € P takie,
ze

asi1 = aiby + ...+ asbs.
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Ale kgyy > ki dlae =1,...,s, wiec ke —k; € Nogdlad =1,...,s.
Stad z*=17% € P[z] dlai =1,...,s. Niech

f = For— (bR g bt ).

Wtedy f € J oraz f & (f1,...,fs), bo inaczej fst1 € (f1..-.,fs),
wbrew naszej konstrukcji wielomianu f, ;. Stad f € Jeiq 1 st(f) >
st(for1) = ker1. Ale wielomiany aFst17Fif) | ghs+17ks £ sq stopnia
ko1, wiec najstarszy wspotezynnik wielomianu g = byzFst1=% £ 4 4+
b1k f o wynosi byay + ... + bsas = agy1, czyli st(f) < ko1 i mamy
sprzecznosc. O

Whniosek 7.10. Jezeli pierscien P jest noetherowski, to dla dowol-

nego n € N pierscieri Plxy,...,x,| teZ jest noetherowski. W szczegdl-
nosci pierscien Zlxy, . . ., x,| jest noetherowski oraz dla dowolnego ciata
K pierscien K[z, ..., x,] jest noetherowski.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika od razu z twier-
dzenia Hilberta o bazie. Zal6zmy, ze teza zachodzi dla pewnego na-
turalnego n. Wtedy Plxy,..., &0, Tpi1] = (Plx1, ..., 25))[Te41] oraz
z zalozenia indukcyjnego pierscien Pz, ..., x,] jest noetherowski, wiec
z twierdzenia Hilberta o bazie pierScienn (P[xy,...,z,])[Tns1] tez jest
noetherowski, czyli pierécien Plzy,...,Z,, Ty+1] jest noetherowski. O

Twierdzenie 7.11. Kazdy pierscien skornczenie generowany jest
noetherowski.

Dowod. Niech P bedzie pierscieniem skonczenie generowanym. Wtedy

istnieja elementy ai,...,a, € P takie, ze kazdy element pierécienia
P jest skonczong suma elementéw postaci (k- 1) - af' - ab? - ... - akn

dla pewnego k € Z i dla pewnych ki, ko, ..., k, € Ny. Przeksztalce-
nie ¢: Z — P dane wzorem ¢(k) = k-1 jest homomorfizmem pier-
Scieni. Zatem na mocy stwierdzenia 7.1 istnieje homomorfizm pierscieni
O: Zlzy. ..., x,] — P taki, ze (k) =k-1dla k € Z oraz (z;) = a;

dla i = 1.2,..., n. Wobec tego ® jest "na” i z wniosku 7.10 oraz

z twierdzenia 7.6 pierscien P jest noetherowski. g

Zdi,

sobow naukowych
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Rozdzial 8

Pierscienie szeregow
formalnych

8.1 Konstrukcja i podstawowe wtasnoSci
piersScienia szeregéw formalnych

Niech P bedzie dowolnym pierscieniem. Oznaczmy przez P|[x]] zbidr
wszystkich nieskonczonych ciagow:

f="{(fo: f1: fa. ") (8.1)

takich, ze f; € P dla wszystkich i =0,1,....

Elementy zbioru P[[z]] nazywamy szeregami formalnymi zmien-
nej r o wspotczynnikach z pierscienia P. Przyjmujemy umowe, ze je-
$li szereg nazywa sie g, to ¢ = (90,91, 92, ---), czyli go, 91,92, --. sa
jego kolejnymi wspoétczynnikami. Przy tych oznaczeniach dla szeregow
f, g € P[[z]] mamy, ze:

f=9 < fi=g;dlakazdegoi=0,1,2,.... (8.2)

Szereg 0 = (0,0,0,...) nazywamy zerowym, a szereg 1 = (1,0,0,...)
nazywamy jedynkowym. Jezeli 0 = f; = fo = ..., to szereg f
nazywamy stalym. Jezeli f # 0, to istnieje najmniejsze n takie,
ze f, # 01 woéwczas n nazywamy stopniem szeregu f i piszemy
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st(f) = n, za$ f, nazywamy najmltodszym wspélczynnikiem tego
szeregu. Ponadto przyjmujemy, ze st(0) = oc oraz dla n € Ny: oo > n,
oC +n=0C+ 00 = 0.

Suma szeregdéw f,g € P[[z]] nazywamy szereg:

f+g=_(fo+go i +g,fatg2...) (8.3)
latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych szeregéw f, g € P|[x]]:
st(f + g) > min{st(f), st(g)}. (8.4)

Jezeli za$ st(f) < st(g), to oczywiscie st(f + g) = st(f).

Z okreslenia dodawania szeregow tatwo wynika, ze system algebra-
iczny (P[[x]], +,0) jest grupa abelowa, przy czym szeregiem prze-
ciwnym do szeregu f jest szereg —f = (—fo, —f1, —fa,...).

Iloczynem szeregbw f, g € P[[z]] nazywamy szereg:

f 9= (fog0, fogr + f190. fog2 + fror + fago. .. .). (8.5)

Zatem dla kazdego n € Ny:

(f-9)n= Z fign—i = Z fi9;. (8.6)
=0 i+j=n
Jezeli fi=0dlai=1,2,..., to ze wzoru (8.6) wynika, ze:

(f0,0,0,...) - (90, 91, G2. - --) = (fogo: fog1: foga. - - ). (8.7)

Jezeli zas§ fi = 1 oraz f; = 0 dlai = 0,2,3,..., to ze wzoru (8.6)
wynika, ze:

(0, 1.0.0,.. ) . (go,gl,gg, . ) = (0,g0,91,gg, .. > (88)

Niech teraz f,g € Pl[z]] \ {0} i n = st(f) oraz m = st(g). Wtedy
(f-9)x = 0 dla wszystkich k < n+m. Rzeczywidcie, (f-g)x = Y_ fig;

i+j—=k
oraz f; = 0 dlai < n, zas dlai > n jest j < m, wiec g; = 0. Stad
iz (8.7) mamy, ze dla dowolnych szeregéw f, g € P|[z]]:

st(f-g) > st(f)+st(g). (8.9)
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Stwierdzenie 8.1. Niech f,g € P[[z]]\ {0} bedq takie, Ze najmtod-
szy wspotczynnik szeregu f lub nagmlodszy wspotczynnik szeregu g jest
elementem regularnym pierscienia P. Wtedy st(f - g) = st(f) + st(g)
oraz najmtodszy wspotczynnik szerequ f - g jest iloczynem najmtodszych
wspotczynnikow szeregow f i g.

Dowéd. Oznaczmy n = st(f), m = st(g). Wezmy dowolne 7, j € Ny
takie, ze i+ j =n+m. JeSlii <n, to f; =0. Jeslii > n, to j < m,
skad g; = 0. Zatem ze wzoru (8.6) mamy, ze (f - ¢)ntm = fagm # 0,
bo f. # 0, gm # 0 oraz f, lub g,, jest elementem regularnym. Stad ze
wzoru (8.9) wynika teza naszego stwierdzenia. O

Whniosek 8.2. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to dla dowol-
nych f,g € P[[z]]
st(f - g) = st(f) + st(g).

Ze wzorow (8.5) i (8.6) wynika od razu, ze mnozenie szeregéw
jest przemienne. Natomiast ze wzoru (8.7) wynika od razu, ze 1 =
(1,0,0,...) jest elementem neutralnym mnozenia szeregow.

Teraz udowodnimy, ze mnozenie szeregbw jest rozdzielne wzgledem
ich dodawania oraz, ze mnozenie szeregow jest taczne. W tym celu
wezmy dowolne f, g, h € Pl[z]]. Wtedy dla n € Ny mamy, ze

(f(g+h)n= > filg+h)j= > filg;+h))= > (fig; + fihj)

i+j=n i+j=n i+j=n
S fugit Y Ly =@+ (f )= (f-g+f ),
i+j=n i+j=n

skad f-(g+h)=f-g+f n
Ponadto ((f-g) - h)n :.Z hi= > > (fsg)h; =

i+j=n s+t=1
Z (fsgt)hj oraz (f = Z fs g- h k = Z Z fs gt
s+t+j=n s+k=n stk=nt+j=k

= Z fs(gih;), wiec f-(g-h)=(f-g)-h. W ten sposob udowod-
s+t+j=n
niliémy nastepujace
Twierdzenie 8.3. Dla dowolnego pierscienia P system algebra-
iczny (P[[z]]. +.-.0.1) tworzy pierscien.
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Ten pierécien nazywamy pier§cieniem szeregéw formalnych
zmiennej r o wspotczynnikach z pierscienia P.

Ze wzordéw (8.3) 1 (8.7) wynika, ze przeksztalcenie ¢: P — PJ[x]]
dane wzorem:

ela) = (a,0,0,...) (8.10)

jest réznowartosciowym homomorfizmem pierscieni. Z tego powodu
mozna dokona¢ utozsamienia:

(a,0,0,...) =adlaa € P. (8.11)

Przy takim utozsamieniu P jest podpierscieniem pierscienia P[[x]],
a nawet pierscien wielomianéw P[x] jest podpierScieniem pierécienia
P[z]].

Wprowadzmy teraz oznaczenie:
r=(0,1,0,0,...). (8.12)
Wowezas ze wzoru (8.8) przez prosta indukcje uzyskamy, ze:
2" =(0,0,...,0,1.0,...)dlan=0,1,.... (8.13)

Niech f € P[[z]]. Ze wzoréw (8.7) i (8.13) mamy, ze (f,0,0,...) -

k
2 = (0,...,0,£,0,...) dla k = 1.2,..., wiec f = (f5,0,0,...) +
0, f1,0,...)+... = fo+ fix + foxr*+. ... Zatem dla dowolnego szeregu
f € P[[z]] mamy utozsamienie:

f= ifza:l (8.14)

1=0

Otrzymujemy w ten sposob naturalng notacje dla szeregéw z pierscie-
nia P[[z]].

Z wniosku 8.2 i tego, ze pierscien P jest podpierscieniem pierscienia
P[[z]] wynika od razu nastepujace

Stwierdzenie 8.4. Pierscieni P[[x]] jest dziedzing catkowitosci wte-
dy i tylko wtedy, gdy pierscien P jest dziedzing catkowitosci.
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Stwierdzenie 8.5. Niech P bedzie dowolnym niezerowym pierscie-
niem. Szereg f € P[[z]] jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy fo jest
elementem odwracalnym pierscienia P.

Dowdd. Zatézmy, ze szereg f jest odwracalny. Wtedy istnieje szereg
g € P[[z]] taki, ze f-g = 1. Stad w szczegdlnosci fo - go = 1, czyli
foe P

Na odwrét, zalézmy, ze fo € P*. Okredlamy rekurencyjnie cigg
(90, 91, - .-) prayjmujac, ze go = fo ' oraz gn = fo (= fign-1—- .= fugo)
dla wszystkich n = 1,2,.... Woéwczas fogn + fign—1 + ... + fugo =
0dan = 1,2,... oraz ¢ = (g0, ¢1,...) € P[[z]]. Zatem [ -g =
(f090,0,0,...) =1, czyli szereg f jest odwracalny. d

Stwierdzenie 8.6. Dla dowolnego ciata K piersciern K[[z]] jest
dziedzing ideatéw gtéwnych i jedynymi jego ideatami sq: (0) oraz idealy
postaci (z%) dla k =0,1,.. ..

Dowdd. Ze stwierdzenia 8.4 pierscien K |[[x]] jest dziedzina catkowitosci.
Niech I bedzie idealem w K[[z]] réznym od (0). Wtedy I zawiera

niezerowy szereg. Zauwazmy, ze jezeli f = Z fixt € I oraz fi, # 0,
i=k

to f = zF - Zfia:i_k = zF. ij+kxj. Ponadto ze stwierdzenia 8.5
i=k =0

szereg g = ijJrkxj jest odwracalny, gdyz fr # 0 1 K jest ciatem.
=0

Stad 2% = (2% - g) - g7! € I, a wiec (2*) C L.

7 zasady minimum istnieje najmniejsza nieujemna liczba catkowita

m taka, ze 2™ € I. Wtedy (2™) C I. Wezmy dowolne h € . Jesli

h=0,toh € (2™). Jesli zas h # 0, to z pierwszej czesci dowodu istnieja

nieujemna liczba catkowita k oraz szereg odwracalny w € K|[[z]] takie,

ze h = 2% - w oraz 2% € I. Z minimalnoéci m mamy wiec, ze k > m,

skad 2*~™ € K[[z]]. Ponadto h = 2™ - (2™ - w), czyli h € (z™).

Oznacza to, ze I = (z™). O
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8.2 Twierdzenie Hilberta o bazie dla

szeregow formalnych

Niech h; = > hjja' € Pl[z]] dlai = 0,1,... beda takimi szeregami,
i=0
ze dla kazdego j = 0,1,...: h;; = 0 dla prawie wszystkich i. Wowczas
o
suma Z hi; ma sens, gdyz jedynie skonczona liczba jej sktadnikéw jest

i=0
rozna od zera. Okreslamy:

ihi S 2 (i h,»j> @l (8.15)

1=0

Lemat 8.7. Niech g € P[[z]] oraz h; = Y_hjja* € Pl[z]] dla i =
i=0

p
0,1,... bedq takimi szeregami, Ze st (g — Z hi> > n+p dla wszystkich
i=0

o
p=0,1,.... Wowczas g = Z h;.

i=0
Dowdéd. 7 zalozenia wynika, ze dla wszystkich p = 0,1,... oraz j =
p P
0,1,....,n+p (g — Z hi> =0, czyli g; = Zhiﬁ" W szczegdlnosei,
=0 ; i=0
p+1 !
g9; = Zhij., co daje, ze hyi1; = 0. Jezeli zas dla pewnego s € N jest
i=0
p+s+1 p
hp-i—lj = ... = hp+5j = 0, to g9; = Z hij = Zhij + hp+s+1j oraz
i=0 =0
p
g9; = Zhij, skad hpysi1; = 0. Zatem 0 = hyp1; = hypyo; = ... oraz
i=0
g; = Y_ hij. Wobec wzoru (8.15) oznacza to, ze g = Y _ h;. O
i=0 i=0

Twierdzenie 8.8. Jezeli pierscien P jest noetherowski, to pier-
Scien P[[x]] tez jest noetherowski.
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Dowdd. Niech I < P[[z]]. Jezeli I = {0}, to I = (0). Niech dalej I #
{0}. Udowodnimy najpierw, ze istnieja szeregi niezerowe f1,.... fs € I
o najmtodszych wspoétczynnikach a,,...,as odpowiednio i takie, ze
air1 € (ay,....a;) dla 7 = 1,...,8s — 1 oraz f; jest szeregiem mini-
malnego stopnia wsrod wszystkich szeregow z ideatu I, zas dla ¢ =
1,...,s8—1, fix1 jest szeregiem minimalnego stopnia wérod wszystkich
szeregow z ideatu I, ktérych najmlodszy wspoétezynnik a & (aq, ..., a;),
przy czym najmtodszy wspétezynnik kazdego szeregu niezerowego f €
I nalezy do ideatu (ai,...,as) pierScienia P.

Mianowicie oznaczmy przez f; szereg minimalnego stopnia wsrod
wszystkich niezerowych szeregdéw z ideatu I. Niech a; bedzie najmtod-
szym wspotczynnikiem szeregu fi. Jezeli najmtodszy wspdtczynnik
kazdego niezerowego szeregu f € I nalezy do ideatu (a;),tos = 11ikon-
strukcje konczymy. W przeciwnym przypadku istnieje szereg fo € I mi-
nimalnego stopnia, ktérego najmtodszy wspotczynnik as & (ap). Jezeli
dla pewnego 7 € N szeregi fi,..., f; sa juz skonstruowane i najmtod-
szy wspoélczynnik kazdego niezerowego szeregu f € I nalezy do ideatu
(ai,...,a;), to s = i i konstrukcje koniczymy. W przeciwnym przy-
padku istnieje szereg f;.1 € I minimalnego stopnia, ktérego najmtod-
szy wspétezynnik a; 1 & (aq,...,a;). W pierScieniu noetherowskim P
otrzymujemy zatem $cisle rosnacy ciag ideatéw: (a;) C (aj,a2) C ... C
(ay,...,a;41). Oznacza to, ze istnieje s € N o tej wlasnosci, ze najmtod-
szy wspotezynnik kazdego szeregu niezerowego f € I nalezy do ideatu

Oznaczmy n; = st(f;) dla ¢ = 1,...,s. Z okreSlenia szeregéw
fi,-.., fs wynika, ze n; < ny < ... < n,. Udowodnimy, ze I =
(fi,...,fs). Poniewaz fi,..., fs € I, wiec (f1,...,fs) C I. Poniewaz
0 € (fi.....fs), wiec wystarczy wykazac, ze kazdy niezerowy szereg

g € I stopnia n o najmtodszym wspotczynniku a nalezy do ideatu
(f1,---. fs). Mozliwe sa dwa przypadki:

1) n > n,. Wtedy istnieja by, ...,bso € P takie, ze a = Zaz‘bi,o~
i=1
Ponadton > n; dlai=1...., s, wigc 2" € Pl[z]] dlai =1.....s.

skad hg = Z biox" " f; € (fi...., fs) oraz najmtodszym wspotczynni-
i=1
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kiem szeregu hg jest a, wiec st(g — ho) > n. Jezeli dla pewnego p € Ny
mamy juz skonstruowane szeregi hg, . . h € (fi,..., fs) otej Wiasno—

Sci, ze dla kazdego ¢ = 0,...,p, st(g Zh >n-+qoraz g — Zh

=0 1=0
ca™PT 4+ toc € (a,...,as), wiec istnieja by pi1,...,bspi1 € P
S S
takie, ze ¢ = Zaibwﬂ i niech hp+1 = Zbi,p+1$n+p+l_nifi. Wtedy
i -
i il
hpi1 € (f1,..., fs), zatem h,y ) = ca™ P 4 . oraz st(g — Y_h;) >
i=1

n+p+ 1. Z lematu 8.7 mamy zatem, ze g = Z h;. Ponadto Z h; =
j=0 j=0

ZZbux”“ ”lsz fi Zb,jx"“ ), wiee g € (fii. .., fs).

7j=0:=1
2) n < n,. \’Vowczas 1stn1eJe minimalne r < s, ze a € (al, cey Q).
Z okreslenia f; wvnika zen = n,. Stacd istniejg elementy ¢y ,...,Cr0 €

P takie, ze a = Zalcz 0. Niech ug = Zcz ox™ " f;. Wtedy st(g—ug) >

=1 =1
n. Powtarzajac najwyzej ns—n razy to postepowanie otrzymamy szereg
stopnia > ng, a wiec sprowadziliémy problem do przypadku 1). O
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Rozdziatl 9

Zbiory algebraiczne

9.1 Radykat ideatu

Definicja 9.1. Radykalem idealu I pierscienia P nazywamy
zbior
rad(I) = {a € P:a" € I dla pewnego n € N}.

Stwierdzenie 9.2. Dla dowolnego ideatu I pierScienia P mamy
rad(I) < P oraz I C rad(I).

Dowéd. Dla a € I jest a® = a € I, wiec I C rad(I); w szczegdlnoci
rad(I) # 0. Jezeli a,b € rad(I), x € P, to istnieja m,n € N takie,
ze a™,b™ € I. Stad (ax)* = a" - 2" € I, wiec ar € rad(I). Ponadto

n+m—1 -1
(a—b)tm=t= %" (=1)f <" J”Z )a”+m_1_kbk’. Jezeli k > m, to
k=0 '

bE = b b e Ioskad (—1)F("HP T )am o lokk € 1 Natomiast dla
k<m,k<m-—1, wiec—k>—m+1,skad n+m—1—k > n, a zatem
attm-l=k — qn o gm=1=k = [ oraz (_1)k(n+r]?—1)an+m—1—kbk e I. Stad

(@—0b)""™"1 eI, czylia—b€ rad(l)iwobec tego rad(I) < P. [

Stwierdzenie 9.3. Dla dowolnych ideatow I, .J pierscienia P:
(i) jesli I C J, to rad(I) C rad(J),
(it) rad(rad(I)) = rad(I).

77
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Dowdd. (i). Wezmy dowolne a € rad(I). Wtedy istnieje n € N takie,
ze a® € 1. Ale I C J, wiec a™ € J, skad a € rad(J). Zatem rad(l) C
rad(J).

(ii). Ze stwierdzenia 9.2, I C rad(I), wiec z (i) wynika, ze rad(l) C
rad(rad(l)). Wezmy dowolne a € rad(rad(l)). Wtedy istnieje n €
N takie, ze a" € rad(I). Stad istnieje m € N, dla ktérego (a™)™ €
I. Zatem a™™ € I, skad a € rad(I), a wiec rad(rad(I)) C rad(I)
i ostatecznie rad(rad(I)) = rad(I). O

Stwierdzenie 9.4. Dla dowolnych ideatow Iy,..., I, pierscienia

P:
rad(ly...I,) =rad(lyN...N L) =rad(l,) N...Nrad(l,).

Dowdéd. Poniewaz I...1, C I;N...N1,, wiec ze stwierdzenia 9.3 (i),
rad(ly...1,) Crad(l;N...N1I,). Ponadto dla wszystkich k = 1, ..., n:
Lin...Nn1I, C I, wiec ze stwierdzenia 9.3 (i), rad(l N...N1,) C
rad(1y), skad rad(ly ...I,) C rad(l;) N...Nrad(Il,). Wezmy dowolne
a € rad(l;) N...Nrad(I,). Wtedy a € rad(I) dla wszystkich k =
1,...,n. Zatem istnieja ;,...,l, € N takie, ze al* € I, dla kazdego

k=1,...,n Stad aht=tn =gt . .a» € I,...1,, a wiec a €
rad(ly ... 1,). Zatem rad(l) N...Nrad(l,) C rad(l;...I,). Konhczy
to dowdd naszego stwierdzenia. O

Definicja 9.5. Méwimy, ze ideal I pierécienia P jest idealem ra-
dykalnym, jezeli I = rad(1).

Stwierdzenie 9.6. Dla dowolnego ideatu I pierscienia P réowno-
wazne sq warunki:

(i) I jest ideatem radykalnym,

(ii) dla kaidego a € P:a*> € [ = a € 1.

Dowdd. (i) = (ii). Poniewaz a? € I. wiec a € rad(I) =1, czylia € I.

(i1) = (7). Wobec stwierdzenia 9.3 (i) wystarczy wykaza¢ inkluzje
rad(I) € I. Wezmy dowolne b € rad(I). Wtedy istnieje najmniejsza
liczba naturalna m taka, ze b™ € I. JeSlim > 1, to m — 1 € N oraz
a=b""1g I Alea®=0""2=p".p"2 € [ wicc a € I i mamy
sprzeczno$é. Oznacza to, ze m = 1, skad b € I oraz rad(I) C I. O

ymstoku - kontynuacja,
finistra Edukacji i Nauki
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Ze stwierdzenia 9.6 i z definicji idealu pierwszego wynika od razu
nastepujacy

Whniosek 9.7. Kazdy ideal pierwszy pierscienia P jest ideatem ra-
dykalnym tego pierscienia.

Stwierdzenie 9.8. Przeciecie dowolnej niepustej rodziny {Ii}ier
tdeatow radykalnych pierscienia P jest ideatem radykalnym.

Dowéd. Niech I = (V,er I;. Na mocy stwierdzenia 9.2 wystarczy wyka-
zaé, ze rad(I) C I. Wezmy dowolne a € rad(I). Wtedy istnieje n € N
takie, ze a" € I, skad a" € I, dla kazdegot € T. Zatem a € rad(l;) = I,
dla kazdego t € T', czyli a € Ner I+, @ wiec a € . O

Twierdzenie 9.9. Wiasciwy ideal I pierscienia P jest radykalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest czescig wspolng wszystkich ideatéow prerw-
szych zawierajgcych 1.

Dowdéd. Z wniosku 9.7 i ze stwierdzenia 9.8 wynika, ze cze$¢ wspdlna
dowolnej niepustej rodziny idealéw pierwszych pierécienia P jest ide-
alem radykalnym.

Na odwrét. Najpierw udowodnimy, ze dla kazdego a € P\ [ istnieje
ideat pierwszy [, pierscienia P taki, ze a ¢ I, oraz I C I,. W tym celu
oznaczmy przez M rodzine wszystkich ideatéw J pierscienia P takich,
ze I C J oraz a™ ¢ J dla kazdego n € N. Rodzina M jest niepusta,
bo I € M na mocy tego, ze I jest wltasciwym ideatem radykalnym
pierscienia P. Niech A bedzie tancuchem w M, tzn. dla dowolnych
A BeAjest AC Blub BC A Wtedy J = Upecq A # P, bo inaczej
1€ J, skad 1 € A, a wiec A = P dla pewnego A € A, co prowadzi do
sprzecznos$ci. Ponadto J < P, bo J # (), gdyz A C J dla A € A oraz
dla 71,72 € J, r € P istnieja A, B € A takie, ze 5, € A, j, € B, skad
rj1 € AC J, czylirj; € J,ale AC B lub B C A, wiec j1,J2 € A lub
J1,J2 € B, skad j; —jo € A lub j; — jo € B, wiec j; — jo € J. Jezeli dla
pewnego n € Njest a™ € J, toa™ € A dla pewnego A € A, co prowadzi
do sprzecznosci. Zatem a™ ¢ J dla kazdego n € N. Wobec tego J € M,
co oznacza, ze w M kazdy tancuch ma ograniczenie gérne. Wobec tego
z Lematu Zorna w M istnieje element maksymalny M. Stad M < P,
I C M # Poraz a™ ¢ M dla kazdego n € N.
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Wezmy dowolne x,y € P takie, ze zy € M i zalozmy, ze x ¢ M
¢ M. Wtedy M + () < Pi1 M+ (y) <P oraz M C M+ (x)
C M + (y). Z maksymalnosci M i tego, ze I C M + (z) oraz
M +(y) wynika, ze M+(x) ¢ MiM+(y) ¢ M. Stad a™ € M+(x)
ia™ € M+ (y) dla pewnych n,m € N. Zatem a"™™ = a" - a™ €
M + (@)][M + (y)] € M+ (2)(y) = M + (2y) C M, bo zy € M.
wiec a"™™ € M i mamy sprzecznos¢. Wobec tego x € M lub y € M
co oznacza, ze M jest ideatem pierwszym pierécienia P, bo dodatkowo
M # P, gdyz a ¢ M. Wystarczy wiec przyjac¢ I, = M.

Stad I C Nueprr Lo JesSli I # Naepyr Lo, to istnieje ¢ € Noepyr Lo
takie, ze ¢ ¢ 1. Ale wtedy ¢ ¢ I, wiec ¢ € Nyep\sr Lo Wobec tego
I= maeP\I L.

Niech teraz R bedzie rodzing wszystkich ideatéw pierwszych pier-
Scienia P zawierajacych I. Rodzina R jest niepusta na mocy pierwszej
czesci dowodu. Ponadto I € Njer J € Neepvi Lo = 1, Wige I = Njer J,
co konczy dowdd. C

~
mg@

9.2 Okreslenie zbioru algebraicznego

Niech K bedzie dowolnym cialem. Oznaczmy przez K™ standar-
dowa przestrzen afiniczng wymiaru n nad K.

Definicja 9.10. Zbiorem algebraicznym wyznaczonym przez

wielomiany fi, fao,..., fs € K[z, @9, ..., r,| nazywamy zbiér wszyst-
kich rozwigzan w K™ uktadu:
f1<t1,...,t ) fs(tl,tn)z() (91)

tzn. zbiér tych t € K™, dla ktéorych fi(t) = 0, dla wszystkich i =
1.....s.

Ze wzordéw (7.4) wynika, ze punkt t € K™ jest rozwiazaniem uktadu
(9.1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego f € (fi,..., fs) =1
mamy f(t) = 0. Wobec tego zbiér rozwigzan uktadu (9.1) zalezy jedy-
nie od ideatu I. Wobec tego nie ma potrzeby rozpatrywac nieskonczo-
nego zbioru rownan wielomianowych, poniewaz jak orzeka wniosek 7.10
kazdy ideal pierscienia K|z, zs....,x,| jest skonczenie generowany.
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Dla kazdego ideatu I pierécienia K{z1,...,x,] przyjmujemy ozna-
czenie:

V(I)={te K": f(t) =0 dla wszystkich f € I'}. (9.2)

Twierdzenie 9.11. Odwzorowanie I — V(1) prowadzqce ze zbioru
idealow pierscienia K[xq,x2,...,2,] do zbioréw algebraicznych w K™
ma nastepujqgce wiasnosci:

(i) V({0}) = K", V(K[z1, 79, ...,7,]) =0,

(ii) jesli I C J, to V(I) D V(J),

(i) V <Z Ia> = NaV(1,) dla dowolnej rodziny ideatéw {I,}

w K[y, 29, ..., 2],
(iv) VIINT) = V(IJ) = VI)UV(J).
(v) V(I)=V(rad(I)).

Dowdd. Dowody wlasnosci (i)-(iii) sa oczywiste. Jesli chodzi o (iv),
to wobec IJ C I'NJ mamy V(IJ) 2 V(INJ) D V(I)UV(J) na
podstawie (ii). Wystarczy wiec wykazaé¢, ze V(1J) C V(1)U V(J) lub
roéwnowaznie, ze t € V(I) UV (J) implikuje t & V(IJ). Z zalozenia
t ¢ V(I) UV(J) wynika istnienie wielomianow f € I, g € J takich, ze
f(t) #01g(t) # 0; wowezas fg € 1J 1 (fg)(t) = f(t)-g(t) # 0, czyli
t ¢ V(1J). Ze stwierdzenia 9.2, I C rad(I), wiec z (ii) V(rad(l)) C
V(I). Wezmy dowolne t € V(1) i niech f € rad(I). Wtedy f™ € I dla
pewnego m € N, skad 0 = (f™)(t) = (f(t))™, czyli f(t) = 0. Zatem
t € V(rad(I)). Oznacza to, ze V(I) C V(rad(l)), wiec ostatecznie
V(I)=V(rad(I)). O

Uwaga 9.12. Wiasnodci (i), (iii), (iv) pozwalaja okresli¢ na K™
topologie, w ktorej jedynymi zbiorami domknietymi sa zbiory algebra-
iczne. Jest to tzw. topologia Zariskiego. Dowolny zbiér algebraiczny
w K™ moze by¢ traktowany jako przestrzen topologiczna z indukowana
topologia Zariskiego.

Uwaga 9.13. Z twierdzenia 9.11 wynika, ze czes¢ wspolna dowol-
nej niepustej rodziny zbiorow algebraicznych w K" jest zbiorem al-
gebraicznym. Ponadto suma dwdéch zbioréw algebraicznych w K™ jest

ynuacja,
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zbiorem algebraicznym. Przez prosta indukcje otrzymujemy stad, ze
suma skonczonej liczby zbioréw algebraicznych w K™ jest zbiorem al-
gebraicznym.

Przyklad 9.14. (a). Dla kazdego t € K™ zbiér {t} jest algebra-
iczny, gdyz t = (t1,...,t,) dla pewnych ti,...,t, € K oraz {t} =
V((x1—t1,...,2,—1,)). Zatem z uwagi 9.13 kazdy skonczony podzbiér
zbioru K" jest zbiorem algebraicznym. Jesli zatem ciato K jest skon-
czone, to kazdy podzbior K™ jest zbiorem algebraicznym. Poniewaz
niezerowy wielomian f € K[z] moze mie¢ w ciele K jedynie skonczong
liczbe pierwiastkéw, wiec zbiorami algebraicznymi w K sa jedynie: K
oraz wszystkie skonczone podzbiory zbioru K. Wynika stad, ze prze-
strzeni K' z topologia Zariskiego nie jest przestrzenia Hausdorfa, jesli
cialo K jest nieskonczone.

(b). Dla dowolnego wielomianu f € K[xy,...,x,] zbiér algebra-
iczny V(f) = V((f)) nazywamy hiperpowierzchnig. W K™ hiper-
plaszczyzna afiniczng nazywamy niepuste podzbiory postaci H =
{(t1,....tn) € K™t ayt1 +...+ant, = b} dla ustalonych ay, ..., a,,b €
K. Zauwazmy, ze H jest hiperpowierzchnia, gdyz H = V(f) dla f =
a121+ ...+ a,x, — b. Poniewaz kazda prosta afiniczna [ w K™ jest cze-
Scia wspodlng skonczonej liczby hiperptaszezyzn afinicznych, wiec [ jest
zbiorem algebraicznym w K™. Krzywe stozkowe (okrag, elipsa, para-
bola, hiperbola) sa przyktadami hiperpowierzchni w R%. Zatem figury
ztozone ze skonczonej liczby prostych i krzywych stozkowych sa zbio-
rami algebraicznymi w R2.

(¢). Zbiory algebraiczne V(1) moga by¢ puste nawet dla wtasciwych
ideatéow I pierScienia K[y, ..., x,); zalezy to od ciata K. Gdy K =R,
to V(z2+1)=0cC K',agdy K =C, to V(2 +1) = {i, —i}. Mozna
wykazaé, ze jesli cialo K jest algebraicznie domkniete, to V() # 0 dla
kazdego wlasciwego ideatu pierscienia Kz, ..., z,).

Dla dowolnego niepustego podzbioru E przestrzeni K" przyjmu-
jemy oznaczenie:
I(E)=A{f€ Klxy,....z,): f(t) =0 dla wszystkich t € E}. (9.3)

Ponadto okre§lamy: I(0) = Klx1,....z,].

nuacja,
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Stwierdzenie 9.15. Dla dowolnego podzbioru E przestrzeni K"
zbior I(E) jest ideatem radykalnym pierscienia K[z, ..., x,].

Dowdd. Jesli E = 0, to I(E) = K[xy,...,2,], a wiec I(E) jest ide-
alem radykalnym. Zalézmy dalej, ze E # 0. Wtedy ze wzoru (9.3)
wynika, ze wielomian zerowy 0 € I(E). Wezmy dowolne f,g € I(FE),
h € K[zy,...,x,]. Wtedy dla dowolnego t € E: f(t) = g(t) = 0, wiec
na mocy wzoréw (7.4), (f —g)(t) = f(t) — g(t) = 0 — 0 = 0 oraz
(fh)(t) = f(t)-h(t) = 0-h(t) =0, skad f — g, fh € I(E). Zatem
I(E)< K|z, ...,z,]. Wezmy dowolne h € K|y, ..., z,| takie, ze h* €
I(E). Wtedy dla dowolnego t € E, 0 = (h?)(t) = (h(t))?, skad h(t) = 0,
a wiec h € I(E). Ze stwierdzenia 9.6 wynika zatem, ze I(F) jest ide-
alem radykalnym. a

Stwierdzenie 9.16. Dla dowolnych podzbiorow E,, Fy przestrzeni
K":

(Z) jeS/l’l E1 Q EQ, to ](EQ) Q [(E1)7

(i) [(Ey U Ey) = I1(Ey) NI(E,).

Dowdd. (i). Wezmy dowolne f € I(Fy). Wtedy dla kazdego t € E; jest
f(t) =0. Ale E; C Es, wiec f(t) = 0 dla kazdego t € Ej, a to oznacza,
ze f € I(Ey). Zatem I(E,) C I(E)).

(ii). Poniewaz E; C F1 U Ey i Ey C Ey U Ey, wiec z (i), I1(Fy U
Ey) CI(Ey) i I(Ey U Ep) C I(E,). Stad I(Ey U Ep) C I(Er) N I(Es).
Wezmy dowolne f € I(Ey) NI(Ey). Wtedy f € I(Ey) i f € I(Es).
Zatem f(t) = 0 dla kazdego t € E; i f(t) = 0 dla kazdego t € Es.
Stad f(t) = 0 dla kazdego t € Ey U Es, czyli f € I(E, U E,). Zatem
I(Ey)NI(E,) C I(E1UE,) iostatecznie I(EyUEy) = I(E))NI(Ey). O

Twierdzenie 9.17. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Jesli W C
K™ jest zbiorem algebraicznym, to V(1(W)) = W. Ponadto E — I(E)
jest roinowartosciowym odwzorowaniem zbioru wszystkich zbiorow al-

gebraicznych w K™ w zbior wszystkich ideatow radykalnych pierscienia
Klzy, ..., x,].

Dowdéd. 7 (9.2) i (9.3) mamy, ze W C V(I(W))). Ponadto W =V (J)
dla pewnego ideatu J pierscienia K[zq,. ... Tn], a wiec J C I(WW) na
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mocy (9.2) i (9.3). Z twierdzenia 9.11 (ii), V(I(W)) C V(J), czyli
V(I(W)) C W. Zatem V(I(W)) = W. Wezmy dowolne zbiory algebra-
iczne Wy, Wy takie, ze I(Wy) = I(Ws,). Wtedy V(1(W1)) = V(I(Wy)),
wiec W = W5 na mocy pierwszej czesci dowodu. Zatem odwzorowanie
W — I(W) na zbiorze wszystkich zbioréw algebraicznych w K™ jest
réznowartosciowe. Ponadto ze stwierdzenia 9.15, I(W) jest ideatem ra-
dykalnym pierécienia K|[z1,...,z,] dla kazdego zbioru algebraicznego
W w K™ a

Nastepne twierdzenie podamy bez dowodu. Jest ono réwnowazne
stynnemu Twierdzeniu Hilberta o zerach.

Twierdzenie 9.18. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknie-
tym. Jesli J jest idealem pierscienia K[xq,xo,...,2,], to I(V(J)) =
rad(J).

Definicja 9.19. Zbior algebraiczny W nazywamy przywiedlnym,
jesli mozna go przedstawi¢ w postaci sumy mnogosciowej dwoch zbio-
row algebraicznych réznych od W. W przeciwnym wypadku W nazy-
wamy zbiorem algebraicznym nieprzywiedlnym lub rozmaito-
$cig algebraiczna.

Twierdzenie 9.20. Niepusty zbior algebraiczny VW jest nieprzywie-
diny wtedy i tylko wtedy, gdy [(W) jest idealem pierwszym pierscienia
K[l‘l,. . .I'n]

Dowéd. Poniewaz zbior W jest niepusty, wiec na mocy twierdzenia
9.17, I(W) # Klxy,...,x,). Niech zbiér algebraiczny W bedzie nie-
przywiedlny. Wezmy dowolne f, g € Klxy,...,x,] takie, ze fg € I(W).
Z twierdzenia 9.11 V(f)NW i V(g)NW sa zbiorami algebraicznymi. Po-
nadto W = (V(f/)NW)U(V (g)nW), gdyz (V(f)NW)U(V (g)nW) C W
oraz jeSlit e Wit € V(f)NW,tot & V(f), a wiec f(t) # 0. Ale
fg € I(W), wiec 0 = (fg)(t) = f(t) - g(t), skad g(t) = 0 i wobec
tego t € V(g) N W. Z nieprzywiedlnosci zbioru 1™ mamy stad, ze
W=V()NW lub W = V(g) N W, cayli W C V(f) lub W C V(g),
a to oznacza, ze f € I(W) lub g € I(W). Zatem I(W) jest ideatem
pierwszym pierscienia K[z1, . ... x,].
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Na odwrét, zatézmy, ze I(W) jest ideatem pierwszym pierscienia
Klzy,...,x,]. Niech W = W; U W, bedzie przedstawieniem W w po-
staci sumy dwdch zbioréw algebraicznych Wi, Wi, Ze stwierdzenia 9.16
(i), I(W) = I(Wy) N I(Ws). Stad I(W1)I(Wy) C (W), wiec z pierw-
szosci ideatu I(W) otrzymujemy, ze I(W) C I(W) lub I(Wy) C I(W).
Z twierdzen 9.11 i 9.17 otrzymujemy wiec, z2 W C W; lub W C Wy,
skad W = Wj lub W = W,. Oznacza to, ze zbior W jest nieprzywie-
dlny. O

Twierdzenie 9.21. Dla dowolnego zbioru algebraicznego W w K™
istnieje przedstawienie w postaci sumy:

W=W,u...uWw,, (9.4)
takiej, ze:
(i) Wh, ..., W, sq zbiorami algebraicznymi nieprzywiedlnymi,
(ii) W; & U W; dla dowolnego i =1,...,p.

J#
Zbiory Wh, ..., W, spelniajqce warunki (i), (i) sq wyznaczone jedno-
znacznie przez W (i nazywane sktadowymi nieprzywiedlnymi zbioru
algebraicznego W ).

Dowéd. Przypusémy, ze W nie ma przedstawienia w postaci (9.4).
Woéwcezas W jest przywiedlny, tzn. istnieja zbiory algebraiczne 117, W5,
Wy £ W, Wy 4 W takie, ze W = W, UW,. Stad W, nie mozna przed-
stawi¢ w postaci (9.4) lub W, nie mozna przedstawi¢ w postaci (9.4).
Bez zmniejszania ogélnoéci mozemy zaktadac, ze W, nie ma przedsta-
wienia postaci (9.4). Zatem istnieja zbiory algebraiczne Wi, # W7,
Wio # Wi takie, ze W, = Wy U Wig, przy czym Wi lub Wi nie
ma przedstawienia postaci (9.4). Kontynuujgc ten proces otrzymamy
sciSle malejacy ciag zbioréw algebraicznych W > W; D ..., ktéry na
podstawie stwierdzenia 9.16 i twierdzenia 9.17 indukuje $cisle rosnacy
ciagg ideatow I(W) C I(W;) C ... pierscienia K|[zy, ..., x,]. Otrzyma-
lisSmy zatem sprzecznosé¢ z wnioskiem 7.10. Pierwsza cze$é twierdzenia
jest zatem udowodniona.

Jesli otrzymany rozklad postaci (9.4) nie spelnia warunku (ii), to
usuwajac kolejno sktadniki rozktadu zawarte w sumie pozostatych do-
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chodzimy w koricu do rozktadu spelniajacego warunek (ii); rozktad taki
nazywamy nieskracalnym.

Przypusémy, ze mamy dwa nieskracalne przedstawienia zbioru W,
powiedzmy W =W, U...UW, =V, U...UV,. Wowczas W; = W; N
W=W,nWiu...uV,) = W,nV)U...uU(W;NnV,). Poniewaz
W, jest nieprzywiedlnym zbiorem algebraicznym, wiec dla pewnego j
mamy W; = W; NV, czyli W; C Vj. Stosujac to samo rozumowanie
do V; wnioskujemy o istnieniu ¢’ takiego, ze V; C Wy. Wobec tego
W; C V; C Wy, wiec na podstawie nieskracalnosci rozktadu ¢’ = ¢ oraz
W; = V;. Wynika stad, ze dla kazdego ¢ € {1,...,p} istnieje doktadnie
jedno j € {1,...,q} takie, ze W; = V;, innymi stowy otrzymujemy
funkcje ¢ — j ze zbioru {1,...,p} w zbior {1,...,q}. Przez symetrie
uzyskujemy stad, ze dla kazdego 7 = 1, ..., q istnieje doktadnie jedno
i e {1,...,p} takie, ze V; = W,. Zatem funkcja i — j jest bijekcja,
a wiec p = q oraz z doktadnoscia do porzadku sktadnikow V; = W; dla
wszystkich e = 1,...,p. O
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Rozdziat 10

Najwiekszy wspolny dzielnik
i najmniejsza wspolna
wielokrotnos¢é

10.1 Najwiekszy wspo6lny dzielnik

Definicja 10.1. Niech P bedzie dziedzina catkowitosci. Powiemy;,
ze d € P jest najwiekszym wspdllnym dzielnikiem elementow
ai,...,a, € P, jezeli

(i) d | a; dla kazdego i = 1,...,n oraz

(ii) dla dowolnego z € P z tego, ze x | a; dla kazdegoi =1....,n
wynika z | d.

Piszemy wtedy d ~ NW D(ay, ..., a,).

Uwaga 10.2. W dziedzinie catkowitosci P mamy, ze d € P jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw ay,....a, € P wtedy
i tylko wtedy, gdy d jest wspolnym dzielnikiem elementow ay, ..., a,
podzielnym przez kazdy ich wspolny dzielnik. W szczegélnosci kazde
dwa najwieksze wspdlne dzielniki elementéw ay, . ... a, s sto-

warzyszone w dziedzinie P. Zatem jezeli d ~ NWD(ai....,a,),

to zbiorem wszystkich najwiekszych wspolnych dzielnikéw elementéw
a..... a, jest {d-u:ue€ P*}.
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Twierdzenie 10.3. Jezieli w dziedzinie catkowitosci P dla dowol-
nych elementéow a,b € P istnicje NW D(a,b), to dla kaidego natural-
nego n i dla dowolnych elementow ay,as,...,a, € P istnieje
NWD(ay,aq,...,a,) oraz dla n > 2 zachodzi wzor:

NWD(ay,...,an_1,a,) ~ NWD(NWD(ay,...,apn-1),a,). (10.1)

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczy-
wista, bo wprost z definicji NWD(a;) ~ a; dla kazdego a; € P. Za-
t6zmy, ze n > 1 jest takg liczba naturalna, ze teza zachodzi dla liczby
n — 11 niech ay,...,a,_1,a, beda dowolnymi elementami dziedziny
P. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze istnieje d € P takie, ze d ~
NWD(ay,...,a,_1). Zatem z zalozenia twierdzenia istnieje D € P ta-
kie, 22 D ~ NWD(d,a,). Wtedy D | a, i D | d oraz d | a; dla
i=1,...,n—1,wiec D |a;dlai=1,...,n—11D | a,, czyli D

jest wspolnym dzielnikiem elementéw ay,...,a,. Zatézmy, ze x € P
jest wspélnym dzielnikiem elementéw as, ..., an—1,a,. Wtedy z | a,
oraz x jest wspélnym dzielnikiem elementéw ay, ..., a,—1, wiec z uwagi
102, x | d. Zatem x | d i x | a,, wiec z uwagi 10.2, x | D, a wiec D
jest podzielne przez kazdy wspélny dzielnik elementéw ay, . .., a,. Stad
z uwagi 10.2 mamy wzér (10.1) oraz D ~ NW D(ay, ..., a,). O

Twierdzenie 10.4. Jezeli d, aq,. .., a, sq takimi elementami dzie-
dziny calkowitosci P, Ze (ai,...,a,) = (d), tod ~ NWD(ay,...,a,).

W szczegolnosci dla dowolnych elementow ay, .. ., a, dziedziny ideatow
gtéwnych P istnieje NW D(ay, ..., a,) oraz zachodzi wzor:

(a1,...,an) = (NWD(ay, ... an)). (10.2)

d | a;. Niech x € P bedzie wspolnym dzielnikiem elementéw a1, ..., a,.
Wtedy a; € (z) dlai=1,..., n, skad (ai,...,a,) C (x), czyli (d) C
O

Dowdd. Dlai=1,..., n mamy, ze a; € (ay,...,a,), wiec a; € (d), skad

(x), skad z | d. Zatem z uwagi 10.2, d ~ NW D(ay, ..., a,).
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Twierdzenie 10.5. Niech p bedzie elementem mnierozkladalnym
dziedziny catkowitosci P. Jezeli istniejg elementy a,b € P takie, Ze
p | ab, ale p nie dzieli a i p nie dzieli b, to w dziedzinie P nie istnieje
NW D(pa,ab) oraz ideat (p,a) nie jest gtowny. W szczegélnosci, jezeli
w dziedzinie catkowitosci P dla dowolnych elementow a,b € P ist-
nieje NW D(a,b), to kaidy element nierozktadalny pierscienia P jest
elementem pierwszym w P.

Dowdd. Zatézmy, ze przy tych zatozeniach istnieje d € P takie, ze
d ~ NWD(pa,ab). Wtedy d | pa i d | ab. Ponadto p | pa i p | ab,
wiec z uwagi 10.2, p | d. Ponadto a | pa i a | ab, wiec a | d. Zatem
istnieja x,y, k,| € P takie, ze pa = dx, ab = dy, d = pk i d = al.
Zatem pa = alx, skad p = lx, gdyz a # 0, bo p nie dzieli a. Ale p jest
elementem nierozktadalnym, wiec [ € P* lub z € P~.

Jeslil € P*, to a =dl™' = pki™!, skad p | a i mamy sprzecznosc.
Jesli za§ x € P*, to d = paxr™!, skad ab = pax~ly, czyli b = px~ly,
a wiec p | b1 tez mamy sprzecznos¢. Wynika stad, Ze nie istnieje
NWD(pa,ab).

Zatézmy, ze ideal (p,a) jest gtoéwny. Wtedy istnieje D € P takie,
ze (p,a) = (D). Zatem z twierdzenia 10.4, D ~ NWD(p,a). Ale p
nie dzieli a i p jest elementem nierozktadalnym w pierscieniu P, wiec
z uwagi 10.2, D ~ 1, skad (D) = (1), a wiec 1 € (p,a). Zatem 1 =
pr + as dla pewnych r, s € P, skad b = prb+ abs. Ponadto p | ab, wiec
stad p | b 1 mamy sprzeczno$é. Zatem ideal (p,a) nie jest gtéwny. O

Przyktad 10.6. Latwo zauwazy¢, ze
P=7Z+ (%)= {a+r2-f:a€Z,f€Z[a:]}

jest podpierscieniem dziedziny calkowitosci Z[z]|. Z wlasnosci stopnia
wielomianu oraz najstarszego wspoélczynnika prosto wynika, ze z2 jest
elementem nierozktadalnym dziedziny P. Ponadto z2 | 23 - 2%, bo z? -
3 = 2?2 2% oraz 2* € P. Ale 2?2 nie dzieli 2, gdyz * € P. Zatem na
mocy twierdzenia 10.5 w dziedzinie P nie istnieje NW D (5. 2°) i ideal

(2. 23) nie jest gtowny.
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Przyklad 10.7. Niech d bedzie liczba catkowita, ktora nie jest
kwadratem liczby catkowitej. Wowczas d nie jest kwadratem liczby
wymiernej, skad wynika, ze dla dowolnych aq, as. by, by € Q:

a; + bl\/g =aq+ bQ\/E < [a; = ayoraz b = by).
tatwo zauwazy¢, ze Q(Vd) = {a+bVd : a,b € Q} jest podcialem ciata
Coraz Z[Vd] = {a+bVd : a,b € Z} jest podpierscieniem ciata Q(+/d).
Dla dowolnych x,y € Q okreslamy:
|z +yVd|lg = |z* — dy?). (10.3)

Wtedy z niewymiernosci v/d i wzoru (10.3) wynika, ze:

lla|ls =0 < a = 0 dla dowolnego o € Q(V/d). (10.4)
[lal|4 jest dodatnia liczbg wymierna

dla kazdego niezerowego a € Q(v/d). (10.5)

||| € N dla kazdego niezerowego a € Z[Vd]. (10.6)

- B)]a = ||e]a - |18]]a dla dowolnych o, 3 € Q(Vd). (10.7)

Rzeczywidcie, a = = + yvd, # = r + sv/d dla pewnych z,y,1, s € Q,
wiee a - 8 = (xr + dys) + (zs + yr)Vd, czyli

lla- Bllg = |(xr + dys)2 —d(xs + yr)?| =
= |x27“2 + 2zrdys + d2y232 — dz?s? — 2dxsyr — dy2r2] =
= |r(z? — dy?) — ds*(2® — dy?)| =
= }12 —dy?| - |r? - dsQ\ =

= [lella - [[5]a-

a € (ZIVA) = |lalld=1. (10.8)

Rzeczywiscie, jesli a € (Z[v/d])*, to istnieje 3 € Z[V/d] takie, 7e a- 3 =
1. skad na mocy (10.3) i (10.7). ||alla - [|B]la = 1. Zatem z (10.6),
lalla = 1.
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Na odwrét, zatézmy, ze a € Z[/d] spelnia warunek ||al|y = 1.
Wtedy a = a + bv/d dla pewnych a,b € Z, wiec |a? — db?| = 1, czyli
a? —db* = £1, skad a- (a — bv/d) =1 lub a - (—a + bV/d) = 1, zatem
a € (Z[Vd)*.

[ € Z[V/d] oraz ||a|4 jest liczba pierwsza)

10.9
= [a jest elementem nierozktadalnym w Z[v/d]]. (109)

Rzeczywiscie, na mocy (10.4) i (10.8) mamy, ze o # 0 i « nie jest ele-
mentem odwracalnym pierscienia Z[\/&] Ponadto dla dowolnych 3, v €
Z[V/d] takich, ze a = 3+ na mocy (10.7) mamy, ze ||a||s = ||8]a-[7]]a:
wiec z (10.6) i z pierwszosci liczby ||a||4 otrzymujemy, ze ||3|4 = 1 lub
||7]]¢ = 1. Zatem na mocy (10.8), 8 € (Z[V/d])* lub v € (Z[\/d])*. Stad
a jest elementem nierozktadalnym piericienia Z[v/d].

Zatozmy teraz, ze d < —2. Pokazemy, ze wowczas 2 jest elemen-
tem nierozktadalnym, ale nie jest elementem pierwszym w pierscieniu
Z[v/d). Najpierw zauwazmy, ze nie istnieje a € Z[v/d] takie, ze ||a||s =
2, gdyz inaczej dla pewnych z,y € Z mielibyémy, ze 22 + (—d)y* = 2.
Ale —d > 2, wiec y = 0 i 2?2 = 2, co prowadzi do sprzecznosci.
Stosujac argumenty podobne do zastosowanych w dowodzie (10.9) ta-
two wykazujemy, ze 2 jest elementem nierozktadalnym w pierscieniu
Z[\/d]. Ponadto 2 nie dzieli v/d, bo inaczej istnieja a,b € Z takie, ze
Vd =2 (a+bVd), skad 1 = 2b i mamy sprzecznosc.

Jezeli d jest liczba parzysta, to d = —2k dla pewnego k = 2,3, . ...
Wtedy 2 | V/d - Vd, ale 2 nie dzieli v/d, wiec 2 nie jest elementem
plerwszym w pierscieniu Z[\/a] oraz z twierdzenia 10.5 nie istnieje
NW D(2v/d, d) oraz ideal (2, v/d) nie jest gléwny.

Jezeli d jest liczba nieparzysta, to 2 nie dzieli 1 + v/d i 2 nie dzieli
1—Vd ale2| (1++vd)-(1—+/d) =1-d. Zatem 2 nie jest elementem
pierwszym w pierscieniu Z[\/E] i na mocy twierdzenia 10.5 nie istnieje
NWD(2 — 2v/d, 1 — d) oraz ideat (2,1 + v/d) nie jest gtéwny.

Przyktad 10.8. Niech P bedzie dowolna dziedzing catkowitosci.
Wéwcezas dla dowolnego a € P mamy, ze a ~ NW D(a.0) na mocy
uwagi 10.2. Ponadto dlaa € Piu € P* jest 1 ~ NWD(a,u), bol|a
i 1|wu oraz dla dowolnego x € P takiego, ze x | a i = | u istnieje t € P
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takie, ze u = xt, skad 1 = xtu~!, czyli z | 1. Jezeli a,b € P oraz a | b,
to z uwagi 10.2, a ~ NW D(a,b).

10.2 Najmniejsza wspoélna wielokrotnosé

Definicja 10.9. Niech P bedzie dziedzina catkowitos$ci. Powiemy,
ze a € P jest najmniejszag wspOlng wielokrotnoscia elementéw
ai,...,a, € P, jezeli

(i) a; | a dla kazdego i = 1,...,n oraz

(ii) dla dowolnego = € P z tego, ze a; | « dla kazdego i = 1,....n
wynika a | z.

Piszemy wtedy a ~ NWW (ay,...,a,).

Uwaga 10.10. W dziedzinie catkowitosci P mamy, ze a € P jest

najmniejszag wspolna wielokrotnoscia elementéw ay,...,a, € P wtedy
i tylko wtedy, gdy a jest wspolna wielokrotnoscia elementow aq, ..., a,
dzielaca kazda ich wspolna wielokrotno$é. W szczegolnosci kazde dwie
najmniejsze wspdllne wielokrotnosci elementéw aq,....a, sa
stowarzyszone w dziedzinie P. Zatem jezeli a ~ NWW (a1, ..., a,),
to zbiorem wszystkich najmniejszych wspélnych wielokrotnosci ele-
mentéw ay, ..., a, jest {a-u:u € P*}.

Twierdzenie 10.11. Jezeli w dziedzinie catkowitosci P dla dowol-
nych elementéw a,b € P istnieje NWW(a,b), to dla kaidej liczby
naturalne; n 1 dla dowolnych elementow ai,as,...,a, € P istnieje
NWW(ay,asg,...,a,) oraz dlan > 2 zachodzi wzor:

NWW(ay,...,an-1,0,) ~ NWW(NWW (ay,...,a,-1),a,). (10.10)
Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista,
bo wprost z definicji NWW (a1) ~ a; dla kazdego a; € P. Zatézmy, ze
n > 1 jest taka liczbg naturalng, ze teza zachodzi dla liczby n—1 i niech
ai,....0ay_1.a, beda dowolnymi elementami dziedziny P. Z zatozenia
indukcyjnego istnieje a € P takie, ze a ~ NWW(ay,...,a,-1). Zatem
z zalozenia twierdzenia istnieje A € P takie, ze A ~ NWW(a.a,).
Wtedy a, | Aia| Aoraz a; | adlai=1...., n—1, wiec ¢; | A
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dlai=1,....n—11ia, | A czyli A jest wspdlng wielokrotnoscia
elementow aq, ..., a,. Zatozmy, ze x € P jest wspolna wielokrotnoscia

elementéw ai,...,a,_1,a,. Wtedy a, | x oraz x jest wspdlng wielo-
krotnosciag elementéw ay,....a,_1, wiec z uwagi 10.10, a | z. Zatem
al|xia,|x wiec z uwagi 10.10, A | z, a wiec A dzieli kazda wspdlng
wielokrotnos¢ elementow ay,...,a,. Stad z uwagi 10.10 mamy wzér
(10.10) oraz A ~ NWW(ay,...,a,). O

Twierdzenie 10.12. Niech a,aq,...,a, bedqg takimi elementami
dziedziny calkowitosci P, Ze (a1) N ... N (a,) = (a). Wéwezas a ~
NWW (ay,...,a,). W szezegblnosci dla kazdych elementéw ay, ..., a,
dziedziny ideatow gléwnych P istnieje NWW (ay, ..., a,) oraz zachodzi
wWzor:

(ar)N... N0 (ay) = (NWW(ay,...,a,)). (10.11)

Dowéd. Poniewaz a € (ay) N ...N(a,), wiec a € (a;) dlai=1,...,n,
skad a; | a dla kazdego i = 1,...,n. Niech = € P bedzie wspdlng

wielokrotno$cia elementéw ay, ..., a,. Wtedy z € (a;) dla kazdego i =
l,...,n,skad z € (a;) N ... N (an) = (a), czyli z € (a), a wiec a | x.
Zatem a ~ NWW (ay,...,a,). O

Twierdzenie 10.13. Niech p bedzie elementem nierozkiadalnym
dziedziny catkowitosci P. Jezeli istniejq elementy a,b € P takie, Ze
p | ab, ale p nie dzieli a i p nie dzieli b, to w dziedzinie P nie istnieje
NWW (p,a). W szczegdlnodci, jezeli w dziedzinie cafkowitosci P dla
dowolnych elementow a,b € P istnieje NWW (a,b), to kazidy element
nierozktadalny pierscienia P jest elementem pierwszym w P.

Dowdd. Zatézmy, ze przy tych zalozeniach istnieje A € P takie, ze
A~ NWW(p,a). Wtedy p | Aia| A. Ponadto p | paia | pa, wiec
A|pa. Alep|abia| ab, wiec tez A | ab. Zatem istnieja x,y,s € P
takie, ze A = ax, pa = Ay i ab = As. Stad pa = axy, czyli p = zy,
bo a # 0, gdyz p nie dzieli a. Ale p jest elementem nierozktadalnym
pierécienia P, wiec z € P* lub y € P*. Jezeli € P*, to a = Az™!
ip| A wiec p | a whrew zalozeniu. Jezeli za$ y € P*. to A = pay™*,
skad ab = pay~'s, czyli b = py~'s, wigc p | b whrew zalozeniu. O
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Przyktad 10.14. Przy oznaczeniach przyktadu 10.6 w pierscieniu
P nie istnieje na mocy twierdzenia 10.13, NWW (22, 23).

Przyklad 10.15. Na mocy twierdzenia 10.13 i przyktadu 10.7 dla
parzystego d < —2 w pierécieniu Z[v/d] nie istnieje NWW (2, v/d) oraz
dla nieparzystego d < —2 nie istnieje NWW (2,1 4+ v/d) w pierécieniu

Z[\Vd) .

Przyktad 10.16. Niech P bedzie dowolng dziedzina catkowitosci.
Whprost z definicji najmniejszej wspolnej wielokrotnosci otrzymujemy,
ze jezelia,b € Pia|b tob~ NWW(a,b). W szczegdlnosci dla a € P,
0~ NWW(a,0). Jezeliu € P*ia € P,tou| a, wieca ~ NWW (a,u).

10.3 NWD i NWW w dziedzinach
z jednoznacznoscia rozktadu

Twierdzenie 10.17. Niech P bedzie dziedzing z jednoznacznoscig
rozktadu i niech pq, . .., ps bedq parami niestowarzyszonymi elementamsi
pierwszymi pierscienia P. Niech aq,...,as € Ny oraz a = pj* -
pes. Wowczas wszystkimi z doktadnoscig do stowarzyszenia dzielnikami
elementu a sq elementy postaci:

d=ph .. . p%, (10.12)

gdzie 3; = 0,1,.... a;dlai=1,....s.

Dowdéd. Poniewaz P jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu, wiec
na mocy zatozen twierdzenia elementy postaci (10.12) sg parami nie-
stowarzyszone. Ponadto a = d-c dla ¢ = p‘fl_gl copPice P,
boa; —6; € Ngdlai=1,...,s. Zatem d | a.

Na odwrét, niech d € P bedzie dzielnikiem elementu a. Wtedy
istnieje b € P takie, ze a = d - b. Ale a # 0, wiec d.b # 0. Je-
zeli p jest elementem pierwszym pierécienia P takim, ze p | d lub
p | b top]| a wiec p | p; dla pewnego i = 1,....,s, skad z pierw-
szoSci p;. p ~ p;. Zatem z jednoznaczno$ci rozktadu pierscienia P ist-
nieja nieujemne liczby calkowite 5;.v; dla ¢ = 1...., s oraz istniejg
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u.v € P takie, ze d = u-pfl Tl Pf oraz b = v-le o ple
Stad wop? ™ . pPtre = p® .. p%. Zatem B; + v = i, skad
,82':0,1,...,0%Orazd,\,pr‘fl_“..pgs. -

Z twierdzenia 10.17 oraz z definicji NWD i NWW wynika od razu
nastepujace

Twierdzenie 10.18. Niech P bedzie dziedzing z jednoznacznoscig

rozktadu i niech p1, ..., ps bedg parami niestowarzyszonymi elementams
pierwszymi w P. Niech a;,3; € Ng dla i = 1,...,s oraz niech a ~
Pyt ple ib~pl o pPs Wiedy

(7') pllnin(alﬂl) et prsnin(as,.?s) ~ x\?WD<CL7 b):

(ii) py O pmex(esB) o NWW (a,b).

Z twierdzen 10.17, 10.11, 10.3 i przyktadéw 10.16 i 10.8 wynika od
razu nastepujace

Twierdzenie 10.19. Jeieli P jest dziedzing z jednoznacznosciq
rozktadu, to dla dowolnego naturalnego n i dla dowolnych elementow
ai,...,an, € P istniejg NWD(ay,...,a,) it NWW(aq,...,a,).

Definicja 10.20. Powiemy, ze elementy ay,...,a, dziedziny z je-
dnoznacznoscia rozktadu P s3 wzglednie pierwsze, jezeli zachodzi
1~ NWD(CZl,. . .,an).

Stwierdzenie 10.21. Niech aq,as, ..., a,, nie wszystkie rowne 0,
bedq elementami dziedziny z jednoznacznoSciq rozktadu P. Wtedy
1~NWD(

al an
NWD(ay,...,an)’ """ NWD(ai,....an) )"

Dowdd. Z twierdzenia 10.19 wynika, ze istnieje a € P takie, ze a ~
NWD(ay,as,...,a,). Ponadto a # 0, bo a; # 0 dla pewnego i =
1,2,...,n. Zatem b; = % € P dlai = 1,2,...,n. Wezmy dowolne
r € P takie, ze x | b; dla wszystkich i = 1,2,....n. Wtedy dla i =
1.2....,n istnieje ¢; € P takie, ze b; = x - ¢;. Zatem a; = (ax)c;, skad
ar |a; dlai=1,2,...,n Z definicji najwiekszego wspdlnego dzielnika

wynika zatem, ze ax | a, co wobec a # 0 daje x € P*. Wobec tego
r~1lil~ 1?\/?”'D<b1.b2 ..... bn)- ]

nuacja,

01
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Twierdzenie 10.22. Niech a, b, c bedg elementami dziedziny z jed-
noznacznoscig rozktadu P. Jezeli elementy a i b sqg wzglednie pierwsze
oraz a-b ~ c" dla pewnego naturalnego n, to istniejq c1,co € P takie,
Zea~cl ib~ch.

Dowdd. Jezeli a = 0, to b ~ NW D(a,b). Ale 1 ~ NW D(a,b), wiec
b ~ 11 wystarczy wzia¢ ¢; = 0 oraz ¢ = 1. Analogicznie dla b = 0
wystarczy wzia¢ ¢; = 11 ¢co = 0. Niech dalej a # 01 b # 0. Jezeli
a € P* tob~ ab, wiecb ~ " ia ~ 1" Jezeli b € P*, to podobnie
a~c"ib~ 1" Mozemy zatem zaktadaé, zea & P*ib ¢ P* oraza # 0
i b # 0. Poniewaz P jest dziedzina z jednoznaczno$cia rozktadu oraz
elementy a i b sa wzglednie pierwsze, wiec istnieja parami niestowarzy-
szone elementy pierwsze py,...,Ds, q1,-- -, qr Oraz istnieja liczby natu-
ralne o, .... o5, B1, .. .. 0, takie, ze a ~ pf - p2 ib~ gt g
Zatem p{' - ... - p2e - q'fl ... ¢% ~ " Stad na mocy twierdzenia

10.17 istnieja nieujemne liczby catkowite ~q,...,7s, 01, ..., 9, takie, ze

71 s . 401 r o1 e . L . gPr
c~plte o Pl gyt gl Zatem pyt Lo pet gy gl
pit e ple g ™ skad z jednoznacznosci rozkladu w pier-
Scieniu P, oy = ny; dlai =1,...,soraz §; = no; dlaj =1,....r

Zatema ~ cf dlacy =pl*-...-pr oraz b ~ c§ dlac, = qfl'...'qfr. O
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Rozdziat 11

Pierscienie euklidesowe 1 ich
zastosowania

11.1 PiersScienie euklidesowe

Definicja 11.1. Niezerowy pierécien P nazywamy pierscieniem
euklidesowym, jezeli istnieje funkcja N: P — N zwana norma spet-
niajaca nastepujace warunki:

(I) Vaep N(a) =0 <= a =0,

(IT) Yopep N(a-b) = N(a) - N(b),

(IIT) Yeep\{0} Vaep Jgrep @ = q-b+ 1 oraz N(r) < N(b).

Przyklad 11.2. Kazde cialo K jest pierscieniem euklidesowym
z normg N dang wzorem N(a) =1 dlaa € K\ {0} oraz N(0) = 0.

Przyktad 11.3. Pierdcien liczb catkowitych Z jest pierscieniem
euklidesowym z norma N dana wzorem N (a) = |a| dla a € Z.

Przyklad 11.4. Dla dowolnego ciata K pierscien Klz| jest pier-
Scieniem euklidesowym z norma N dana wzorem N(w) = 25(%) dla
w € K[z] \ {0} oraz N(0) = 0.

Przyktad 11.5. Dla d = —2.—1.2,3 pierécien Z[v/d] jest pier-
Scieniem euklidesowym z norma N dana wzorem N(a) = [|a||y dla
o € Z[\Vd), gdzie funkcja || - ||q okreslona zostata w przyktadzie 10.7.

97
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Rzeczywiscie, warunki (I) oraz (II) byly pokazane w przykladzie 10.7,
pozostaje wiec wykazac, ze zachodzi warunek (IIT). W tym celu weZzmy
dowolne o, 8 € Z[Vd], 3 # 0. Wtedy a, 3 naleza do ciata Q(+/d), wiec
istnieja liczby wymierne , y takie, ze 5 =z + yv/d. Niech z, bedzie
liczba catkowita najblizsza liczby x i niech y, bedzie liczba catkowita
najbilizsza liczby y. Wtedy |o — 20| < 51 Jy — yo| < 1. Okreslamy
y=z0+ywVdip=a—~-8 Wtedy 7, p € Z[Vd|, a = - 3+ p oraz
p=a—y-B=258-78=70(5-7) =8 -[(a+yVd)—(zo+yVd)] =
B-[(z—x0)+(y—y0)V/d], czyli na mocy przyktadu 10.7, N(p) = ||p||s =
1611 (z = 20) + (v — yo)Vlla = |18l - [(z = 20)* = dy — y0)*|- Wy-
starczy zatem wykaza¢, ze dla dowolnych liczb wymiernych p, g takich,
ze 0 < p,g< % zachodzi nieréwnos¢:

Ip? —dq*| < 1. (11.1)

2 2
Jezelid = —2,—1,2,to[p?—dg?| < p*+dlg® < () +2:(3) =3 <1
Natomiast dla d = 3: , ,
2_2_2_2_p—3Q<
p* —dg®| = |p 3q?—{3q2_p2<

takze [p? — dq?| < 1.

gdy p* —3¢> > 0

ady p? — 3¢2 < 0 Zatem

o [

Stwierdzenie 11.6. Niech P bedzie pierscieniem euklidesowym
2z normg N. Wowczas

(i) N(1) =1,

(i) Voep a € P* < N(a) = 1.

Dowdd. (i) Wezmy a € P\{0}. Wtedy z (I), N(a) # 0. Zatem na mocy
(IT), 0 # N(a) = N(1-a) = N(1) - N(a), wiec po skréceniu N (1) = 1.

(ii) Niech a € P*. Wtedy istnieje b € P takie, ze a - b = 1. Zatem
z (i) oraz (II), 1 = N(a)- N(b), czyli N(a) = 1. Na odwrot, zatézmy, ze
N(a) = 1. Wtedy z (I) jest a # 0. Zatem z (III) istnieja ¢, r € P takie,
zel=q-a+riN(r)< N(a)=1. Ale N(r) € Ny, wiec N(r) = 0,
skad na mocy (I), r =0, czyli 1 = ¢ - a. Zatem a € P*. O

Twierdzenie 11.7. Kazdy pierscien euklidesowy jest dziedzing ide-
atow gtownych. W szczegolnosci kazdy pierscien euklidesowy jest dzie-
dzing z jednoznacznoscig rozktadu.

ymstoku - kontynuacja,
finistra Edukacji i Nauki
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Dowdéd. Niech P bedzie pierscieniem euklidesowym z norma N. Wtedy
P #{0}. Wezmy dowolne a,b € P\ {0}. Wtedy z (I), N(a), N(b) # 0,
wiec z (IT) N(a-b) = N(a)- N(b) # 0, czyli z (I) a-b # 0. Zatem P
jest dziedzing catkowitosci.

Niech I bedzie dowolnym ideatem pierscienia P. Jezeli I = {0},
to I = (0), czyli I jest ideatem gléwnym. Zalézmy dalej, ze I # {0}.
Wtedy z (I) istnieje w zbiorze I\ {0} element a o najmniejszej normie
N(a). Oczywiscie (a) C I. Wezmy dowolne i € I. Wtedy z (III) istnieja
q,r € Ptakie,ze i =q-a+riN(r) < N(a). Stadr =i—q-a €l
oraz N(r) < N(a), wiec z wyboru a, r & I \ {0}, czyli r = 0. Zatem
i=¢q-a€ (a),skad I C (a) i ostatecznie I = (a). Zatem ideal I jest
gtowny.

Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika z algebry I. d

Stwierdzenie 11.8. Niech P bedzie pierscieniem euklidesowym
z normg N 1 niech p bedzie liczbg pierwszq.

(i) Jezelia € P i N(a) = p, to a jest elementem pierwszym w P.

(i) Jezeli w pierscieniu P nie istnieje element o normie p oraz
N(b) = p? dla pewnego b € P, to b jest elementem pierwszym w P.

Dowéd. (i). Poniewaz p > 1, wiec z (I), a # 0 i ze stwierdzenia 11.6,
a & P*. Wezmy dowolne b, ¢ € P takie, ze a = be. Wtedy z (II), p =
N(b)-N(c), wiec z pierwszosci p i tego, ze N (b), N(c) € Ny otrzymujemy
N() =1 lub N(c) = 1, czyli wobec stwierdzenia 11.6, b € P* lub
c € P*. Zatem a jest elementem nierozktadalnym pierécienia P. Ale P
jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu na mocy twierdzenia 11.7,
wiec z algebry I, a jest elementem pierwszym w P.

(ii). Poniewaz p? > 1, wiec z (I), b # 0 i ze stwierdzenia 11.6,
b ¢ P*. Wezmy dowolne x,y € P takie, ze b = zy. Wtedy z (II)
p? = N(x)- N(y). Ponadto N(z), N(y) € Ny i w P nie istnieje element
o normie p oraz p jest liczba pierwsza, wiec N(z) =1 lub N(y) = 1.
Stad na mocy stwierdzenia 11.6, x € P* lub y € P*. Zatem b jest
elementem nierozktadalnym pierécienia P. Ale P jest dziedzing z jed-
noznacznoscia rozktadu, wiec b jest elementem pierwszym w P. O

Poniewaz kazdy pierscien euklidesowy P jest dziedzing z jedno-
znacznoscia rozktadu, wiec z twierdzenia 10.19 dla dowolnych a. b € P
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istnieje NW D(a, b). Okazuje sie, ze NW D(a, b) mozna wyznaczy¢ efek-
tywnie przy pomocy Algorytmu Euklidesa.

Lemat 11.9. Niech P bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu.
Wowczas dla dowolnych a,b,q € P:
NWD(a,b) ~ NWD(a,b—q-a).

Dowdd. Oznaczmy d ~ NWD(a,b), D ~ NWD(a,b—q-a). Wtedy
d|laid|b skadd|b—gq-a, wiecd| D. Ponadto D |aiD|b—q-a,
wiec D | b, skad D | d. Zatem d ~ D. O

Niech teraz P bedzie pierscieniem euklidesowym z norma N i niech
a,b € P. Jesli a = b = 0, to NWD(a,b) ~ 0. Je§li a = 0, to
NWD(a,b) ~ b Jesli b = 0, to NWD(a,b) ~ a. Mozemy zatem
dalej zaktada¢, ze a # 0 i b # 0. Bez zmniejszania ogélnosci rozwazan
mozemy dalej zakltadac¢, ze N(a) < N(b). Z warunku (III) i lematu
11.9 istnieja q1, 71 € P takie, ze

b=q -a+r1N(r) < N(a)oraz NWD(a,b) ~ NWD(ry,a).

Jesli 1 # 0, to z warunku (IIT) i lematu 11.9 istnieja go, 7o € P takie,
ze

a=qy-r+721N(ry) < N(r1) oraz NWD(ry,a) ~ NWD(rg,ry).

Poniewaz nie istnieje nieskonczony malejacy ciag liczb naturalnych,
wiec otrzymujemy stad, ze istnieje liczba naturalna n oraz istnieja
g,r; € Pdlai=1,...,n takie, ze

Ti—1 = q1‘+1‘7'2'+7’i+1, 1‘V(T’i+1> < 47\7(7‘1')7 A“WVD(TZ‘, Ti—l) ~ J\“TWD<7’1'+1, T’i)

dla wszystkich i = 0,1,...,n, przy czymr_; = b, rg = a oraz r,,.1 = 0.
Stad przez prosta indukcje

NWD(a,b) ~r,.

Ponadto mozemy rekurencyjnie okresli¢ ciagi (x;)!_, oraz (y;)i_, ele-
mentow pierscienia P:

r1=0,y1=120=1, yo=0,
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i wtedy
ri=a-r;,+b-y; dlai=-1,0,...,n,

skad w szczegolnosci

NWD(a,b) ~rp,=a- -z, +b-y,.

11.2 Zastosowania pierscieni
euklidesowych

Twierdzenie 11.10 (Fermata). Kazda liczba pierwsza postaci
4k 4+ 1 jest sumq kwadratéw dwoch liczb naturalnych.

Dowdd. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz p = 4k+1 dla pewnego k €
N. Z twierdzenia 6.22 grupa Z, jest cykliczna, czyli istnieje ¢ € Z takie,
ze Pt =1 oraz ¢™ # 1 dla wszystkich liczb naturalnych m < p — 1.
W szczegolnodei ¢ # 1. Ale ¢** =1, wiec 0 = ¢** — 1 = (¢** - 1) -
(c**+1), skad ¢**+1 = 0 w ciele Z,. Zatem w pierscieniu Z, p | ¢* +1,
czylip | 22+ 1 dla z = cF.

Z przyktadu 11.5 wiemy, ze pierscien Z[i] jest pierscieniem euklide-
sowym, a wiec jest on dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu. Ponadto
p | (x +14) - (z — 1) oraz p nie dzieli =1 w pierscieniu Z, wiec p nie
jest elementem pierwszym w Z[i]. Zatem p nie jest elementem nieroz-
ktadalnym w Z[i]. Ponadto p # 01 p &€ (Z][i])*, wiec p jest elementem
rozktadalnym w pierécieniu Z[i]. Zatem istnieja niezerowe i nieodwra-
calne elementy «, 3 € Z[i] takie, ze p = a- 3, skad p* = ||a||_1 - ||8]| -1
Ale [lafl . []|1 > 1, wiee stad [lal| s = ||3]|_1 = p- Tstuicja a.b & Z
takie, ze o = a+bi. Zatem p = a*+b* = |a|? +|b|?. Ale liczba pierwsza
nie jest kwadratem liczby catkowitej, wiec |al, |b] € N, czyli p jest suma
kwadratow dwoch liczb naturalnych. O

Lemat 11.11. Niech m = 2t + 1 dla pewnej liczby naturalnej t.
Jezeli liczby naturalne x iy spetniajq rownanie:

2?4+ 1=y (11.2)
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to istnieje parzysta liczba naturalna a taka, Ze:

3 (—1)’“(;7;)@2’“ = 1. (11.3)

k=0

Dowdéd. Jezeli x jest liczba nieparzysta, to y musi by¢ liczba parzysta,
skad 4 | y™, bo m > 1. Zatem 4 | 22 + 1. Ale 22 = 1 (mod 4), wiec
mamy sprzecznos¢. Zatem x jest parzyste, zas y jest nieparzyste.

W pierscieniu Z[i], ktéry jak wiemy jest dziedzina z jednoznaczno-
Scig rozkladu, mamy, ze (x + 1) - (z — i) = y™. Gdyby elementy x + i,
r—1 nie byly wzglednie pierwsze, to istnialby element pierwszy 7 € Z[i]
taki, ze 7 |z +ioraz w | x — i, skad 7 | (x + i) — (x — i), czyli 7| 22,
skad 7 | 2, gdyz 27 ~ 2. Ale x jest liczba parzysta, wiec 7 | z. Ponadto
7 | x + i, wiec stad 7 | i. Lecz ¢ € (Z[i])*, wiec 7 | 1, skad 7 € (Z][i])*
i mamy sprzeczno$¢. Zatem elementy x + ¢ oraz r — ¢ sa wzglednie
pierwsze. Z twierdzenia 10.22 istnieje a € Z[i] takie, ze x + i ~ a™.
Istnieje wiec u € (Z[i])* = {1, —1,4, —i} takie, ze x +i = u - a™. Po-
nadto m jest liczba nieparzysta, za$ grupa (Z[i))* jest cykliczna rzedu 4
o generatorze i, wiec (i) = (i), skad u = v™ dla pewnego v € (Z][i])*.
Zatem r +i = (v-«a)™. Ponadto v - a = a + bi dla pewnych a,b € Z,
wiec x+i = (a+bi)™. Stad |z +i| = |a+bi|™, czyli 22 +1 = (a® +b*)™.
Ze wzoru Newtona

k
! m t m
— -1 k m~2kb2k ;. -1 k 2(t—k)l)2k+lq
2 ( )<2k>“ T FU g ) '
t
skad1 = b3 (=1)F <2];:L_ 1>a2(tk)b2k, wiec b | 1 w pierScieniu Z, czyli
k=0

b= =41, skad 22 + 1 = (a® + 1)™, wiec a jest parzyste oraz mamy, ze
t m d (m\

—1)k =R = +1, wiec —1)( U )a¥ = £1. Zatem
> ><2k+1)a wiee Y (<15

J=0

(_1)J (;n)a?i =41 Jedlia=0.toz?+1=1. skad z = 0 i mamy
J
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sprzecznosé. Zatem a # 0, wiec bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan

mozemy zaktadac¢, ze a € N. Poniewaz liczba a jest parzysta, wiec
t

> (—1) (;n) % =1 + 4l dla pewnego | € Z. Stad 1 + 4l = +1, wiec
j=0 J

t .
ostatecznie Z (—1)k<m>a2k =1. O
i—o 2k

Twierdzenie 11.12 (Lebesgue’a). Jezeli m i n sq liczbami natu-
ralnymi oraz m > 1, to rownanie:

" -y =1 (11.4)
nie posiada rozwigzania w liczbach naturalnych x, y.

Dowdéd. Zatézmy, ze przy tych zalozeniach réwnanie (11.4) posiada
rozwiazanie w liczbach naturalnych z, y. Gdyby m byto liczba parzy-
sta, to istnialyby liczby naturalne a i b takie, ze a® — b? = 1. Wtedy
(a—"b)(a+0b) =1,skad a + b =11 mamy sprzeczno$¢. Zatem m jest
liczba nieparzysta i istniejg liczby naturalne z, y takie, ze 22+ 1 = y™.

Zatem z lematu 11.11 istnieje parzysta liczba naturalna a taka, ze
t

> (—1)’“(;;) a®* = 1, gdzie m = 2t + 1 dla pewnego naturalnego t.
k=0

Stad 1+ (— 1’”’””%2 ( >2:1,czyli:

m(m — 1) ‘ B[\ ok_2

— = —1 . .
k;( ) ok | (11.5)

Niech s bedzie najwicksza nieujemng liczbg catkowita taka, ze 2° |
m(m_l . Wtedy m(";_l = 2°] dla pewnej liczby nieparzystej . Latwo
SpraWdzm zedla k= 2,3,....t zachodzi tozsamos¢:

m\ oo m(m—1) (m—2 g2k—2
<2k>a 2 <2k— 2> M2k = 1) (11.6)

Dla k > 2 mamy. ze 22*=2 > k, skad 22*=2 nie dzieli liczby k(2k — 1).
Ponadto a jest parzyste, wiec dla k > 2, 22%=2 | ?*=2, Wynika stad. ze
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istnieja wzglednie pierwsze liczby naturalne b, ¢ takie, ze k((l;%% = gc—b
oraz c jest liczba nieparzysta. Stad uzyskujemy, ze
m\ oo s [M—2Y\ 2b se1, (M —2\ b
a =27 = =2 ‘-
2k 2k—-2) ¢ 2k—-2) ¢
Zatem 2571 | ¢- (;’;) a®~2, skad wobec nieparzystoéci ¢, 2571 | (;) a%k=2
dla k =2,...,t. Zatem ze wzoru (115), 25*1 | w i mamy sprzecz-
nos¢. O
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Rozdziat 12

Jednoznacznosé rozkltadu
w piersScieniach wielomianow

12.1 Wielomiany pierwotne

W catym tym rozdziale zaktadamy, ze pierscien P jest dziedzing z jed-
noznacznoscia rozktadu.

Definicja 12.1. Wielomian f = ap+ a1z +...+a,z" € Plz]| nazy-
wamy pierwotnym, jezeli jego wspotczynniki sa wzglednie pierwsze,
tzn. 1 ~ NWD(ag,ay, ..., an,).

Uwaga 12.2. Niech a € P oraz g = by + bjz + ... + b,a™ € Plz].
Zauwazmy, ze a | g w pierscieniu P[x] wtedy i tylko wtedy, gdy a | b;
w pierscieniu P dla wszystkich ¢ = 0,1,...,m. W szczegdlnosci wie-
lomian f € P[z] jest pierwotny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
element pierwszy p € P dzielacy f w pierScieniu P[z] (réwnowaznie:
nie istnieje element pierwszy pierscienia P dzielacy wszystkie wspot-
czynniki wielomianu f).

Lemat 12.3. KaZdy niezerowy wielomian f € P|x] mozina przed-
stawi¢ w postaci

f==(f) 1"
gdzie z(f) € P, za$ f* jest wielomianem pierwotnym w Plx]. Przed-
stawiente to jest jednoznaczne z doktadnosciqg do stowarzyszenia, tj.
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jesli f = 21 ff = zofs, gdzie wielomiany ff, f3 € Plx] sq pierwotne,
az,20€ P, tozy~z2wPiff~f5wPlz].

Dowéd. Niech f =ag+aix+...+a,x2". Przyjmijmy z(f) = NW D(ao,
ai,...,a,). Wtedy dla i =0,1,...,n: a; = z(f) - b; dla pewnego b; €
P. Ze stwierdzenia 10.21 mamy, ze 1 ~ NW D(bgy,by,...,b,), czyli
wielomian f* = by + byx + ... + b,x™ jest pierwotny. Ponadto f =
z2(f) - f*. Poniewaz f = 2z, f;, wiec z; dzieli wszystkie wspotezynniki
wielomianu f. Zatem z; | z(f), gdyz z(f) = NWD(ag,as,...,a,).
Stad z(f) = a-z; dla pewnego a € P oraz az f* = 21 f;. Ale wielomian
f jest niezerowy, wiec z; # 0, a zatem af* = f}. Stad a dzieli wszystkie
wspoétezynniki wielomianu pierwotnego fy, czyli a € P*. Zatem 23 ~
2(f) w Pi ff ~ f* w Plz]. Rozumujac analogicznie uzyskamy, ze
zo ~ 2(f) w P1i f; ~ f*w Plz]. Zatem z; ~ zo w P oraz f{ ~ f3
w Plz]. O

Lemat 12.4. Kazdy element pierwszy p piersScienia P jest elemen-
tem pierwszym pierscienia Plz].

Dowdéd. Poniewaz (P[r])* = P*, wiec p nie jest odwracalny w P|x].
Ponadto p # 0. Wezmy dowolne wielomiany f,g € Plx] takie, ze
p | fg w P[z]. Oznaczmy przez I ideal gtéwny pierScienia P gene-
rowany przez element p. Poniewaz p jest elementem pierwszym, wiec
I jest idealem pierwszym, a wiec pierscien ilorazowy P/I jest dzie-
dzina catkowito$ci. Stad pierscien wielomianéw (P/I)[z] jest dziedzing
catkowitosci. Oznaczmy przez 7 naturalny homomorfizm pierécienia
P na pierscien P/I, tzn. w(a) = a + I dla a € P. Wtedy z al-
gebry ogdlnej I przeksztalcenie II: Plx] — (P/I)[x] dane wzorem
H(ag + a1z + ... + axz™) = w(ao) + m(ar)x + ... + w(a,)x"™ jest ho-
momorfizmem pierécienia P[x] na pierScien (P/I)[z]. Poniewaz p | fg
w Plz], wiec 0 = II(fg) = II(f) - lI(g). Ale (P/I)[z] jest dziedzing cal-
kowitosci, wiec IT(f) = 0 lub II(g) = 0, co oznacza, ze wszystkie wsp6i-
czynniki wielomianu f dzielg sie przez p lub wszystkie wspotczynniki
wielomianu g dziela sie przez p. Stad p | f lub p | ¢ w P[x]. O

Lemat 12.5 (Gaussa). Iloczyn skoriczonej liczby wielomiandw pier-
wotnych w P|x] jest wielomianem pierwotnym w P|x].
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Dowdd. Niech fi,.... fr € P[z| beda wielomianami pierwotnymi. Za-
tozmy, ze ich iloczyn fi ... fi nie jest wielomianem pierwotnym w P[z].
Wtedy istnieje element pierwszy p € P taki, zep | fi... fr w Plz]. Ale
z lematu 12.4, p jest elementem pierwszym w pierscieniu P[z], wigc
p | fi dla pewnego i = 1,..., k. Stad wielomian f; nie jest pierwotny

’ )

i mamy sprzecznosc. O

Lemat 12.6. Jezeli wielomian f pierwotny w Plz] dzieli wielo-
mian g € Plx] w pierscieniu K|z|, gdzie K jest ciatem utamkéw dla
pierscienia P, to f | g w pierscieniu Plz].

Dowdd. Z zalozenia istnieje wielomian h € Klz] taki, ze g = hf. Po-
niewaz K jest cialem utamkow pierscienia P, wiec istnieje niezerowe
a € P takie, ze ah = ¢ € Plx]. Zatem ag = fy. Jesli ¢ = 0, to
g=0-f awiec f | g w Plz]|. Zatézmy dalej, ze g # 0. Wtedy z le-
matu 12.3 istnieja niezerowe elementy 2(g), z(¢) € P oraz wielomiany
g*, ¢ pierwotne w P[z] i takie, ze g = z(g)g* oraz ¢ = z(p)¢*. Stad
[az(g)]g" = z(©)(f¢*). Ale z lematu 12.5 wielomian f¢* jest pierwotny
w Plz], wiec z lematu 12.3 istnieje u € P* takie, ze az(g)u = z(y).
Zatem g* = u(fe*), wiec g = f - (2(9)uep*), czyli f | g w P[z]. O

12.2 Twierdzenie Gaussa

Lemat 12.7. Jezeli wielomian f € Plx] dodatniego stopnia jest
nierozktadalny w pierscieniu Plx], to jest on réwniez nierozkiadalny
w pierscieniu K(x], gdzie K jest cialem utamkéw pierscienia P.

Dowéd. 7 zatozenia mamy, ze f # 01 f & (P[x])* oraz wielomian f
jest pierwotny w P[z]. Zatézmy, ze wielomian f nie jest nierozktadalny
w pierécieniu K[z]. Wtedy istnieja nieodwracalne w K[z| wielomiany
g1, hy € Klx] takie, ze f = gihy. Stad st(f) = st(g1) + st(hi). a po-
niewaz (Kz|)* = K \ {0}, wiec st(g1) > 01 st(hy) > 0. Ale K jest
cialem utamkow pierscienia P, wiec istnieja niezerowe a, b € P takie.
7e go = ag1 € Plx] i hy = bhy € Plz|, przy czym st(g2) = st(g:)
i st(hy) = st(hy). Stad abf = gahy. Z lematu 12.3 istnieja niezerowe
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2(g2), 2(he) € P oraz wielomiany g3, h} pierwotne w P[z], dla kté-
rych go = 2(92)93 1 ha = z(ho)h}. Zatem (ab)f = (2(g2)z(h2))(g3h3).
Ponadto z lematu 12.5 wielomian gj;hj jest pierwotny w P[z], wiec
z lematu 12.3, f ~ g¢gshy w P[z]. Zatem istnieje v € P* takie, ze
f = ugshy = (ugy)hi. Ale st(ugy) = st(gs) = st(ga) > 01 st(hy) =
st(hg) > 0, wiec wielomian f jest rozktadalny w P[z] i mamy sprzecz-
nos¢. d

Lemat 12.8. Niech K bedzie ciatem utamkow piersScienia P. Jezeli
wielomian pierwotny f € Plx] jest nierozkladalny w Kz|, to f jest
nierozktadalny w Plx].

Dowdd. Z zatozenia f # 01 f & K*. Zatem f & (Plz])* = P*. Wezmy
dowolne ¢, g2 € P[z] takie, ze f = g1go. Wtedy z nierozkladalnosci f
w K[z] mamy, ze ¢g; € (K[z])* = K* lub g € K*. Mozna zakladac, ze
g1 € K*. Stad g1 € P\ {0}, bo g1 € P[z]. Jedli g1 € P*, to istnieje
element pierwszy p € P taki, ze p | g1, skad p | f, co przeczy pierwot-
nosci wielomianu f. Zatem g; € P* i wobec tego f jest nierozktadalny
w P|z]. O

Lemat 12.9. Kazdy element nierozkladalny pierscienia P jest ele-
mentem nierozktadalnym w P|x].

Dowéd. Niech a € P bedzie elementem nierozktadalnym w P. Wtedy
a# 0ia¢ P Ale (Plz])* = P*, wiec a ¢ (Pz])*. Wezmy do-
wolne f,g € P[z] takie, ze a = fg. Wtedy 0 = st(a) = st(f) + st(g),
skad st(f) = st(g) = 0, czyli f,g € P. Zatem f € P* lub g € P*,
a wiec f € (Plz])* lub g € (P[z])*. Oznacza to, ze a jest elementem
nierozktadalnym w pierscieniu P[z]. O

Twierdzenie 12.10 (Gaussa). Jezeli P jest dziedzing z jedno-
znacznosciq rozkladu, to P|x] teZ jest dziedzing z jednoznacznosciq roz-
ktadu.

Dowdd. Z algebry ogélnej I wynika, ze wystarczy udowodnié, ze kazdy
niezerowy element nieodwracalny f € P|z] jest iloczynem skoriczone;j
liczby wielomianéw nierozkladalnych w P[z] oraz, ze kazdy element
nierozkltadalny pierscienia P|x] jest elementem pierwszym w P[z].
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Poniewaz P jest dziedzina calkowitosci, wiec P[z] tez jest dzie-
dzina catkowitosci i (P[z])* = P*. Niech f € P[z] bedzie niezerowym
elementem nieodwracalnym w Plz]. Wtedy f & P* 1 f # 0. Jesli
st(f) =0, to f jest niezerowym elementem nieodwracalnym w dziedzi-
nie z jednoznacznoscia rozkltadu P, wiec f jest iloczynem skonczonej
liczby elementéw nierozktadalnych w pierécieniu P. Zatem z lematu
12.9, f jest iloczynem skonczonej liczby elementéw nierozktadalnych
w P[z]. Zalézmy, ze nie kazdy niezerowy element nieodwracalny w P|x]
jest iloczynem skonczonej liczby elementéw nierozkladalnych w Plz].
Woéwcezas wsrod wszystkich niezerowych wielomianéw nieodwracalnych
z P[z], ktére nie sa iloczynami skoriczonej liczby elementéw nierozkla-
dalnych w P[z] istnieje wielomian fy najnizszego stopnia n. Z pierwszej
czesci dowodu n > 0. Ponadto z lematu 12.3, fo = z(fo)f; dla pew-
nego niezerowego z(fy) € P oraz dla pewnego wielomianu f§ pierwot-
nego w Px]. Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze wielomian f§ nie
jest iloczynem skonczonej liczby wielomianéw nierozktadalnych w P[z].
Ponadto st(f;) = n i f; jest elementem rozkladalnym w P[z]. Za-
tem istnieja niezerowe wielomiany g, h nieodwracalne w P|x] i takie,
ze f5 = gh. Poniewaz wielomian fJ jest pierwotny, wiec st(g) > 0
i st(h) > 0. Ale st(fF) = st(g) + st(h), wiec st(g) < n i st(h) < n.
Z minimalnosci n wynika, ze ¢ = wy ... ws oraz h = u; ... u, dla pew-
nych wielomianéw wy, ..., ws, u1, . .., u, nierozktadalnych w P[z]. Stad
fo =wi...wsuy...u, i mamy sprzecznosé¢. Zatem kazdy niezerowy ele-
ment nieodwracalny pierscienia P[z] jest iloczynem skoriczonej liczby
elementow nierozktadalnych tego pierscienia.

Pozostaje wykaza¢, ze kazdy element f nierozkladalny w P[x] jest
elementem pierwszym tego pierscienia. Jesli st(f) =0, to f € P iz le-
matu 12.9, f jest elementem nierozktadalnym w P. Ale P jest dziedzing
z jednoznacznoscia rozktadu, wiec f jest elementem pierwszym w P.
Zatem z lematu 12.4, f jest elementem pierwszym w P[z]. Niech da-
lej st(f) > 0. Wtedy f jest wielomianem pierwotnym w Plz]. Zatem
z lematu 12.7, f jest elementem nierozkladalnym w pierscieniu K|x],
gdzie K jest cialem utamkdéw pierscienia P. Ale z algebry ogdlnej I
wiemy, ze K[x] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, wiec f jest
elementem pierwszym pierscienia K[z]. Wezmy dowolne g.h € P[z]
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takie, ze f | gh w Plz]. Wtedy f | gh w K|z], wiec f | g lub f | h
w K[z]. Z lematu 12.6 mamy zatem, ze f | g lub f | h w P[z]. Stad f
jest elementem pierwszym w pierscieniu P[z]. O

Z twierdzenia 12.10 przez prosta indukcje uzyskujemy natychmiast
nastepujacy

Whniosek 12.11. Jezeli P jest dziedzing z jednoznacznoSciq roz-
kladu, to dla kaidego n € N pierscieri Pz, ..., x,] wielomiandw n-
zmiennych o wspotczynnikach z P jest dziedzing z jednoznacznosciq
rozktadu.

Poniewaz kazde ciato jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu,
wiec z wniosku 12.11 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 12.12. Dla dowolnego ciata K i dla dowolnego n € N

z ciata K jest dziedzing z jednoznaczno$ciq rozkiadu.

Z algebry ogoélnej I wiemy, ze Z jest dziedzing z jednoznacznoscia
rozktadu. Zatem z wniosku 12.11 otrzymujemy tez

Whiosek 12.13. Dia dowolnego n € N pierscien Zlz1, . . ., x,| wie-
lomianow n-zmiennych o wspotczynnikach catkowitych jest dziedzing
2 jednoznacznosciq rozktadu.

12.3 Wielomiany nierozkladalne

Stwierdzenie 12.14. Niech a bedzie dowolnym elementem dzie-
dziny catkowitosci A. Wowczas wielomian x + a jest elementem pierw-
szym w pierscieniu Alz].

Dowéd. Oczywiscie x # 0 oraz x & Alz]|*, gdyz (A[z])* = A*. Wezmy
dowolne f, g € Alx] takie, ze (x + a) | fg w pierScieniu Alz]. Wtedy
z twierdzenia Bezout, (fg)(—a) = 0, a wiec 0 = f(—a) - g(—a). Ale
A jest dziedzina catkowitosci, wiec f(—a) = 0 lub g(—a) = 0 1 wobec
tego (x+a) | flub (x+a) | g. Zatem x + a jest elementem pierwszym
w pierscieniu Alz]. QO
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Twierdzenie 12.15 (Eisensteina). Niech P bedzie dziedzing z jed-
noznacznosciqg rozktadu, niech K bedzie ciatem utamkow pierscienia P
1 niech

f=a+az+...+a,2" € Plz], n> 1.
Jesli istnieje taki element nierozkladalny p € P, Ze p t an, p | a; dla
i =0,1,....n —1 oraz p* { ag, to wielomian f jest nierozktadalny
w K[z] (iw Plz], o ile wielomian f jest pierwotny).

Dowéd. Niech a ~ NWD(ag,a1,...,a,). Wtedy b; = % € P dla
i = 0,1,...,n oraz ze stwierdzenia 10.21, 1 ~ NWD(bg,by,...,by).
Zatem f = a - f*, gdzie f* = by + byz + ... + bya™. Ale p t a,, wiec
ptaiwobectegop|b;dlai=0,1,....,n—1, ptb,ip*1by. Ponadto
wielomian f* jest pierwotny. Zatézmy, ze wielomian f jest rozkladalny
w K[z]. Wtedy wielomian f* tez jest rozkladalny w K|z], wiec z le-
matu 12.7 istnieja wielomiany g, go € P[x] dodatnich stopni takie, ze
f* = g1 - g2. Poniewaz p jest elementem pierwszym w pierscieniu P,
wiec L = P/(p) jest dziedzina catkowitosci. Niech 7: P — L bedzie
homomorfizmem naturalnym i niech I1: Plx] — L[z| bedzie induko-
wanym homomorfizmem pier§cienia P[x] na pierscien L[x]. Poniewaz
plbdlai=0,1,...,n—1, wiec II(f*) = m(b,)z". Dalej, w(b,) # 0,
gdyz p 1 b,. Ponadto II(f*) = I(g1) - I(g2), przy czym st(Il(g;)) < n
dla i = 1,2, wiec ze stwierdzenia 12.14 x | II(g;) dla i = 1,2 w pier-
Scieniu L[z]. Stad (T1(g;))(0) = 0 dla ¢ = 1,2 i wobec tego p | ¢;(0) dla
i = 1,2. Zatem p* | g1(0) - g2(0). Ale g1(0) - g2(0) = f*(0) = bo, wiec
p? | bp i mamy sprzecznosc.

Stad wielomian f jest nierozkladalny w pierscieniu K|z]. Jesli do-
datkowo wielomian f jest pierwotny, to ze stwierdzenia 12.8 f jest
nierozktadalny takze w pierscieniu P|x]. O

Przyktad 12.16. Pokazemy, ze dla dowolnej liczby pierwszej p
1 dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej k wielomian fj, = 2P (=) 4
2?02 4 4 27" 41 jest nierozkladalny w pierécieniu Q[z]. Niech
f=aP 4P 24 4241 Wtedy fr = f(z*) dla k € N,.
Z algebry I wiemy, ze dla dowolnego ustalonego wielomianu h € Qlx]
przeksztalcenie w — w(h) jest endomorfizmem pierscienia Q[x]. Po-
nadto przeksztalcenia w — w(zr + 1) i w — w(x — 1) sa wzajemnie
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odwrotne, wiec sa one automorfizmami tego pierscienia. Poniewaz au-
tomorfizm pierscieni zachowuje wtasno$¢ bycia elementem nierozkta-
dalnym, wiec wystarczy wykazaé, ze gr = fr(z + 1) jest wielomia-
nem nierozkltadalnym w Q[z] dla dowolnego k& € Ny. Ale f = %,

p—2
wiec f(x +1) = (x—Hx)L_—l =Pl 4y <p> 2P~ 4 p. 7 elementarnej
i=1 \!

teorii liczb wiemy, ze p | (f) dla kazdego i = 1,...,p — 1. Zatem z
kryterium Eisensteina wielomian f(z + 1) jest nierozktadalny w Q[z].
Stad wielomian f = f; jest nierozkladalny w Q[z]. Niech dalej k& > 1.
Z dowodu lematu 2.1 wynika, ze (z + 1)?" = 2?" + pp + 1 dla pew-
nego wielomianu ¢ € Z[x] stopnia < p* takiego, ze ¢(0) = 0. Zatem
g = frle+1) = f((z +1P") = f(@ +pp+1) = (a7 +pel~' +
p—2

> <]z)> (ZCpk + pe)P 17" + p. Stad wszystkie wspotezynniki wielomianu
nglsq catkowite i jego najstarszy wspotczynnik jest réwny 1, zas wyraz
wolny jest réwny p. Ponadto wszystkie wspétezynniki tego wielomianu
za wyjatkiem najstarszego sa podzielne przez p. Zatem z kryterium
Eisensteina wielomian gx = fix(x + 1) jest nierozktadalny w Q[z]. Stad
za$ wynika, ze wielomian f; jest nierozktadalny w Q[z].
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Rozszerzenia cial

13.1 Pochodna wielomianu

Podstawowe pojecia i wlasnosci zwigzane z ciatami i rozszerzeniami
algebraicznymi cial zostaly podane w kursie algebry I.

Definicja 13.1. Niech K bedzie ciatem oraz f = ag+a,z + asx?+
o+ apz™ € Klz]. Wtedy f' = a1 + 2a2z + ... + na,z""! nazywamy
pochodng wielomianu f.

Lemat 13.2. Niech K bedzie ciatem i f, fi1,..., fn,g € K[z] oraz
ce K. Wtedy:
(i) (it + ) =fl+...+ fo
(ii) (cf) = cf’,
(i) (f9) = f'9+fqg,
(w) (f*Y =nft.f dlan=1,2,...,
(v)(fog) =(f0og)g.

Dowéd. (i). Niech f = ap+ a12 + asz* + ... + a,a™ i g = by + bix +
box?+. .. +b,,x™. Bez zmniejszenia ogdlnoéci mozna przyjac, ze m > n.
Wtedy (f +9) = (ag + a1x + agz® + ... + a,a™ + by + b1z + boz? +
oot bna™) = (ag+bo+ (a1 + b))z + (g + bo)z? + ...+ (ay + by)x™ +
b1 4+ bpa™) = a4+ b+ 2(as+ b))+ 4 n(a, +by)a" T +
4+ Dbp1x™ + ...+ mbpa™t = (a1 + 2a07 + ... + na,a" 1) + (b +
2box + ...+ mbp™ ) = f 4+ 4.
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Zatézmy teraz, ze dla dowolnych fi,..., f, € K|z] zachodzi wzér
(fi+...+f) = fi+...+ f.. Wezmy dowolne fi, ..., frs fos1 € K[x].
Woéwezas z zatozenia oraz z pierwszej czesci dowodu mamy
(it A fat fon) = ((fit. A fo)Hfun) = (it o)+ =
=fit+. ..+ i+ fa

(i7). Niech f = ap + a17 + a22? + ... + a,z". Wowczas (cf) =
(cap + caix + cazx® + ... + cap,a™) = ca; + c2ax + ... + cna,x" ! =
cla; + 2a9z + ... + nanz ") = cf’

(7i1). Niech f = Z a;rt, g = Z bjxl. Wtedy fg = Zoalb o't

=07
Korzystajac z podpunktu (i)

ZZabx“] ZZZJr]abrl“l

=0 j=0 =0 j=0

r s r s
= iy bad + Y aat Yy jbad ™t = flg+ g
i=0 j=0 =0 =0

(iv). Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 wzor jest
prawdziwy. Zatézmy prawdziwos¢ wzoru dla liczby naturalnej n — 1.
Wowezas wykorzystujac wzor (iii) oraz zatozenie mamy (™) = (f!-
B = () 4 = = D = (-
1>fn—1 . f/ + fn—l . f/ — nfn—l . f/-

(v). Zastosujemy indukcje ze wzgledu na stopien wielomianu f. Je-
zeli f = c jest staly, to f o g jest staly i obie strony wzoru (v) sa
réwne 0. Niech zatem n = st(f) > 0 i zaldézmy, ze wzor jest praw-
dziwy dla wielomiandéw stopni mniejszych niz n. Otrzymujemy wiec
f = a,a™ + fi1, gdzie st(f1) < n. Stad f' = na,z""* + f;. Wobec tego
fog=a,g"+ fiogoraz f'og = na,g" '+ f} o g. Zatem na mocy
wzordw (7), (ii), (1v) i zalozenia indukcyjnego otrzymujemy: (f o g) =
(ang” + fro ) = an(g") + (frog) = nang" g+ (fieg) g =
(nang"™ + fiog) g =(f'og)-g. C

Stwierdzenie 13.3. Jezeli f € Klz| oraz wielomiany f i f' sq
wzglednie pierwsze, to wielomian f nie posiada pierwiastkéw wielo-
krotnych w Zadnym rozszerzeniu ciata K.
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Dowdd. Zalézmy, ze w pewnym rozszerzeniu L ciala K wielomian f
posiada pierwiastek wielokrotny a. Wtedy istnieje h € L[x] taki, ze
f = (z —a)?h. Zatem z lematu 13.2, f' = 2(x — a)h + (x — a)?I/, skad
f'(a) = 0. Ale wielomiany f i f’ sa wzglednie pierwsze, wiec istnieja
u,v € K|x] takie, ze uf +vf' = 1. Zatem 1 = u(a)f(a)+v(a)f'(a) =0
i mamy sprzecznosc. O

Whniosek 13.4. Jezeli K jest ciatem charakterystyki zero i wie-
lomian f € Klx| jest nierozkladalny, to f nie posiada pierwiastkéw
wielokrotnych w Zadnym rozszerzeniu ciata K.

Dowdéd. Niech n = st(f)iniech a bedzie najstarszym wspo6tczynnikiem
f. Wtedy a # 01 ch(K) = 0, wiec na # 0. Zatem na jest najstarszym
wspOtezynnikiem wielomianu f' i wobec tego f' # 0 oraz st(f') =n —
1 < st(f). Ponadto wielomian f jest nieroktadalny, wiec wielomiany f
i f' sa wzglednie pierwsze. Zatem na mocy stwierdzenia 13.3 wielomian
f nie posiada pierwiastkéw wielokrotnych. O

Przyktad 13.5. Niech K bedzie cialem charakterystyki zero
i niech L bedzie dowolnym rozszerzeniem ciata K. Udowodnimy, ze dla
kazdego n € N i dla dowolnego 0 # a € K wielomian f = 2™ —a nie po-
siada pierwiastkéw wielokrotnych w ciele L. Zauwazmy, ze f' = nx™ !
oraz % € K, gdyz ch(K) = 0. Ponadto %xf’ —f=aia##0, wiec
wielomiany f i f’ sa wzglednie pierwsze. Zatem ze stwierdzenia 13.3
wielomian f nie posiada pierwiastkéw wielokrotnych w L.

13.2 Twierdzenie Abela

Lemat 13.6. Jezeli ciato L jest rozszerzeniem nieskonczonego cia-
ta K i wielomiany F. G € Llz| sq takie, ze F'(0) # 0, G # 0, to istnieje
element d € K* taki, ze wielomiany F i G(dx) sq wzglednie pierwsze
w Lz].

Dowdd. Jezeli st(G) = 0 lub st(F) = 0, to F lub G jest odwracalny
i wystarczy przyja¢ d = 1. Zalézmy wiec. ze st(G) > 11 st(F) > 1.
Bez zmniejszenia ogélnosci mozna przyjac, ze wielomiany F i G s3
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unormowane. Z algebry I wynika, ze istnieja nierozktadalne wielomiany
unormowane Fy, Fy, ..., F;, G1,Gs, ..., G, € L[x] takie, ze F = F-Fy-
- FLiG=G1-Gy-...-G,. Mamy wiec:

Fi(z)=ap+apnzr+...+2"7 dla i=1,2,....¢,

GJ(I>= j0+bj11'+...+5135j dla j:1,27....u

gdzie r;,s; € N. Poniewaz F(0) # 0, wiec 0 # F1(0)...F(0) =
ayp-.-ay istad ag #0dlat=1,2,...,t.

Aby wielomiany F' i G byly wzglednie pierwsze wystarczy tak do-
bra¢ element d € K by zadne dwa wielomiany F; i G,(dz) nie bytly
stowarzyszone. Gdyby F; i G;(dx) byty stowarzyszone, to dla pewnego
niezerowego a € L: a;o+anz+...+2" = albj+bjde+...+ (dx)%),
skad r; = 55, 1 = a-d% oraz a;p = a-bjo, wiec - bjo = d°% . Poniewaz cialo
K jest nieskonczone i wielomiany x% — JO dlai=1,...,t,j=1,...,u
maja w ciele L skonczenie wiele Wszvstklch plerW1astk0W wiec mozna
tak dobra¢ d € K* by dla zadnej pary indeksow i, 7, ktorych jest skon-
czona iloé¢, nie zachodzita réwnoscé ZJ—'E = d°. Wtedy wielomiany F;
i G;(dz) nie beda stowarzyszone, a wiec wielomiany F i G(dz) beda
wzglednie pierwsze. O

Twierdzenie 13.7 (Abel). Niech elementy a,b rozszerzenia L cia-
ta K charakterystyki zero, bedq algebraiczne wzgledem K. Wtedy ist-
nieje element ¢ € L algebraiczny wzgledem K taki, ze K(a,b) = K(c).

Dowéd. 7 zatozenia mamy, ze K jest cialem nieskonczonym. Niech
f» 9 € K[z] beda wielomianami minimalnymi odpowiednio dla elemen-
tow a i b. Z wniosku 13.4 wiadomo, ze element a jest pierwiastkiem jed-
nokrotnym wielomianu f. Wtedy f = (r—a)f1, gdzie f; € K(a)[z] oraz
fi(a) # 0. Niech F = fi(z +a), G = g(x +b), gdzie F,.G € K(a,b)[z]
oraz F(0) = fi(a) # 01 G # 0. Spelnione sa zatem zalozenia lematu
13.6. Istnieje wiec element d € K* taki, ze wielomiany F i G(dz) sa
wzglednie pierwsze. Zatem istnieja wielomiany w,v € K(a,b)[z] dla
ktorych:

wF +vG(dr) =1,
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i wracajac do podstawien mamy:
wfi(x+a)+vg(dr+b) = 1. (13.1)

Podstawiajac w réwnaniu (13.1) w miejsce x dwumian = — a i ozna-
czajac h = g(dx — da + b) € K(a, b)[x], otrzymujemy:

w(x —a)fi +v(x —a)h = 1. (13.2)

Poniewaz h(a) = g(da—da+b) = g(b) = 0, wiec h jest podzielny w pier-
Scieniu  K(a,b)[x] przez = — a. Ze wzoru (13.2) wynika, ze
w pierécieniu K(a,b)[z]: 1 ~ NWD(f;,h). Ponadto f = (x — a)fi,
wiec w pierScieniu K(a, b)[z]: x —a ~ NWD(f, h).

Wezmy element ¢ = —da+b. Oczywiscie ¢ € K(a,b), astad K(c) C
K(a,b). Ponadto h = g(dx + ¢) € K(c)[x] oraz [ € K[x] C K(c)[x]
i istnieje wielomian unormowany ¢ € K(c)[z| taki, ze o ~ NWD(f, h)
w pierécieniu K(c)[z], wiec ¢ | * — a w pierScieniu K(a,b)[x]. Stad
¢ =11lub ¢ ~ (r — a). Jednak w pierwszym przypadku otrzymamy
sprzecznosé¢ z tym, ze x —a ~ NWD(f, h) w pierscieniu K (a, b)[z],
wiec ¢ = a(zr — a) dla pewnego o € K(a,b). Ale wielomian ¢ jest
unormowany, wiec a =11 p =x —a € K(c)[z], skad a € K(c). Zatem
b =da+c € K(c) i wobec tego K(a,b) C K(c). Stad ostatecznie
otrzymujemy K(a,b) = K(c). O

Twierdzenie 13.8. Niech elementy ay, ..., a, rozszerzenia L ciala
K charakterystyki zero bedq algebraiczne wzgledem K. Wtedy istnieje
element ¢ € L algebraiczny wzgledem K i taki, ze K(c) = K(ay, ..., a,).

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest
prawdziwe. Zalézmy prawdziwos$¢ twierdzenia dla liczb naturalnych
mniejszych od n. Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje taki element
a € K(ay,...,a,_1) algebraiczny wzgledem ciata K, ze K(ay,...,a,-1) =
K(a). Wtedy K(ay,....,a,) = K(a,a,). Z twierdzenia 13.7 wynika, ze
istnieje element ¢ € K(a. ..., a,) algebraiczny wzgledem ciala K taki,
ze K(a,a,) = K(c). Stad ostatecznie otrzymujemy. ze K(a,...,a,) =
K(c). O
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13.3 Cialo rozkladu wielomianu

Definicja 13.9. Niech K bedzie podciatem ciata L i niech K be-
dzie podciatem ciata L,. Niech f: K — K; i F: L — L, bedq izo-
morfizmami cial. Mowimy, ze F jest przedtuzeniem izomorfizmu

f, jezeli F(a) = f(a) dla kazdego a € K.

Lemat 13.10. Niech f: K — K, bedzie izomorfizmem ciat i niech
K bedzie podciatem ciata L. Wowczas istnieje ciato Ly izomorficzne
2z L i bedgce rozszerzeniem ciata K, oraz istnieje izomorfizm F: L —
Ly bedgcy przedtuzeniem izomorfizmu f.

Dowdd. Jedli K = L, to wystarczy przyja¢ L = K, i F = f. Niech
dalej K # L. Wtedy M = L\ K # (. Z teorii mnogosci wiadomo,
ze istnieje wowczas zbior M, rozlaczny z K; przy czym zbior M, jest
rownoliczny ze zbiorem M. Niech g: M — M, bedzie bijekcja zbioru
M na zbiér M;. Okre$lamy odwzorowanie F': L — K; U M; w ten
sposéb, ze F(x) = f(z) dla © € K oraz F(z) = g(z) dla x € M.
Wowczas F' jest bijekcja. W zbiorze Ly = K7 U M; wprowadzamy teraz
dodawanie i mnozenie wzorami:

F(z)+ F(y)=Flz+y). Fx) Fly) = Fz-y). (13.3)

Proste sprawdzenie pokazuje, ze L; z tymi dziataniami tworzy ciato
oraz F': L — L; jest izomorfizmem cial, przy czym dla a € K mamy
F(a) = f(a). Zatem K; = F(K) jest podcialem w L; oraz F jest
przedtuzeniem izomorfizmu f. O

Lemat 13.11. Niech K bedzie ciatem. Wowczas dla kazdego wielo-
mianu nierozktadalnego w € Klx] istnieje cialo L zawierajgce K jako
podciato i takie, ze wielomian w ma pierwiastek w ciele L.

Dowdéd. Poniewaz K|x| jest dziedzina ideatéw gtéwnych i wielomian w
jest nierozktadalny w K|x|, wiec z algebry I, I = (w) jest ideatem mak-
symalnym pierécienia K[z]|. Zatem pierscien ilorazowy L; = Klz]/I
jest ciatem i kazdy jego element mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci
(cotcrz+.. . 42" Y +1, gdzien = st(w) oraz co, ¢1, ..., € K.
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Stad odwzorowanie h: K — L dane wzorem h(a) = a + I jest zanu-
rzeniem pierscieni i wobec tego h(K) = {a+ 1 : a € K} = K, jest
podciatem ciata Ly, przy czym f: K; — K dane wzorem f(a+1) =a
dlaa € K jest izomorfizmem cial. Z lematu 13.10 istnieje ciato L zawie-
rajace K jako podciato oraz istnieje izomorfizm ciat F': L; — L bedacy
przedtuzeniem izomorfizmu f. Ponadto w = ag + a1 + ... + a,z™ dla
pewnych ag, ay,...,a, € K. Oznaczmy a = F(zx + 1). Wtedy a € L
oraz w(a) = ag+a1 F(z+1)+...+an[F(z+1)]" = Flag+ 1)+ F(a; +
NFE(z+1)+...+ F(a,+1)F(z"+1) = F((ap+a1x+...+aa™)+1).
Ale ag+arz+.. . 4a,2" = w € I = (w), wiec (ag+arx+. .. +a,z™)+1
jest zerem pierscienia ilorazowego K|[x]/I i wobec tego F((ag + ajx +
.t apx™)+ 1) = 0. Zatem w(a) = 0. O

Twierdzenie 13.12. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Wowczas
dla dowolnego wielomianu w € Klz| dodatniego stopnia n o nagstar-
szym wspotczynniku a istnieje ciato L zawierajgce K jako podciato oraz
istniejq a1, as, . ..,a, € L takie, ze w = a(x —a1)(x —az)...(r — ay).

Dowad. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1 teza jest oczywista,
bo wtedy w = az +b = a(z + 2) i wystarczy przyja¢ L = K oraz a; =
—g. Zatozmy, ze teza zachodzi dla dowolnego ciata i dla wielomianéw
dodatnich stopni mniejszych od n, gdzie n > 1 jest ustalong liczba
naturalng. Niech w € KJz| bedzie dowolnym wielomianem stopnia
n. Wowczas z algebry I wiemy, ze istnieje wielomian nierozktadalny
u € K[z taki, ze u | w. Zatem w = uh dla pewnego h € K|x]. Z lematu
13.11 istnieje ciato L zawierajace cialo K jako podciato oraz istnieje
a € L takie, ze u(a) = 0. Stad w(a) = u(a)-h(a) = 0-h(a) = 0. Zatem
z twierdzenia Bezout istnieje wy € L[z| taki, ze w = (r — a)w;. Stad
st(wy;) = n— 11z zatozenia indukcyjnego istnieje ciato M zawierajace
L jako podcialo oraz istniejg ay, ..., a,_1 € M takie, ze w; = a(r—ay)-
... (r —an_1), gdzie a jest najstarszym wspodlczynnikiem wielomianu
wy. Ale w = (r — a)w;, wiec a jest najstarszym wspotczynnikiem
wielomianu w oraz K jest podcialem ciata M i w = a(z —ay) - ... -
(r —an_y) (x—a,) daa, = a. O
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Definicja 13.13. Niech K bedzie cialem i f € K[x] dowolnym
wielomianem dodatniego stopnia. Jezeli L jest rozszerzeniem ciala K,
w ktérym wielomian f rozktada sie na czynniki liniowe:

f=alx —a)(z —az)...(x — a,),

to cialo K(ay,as,...,a,) € L nazywamy cialem rozkladu wielo-
mianu f € K|[z].

Stwierdzenie 13.14. Jezeli L jest cialem rozkladu wielomianu
f=a"-1¢€ K[z] i ch(K) =0, to grupa U, = {a € L : a" = 1}
jest cykliczna © ma doktadnie n - elementow. Jesli € jest generatorem
tej grupy, to L = K (¢).

Dowdd. Z algebry I wiemy, ze wielomian f = 2™ — 1 moze mie¢ co naj-
wyzej n pierwiastkow. Zatem grupa U, jest skonczona i na mocy twier-
dzenia 6.22 jest cykliczna. Ponadto z przyktadu 13.5 wielomian f nie
posiada pierwiastkéw wielokrotnych, wiec ten wielomian ma w L do-
ktadnie n réznych pierwiastkow. Stad |U,| =n iU, = {1,¢,...,e" 1}
Wobec tego L = K(z). O

Stwierdzenie 13.15. Jezeli L jest ciatem rozktadu wielomianu
f=2a2"—a € Klz], a # 0 i ch(K) = 0, to w grupie L* istnieje
element € rzedu m. Ponadto K(g) jest cialem rozktadu wielomianu
" —1e€ K[z] i L= (K(¢))(b) dla dowolnego b € L takiego, ze b" = a
oraz (L : K(g)) < n.

Dowdéd. Z przyktadu 13.5 wielomian f = 2™ — a nie posiada pier-

wiastkow wielokrotnych, wiec ten wielomian ma w L doktadnie n réz-
nych pierwiastkow b = by, by, ....b, € L. Ale a # 0, wiec b # 0
i wobec tego %1, %2, . bf € L sa parami réznymi elementami grupy
U, ={ce L:c" =1}. Ale na mocy twierdzenia 6.22 grupa U, jest cy-
kliczna i |U,| = n, wiec istnieje w niej element ¢ rzedu n oraz K(¢) jest
cialem rozktadu wielomianu 2" —1 € K|z|. Stad wszystkimi pierwiast-
kami wielomianu 2" — a € K[z] w ciele L sa: b, bz, ..., bs"" . Zatem
L = (K(2))(b) i wobec tego (L : K(z)) < n. O

edzialno$¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki
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Przyktad 13.16. Niech L bedzie cialem rozktadu wielomianu f =
z* — 2 nad ciatem Q. Pierwiastkami wielomianu f sa liczby: £++v/2,
++v/2i. Zatem L ma posta¢ L = Q(£v/2, £v/2i) = Q(v/2,1). Istotnie,
+V/2i, 132 € Q(¥2,1), oraz i = (¥2)3 - Y2 Y2 € Q(£/2, £/2i).
Poniewaz v/2 oraz i s liczbami algebraicznymi, wiec wzorujac sie na
dowodach twierdzenia 13.7 i lematu 13.6 poszukamy liczby c algebra-
icznej wzgledem ciata Q takiej, ze Q(v/2,1) = Q(c). Wielomianami mi-
nimalnymi elementéw /2 oraz i sg odpowiednio f = 2*—2, g = 2% +1.
Ale f = (22 = V2)(22 + V2) = (2 — V2)(z + V2)(z — v/2i)(x + V/2i)
ig=(x+i)(z—1), wiec fi = (x + V2)(x — v2i)(z + V/2i), skad
F=filz4+V2) = (x +2vV2)(x + V2 — V2i)(x + V2 + V2i) oraz
G = g(x +1) = (x + 2i)z. Stad widaé, ze dla dowolne] niezerowej
liczby wymiernej d wielomiany dxr i x + 2v2, dr iz + V2 — /2i, dx i
V2 + V2% orazdr+2 i +2V2, dr+ 2 i x4+ V2 — /20, dv + 2i
iz 4+ V2 + v/2i sa wzglednie pierwsze. Na mocy dowodu twierdzenia
13.7 mamy zatem, ze Q(+/2,1) = Q(v/2- ¢+ i) dla kazdego g € Q\ {0}
i w szezegélnodei dla ¢ = 1, Q(v/2,4) = Q(v/2 +1i).

Jesli ¢ : K — L jest izomorfizmem ciat oraz f = ag + a1 + ... +
a,x™ € Klz|, to przez ¢(f) bedziemy oznaczali wielomian ¢(f) =
olag)+pla))r+... +(a,)z™ € L(x]. Z algebry I wiemy, ze przeksztal-
cenie w — p(w) dla w € Klx], jest izomorfizmem pierécienia K[z] na
pierscien L[z].

Twierdzenie 13.17. Jezeli ¢ : K — L jest izomorfizmem cial, ele-
ment a jest pierwiastkiem nierozktadalnego wielomianu f € K|x] oraz
b jest pierwiastkiem wielomianu ¢(f) € Lx], to ¢ mozina rozszerzyé
do izomorfizmu ¢ : K(a) — L(b) takiego, e ¢ (a) = b.

Dowdd. Na algebry I wiemy, ze kazdy element ¢ € K (a) mozna jedno-
znacznie przedstawié¢ w postaci ¢ = ag+a,a+...+a,_1a" ! oraz element
d € L(b) wpostaci d = bo+bi1b+...4+b, 16" !, gdzie ag. ai. ....an—1 € K,
bo.b1.....bp_1 € L in = st(f). OkreSlmy odwzorowanie v : K(a) —
L(b) wzorem:

V(ag + ara + ... + an_1a™ ") = plag) + ¢(a)b + ... + (a1 )" .
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Z okreslenia odwzorowania ¢ wynika, ze ¥(a) = b, V(K (a)) = L(b)
oraz v jest réznowartosciowe. Ponadto ¢|x = ¢ oraz ¥(a + §) =
v(a) 4+ ¥(8) dla wszystkich o, 3 € K(a).

Wezmy dowolne a, 3 € K(a). Wtedy a = ap + aja + ... a,_1a"?
oraz 3 = bo+ba+...+b,_1a" t dlapewnych ag, ..., an_1,bg, ..., bp_1 €
K.Niechg=ap+a1z+...+an 12" tih=by+bx+...+b_12" %
Niech r bedzie reszta z dzielenia wielomianu gh przez f. Wtedy istnieje
u € Klz| taki, ze gh = fu-+r, gdzie st(r) < n. Otrzymujemy woéwczas
e(9)¢(h) = @(f)e(u) + ¢(r). Poniewaz f(a) = (¢(f))(b) = 0, wigc
gla)h(a) = r(a) oraz (¢(g))(b)(£(h)(b) = (£(r))(b). Stad

= ¥(g(a))¥(h(a)) = L()d(B).

Wobec tego odwzorowanie 1 jest izomorfizmem ciat. 4

Jezeli L1 M s rozszerzeniami ciata K iizomorfizm f: L — M jest
stalty na K (tzn. f(a) = a dla kazdego a € K), to mowimy, ze f jest
K-izomorfizmem. Z twierdzenia 13.17 wynika nastepujacy

Whniosek 13.18. Niech L bedzie rozszerzeniem ciata K. Jezeli f €
K[z] jest wielomianem nierozktadalnym nad ciatem K, a,b € L sq jego
pierwiastkami, to istnieje K-izomorfizm ¢ : K(a) — K(b) spetniajqgcy
warunek ¢(a) = b.

Twierdzenie 13.19. Jezeli ¢ : K — L jest izomorfizmem cial,
K, jest ciatem rozktadu wielomianu f € K[z|, Ly jest cialem rozktadu
wielomianu ¢(f) € L[z], to istnieje taki izomorfizm 7 : K1 — Ly, ktory
jest rozszerzeniem izomorfizmu ».

Dowaéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na stopien wielomianu f.
Jezeli st(f) = 0, to st(¢(f)) =01 K = Ky, L = L. Wtedy za 7
wystarczy wzia¢ izomorfizm .

Niech zatem st(f) = n > 01 zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla wielomianéw stopni mniejszych od n nalezacych do Klz|. Niech
f=alzr—a))(x —as)...(x—ay) oraz ¢(f) = bz —by)(x —by)...(x = by).
wtedy K = K(aj,ag,....,a,) 1 Ly = L(by.bs.....b,). Niech g € K|[x]

ymstoku - kontynuacja,
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bedzie czynnikiem nierozktadalnym wielomianu f takim, ze g(a;) = 0.
Wowezas wielomian ¢(g) jest czynnikiem nierozktadalnym wielomianu
©(f). Przyjmijmy, ze by jest pierwiastkiem wielomianu ¢(g). Na mocy
twierdzenia 13.17 istnieje izomorfizm ¢ : K(a;) — L(b1) bedacy roz-
szerzeniem ¢ i taki, ze ¢1(a;) = by. Mamy

f=(@—a)h 1 @(f)=(z—0b)h,

gdzie hy € K(a1)[x], hy € L(b)[x]. Poniewaz ¢1(f) = ¢(f)
1pi(x—a) =x—¢i(a1) = x — by, wiec ¢1(h1) = ho.

Ale hy = a(r — ag)...(x — a,), wiec cialo K7 = K(ay, a9, ...,a,) =
(K(ay))(az, ...,a,) jest cialem rozktadu wielomianu hy € K(ay)[z]. Po-
dobnie ciato L1 = L(by, by, ..., b,) = (L(b1))(ba, ..., b,) jest ciatem roz-
ktadu hy € L(by)[z]. Poniewaz st(h,) = st(f) — 1, wiec z zalozenia
indukcyjnego wiemy, ze istnieje izomorfizm 7 : K; — L; bedacy roz-
szerzeniem izomorfizmu ;1 : K(ay) — L(by). O

Przyjmujac w twierdzeniu 13.19 L = K oraz za ¢ odwzorowanie
tozsamosciowe otrzymujemy

Whniosek 13.20. Kazde dwa ciala rozkladu wielomianu f € K|[z]
sq K- izomorficzne.

Whniosek 13.21. Niech L bedzie ciatem rozktadu wielomianu nie-
rozkladalnego f € Klz|. Jezeli a,b € L sq pierwiastkami f, to istnieje
K -automorfizm o ciala L taki, Ze o(a) = b.

Dowéd. Z wniosku 13.18 istnieje K-izomorfizm cial 7: K(a) — K(b)
taki, ze 7(a) = b. Zauwazmy, ze L jest cialem rozkladu wielomianu
f nad ciatami K(a) i K(b). Wobec tego z twierdzenia 13.19 istnieje
izomorfizm ciat o: L — L bedacy rozszerzeniem 7. Zatem o jest auto-
morfizmem ciata L stalym na K i takim, ze o(a) = b. O

Pokazemy teraz zastosowanie ciata rozktadu wielomianu dla ciat
skonczonych. Z algebry I wiemy, ze jezeli ciato K jest skonczone, to
ch(K) = p # 0 dla pewnej liczby pierwszej p oraz | K| = p™ dla pewnego
n € N. Okazuje sie, ze zachodzi nastepujace
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Twierdzenie 13.22. Dla dowolnej liczby pierwszej p © dla dowolnej
liczby naturalnej n jedynym z (z dokladnosciq do izomorfizmu) ciatem
p"-elementowym jest ciato rozktadu wielomianu x?" — x € Z,[x].

Dowéd. Niech L bedzie ciatem rozkladu wielomianu f = zP" — z €
Z,[x]. Wowezas ch(L) = p i wobec tego f' = —1. Zatem ze stwierdze-
nia 13.3 wielomian f nie ma pierwiastkow wielokrotnych. Stad zbior
Ly C L wszystkich pierwiastkéw wielomianu f w ciele L ma doktad-
nie p" elementéw. Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze Z, C Ly.
Ponadto dla dowolnych a,b € Ly, (a — b)P" = a?" — b"" = a — b, wiec

a—b € Ly oraz dla dowolnego 0 # a € Ly, ()" =1 = %53%” =0,

wiec % € Ly. Zatem Ly jest podciatem p"-elementowym ciata L i Ly
zawiera Z, oraz wszystkie pierwiastki wielomianu f. Stad Ly = L, czyli
IL| =p".

Na odwrét, niech K bedzie dowolnym ciatem p™-elementowym.
Z algebry I wiemy, ze wowczas w K istnieje podciato M izomorficzne
z cialem Z,. Z twierdzenia Lagrange’a a*"~! = 1 dla kazdego 0 #
a € K. Zatem kazdy element ciata K jest pierwiastkiem wielomianu
2" — r € M[z]. Z drugiej strony wielomian ten nie moze mie¢ wiecej
niz p" pierwiastkow. Wobec tego K jest ciatem rozktadu wielomianu
f € M|z]. Ponadto z wniosku 13.20 kazde dwa ciala rozktadu wielo-
mianu z*" — z € Z, || sa izomorficzne. C

13.4 Domkniecie algebraiczne ciala

W niniejszym punkcie bedziemy badali takie ciata K, ze w K x| kazdy
wielomian dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw liniowych
nalezacych do K[z]. Sa to tzw. ciala algebraicznie domknigte.
Udowodnimy, ze kazde cialo mozna zanurzy¢ w ciele algebraicznie do-
mknietym. Rozpoczynamy od prostej charakteryzacji cial algebraicznie
domknietych.

Twierdzenie 13.23. Dla dowolnego ciata K nastepujgce warunki
sq rownowazne:
(i) jezeli L jest algebraicznym rozszerzeniem ciata K, to L = K,
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(ii) jezeli L jest skoriczonym rozszerzeniem ciata K, to L = K,

(i1) kazdy wielomian nierozkiadalny w K|x] jest liniowy,

() ciato K jest algebraicznie domkniete,

(v) kazdy wielomian stopnia dodatniego nalezqcy do K|x] ma pierwia-
stek w K.

Dowdéd. Tmplikacja (i) = (ii) jest oczywista, poniewaz kazde rozsze-
rzenie skonczone jest algebraiczne.

(11) = (di7). Jezeli f € K|[x] jest wielomianem nierozktadalnym,
to istnieje takie rozszerzenie L ciata K, w ktorym f ma pierwiastek.
Niech a € L'i f(a) = 0. Wtedy st(f) = (K(a) : K) = 1, poniewaz na
mocy (i) mamy K(a) = K.

(iii) = (iv). Jezeli f € Klz] 1 st(f) > 0, to f jest iloczynem
skoniczonej liczby wielomianéw nierozkladalnych w Klz], a wiec na
mocy (i7) f jest iloczynem wielomianéw liniowych nalezacych do Klz|.

(iv) = (v). Oczywiste.

(v) = (i). Niech L bedzie rozszerzeniem algebraicznym ciala K.
Wezmy dowolne a € L. Wéwcezas istnieje wielomian nierozktadalny
f € Klx] taki, ze f(a) = 0. Ale z zalozenia f ma pierwiastek w ciele
K, wiec st(f) =11 wobec tego a € K. Zatem L = K. O

Twierdzenie 13.24. KazZde ciato algebraicznie domkniete jest nie-
skonczone.

Dowdd. Jezeli ciato K jest skoniczone, K = {ai,as, ..., a,}, to wielo-
mian f = (z —ay)(x —ag)...(r —a,) +1 € K[z] i f nie ma pier-
wiastka w K. Zatem z twierdzenia 13.23 ciatlo K nie jest algebraicznie
domkniete. O

Twierdzenie 13.25. Jezeli K jest podciatem algebraicznie domk-
nietego ciata L, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) L jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K,
(i) Jezeli ciato algebraicznie domkniete M spetnia K C M C L, to
M=1L.

Dowdd. (i) = (ii). Niech cialo algebraicznie domkniete M spelnia
K C M C L. Poniewaz z zatozenia L jest rozszerzeniem algebraicznym
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ciala K, wiec tym bardziej L jest rozszerzeniem algebraicznym ciata
M. Z twierdzenia 13.23 wynika wiec, ze M = L.

(7i) = (i). Niech M bedzie zbiorem elementéw ciata L algebra-
icznych wzgledem K. Z Algebry I wiemy, ze M jest cialem. Jezeli
f € M|z] jest wielomianem stopnia dodatniego, to f € L[z] i z twier-
dzenia 13.23 wynika, ze istnieje a € L takie, ze f(a) = 0. Zatem
element a jest algebraiczny wzgledem ciata M, a wiec i wzgledem ciata
K. Z okreslenia zbioru M wynika wiec, ze a € M. Wobec tego z twier-
dzenia 13.23 otrzymujemy, ze cialo M jest algebraicznie domkniete.
Mamy wiec M = L na mocy (i1). C

Cialo nalgebraicznie domkniete L speliajace warunki podane
w twierdzeniu 13.25 nazywamy domknieciem algebraicznym ciala K.
Jest to wiec minimalne algebraicznie domkniete cialo zawierajace K.
Domkniecie algebraiczne ciala K bedziemy oznaczali przez K. Udo-
wodnimy w dalszym ciagu, ze dla dowolnego ciata K istnieje jego alge-
braiczne domkniecie i to tylko jedno z doktadnoscia do K-izomorfizmu.
W dowodach tych bedziemy stosowali indukcje pozaskorniczona.

Lemat 13.26. Jezeli { K, }a< jest niepustq rodzing cial indekso-
wang za pomocq liczb porzqdkowych takq, ze K, C Kz dlaa < 3 < v,
to zbior K = U K, jest ciatem.

a<y

Jezeli {gpa}a@ jest rodzing zanurzen ¢o: Ko, — L cial tej rodziny
w ustalone ciato L takg, zZe dla a < B < v zanurzenie pg jest roz-
SzZerzeniem zanurzenia Lo, to istnieje doktadnie jedno takie zanurze-
nie p: K — L, ktore jest rozszerzeniem kazdego z zanurzen rodziny

{“Pa}a«r'

Dowdd. Jezeli a,b € K, to istnieja o, 3 < ~ takie, ze a € K, i b €
K 3. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zaktadac, ze o < 3. Wtedy
K, C Kziwobec tego a,b € K. Poniewaz K3 jest ciatem, wiec wyniki
dziatan arytmetycznych wykonywanych na elementach a i b naleza do
Kj31tym bardziej - do K. Zauwazmy jeszcze, ze wyniki tych dziatan nie
zaleza od wyboru 3. gdyz dla dowolnych o < 7 < v, K, jest podciatem
ciala K. Zatem K jest cialem.
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Odwzorowanie ¢: K — L okre$lamy, jak nastepuje. Jezeli a € K,
to a € K, dla pewnego a < ~. Przyjmujemy wtedy, ze ¢(a) = ¢.(a).
Element ¢(a) jest poprawnie okreslony, tzn. nie zalezy od wyboru
wskaznika a. Jezeli bowiem a € Kz dla pewnego 3 < 7, to z zalo-
zenia mamy ¢q(a) = ¢s(a).

Udowodnimy, ze odwzorowanie ¢ jest zanurzeniem. Mamy oczy-
wiscie ©(0) = 01 ¢(1) = 1. Jezeli zas a,b € K, to podobnie, jak
w pierwszej czesci dowodu, wykazujemy, ze a,b € Kz dla pewnego
B < . Zatem a + b,ab € Kz istad ¢(a +b) = pgla+b) = ¢s(a) +
ps(b) = ¢la) + ¢(b) oraz p(ab) = pg(ab) = ps(a)es(b) = ¢(a)e(b).

Niech ¢: K — L bedzie zanurzeniem, ktére jest rozszerzeniem kaz-
dego z zanurzenn rodziny {¢a}a<y. Wezmy dowolne a € K. Wtedy
a € K, dla pewnego o < 7, wiec ¢(a) = ¢,(a) = ¢(a). Zatem
¢ = O

Twierdzenie 13.27. Dla kazdego ciata K istnieje jego algebraiczne
domkniecie.

Dowéd. Niech {f,}a<, bedzie rodzinag wszystkich wielomianéw stop-
nia dodatniego nalezacych do K|[x] ponumerowanych za pomoca liczb
porzadkowych i niech fo = z. Okreslimy ciag cial {K,}a<~ spetiajacy
warunki:
(1) jezeli @ < 3 < v, to K, jest podciatem ciata K3,
(2) jezeli o < 7, to wszystkie pierwiastki wielomianu f, naleza do K,,
(3) jezeli a < v, to K, jest algebraicznym rozszerzeniem ciata K,
w nastepujacy sposob:

1) Ko=K,

2) Jezeli juz dla liczby porzadkowej § < ~ zostat okreslony ciag ciat
{K,}a<s spehiajacy warunki (1)-(3), to niech Kj = |J K,. Na mocy

a<d
lematu 13.26 zbior Kj jest ciatem i oczywiscie K C Kj. Ponadto kazde

z cial K, dla a < 0 jest algebraicznym rozszerzeniem ciata K, wiec
tez K jest algebraicznym rozszerzeniem ciala K. Jako K przyjmu-
jemy ciato rozktadu wielomianu fs5 € Kj[z]. Wowczas kazdy pierwia-
stek wielomianu f5 nalezy do K i rozszerzenia K C Kj oraz K C K,
sa algebraiczne. Zatem Kj jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K.
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Na mocy lematu 13.26 zbior L = U K, jest cialem. Wykazemy;,
a<y
ze L jest algebraicznym domknieciem ciata K.

Poniewaz kazde z ciat K, dla a < = jest rozszerzeniem algebra-

icznym ciata K 1 L = U K,, wiec cialo L tez jest rozszerzeniem
a<y
algebraicznym ciata K.

Udowodnimy, ze ciato L jest algebraicznie domkniete. Jezeli M jest
rozszerzeniem algebraicznym ciata L, to jest rozszerzeniem algebraicz-
nym ciata K. Jezeli wiec a € M, to istnieje wielomian dodatniego
stopnia f € K{z] taki, ze f(a) = 0. Z okreslenia rodziny {f,}a<y Wy-
nika, ze f = f, dla pewnego a < ~. Poniewaz wszystkie pierwiastki
wielomianu f, naleza do ciata K, wiec a € K. Tym bardziej a € L.
Zatem L = M.

Z twierdzenia 13.23 wynika wiec, ze cialo L jest algebraicznie do-
mkniete. Zatem z twierdzenia 13.25 otrzymujemy, ze L jest algebraicz-
nym domknieciem ciata K. O

Lemat 13.28. Jezeli ¢: K — L jest zanurzeniem ciata K w al-
gebraicznie domkniete ciato L, a K' jest algebraicznym rozszerzeniem
ciata K, to istnieje zanurzenie ¢: K' — L bedqce rozszerzeniem zanu-
rzenia .

Dowdd. Niech {aq}a<~ bedzie rodzing wszystkich elementéw ciata K’
ponumerowanych za pomoca liczb porzadkowych i niech ap = 0. Okre-
Slimy ciag cial {K,}a<s zawartych w K’ oraz ciag zanurzen ¢,: K, —
L spetniajace warunek:

(a) Jezeli o < B < 7, to K, jest podcialem ciala Kz i 3 jest rozsze-
rzeniem ¢,.

Przyjmujemy Ky = K, ¢g = . Jezeli za$ dla pewnej liczby porzad-
kowej 0 < v zostaly juz okreslone ciagi cial {K,}a<s 1 clagl zanurzen
{¢a}a<s spelniajace warunek (a), to okreslamy ciato Kj i zanurzenie
vs: K5 — L jak nastepuje.

Na mocy lematu 13.26 zbiér Kj = U K, jest cialem i istnieje

a<é
zanurzenie ¢5: K5 — L bedace rozszerzeniem kazdego z zanurzen ¢,

dla a < §. OkreSlamy K5 = Kj(as).
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Element as € K’ jest z zalozenia algebraiczny wzgledem ciata K,
wiec tym bardziej jest algebraiczny wzgledem ciata Kj. Niech f €
K jz] bedzie takim wielomianem nierozktadalnym, ze f(as) = 0, za$

= ¢5(f) € ¢5(Kj)[z] - wielomianem odpowiadajacym wielomianowi
f przy izomorfizmie ¢5: K5 — ¢5(Kj). Poniewaz ¢5(K5) C L i ciato
L jest algebraicznie domkniete, wiec istnieje taki element b € L, ze
g(b) = 0.

Z twierdzenia 13.17 istnieje izomorfizm ¢5: Kj(as) — (©5(K5))(b)
bedacy rozszerzeniem izomorfizmu ¢%. Izomorfizm s okresla wiec za-
nurzenie s: K5 — L bedace rozszerzeniem zanurzenia ¢j: Kj — L
a wiec 1 kazdego z zanurzen ¢z: Kg — L dla 3 < 9.

Do zakonczenia dowodu wystarczy wiec zastosowaé lemat 13.26.

O

Whniosek 13.29. Jezeli K’ jest rozszerzeniem algebraicznym ciala
K, to istnieje K-zanurzenie ¢: K' — K.

Dowéd. Wystarczy w lemacie 13.28 przyja¢ L = K, a jako ¢ wziaé
tozsamosciowe zanurzenie ciata K w K. O

Whniosek 13.30. Kazde dwa domkniecia algebraiczne ciata K sq
K -izomorficzne.

Dowdd. Niech K’ i K” beda domknieciami algebraicznyi ciata K.
W szezegolnosei ciato K’ jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K.
Na mocy wniosku 13.29 istnieje K -zanurzenie ¢: K’ — K". Oczywi-
Scie cialo ¢(K’) jest algebraicznie domknigte, wiec z twierdzenia 13.25
wynika, ze ¢(K') = K", czyli ¢ jest K-izomorfizmem. O

Z wnioskow tych wynika, ze badajac algebraiczne rozszerzenia ciata
K mozemy sie ograniczy¢ do rozpatrywania podcial ustalonego do-
mkniecia algebraicznego K ciata K.

Lemat 13.31. Kaide K-zanurzenie o: K — K jest K-automor-
fizmem.

Dowdd. Mamy wykazaé, ze o(K) = K. Poniewaz cialo K jest alge-
braicznie domkniete, wiec ciato ¢(K) jest réwniez algebraicznie do-
mkniete. Zatem na mocy twierdzenia 13.25 z inkluzji K C ¢(K) C K

wynika, ze ¢(K) = K. O
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Whniosek 13.32. Jezeli L jest rozszerzeniem algebraicznym ciata
K, to kazde K-zanurzenie ¢: L — K mozna rozszerzyé do K -automor-

fizmu ¢: K — K.

Dowéd. Poniewaz K jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, wiec
tym bardziej jest rozszerzeniem algebraicznym ciata L. Zatem na mocy
lematu 13.28 istnieje zanurzenie ¢: K — K bedace rozszerzeniem K-
zanurzenia . Na mocy lematu 13.31 ¢ jest K-automorfizmem. O
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Rozdzial 14

Teoria Galois

14.1 Grupa Galois

W calym tym rozdziale zaktadamy, ze wszystkie omawiane ciata sa
charakterystyki zero. Dobrze wiadomo, ze zbiér wszystkich automor-
fizméw ciata L tworzy grupe ze wzgledu na sktadanie przeksztalcen;
bedziemy ja oznaczali przez Aut(L). Nastepujace stwierdzenie grupuje
pewne dobrze znane wtasnosci automorfizméw ciat.

Stwierdzenie 14.1. Niech o bedzie dowolnym automorfizmem cia-
ta L. Wtedy dla dowolnych a,aq,...,a,,b € L zachodzqg wzory:
(i) 0(0) =0, o(1) =1,
(i) o(a —b) = o(a) = o(b),
(iii) o () = 2 dla b # 0,

a(b)
(v) olay +as+ ...+ a,) =oc(ar) +o(az) + ...+ o(an),
(v)olay~ag-...-a,) =ol(ar) olag) ... o(a,).
Twierdzenie 14.2 (Dedekind). Jezeli 01,09, ....0, Sq 10Znymi
automorfizmami ciata L, to dla dowolnych ay,asq,...,a, € L zacho-

dzi itmplikacja:

(Vaer iaim(a):O)i (ap=ay=...=a, =0). (14.1)
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132 Teoria Galois

Dowdéd. Zastosujemy indukcyje ze wzgledu na n. Gdy n = 1 to po-
przednik implikacji (14.1) przyjmuje postaé V,epaioi(a) = 0. W szcze-
go6lnosci dla a = 1 otrzymujemy 0 = ay0,(1) = ay, stad a; = 0.

Zatézmy prawdziwos$¢ twierdzenia dla pewnej liczby naturalnej n
i niech o1, ..., 0,41 beda réznymi automorfizmami ciata L. Istnieje za-
tem taki element b € L, ze 01(b) # 0,,1(b). Zatézmy, ze:

Veer aioi(a) + asos(a) + ...+ apr10,41(a) = 0. (14.2)

W szczegdlnoscei w réwnaniu (14.2) w miejsce a mozna podstawié ele-
ment a - b, gdzie a € L, natomiast element b zostat okreslony powyzej.
Otrzymamy wtedy:

Vaer a101(a)oi(b) + azoz(a)oa(b) + ... + api10011(a)onsa (b) = 0.
(14.3)
Natomiast mnozac obustronnie rownanie (14.2) przez o;(b) uzyskamy:

Vaer aro1(a)or(b)+azoe(a)or(b)+. . . +ani104+1(a)or(b) = 0. (14.4)
Odejmujac stronami réwnania (14.3) i (14.4) otrzymujemy:

Voer  as(0a(b) — o1(b)02(a) + . . . + a1 (Gnar (b) — 01(B))0ss (@) = 0.

(14.5)
Lewa strona rownania (14.5) jest kombinacja liniowa n automorfizméw
09....,0,+1. Na mocy zatozenia indukcyjnego redukuja sie wszystkie

wspotczynniki w tej kombinacji liniowej. W szczegdlnosci wspotezynnik
przy o,41 jest rowny zeru, tzn. a,+1(0n,+1(b) — 01(b)) = 0. Poniewaz
01(b) # 0,11(b), wiec a,+1 = 0. Wobec tego réwnanie (14.2) przyjmuje
postac:

Vaoer aioi(a) + azoq(a) + ... + ayo,(a) = 0. (14.6)
Jest to kombinacja liniowa n automorfizméw. Na mocy zatozenia in-
dukcyjnego otrzymujemy a; = as = ... =a, = 0. O

Definicja 14.3. Niech X bedzie niepustym zbiorem pewnych au-
tomorfizméw ciata L. Wtedy a € L nazywamy elementem stalym ze
wzgledu na X. gdy a = o(a) dla kazdego 0 € X. Zbiér wszystkich
elementéw ciata L stalych ze wzgledu na X oznaczamy przez L, czyli
LX ={a € L:Voex o(a)=a}.

nuacja,
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Twierdzenie 14.4. Niech X bedzie niepustym zbiorem pewnych
automorfizméw ciata L. Wtedy zbiér LX jest podciatem ciata L.

Dowéd. Z wlasnoéci automorfizméw cial mamy, ze 0,1 € L~. Niech
a,b € LX. Dla dowolnego ¢ € X mamy a = o(a) i b = o(b). Zatem
otrzymujemy o(a —b) = o(a) —o(b) = a—borazdlab # 0, 0(3) =
%((Z)) = ¢. Stada—b € LX, 2 ¢ LX. Zatem LY jest podcialem ciata

. O

a
b

Twierdzenie 14.5. Niech X = {o1,...,0,} bedzie skonczonym
zbiorem pewnych automorfizméw ciata L. Wéwczas (L : LX) > n.

Dowéd. Gdyby (L : LX) < n, to oznaczajac przez {ai,...,a,} baze
ciata L wzgledem LX mielibyémy r < n. Wéwcezas uktad réwnan

o1(ar)xy + o9(ar)xe + ... + o,(ar)x, =0,

oi1(a,)xy + oa(ay)xs + ... + op(a )z, =0

posiadatby niezerowe rozwiazanie z1, s, ..., T, € L.
Z drugiej strony dowolny element a € L moze by¢ zapisany jako

kombinacja liniowa elementéw bazy: a = 3 bja;, gdzie b; € L*. Wow-

i=1
T n n T
czas oj(a) = X boj(a;). Zatem Y oj(a)r; = > bioj(a;)r; =
i=1 j=1 j=1i=1
T n
Z bz(z aj(ai)xj) =0.
=1 j=1
Uzyskana réwnos¢ pokazuje, ze automorfizmy oy, ..., 0, sa liniowo
zalezne wbrew twierdzeniu Dedekinda 14.2. Otrzymana sprzeczno$é
dowodzi. ze (L : LX) > n. 0O

Twierdzenie 14.6. Niech G = {oy,..., on} bedzie grupg pewnych

automorfizméw ciata L. Wéwczas (L : L¢) < n.

Dowdd. Na mocy twierdzenia Dedekinda 14.2. o,..... 0, s3 liniowo

niezalezne, wigc istnieje taki element b € L, ze o1(b) + ...+ 0,(b) # 0.
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Niech ay,...,a,+1 € L. Pokazemy, ze elementy te sa liniowo zalezne
nad ciatem L. Uklad réwnan

zio7(ay) + 207 ag) + .o+ Tpp107 Hane) =0
r10, (a1) 4+ 200, (a2) + .o A Tp10, (@ng1) = 0
ma niezerowe rozwigzanie xi,...,T,+1 € L, poniewaz liczba niewia-
domych jest wieksza od liczby réwnan. Mozemy przyjac, ze x; # O.
Ponadto, gdy pewien uktad elementow ciata L spelnia liniowy jedno-
rodny uktad, to spetia go tez kazdy proporcjonalny uktad elementéw.
W szczegdlnosei elementy
b b b
Tyo—=0b, Tyr—,. . Tpp1—
Ty X1 X1
speliaja uktad rownan. Mozna przyjac, ze x1 = b.
Stosujemy automorfizm o; do i- tego rownania uktadu. Otrzymujemy
wowczas

(110'1(.1'1) + agUl(CIZQ) + ...+ Cln+10'1(fl'n+1) =0

a10, (1) + agon(x9) + ... + api10,(Tpe1) = 0.

Dodajac powyzsze réwnania stronami otrzymujemy
(o1(x1)+oa(x1)+. . . +on(x1))ar+ (o1 (z2)+o2(x2)+. . .40, (22))as+. ..

+(o1(pi1) + 02(Tner) + ...+ 0n(Tns1))ans = 0. (14.7)

Udowodnimy, ze w réwnaniu (14.7) wspétezynniki przy aq, . . ., ani1
naleza do ciata LY. Wystarczy pokazaé, ze s one stale ze wzgledu na
automorfizmy grupy G. Gdy o; € G. to {0j01,0;0,....0;0,} = G.
poniewaz przesuniecie G o element o; jest réznowartodciowym odwzo-
rowaniem grupy G na siebie. Zatem dla:=1.2,..., n + 1 mamy

O'j(O'l(l’i)—f—O'Q(l‘i)—f—. . —f—On(l'l)) = UjU](Ii)+UjUQ(Ii)+. . .+O'j0'n(l'i) =

Zdigitalizowano i udost¢pniono w ramach projektu pn
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o1(x;) + oo(z;) + ... + on(xy).

Stad wspotezynnik przy a; w kombinacji liniowej (14.7) nie ulega zmia-
nie przy dziataniu dowolnego automorfizmu o; € G, nalezy wiec do
ciata L¢. Ponadto wspétczynnik przy a; jest rézny od zera, poniewaz

o1(z1) + oo(z1) + ...+ op(xy) = 01(b) + 02(b) + ... + 0,(b) # 0.

Stad (14.7) okresla liniowa zalezno$é elementéw ai, ..., a,4; nad cia-
tem LY. Dowiedliémy wiec, ze kazdy uklad n + 1 elementéw ciata L
jest liniowo zalezny nad ciatem LY, czyli (L : L¢) < n. O

Whniosek 14.7. Niech G bedzie grupg automorfizmow ciata L takg,
ze (L: LY) < oc lub |G| < oo. Wéwezas |G| = (L : LE).

Dowdd. Jezeli |G| < oo, to z twierdzenn 14.5 i 14.6 mamy teze.
Zalézmy, ze s = (L : L%) < oo. Przypuéémy, ze |G| > s. Niech X
bedzie (s + 1)-elementowym podzbiorem G. Wtedy z twierdzenia 14.5
(L :L%) >s+1 Ale LY C LX C L, wiec s = (L : LY) = (L :
LX)(LX : L%) > s + 1. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze |G| < s
i z pierwszej czeéci dowodu |G| = (L : LY). O

Twierdzenie 14.8. Jezeli L jest rozszerzeniem ciata K, to zbior
wszystkich automorfizmow ciata L statych na ciele K wraz z dziataniem
sktadania odwzorowan tworzy grupe.

Dowdd. Niech 0,7 € G(L/K). Poniewaz zlozenie dwéch izomorfizmow
i przeksztalcenie odwrotne do izomorfizmu jest izomorfizmem, wiec
07,071 sq izomorfizmami ciala L. Pozostaje sprawdzi¢, czy odwzoro-
wania te przeksztatcaja tozsamosciowo K na siebie. Wezmy dowolny
element a € K. Wtedy o(7(a)) = o(a) = a. Wiec z dowolnosci wy-
boru elementu a, o7 € G(L/K). Jesli wiemy, ze dla kazdego a € K,
a = o(a), to przyktadajac do obu stron odwzorowanie odwrotne otrzy-
mujemy o~ '(a) = 07! (o(a)) = a. Stad o' € G(L/K). Zatem G(L/K)
jest grupa. O

Definicja 14.9. Grupe opisang w twierdzeniu 14.8 nazywamy gru-
pa Galois rozszerzenia K C L i oznaczamy G(L/K).

nuacja,
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Stwierdzenie 14.10. Jezeli L jest rozszerzeniem ciata K oraz
a € L jest pierwiastkiem wielomianu f € K[z], to dla kazdego o €
G(L/K), o(a) tez jest pierwiastkiem wielomianu f.

Dowdd. Namy, ze f = ap+ a1x+ ...+ a,x™ dla pewnego n € Ny i dla
pewnych ag, ai,...,a, € K oraz0 = f(a) = ag+aja+...+a,a™. Zatem
0=0(0) =0(ag) +ola)o(a) + ...+ o(a,)[o(a)]*. Ale 0 € G(L/K),
wiec o(a;) = a; dlai = 0,1,...,n 1 wobec tego ag + ajo(a) + ... +
aylo(a)]” =0, czyli o(a) jest pierwiastkiem wielomianu f. O

14.2 Rozszerzenia Galois

Definicja 14.11. Rozszerzenie skonczone cial K C L nazywamy

rozszerzeniem Galois, jezeli istnieje taka grupa G automorfizméw ciata
L, ze K =LC.

Twierdzenie 14.12. Niech K C L bedzie skonczonym rozszerze-
niem ciat. Wowczas nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(i) K C L jest rozszerzeniem Galois,
(ii) kazdy wielomian nierozktadalny z K[x] i posiadajqcy pierwiastek
w L rozklada sie w L[x] na iloczyn wielomianéw liniowych,
(iit) L jest ciatem rozkladu pewnego wielomianu z K|z],
(iv) (L K) = [G(L/K)],
(v) K = LEWL/K),

Dowdd. (i) = (i1). Z zatozenia K = LY dla pewnej podgrupy G grupy
Aut(L). Niech f € K[z] bedzie wielomianem nierozktadalnym i b € L
bedzie takie, ze f(b) = 0. Niech M bedzie ciatem rozktadu wielomianu
f nad ciatem L. Niech b = by, bo,...,b, € M beda wszystkimi pier-
wiastkami wielomianu f. Przypusémy, ze nie wszystkie te pierwiastki
naleza do L. Mozna przyjac, ze b1.ba,....b; € L1ibji1,....b, € L
dla pewnego j < n. Wezmy dowolne ¢ € G. Poniewaz wspodtezyn-
niki wielomianu f naleza do K i K = L%, wiec ze stwierdzenia 14.10
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a nawet wiecej, jedli ¢, = > bibiy ... bi,, to o(cr) = ¢ dla
1<i1 <2< <1 <J

wszystkich £ = 1,...,7. Poniewaz ¢ jest dowolnym elementem z G

i LY = K, wiec ¢, € K dla k = 1,...,j. Rozpatrzmy wielomian

h = (x—0b)(x—0b)...(x —bj) € L[z]. Ze wzoréw Viety wynika, ze
h=al—cxi  + ™2 +. ..+ (=1)¢;. Zatem h € K|[x]. Ale h(b) =0
i st(h) < st(f), wiec mamy sprzeczno$¢ z tym, ze f jest wielomianem
minimalnym elementu b.

(7i) = (4ii). Poniewaz (L : K) < oo ich(K) = 0, wiec z twierdzenia
Abela istnieje taki element ¢ € L, ze L = K(c). Niech f € K|[z] bedzie
wielomianem minimalnym elementu c. Poniewaz ¢ € L, wiec na mocy
(i1) wszystkie pierwiastki wielomianu f naleza do L. Zatem L jest
ciatem rozkladu wielomianu f € Klz|.

(1i1) = (). Zaldézmy, ze L jest ciatem rozkladu wielomianu f €
K|[z], ktorego wszystkimi pierwiastkami sa ai,...,a,. Woéwczas L =
K(ay,...,a,). Poniewaz ch(K) = 0, wiec z twierdzenia Abela ist-
nieje ¢ € L takie, ze L = K(c). Niech h € KJz| bedzie wielomia-
nem minimalnym elementu c. Oznaczmy przez M ciato rozktadu wie-

lomianu A nad ciatem L i niech ¢ = ¢1,..., ¢, € M beda wszystkimi
pierwiastkami wielomianu h. Wtedy, w szczegdlnosci (L : K) = m.
Z wniosku 13.18 dla kazdego ¢« = 1,...,m istnieje izomorfizm cial

¢: K(c) — K(c;) stalty na K itaki, ze ¢(c) = ¢;. Poniewaz f(¢;(a;)) =
wi(f(a;)) = ¢i(0) = 0, wiec @i(ar), pi(as), ..., ¢i(a,) jest pewna per-
mutacja elementéw ap,as,...,a,. Stad ¢;(L) = ¢i(K(ai,...,a,)) =
K(pi(ar),-..,¢ila,)) = K(ay,...,a,) = L. Zatem kazde z przeksztal-
cenn ¢; jest automorfizmem ciala L stalym na K, tzn. ¢; € G(L/K)
Wynika stad, ze |G(L/K)| > m = (L : K). Poniewaz, na mocy twier-
dzenia 14.5 mamy, ze |G(L/K)| < (L : K), wiec (L: K) = |G(L/K)].

(iv) = (v). Niech M = LEE/E) i zatéamy, 22 M # K. Wtedy
G(L/K) C G(L/M) oraz K € M C L. Stad |G(L/K)| < |G(L/M)| <
(L:M)< (L:K)=|G(L/K)|. co prowadzi do sprzecznosci.

(v) = (). Ta implikacja jest oczywista. O

Whniosek 14.13. Jezeli K C M C L sqg rozszerzeniami cial,
ch(K) =0 i K C L jest rozszerzeniem Galois, to M C L jest roz-
szerzeniem Galois.
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Dowdd. Z twierdzenia 14.12 wynika, ze L jest ciatem rozktadu pewnego
wielomianu f € K[z]. Poniewaz K C M, wiec f € M|x] i L jest ciatem
rozktadu tego wielomianu nad ciatem M. Zatem na mocy twierdzenia
14.12 M C L jest rozszerzeniem Galois. O

Przyktad 14.14. Jezeli K C M C L i K C L jest rozszerzeniem
Galois, to K € M moze nie by¢ rozszerzeniem Galois. Rzeczywiscie,
rozwazmy rozszerzenia ciat Q C Q(v/2) C Q(v/2,4). Zauwazmy, ze
Q C Q(v/2,i) jest rozszerzeniem Galois, gdyz Q(v/2,7) jest cialem
rozktadu wielomianu z* — 2 € Q[z]. Z kryterium Eisensteina wynika,
ze wielomian x* — 2 jest nierozkladalny w Q[z]. Ponadto nie wszystkie
pierwiastki tego wielomianu naleza do Q(v/2) (np. iv2 € Q(v/2)).
Zatem na mocy twierdzenia 14.12, Q C Q(v/2) nie jest rozszerzeniem
Galois.

Whniosek 14.15. Jezeli K, L, M sq podciatami ciata N oraz L
jest skonczonym rozszerzeniem Galois ciata K, to M (L) jest skonczo-
nym rozszerzeniem ciata M(K) i grupa G(M(L)/M(K)) zanurza sie
w grupe G(L/K).

Dowdd. Na mocy twierdzenia 14.12 L jest cialem rozktadu pewnego
wielomianu f € K[z]. Niech ay,...,a, € M beda wszystkimi pier-
wiastkami wielomianu f. Wtedy L = K(ay,...,a,), wiec M (L) =
M(K)(ay,...,a,), czyli M(L) jest cialem rozktadu wielomianu f €
M(K)[z]. Zatem na mocy twierdzenia 14.12 M (L) jest rozszerzeniem
Galois ciata M(K).

Aby udowodni¢ druga cze$¢ wniosku definiujemy odwzorowanie
a: GIM(L)/M(K)) — G(L/K), jak nastepuje: a(y) = ¢|L dla ¢ €
G(M(L)/M(K)). Kazdy automorfizm ¢ € G(M(L)/M(K)) jest oczy-
wiscie K-automorfizmem. Ponadto dla a € L istnieje wielomian nie-
rozkladalny h € K|z] taki, ze h(a) = 0. Ze stwierdzenia 14.10 ¢(a) jest
pierwiastkiem h. Ale z twierdzenia 14.12 kazdy pierwiastek wielomianu
h nalezy do L. Zatem h(a) € L i wobec tego ¢(L) C L. Zamieniajac
¢ na ¢! uzyskamy stad, ze ¢ (L) C L, czyli L C ¢(L) i ostatecznie
¢(L) = L. Zatem odwzorowanie « jest poprawnie okreslone. Jest ono
oczywiscie homomorfizmem grup. Niech ¢ € G(M(L)/M(K)) oraz ¢ €
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Ker a. Wtedy ¢|L =idp. Ale M C M(K) i ¢|M(K) = ida k). wiec
¢|M = idy. Stad ¢|M(L) = idyry. Wobec tego Ker o = {idn 1)},
czyli a jest zanurzeniem. OJ

14.3 Twierdzenia Galois

Niech K C L bedzie rozszerzeniem ciat, F bedzie zbiorem cial M
spetiajacych warunek K C M C L oraz G bedzie zbiorem podgrup
grupy Galois G(L/K). Okreslamy dwa przyporzadkowania:
a:F—=G aM)=G(L/M)iB3:G— F,B(H)=L".

Twierdzenie 14.16 (Galois). Jezeli K C L jest skoriczonym roz-
szerzeniem Galots, to przyporzedkowania o i 3 wyzej okreslone sqg wza-
jemnie jednoznaczne i wzgledem do siebie odwrotne.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze o a = idg. Niech M € F. Wtedy
(Boa)(M)= LM = LEL/AM) Ponjewaz K C L jest rozszerzeniem
Galois i K € M C L, wiec na mocy wniosku 14.13 takze M C L
jest rozszerzeniem Galois i dlatego LEE/M) = M. Stad (B o a)(M) =
LEWL/M) — N Zatem (oo = idr.

Teraz pokazemy, ze ao 3 = idg. Niech H € G. Wtedy (0o 8)(H) =
G(L/B(H)) = G(L/L*™) 2> H. Z drugiej strony, poniewaz K C L C
L. wiec L C L jest rozszerzeniem Galois na mocy wniosku 14.13.
Zatem |G(L/L")| = (L : L), wigc z wniosku 14.7 (L : LH)) = |H| i
wobec tego |G(L/L")| = |H|. Ale H C G(L/L"), wiec G(L/L*) = H,
czyli (a0 B)(H) = H. Zatem a o § = idg. O

Twierdzenie 14.17 (Galois). Jezeli K C L jest skoriczonym roz-
szerzeniem Galois oraz K C M C L, to K C M jest rozszerzeniem
Galois wtedy i tylko wtedy, gdy G(L/M) jest podgrupg normalng grupy
G(L/K). Jesli G(L/M) jest podgrupg normalng grupy G(L/K), to
grupa G(M/K) jest izomorficzna z grupq ilorazowq G(L/K)/G(L/M).

Dowdd. 7 twierdzenia 14.12 mamy, ze L jest cialem rozkladu pew-
nego wielomianu f € K[z]. Ale ch(K) = 0, wiec z twierdzenia Abela
M = K(a) dla pewnego a € M. Niech b bedzie pierwiastkiem wie-
lomianu minimalnego g elementu a nad cialem K i niech M; bedzie

ymstoku - kontynuacja,
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ciatem rozktadu wielomianu g nad ciatem K. Zauwazmy, ze L jest cia-
tem rozkladu wielomianu f nad cialem M;. Z wniosku 13.21 istnieje
automorfizm 7 ciala M; staly na K i taki, ze 7(a) = b. Zatem z twier-
dzenia 13.19 istnieje automorfizm o ciata L bedacy rozszerzeniem 7.
Stad 0 € G(L/K) io(a) =b.

Zatozmy najpierw, ze K C M jest rozszerzeniem Galois. Nalezy
pokaza¢, ze dla dowolnych 0 € G(L/K) i 7 € G(L/M) jest 07110 €
G(L/M). Ponadto K C M jest rozszerzeniem Galois, wiec na mocy
twierdzenia 14.12 wszystkie pierwiastki wielomianu minimalnego ele-
mentu a naleza do M. Poniewaz o(a) jest jednym z tych pierwiastkow,
wiec o(a) € M. Ponadto 7 € G(L/M), wiec 7(o(a)) = o(a) i stad
(c7170)(a) = a. Ale kazdy element ciala M = K(a) jest kombinacja
liniowa poteg elementu a o wspolczynnikach z ciata K, wiec z otrzy-
manej réwnosci wynika, ze (07 'ro)(m) = m dla kazdego m € M.
Zatem o 170 jest automorfizmem ciala L stalym na ciele M, czyli
o~ lro € G(L/M). Stad G(L/M) < G(L/K).

Zatozmy teraz, ze G(L/M) < G(L/K). Wobec tego dla dowol-
nych 0 € G(L/K) it € G(L/M) mamy o 'roc € G(L/M). Zatem
(c7170)(a) = a, skad 7(c(a)) = o(a), wiec o(a) jest elementem sta-
lym wzgledem grupy G(L/M), a zatem o(a) € M, gdyz M C L jest
rozszerzeniem Galois na mocy wniosku 14.13. Ale kazdy pierwiastek
wielomianu minimalnego elementu a nad ciatem K ma postaé¢ o(a) dla
odpowiedniego 0 € G(L/K), wiec M jest cialem rozktadu tego wielo-
mianu, a stad wynika, ze K C M jest rozszerzeniem Galois na mocy
twierdzenia 14.12.

Aby udowodni¢ ostatnia czes¢ twierdzenia zauwazmy, ze przypo-
rzadkowujac automorfizmowi o € G(L/K) jego obciecie do M, okre-
Slamy automorfizm ciata M. StwierdziliSmy wyzej, ze o(a) € M, wiec
o(M) C M. Ale elementy o(a) i a maja ten sam stopien nad ciatem
K io(M) = K(o(a)) oraz M = K(a), wiec o(M) = M. Przypo-
rzadkowanie to wyznacza homomorfizm grup f: G(L/K) — G(M/K).
Jadrem tego homomorfizmu jest zbiér automorfizmoéow ciata L statych
na M, a wiec G(L/M). Wystarczy zatem wykaza¢, ze f(G(L/K)) =
G(M/K). Z algebry I mamy |f(G(L/K))| = EEEL  Poniewaz K C

— |G(L/M)]
L. K € MiM C L sy rozszerzeniami Galois, wiec na mocy twier-
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dzenia 14.12 IGWEKL — (LK) - Ale 4 algebry 1 wiemy, ze (L : K) =

\G(L/M)] — (L)
(L : M)(M : K), wiec ((fﬁg = (M : K). Ponadto z twierdzenia
14.12 (M : K) = |G(M/K)|. Zatem |f(G(L/K))| = |G(M/K)|. Ale
G(L/K)) € G(M/K), wiee f(G(L/K)) = G(M/K). 0

Whniosek 14.18. Niech L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois
ciata K. Wowczas istnieje tylko skonczona liczba cial M takich, Ze
KCMCL.

Dowdd. Poniewaz |G(L/K)| = (L : K), wiec G(L/K) jest skoniczona
i stad ma skonczona liczbe podgrup. Na mocy twierdzenia Galois 14.16
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podgrupami
grupy G(L/K) a cialami posrednimi miedzy K i L. Wobec tego musi
by¢ skonczona iloé¢ ciat posrednich miedzy K i L. O

14.4 Grupa Galois wielomianu

Definicja 14.19. Niech f € K|[z] taki, ze st(f) > 0 oraz L bedzie
ciatem rozktadu tego wielomianu. Wowczas grupe G(L/K) nazywamy
grupa Galois wielomianu f.

Twierdzenie 14.20. Grupa Galois wielomianu f € K|x] jest prze-
chodniq grupg permutacyi zbioru pierwiastkow tego wielomianu wtedy
i tylko wtedy, gdy f jest potega wielomianu nierozkladalnego w K|x].

Dowdd. <. Niech f = ¢" dla wielomianu nierozktadalnego g € K|[x].
Jezeli f(a) = f(b) = 0, to g(a) = g(b) = 0. Woéwczas z wniosku
13.18 istnieje taki K-izomorfizm ¢ : K(a) — K(b), ze ¢(a) = b.
Dany K-izomorfizm mozna rozszerzy¢ do automorfizmu ¢’ ciata roz-
ktadu L wielomianu f € K[z] na mocy twierdzenia 13.19. Wobec tego
¢ € G(L/K) spelia ¢'(a) = b. Stad grupa Galois wielomianu f jest
przechodnia grupa permutacji zbioru jego pierwiastkow.

=. Zal6zmy, ze wielomian f € K|[x] nie jest potega wielomianu nie-
rozkladalnego w K[z]. Wtedy istnieja takie wielomiany nierozkladalne
g.h € Klz], ze gh | f oraz (g, h) = 1. Wielomiany ¢ i h nie maja zatem
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wspoélnych pierwiastkow oraz obraz pierwiastka wielomianu g przy do-
wolnym K- automorfizmie ciata rozktadu wielomianu f € K{z] jest tez
pierwiastkiem tego wielomianu. Wobec tego zaden K-automorfizm nie
przeksztatca pierwiastka wielomianu g na pierwiastek wielomianu h.
Grupa Galois wielomianu f nie jest przechodnig grupa przeksztatcen
zbioru jego pierwiastkow. O

Definicja 14.21. Niech L bedzie rozszerzeniem Galois ciata K oraz
grupa G(L/K) bedzie grupg cykliczng (odpowiednio abelowq lub rozwiq-
zalng). Wtedy L nazywamy rozszerzeniem cyklicznym (abelowym lub
rozwigzalnym) ciata K.

Twierdzenie 14.22. Jezelt K C L jest skonczonym rozszerzeniem
cyklicznym (abelowym) oraz M jest ciatem posrednim miedzy K i L,
to kazde z rozszerzen K C M i M C L jest cykliczne (abelowe).

Dowdd. Kazda podgrupa grupy abelowej (réwniez cyklicznej) jest jej
dzielnikiem normalnym, zatem G(L/M)<G(L/K). Z twierdzenia 14.17
otrzymujemy, ze M jest rozszerzeniem Galois ciata K oraz z wnio-
sku 14.13 wynika, ze L jest rozszerzeniem Galois ciata M. Poniewaz
G(L/M) jest podgrupa, a G(M/K) obrazem homomorficznym grupy
cyklicznej (abelowej) G(L/K) oraz podgrupa i obraz homomorficzny
dowolnej grupy cyklicznej (abelowej) jest grupa cykliczna (abelowa),
wiec grupy G(L/M) i G(M/K) sa cykliczne (abelowe). O

Twierdzenie 14.23. Niech K C L bedzie skonczonym rozsze-
rzeniem rozwiqgzalnym. Jezeli K C M C L, to L jest rozszerzeniem
rozwigzalnym ciata M. Jezeli dodatkowo M jest rozszerzeniem Galois
ciata K, to M jest rozszerzeniem rozwigzalnym ciata K.

W drugq strone, jezeli L jest skonczonym rozszerzeniem Galois
ciata K, K C M C L oraz rozszerzenia K C M ¢ M C L sq roz-
wiqzalne, to L jest rozszerzeniem rozwigzalnym ciata K.

Dowdd. Poniewaz K C L jest rozszerzeniem Galois, zatem na mocy
wniosku 14.13 M C L tez jest rozszerzeniem Galois. Grupa G(L/M)
jest podgrupa grupy rozwiazalnej G(L/K), zatem na mocy stwierdze-
nia 3.10 jest ona rozwiazalna.
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Jezeli M jest rozszerzeniem Galois ciata K, to grupa G(M/K) jest
obrazem homomorficznym grupy rozwigzalnej, wiec na mocy stwier-
dzenia 3.10 jest rozwiazalna.

Na odwrét, zauwazmy, ze G(L/M) < G(L/K) na mocy twierdze-
nia 14.17. Grupy G(L/M) oraz G(M/K) = G(L/K)/G(L/M) sa roz-
wiazalne, zatem grupa G(L/K) jest rozwiazalna na mocy twierdzenia
3.11. U

Lemat 14.24. Dla dowolnego ciata K grupa Galois wielomianu
2" — 1€ K[z] jest abelowa.

Dowdd. Ze stwierdzenia 13.14 wynika, ze cialo rozktadu wielomianu
™ —1 jest rowne K (g) = L oraz wszystkimi pierwiastkami wielomianu
" —1sal,e,...,e" 1 Niech ¢, 9 € G(L/K). Kazdy automorfizm na-
lezacy do G(L/K) przeksztalca pierwiastki wielomianu z™ — 1 na pier-
wiastki tego wielomianu, zatem istnieja takie liczby naturalne r, k£ < n,
ze p(e) =" i (e) = €*. Stad

a wiec (p)(e) = (Vp)(e). Zatem (pv)(m) = (Yg)(m) dla kazdego
m € L, czyli ¢ = ¥ i grupa G(L/K) jest abelowa. O

Lemat 14.25. Niech K bedzie ciatem takim, ze w grupie K* ist-
nieje element ¢ rzedu n. Wowczas grupa Galois wielomianu ™ — a €
K|[z] jest cykliczna. Ponadto istnieje liczba naturalna s dzielgca n
i element b z ciala rozktadu L wielomianu 2™ — a € Klz] takie, Ze
b* = a, L = K(b), b®* € K, L jest cialem rozkladu wielomianu x° —
b € Klz|, (L : K) = s i wielomian x° — b° jest nierozkladalny
w K|z].

Dowdéd. Teza jest oczywista dla a = 0. Niech dalej a # 0. Jezeli b jest
pierwiastkiem wielomianu =™ — a, to pozostatymi jego pierwiastkami
sa be. ..., be"" 1. Zatem ciato rozktadu L wielomianu 2" —a € K|[z] jest
rowne K (b.bz, ... . bs""1). Stad L = K(b). poniewaz ¢ € K.

Niech s bedzie najmniejsza liczba naturalna taka, ze b® € K. Oczy-
wiscie s < n, gdyz b" = a € K. Gdyby s nie bylo dzielnikiem n. to




144 Teoria Galois

n = qs+r dla pewnych ¢,r € N, r < s. Ale wtedy 0" = (bi)—q € K, co
przeczy minimalnosci s. Zatem s | n i wobec tego w grupie K* element
w = =5 ma rzad s. Wynika stad, ze wszystkimi pierwiastkami wielo-
mianu g = 2° — b° € K[z] w ciele L sa b,bw, ..., bw*"!. Zatem cialem
rozktadu wielomianu g € K|[z] jest K (b, bw, ..., bw*"') = K(b) = L, bo
w € K. Niech h € K[z] bedzie unormowanym wielomianem minimal-
nym elementu b i niech t = st(h). Wtedy h | g, bo g € K[z] i g(b) = 0.
Zatem t < s oraz istnieja liczby catkowite 0 = lp < 3 < ... <1 <s
takie, ze h = (z—bu/o)(x—bwh) ... (z—bw'1). Ponadto h € K[z], wiec
h(0) € K. Ale h(0) = (—=1)wlhoth++l-1pt oraz w € K, wiec b € K.
Stad z minimalnosci s, t = s oraz h = g. Zatem wielomian g = x°® — b°
jest nierozkladalny w K[z] i wobec tego (L : K) = s. Z twierdzenia
14.12 mamy, ze |G(L/K)| = s.

Niech ¢ € G(L/K). Wtedy o(b) jest pierwiastkiem wielomianu g,
wiec o(b) = bw! dla pewnego | = 0,1,...,s — 1. Poza tym L = K (b),
wiec o jest jednoznacznie wyznaczone przez o(b). Ale |G(L/K)| = s,
wiec G(L/K) = {00,01,...,0._1}, gdzie oy(b) = bw! dla | = 0,1,...,
s — 1. Stad uzyskujemy, ze 0y = 0! dlal = 0,1,...,s — 1. Zatem o,
jest generatorem grupy G(L/K). O

Whiosek 14.26. Ciafo rozkladu wielomianu 2" — a € K[z| jest
rozszerzeniem rozwigzalnym ciata K.

Dowdd. Jezeli a = 0, to teza wniosku jest oczywista. Niech wiec a # 0.
Ze stwierdzenia 13.15 wynika, ze w grupie L* istnieje element ¢ rzedu
n. Ponadto, jezeli b € L jest pierwiastkiem wielomianu 2" — a, to L =
K(b,be,....bs" 1) = K(b,g) = (K(g))(b) oraz L jest cialem rozktadu
wielomianu 2™ — a € K(g)[x] 1 K(¢) jest cialem rozktadu wielomianu
2" — 1 € K[z]. Z lematu 14.24 mamy, ze rozszerzenie K C K (g) jest
abelowe, a z lematu 14.25 rozszerzenie K (c) C L jest abelowe. Zatem
z twierdzenia 14.23 rozszerzenie K C L jest rozwiazalne. d




Rozdziat 15

Z.astosowania teorii Galois

15.1 Zastosowania algebraiczne

15.1.1 Rozszerzenia pierwiastnikowe

Okreslimy teraz kilka klas elementow algebraicznych, ktére odegraty
wazna role w historii badan nad elementami algebraicznymi. Rozpocz-
niemy od zdefiniowania zbioru elementéw pierwiastnikowych. Pojecie
to odpowiada intuicji liczb, ktére daja sie zapisa¢ przy uzyciu czterech
dziatan arytmetycznych i dziatania pierwiastkowania. Wszystkie nasze
rozwazania dotycza jedynie ciat charaterystyki zero. Ponadto dla usta-
lonego ciata K ustalamy jego algebraiczne domkniecie K i wszystkie
rozszerzenia algebraiczne ciata K traktujemy jako podciata ciata K.

Definicja 15.1. Méwimy, ze element a € K jest pierwiastnikowy
wzgledem ciala K (albo, ze wyraza sie przez pierwiastniki wzgle-dem
ciala K), jezeli istnieje skoficzony ciag podciat cialta K: K = K, C
Ky C..CK,taki,ze a € K, orazdlat=1,2,...,r, K; jest cialem
rozkladu wielomianu postaci 2™ — a; € K;_[z].

Zbior elementéw a € K pierwiastnikowych wzgledem ciata K ozna-
czamy przez r(K) i nazywamy domknieciem pierwiastnikowym
ciata K.
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Rozszerzenie L ciata K nazywamy rozszerzeniem pierwiastni-
kowym ciata K, jezeli kazdy element ciatla L jest pierwiastnikowy
wzgledem ciata K, tzn. jezeli L C r(K).

Lemat 15.2. Jezeli L jest ciatem rozktadu wielomianu " — a €
Klz|, gdzien =r-s, ns €N, r,s > 1;a1,a9,...,a, € K sq wszyst-
kimi pierwiastkami wielomianu " — a € K(x); Lo = K(a1,...,a,) jest
ciatem rozktadu wielomianu " —a € K|z| oraz L; jest ciatem rozkladu
wielomianu 2° —a; € L; q[z] dlai =1,2,....r, to K C Ly C L; C
...C L. =1L.

Dowdd. Wystarczy wykazac, ze L, = L. Z przyjetych oznaczen wy-

nika, ze a] = a dlai=1,2,... r. Jezeli b jest jednym z pierwiastkéw
wielomianu z" — a, to a = b* = (b°)". Zatem b° jest pierwiastkiem
wielomianu " — a, czyli b° = a; dla pewnego i = 1,...,r. Wobec tego

b jest tez pierwiastkiem wielomianu x° —a; i stad b € L;. Tym bardziej
b € L,. Poniewaz element b byl dowolnym pierwiastkiem wielomianu
x™ — a, wiec ciato L rozkladu tego wielomianu jest zawarte w L,.

Na odwrét, cialo rozktadu Ly wielomianu 2" — a € Klz] jest za-
warte w ciele rozktadu wielomianu 2" — a € K{[z|. Kazdy pierwiastek
pierwszego z tych wielomianéw jest bowiem s-ta potega odpowiedniego
pierwiastka drugiego wielomianu. Podobnie, kazdy pierwiastek wielo-
mianu z° — a; jest pierwiastkiem wielomianu z"° —a] = 2™ — a. Zatem
L;CLdlai=1,2,..., r. W szczegolnosci L, C L. O

Z lematu 15.2 i ze stwierdzenia 13.15 wynika, ze w okresleniu ele-
mentu pierwiastnikowego wzgledem ciata K mozna przyjac, ze kazda
z liczb n; jest liczba pierwsza oraz, ze (K; : K;_1) < n; dla i =
1.2,...,7.

Mianowicie lemat 15.2 pozwala zastapi¢ ciato rozktadu wielomianu
x™ — a cialami rozktadu wielomianéw " — b i 2° — ¢, gdzie r i s
sa wlasciwymi dzielnikami liczby n. Stosujac ten lemat wielokrotnie
dochodzimy do przypadku, gdy stopnie rozwazanych wielomianéw sa
liczbami pierwszymi. Natomiast stwierdzenie 13.15 pozwala zastapic¢
ciato rozktadu wielomianu x™ — a ciatami rozktadu wielomianow z™ — 1
ix" —aiprzy tym stopnie odpowiednich rozszerzen nie przekraczaja
n.

n
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Whprowadzimy jeszcze pewna klasyfikacje elementéw pierwiastniko-
wych.

Definicja 15.3. Mowimy, Ze element a € K wyraza sie przez pier-
wiastniki stopni co najwyzej n wzgledem ciata K, jezeli istnieje skon-
czony ciqg podcial ciata K: K = Ky C K, C ... C K, taki, e a € K,
oraz dla v = 1,2,..., r, K; jest ciatem rozktadu wielomianu postaci

" —q; € K 1[x] 1 (K;: K1) <n.

Zbiér elementéw ciata K wyrazajacych sie przez pierwiastniki sto-
pni co najwyzej n wzgledem ciata K oznaczamy przez r,(K). W szcze-
gélnosci, gdy n = 2, to zbidr ro( K) elementéw wyrazajacych sie wzgle-
dem ciata K przez pierwiastniki kwadratowe sktada sie z elementéw
a € K, dla ktérych istnieje taki ciag cial K = Ko C K, C ... C K,,
zea€ K,oraz (K; : K; 1)=2dlai=1,2,...,r.

Jezeli bowiem ch(L) # 2, to kazde rozszerzenie kwadratowe ciata
L jest ciatem rozkladu wielomianu postaci 2? — b € L[z].

Bezposrednio z okreslenia elementow wyrazajacych sie przez pier-
wiastniki stopni nie wiekszych od n wynika, ze jezeli a € K, to (K(a) :
K) jest dzielnikiem liczby

(K, K)= (K, : K,-1)(K,—1: K,—9) ... (K7 : Kp).

Kazdy z czynnikéw (K; : K; 1) jest nie wiekszy od n. Zatem kazdy
dzielnik pierwszy liczby (K (a) : K) nie przekracza n. W szczeg6lnosci,
jezeli a € ro(K), to liczba (K (a) : K) jest potega dwdjki o catkowitym
nieujemnym wyktadniku. Wynika stad

Twierdzenie 15.4. Jezeli L jest rozszerzeniem skonczonym ciata
K i L C r,(K), to kazdy dzielnik pierwszy liczby (L : K) jest nie
wiekszy od n.

Whniosek 15.5. Jezeli L jest rozszerzeniem skoriczonym ciata K
i L C ro(K), to liczba (L : K) jest potegq dwdjki o catkowitym nie-
ujemnym wyktadniku.

Podamy teraz kilka podstawowych wtasnosci zbiorow r(K) i r,(K).

nuacja,

01
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Twierdzenie 15.6. Dla dowolnego ciata K :
(i) zbor r(K) jest ciatem,
(ii) kazdy element pierwiastnikowy wzgledem r(K) nalezy do r(K),
(iii) jezeli p: K — K jest K-izomorfizmem, to ¢(r(K)) = r(K).

Dowdd. (7). Niech a,b € r(K)ib # 0. Wykazemy, ze a+b,a—b,ab, § €
r(K). Z okreslenia zbioru r(K') wynika, ze istnieja takie skonczone ciagi
ciat

K:KogKlg...gKr, K:LongggLs,
ze a € K, b € Ly oraz kazde z ciat K;,L; (i = 1,2,...,r;j =

pierwiastkow wielomianu postaci ™ — a. Rozpatrzmy ciag ciat
K=Ky CK C...CK,=LoK,) CL(K,) C...CLyK,).

Kazde z ciat tego ciagu powstaje oczywiscie z ciata poprzedniego przez
dotaczenie wszystkich pierwiastkow pewnego wielomianu podanej wy-
zej postaci. Zatem Lg(K,.) C r(K). Poniewaz a,b € Ly(K,) i Ls(K,)
jest ciatem, wigc a + b,a — b,ab, § € r(K). Wynika stad, ze r(K) jest
ciatem.

(7). Niech 2™ — a € r(K)[x]. Wykazemy, ze w r(K)[z] wielomian
" —a jest iloczynem wielomianéw liniowych. Poniewaz a € r(K), wiec
istnieje taki ciag ciat

K=KyC K C...CK,,

ze a € K, ikazde z ciat K; (i = 1,2,...,r) powstaje z ciala po-
przedniego przez dotaczenie wszystkich pierwiastkéow wielomianu po-
staci 2™ —a;. Wtedy 2" —a € K, [z]. Niech K, bedzie cialem rozktadu
wielomianu 2" —a € K, [z]. Z okreSlenia zbioru r(K) wynika, ze wtedy
K,.1 C r(K). Wielomian 2™ — a jest iloczynem wielomianéw linio-
wych nalezacych do K,,[z], a wiec tym bardziej jest on iloczynem
wielomianéw liniowych nalezacych do r(K)[z].

Z powyzszego wynika, ze kazdy element pierwiastnikowy wzgledem
ciata r(K) nalezy do r(K).

edzialno$¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki
L/SP/0040/2023/01
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(737). Jezeli a € r(K), to istnieje taki ciag cial
K=K,CK C...CK,

zea € K,.orazdlai=1,2,...,r cialo K; jest cialem rozktadu wielo-
mianu postaci 2™ — a; € K;_;[z]. Wtedy

K =¢(K)=¢(K) C¢(K1)C...Ce(K,),

¢ela) € ¢(K,) oraz dlai = 1,2,...,r cialo ¢(K;) jest cialem rozkladu
wielomianu postaci ™ — ¢(a;) € ¢(K;_1)[z]. Zatem ¢(a) € r(K).
Wynika stad, ze ¢(r(K)) C r(K). Rozpatrujac automorfizm ¢
odwrotny do ¢ otrzymujemy inkluzje ¢~ *(r(K)) C r(K), czyli r(K) C
o(r(K)). Zatem ¢(r(K)) = r(K). O

-1

Analogicznie mozna udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 15.7. Dla dowolnego ciata K :
(i) zbor r,(K) jest ciatem;
(ii) kazdy element wyraZajqcy sie przez pierwiastniki stopni nie wiek-
szych od n wzgledem r,(K) nalezy do r,(K);
(iii) jezeli p: K — K jest K-izomorfizmem, to o(r,(K)) = r,(K).

15.1.2 Wtlasnosci ciala r(K)

Niech f € K[z] i st(f) > 0. Méwimy, ze réwnanie f(z) = 0 jest roz-
wigzalne w pierwiastnikach wzgledem ciata K, jezeli kazdy pierwia-
stek wielomianu f wyraza sie przez pierwiastniki wzgledem ciata K,
lub, co na jedno wychodzi, jezeli ciato rozktadu L wielomianu f € K|[z]
jest zawarte w r(K).

Badanie rozwiazalnosci réwnan w pierwiastnikach sprowadza sie
wiec do opisania skonczonych rozszerzen Galois ciata K zawartych
w r(K).

Lemat 15.8 (Lagrange). Niech L bedzie cyklicznym rozszerzeniem
ciata K stopnia n 1 niech w grupie K istnieje element = rzedu n.
Wéwczas istnieje element a € L taki, 2e L = K(a) oraz a® € K.
Ponadto L jest ciatem rozkladu wielomianu 2™ — a" € K|x].
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Dowdd. Niech o bedzie generatorem grupy G(L/K). Mamy wtedy
o(o) = |G(L/K)| = (L : K) oraz G(L/K) = {idk,o,...,0""'}.

)

Z twierdzenia Dedekinda, wynika, ze istnieje element b € L taki, ze
a="b+ea(b)+e*c*(b) + ... + "o (b) £ 0.
Poniewaz ¢ € K, wiec
oa) =o(b) +e0?(b) + ... + " Lo (b) =

=c ' (eo(b) + 202 (D) 4 ... + " Lo (b) + b) = e a.

Zalozmy, ze dla pewnego 1 < k < n, o%(a) = e *a. Wéwezas
of*(a) = o(ck (b)) = o(c7%a)) = o(cF)o(a) = eFe7la = e~ Vg,
Zatem dla dowolnego k = 1,2,...,n — 1 mamy, ze o°(a) = ¢ *a. Ale
e 41dlak=1,2,...,n—1, gdyz o(¢) = n. Poniewaz a # 0, wiec
wynika stad, ze o%(a) # a dla k = 1,2,...,n — 1. Zatem dla kazdego
automorfizmu nalezacego do grupy G(L/K) réznego od automorfizmu
tozsamosciowego element a nie jest staly. Stad G(L/K(a)) = {idk}.
Na mocy wniosku 14.13 L jest rozszerzeniem Galois ciata K(a), wiec
z twierdzenia 14.12 (L : K(a)) = |G(L/K(a))| =1, czyli L = K(a).
Mamy tez o(a™) = [o(a)]* = [e7'a]® = a", gdyz e" = 1. Stad

of(a") = a" dla dowolnego k = 0,1,...,n — 1. Zatem a" € LEW/K) =
K. Skad a jest pierwiastkiem wielomianu z" — a" € K][z]. Cialem
rozktadu tego wielomianu jest wiec K (a,az,...,as" 1) = K(a, ) =
K(a)=L.bo =€ K. 0

Whniosek 15.9. Jezeli L jest cyklicznym rozszerzeniem stopnia n
ciata K, to L C r,(K).

Dowéd. Ze stwierdzenia 13.14 w grupie K istnieje element ¢ rzedu
n. Na mocy wniosku 14.15 ciatlo L(e) jest cyklicznym rozszerzeniem
Galois ciata K(¢) i stopien r tego rozszerzenia jest dzielnikiem liczby n,
n = r-s. Zatem element 5 € K(¢) ma rzad r w grupie K(£)*. Z lematu
15.8 wynika, ze L(¢) jest cialem rozktadu wielomianu postaci 2" — b €
K(e)[z]. Ciato K(c) jest oczywiscie cialem rozktadu wielomianu 2" —
1 € K[z]. Wobec tego na mocy stwierdzenia 13.15 mamy L(s) C 7,(K)
i tym bardziej L C r,(K). O
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Twierdzenie 15.10. Jezeli L jest rozszerzeniem skonczonym i roz-
wigzalnym ciata K, to L C r,(K), gdzie n jest najwiekszym dzielnikiem
pierwszym liczby (L : K).

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe czynnikéw pierw-
szych liczby (L : K). Jezeli stopien (L : K) jest liczba pierwsza, to teza
wynika z wniosku 15.9.

Niech wiec liczba (L : K) bedzie zlozona. Poniewaz grupa rozwia-
zalna, ktérej rzad nie jest liczba pierwsza, nie jest prosta, wiec istnieje
taki dzielnik normalny H grupy G = G(L/K), ze 1 < |H| < |G|. Niech
M =L" Wtedy K C M C L ikazde z rozszerzeh K C M i M C L
jest rozwiazalne. Mamy tez G(L/M)=H i G(M/K)=G/H.

Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze M C ri(K) i L C r,(M),
gdzie k i m sa najwiekszymi dzielnikami pierwszymi liczb |G(M/K)| =
|G/H| i |G(L/M)| = |H| odpowiednio. Zatem k,m < n istad M C
ralE) i L C 1a(M) C 1y(ra(K)) = rul ) 0

Z twierdzen 3.14 1 15.10 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 15.11. Jezeli L jest rozszerzeniem Galois ciata K i liczba
(L : K) jest potega dwéjki, to L C ro( K).

Twierdzenie 15.12. Jezeli L jest skonczonym rozszerzeniem Ga-
lois ciata K zawartym w r(K), to grupa G(L/K) jest rozwigzalna.

Dowdd. 7 okreslenia ciata r(K) wynika, ze istnieje taki ciag ciat
K=K,CK C...CK,,

ze L C K,orazdlat=1,2,...,r cialo K, jest cialem rozktadu wielo-
mianu postaci ™ — a; € K;_1[z].

Zastosujemy indukcje wzgledem r. Jezeli r = 0, to K = L i teza
twierdzenia jest oczywista. Niech wiec r > 1.

Poniewaz L i K7 sa rozszerzeniami Galois ciata K, wiec z wniosku
14.15 cialo K;(L) jest rozszerzeniem Galois ciata K, (K) = K;. Ciato
K,(L) jest zawarte w r(K), poniewaz L C r(K) C r(K;). Na mocy
zalozenia indukcyjnego zastosowanego do ciata K (L) i ciagu cial

KiCKy,C...CK,
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dostajemy, ze grupa G(Ki(L)/K) jest rozwigzalna. Grupa G(K;/K)
jest rozwiazalna na mocy wniosku 14.26 .

Poniewaz K C K; C K;(L), K1(K) jest rozszerzeniem Galois ciata
K i kazde z rozszerzen K C K; i K1 C Ki(L) jest, jak wykazalisSmy,
rozwigzalne, wiec na mocy twierdzenia 14.23 ciatlo K;(L) jest rozsze-
rzeniem rozwiazalnym ciata K.

Mamy tez K C L C Kj;(L) i L jest rozszerzeniem Galois ciala
K. Poniewaz K (L) jest rozszerzeniem rozwigzalnym ciata K, wiec na
mocy twierdzenia 14.23, L jest rozszerzeniem rozwigzalnym ciata K.
Grupa G(L/K) jest wiec rozwiazalna. O

Whniosek 15.13. Jezeli L jest skonczonym rozszerzeniem Galots
ciafa K in jest najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby (L : K), to
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(U LC rn(K)7
(ii) L C r(K),
(ii) grupa G(L/K) jest rozwigzalna.

Dowdd. Implikacja (i) = (i7) jest oczywista, implikacja (ii) = (i)
wynika z twierdzenia 15.12, a implikacja (iii) = (¢) z twierdzenia 15.10.
U

Whniosek 15.14. Dla dowolnego wielomian f € K|x] dodatniego
stopnia réwnanie f(x) = 0 jest rozwigzalne w pierwiastnikach wtedy
i tylko wtedy, gdy grupa Galois wielomianu [ € K|z| jest rozwigzalna.

Dowdéd. 7 twierdzenia 14.12 cialo rozkladu wielomianu f € Klx] jest
rozszerzeniem Galois ciala K. Wobec tego na mocy wniosku 15.13
grupa G(L/K) jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy, gdy L C r(K),
tzn. gdy wszystkie pierwiastki wielomianu f wyrazaja sie przez pier-
wiastniki wzgledem ciata K. O

15.1.3 Przyklady réwnan nierozwigzalnych
w pierwiastnikach

Lemat 15.15. Jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu f = x™ +
azx" 3 + a4 L+ a, € Rlz] sq rzeczywiste, to f = a™.

nuacja,

01
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Dowdéd. Niech by, by, ..., b, beda wszystkimi pierwiastkami wielomianu
f. Na podstawie wzoréw Vieta mamy 371, b; = 0 oraz 3¢, <y, bibj =

0, wiec

1=1 i=

i=1 IN AV

n
Poniewaz liczby by, by, ..., b, sa rzeczywiste, wiec z réwnosci Y b2 =
i=1
0 wynika, ze by = by = ... = b, = 0. Zatem f = z". O

Twierdzenie 15.16. Jezeli K jest podciatem ciatla liczb rzeczywi-
stych, wielomian f € Klx| jest nierozkladalny nad ciatem K, st(f) =p
jest liczba prerwszq oraz f ma doktadnie p — 2 pierwiastki rzeczywiste,
to grupg Galois wielomianu f jest S,.

Dowéd. Niech bi,by = b, beda zespolonymi, nierzeczywistymi pier-
wiastkami wielomianu f, natomiast bs, by, ...,b, € R beda pozostatymi
jego pierwiastkami. Wowczas L = K(by,...,b,) jest cialem rozktadu
wielomianu f € K[z] oraz L = K(by,by,...,b,). Ale K C R, wiec
a € L dla kazdego a € L. Wynika stad, ze odwzorowanie o: L — L
dane wzorem o(a) = @ dla a € L jest automorfizmem ciala L sta-
tym na K, czyli 0 € G(L/K). Ponadto o(by) = by, o(by) = by oraz
o(by) = ky dla k = 3,4,...,p. Zatem o wyznacza transpozycje (b, by)
zbioru {by, by, bs.....b,}.

Dla dowolnego 7 € G(L/K) idla k = 1,2,...,p, 7(b) jest pier-
wiastkiem wielomianu f, wiec 7(bx) € {b1, ba, ..., b,}. Bez zmniejszania
ogblnosci mozemy wiec zaktadaé, ze G(L/K) jest podgrupa grupy S,.

Ponadto mamy (K (by) : K) = st(f) = p oraz K C K(b;) C L.
Wobec tego p | (L : K) = |G(L/K)|. Zatem z wniosku 4.2 G(L/K) =
S, O

Whniosek 15.17. Jezeli k jest liczbg naturalng posiadajgcq dzielnik
pierwszy q taki, ze ¢* 1 k, to grupg Galois wielomianu f = x°—2kx—k €
Qlz] jest Ss.

Dowdd. Wielomian f jest nierozkladalny w Q[z] na mocy kryterium
Eisensteina. Na mocy twierdzenia 15.16 wystarczy wiec udowodnic,
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ze ma on doktadnie trzy pierwiastki rzeczywiste. Z lematu 15.15 wy-
nika, ze ma on co najmniej dwa pierwiastki nierzeczywiste. Ponadto
f(=k) = =k(k* =2k +1) <0, f(-1) = k—1>0, f(0) = -k <
0. f(k) = k(k* — 2k — 1) > 0, wiec wielomian f ma pierwiastek
w kazdym z przedziatéw (—k, —1), (=1,0), (0,k). Ma wiec on co naj-
mniej trzy pierwiastki rzeczywiste. Poniewaz wielomian f ma piec¢ pier-
wiastkow, wiec ma on doktadnie trzy pierwiastki rzeczywiste. O

Twierdzenie 15.18. Niech K bedzie ciatem i niech f € K[x] be-
dzie wielomianem nierozkladalnym, st(f) = p bedzie liczbg pierwszq
1 niech grupa Galois wielomianu [ bedzie rozwigzalna. Wowczas ciato
rozktadu L wielomianu f € K[x] jest generowane przez dowolne dwa
jego pierwiastki.

Dowdd. Niech by, by, ..., b, beda wszystkimi pierwiastkami wielomia-
nu f. Grupe G(L/K) mozna wiec traktowa¢ jako podgrupe grupy
S,. Jest to podgrupa przechodnia, poniewaz wielomian f jest nieroz-
kladalny. Na mocy twierdzenia 4.8 grupa G(L/K(by,by)) sklada sie
tylko z automorfizmu tozsamosciowego, poniewaz kazdy inny auto-
morfizm nalezacy do grupy G(L/K) wyznacza taka permutacje zbioru
{b1,bg,..., by}, ktéra ma co najwyzej jeden punkt staly. Zatem L =
K (by,by). O

Whniosek 15.19. Jezeli K jest podciatem ciata L, wielomian f €
K(z] jest nierozkladalny stopnia p, gdzie p jest liczba pierwszq oraz
grupa Galois wielomianu f jest rozwigzalna, to liczba pierwiastkow wie-
lomianu f w ciele L jest rowna 0, 1 lub p.

Dowdd. Jezeli do L naleza co najmniej dwa pierwiastki wielomianu f,
to na mocy twierdzenia 15.18 do L naleza wszystkie pierwiastki tego
wielomianu. O

Twierdzenie 15.20. Niech p > 5 bedzie liczbg pierwszq oraz I, s
bedq takimi liczbami naturalnymi, Ze istnieje liczba pierwsza q: q | 1,
q|siq®tl. Wtdy dla wielomianu f = 2P — (I + s)z — | € Q[z],
rownanie f(x) =0 nie jest rozwigzalne w pierwiastnikach.
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Dowdd. 7 zatozenia mamy, ze q | [ +s. Poniewaz dodatkowo ¢? 1 [, wiec
na mocy kryterium Eisensteina wielomian f = z? — (I + s)z — 1 € Q[z]
jest nierozktadalny. Z lematu 15.15 wynika, ze nie wszystkie pierwiastki
wielomianu f sa rzeczywiste. Zauwazmy réwniez, ze liczby [,s > 1.
Stad f(—1) = (=1)?+(I+s)—l=s—1> 0oraz f(0) = - < 0. Zatem
z whasnosci funkeji ciagltych istnieje x; € (—1,0) taki, ze f(x1) = 0.
Ponadto lim x— (I4+s)z—1= lim 2P (1- 22 — L) = 00, wiec istnieje
liczba rzeczywista a > 0 taka, ze f(a) > 0. Stad istnieje x5 € (0,a)
takie, ze f(z9) = 0. Zatem wielomian f ma co najmniej dwa pierwiastki
rzeczywiste. Teza wynika wiec z wniosku 15.19, jezeli jako L przyjmie

sie ciato liczb rzeczywistych. O

15.2 Konstrukcje geometryczne

15.2.1 Liczby wyrazajace sie przez
pierwiastniki kwadratowe

Zastosujemy podane wczesniej pojecia i twierdzenia teorii ciat do bada-
nia wykonalnoéci konstrukcji geometrycznych za pomoca cyrkla
i linijki. Udowodnimy, ze majac dany pewien uktad punktéw na ptasz-
czyznie dowolny punkt daje sie skonstruowac¢ za pomoca cyrkla i li-
nijki wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspdlrzedne wyrazaja sie przez
pierwiastniki kwadratowe wzgledem odpowiedniego ciata. W zwiazku
z tym podamy na poczatku kilka wlasnosci ciata ro(K). W szczegdlno-
Sci zbadamy, ktére pierwiastki z jedynki naleza do 7o(Q), tzn. wyrazaja
sie przez pierwiastniki kwadratowe wzgledem ciata liczb wymiernych.
Wiszystkie ciata rozpatrywane w tym paragrafie sa podciatami ciata C
liczb zespolonych. Poniewaz ciato C jest algebraicznie domkniete, wiec
mozna zaktadaé¢, ze dla takich K. K jest podcialem ciata C. Latwo tez
zauwazy¢, ze wowczas Q C K.

Lemat 15.21. Jezeli K jest podciatem ciala liczb rzeczywistych
i liczba zespolona a € m9(K), to @ € ro K).

Dowdd. Poniewaz K C R, wiec sprzeganie liczb zespolonych jest auto-
morfizmem ciata C stalym na K. Zatem dla b € K mamy, ze b € K.

edzialno$¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki
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Wobec tego odwzorowanie ¢: ro(K) — K dane wzorem ¢ (b) = b jest
K-zanurzeniem. Zatem na mocy twierdzenia 15.7 mamy ¢(ro(K)) =
ro( K). W szezegblnosdei @ = p(a) € ro( K). O

Whniosek 15.22. Jezeli K jest podciatem ciata liczb rzeczywistych,
a,b € R, to a+bi € ry(K) wtedy i tylko wtedy, gdy a,b € ro( K).

Dowdd. Zatézmy, ze a,b € ro( K). Poniewaz ¢ € ro( K) oraz ry( K) jest
cialem zawierajacym takze a i b, wiec a + bi € ro( K).

Na odwrét, niech a 4+ bi € ro( K). Wtedy z lematu 15.21 a + bi =
a—bi € ro(K). Ale r5(K) jest cialem, wiec stad a = 3[(a + bi) + (a —
bi)] € ro(K) 1 w konsekwencji bi = (a + bi) — a € ry(K). Ponadto
i €ry(K), wiec b= (—i) - (bi) € ro( K). O

Niech &, bedzie zespolonym pierwiastkiem pierwotnym z jedynki
stopnia n. Mozna na przyktad przyjac¢, ze
2r . . 2w
Ep = COS — + 281N —.
n n
Z przyktadu 12.16 wynika natychmiast prawdziwos$¢ nastepujacego
lematu.

Lemat 15.23. Jezeli p jest liczbg pierwszq, to (Q(g,) : Q) =p—1
oraz (Qe) : Q) = pl(p— 1).

Lemat 15.24. (i) Jezeli g, € r5(Q), to 22, € 72(Q),
(ii) Jezeli e.,e5 € T9(Q) i liczby r, s sg wzglednie pierwsze, to .5 €
r2(Q),
(ii) Jezeli m, s € N oraz £,., € 12(Q), to £, € m2(Q).

Dowdd. (7). Ze wzoru de Moivre’a wynika, ze liczba ey, jest pierwiast-
kiem wielomianu 22 — &, € r2(Q)[z]. Zatem z twierdzenia 15.7 mamy,
ze Eop € TQ(Q).

(i7). Istnieja liczby catkowite u, v takie, ze ru+sv = 1. Wobec tego
Sy = EL, = 2TUES = U2V € 1y (Q), gdyz m2(Q) jest ciatem.

(7i7). Poniewaz 75(Q) jest cialem oraz ze wzoru de Moivre'a s, = 5,
wiec 2, € r2(Q). O
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Lemat 15.25. Jezeli p jest liczbg pierwszq nieparzystq, to €, €
ro(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna n, zZe p =
2" + 1.

Dowadd. Zatézmy, ze €, € r2(Q). Poniewaz ¢, € Q, wiec na mocy
wniosku 15.5 mamy (Q(e,) : Q) = 2" przy pewnym naturalnym n.
Z lematu 15.23 wynika wiec, ze 2" =p — 1, czylip =2" + 1.

Na odwrét, zatézmy, ze p = 2" + 1 dla pewnego n € N. Jak wiemy,
cialo Q(g,) jest rozszerzeniem Galois ciata Q. Z lematu 15.23 otrzymu-
jemy (Q(e,) : Q) = p—1 = 2". Wobec tego z wniosku 15.11 wynika,
ze Q(e,) C 1r2(Q), skad g, € m2(Q). O

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli liczba p postaci 2" 4 1 jest pierwsza, to
n = 2% dla pewnego k € Ny. Istotnie, gdyby liczba n nie byta potega
dwdjki, to miataby czynnik nieparzysty 2r+1 > 1, tzn. n = (2r+1)-s.
Wtedy

p=2"+1=(2"" 4+ 1= (2 +1)[(25)% — (29) ' +... =2+ 1)].

Zatem liczba p bytaby ztozona.

Liczby pierwsze postaci Fp = 22" + 1 (k = 0,1,...) nazywamy
liczbami pierwszymi Fermata. Znanych jest pie¢ liczb pierwszych Fer-
mata: Fog = 3, F) = 5, Fy, = 17, F5 = 257, F, = 65537. Nie wiadomo,
czy istnieje co najmniej jedna liczba pierwsza Fermata rézna od wy-
zej wymienionych. Udowodniono, ze dla kilkudziesieciu wartosci k > 4
liczby Fj sa ztozone. Juz Euler zauwazyt, ze 641 | F5.

Twierdzenie 15.26. Jezeli n jest liczbg naturalng, to £, € r2(Q)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy n ma postac n = 2%p1py ... p,, gdzie a,r € Ny
U P1.P2, ..., Dr 8@ TOZRYMI liczbami pierwszymi Fermata.

Dowéd. <. Z lematu 15.25 wynika, ze ¢, € ro(Q) dlai =1.2.....7.
Z lematu 15.24 otrzymujemy wiec, ze £, € ro(Q).

=. Niech n = 2%q}1 5. .. q" bedzie rozktadem liczby n na ilo-
czyn poteg roznych liczb pierwszych, gdzie a.s € Ny oraz k; € N
dla i« = 1,2,....s. Udowodnimy. ze k; = ky = ... = k; = 1 oraz
q1,G2 - --.qs sa liczbami pierwszymi Fermata. Z lematu 15.24 mamy,
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ze g4, € r2(Q)dlai =1,2,..., s, a wiec g; jest liczba pierwsza Fermata
na mocy lematu 15.25. Gdyby dla pewnej liczby i = 1,2, ..., s zacho-
dzito k; > 2, to ¢ | n. Wobec tego 2 € r9(Q). Z wniosku 15.5 wynika
wige, ze liczba (Q(gg2) © Q) jest potega dwoiki. Z drugiej strony z le-
matu 15.23 otrzymujemy, ze liczba ta jest rowna ¢;(¢; — 1). Nie jest ona
potega dwojki, poniewaz jest podzielna przez liczbe pierwsza nieparzy-
sta ¢;. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze ky = ky= ... =ky;=1. O

15.2.2 Punkty konstruowalne

Wiele zadan konstrukcyjnych mozna sformutowa¢ w nastepujacej po-
staci. Na plaszczyznie dane sa pewne punkty i figury. Postugujac sie
cyrklem i linijka nalezy skonstruowac¢ pewien nowy punkt lub figure.

Opiszemy najpierw zbiér wszystkich punktéw, ktoére moga byc
otrzymane w ten sposob — sa to tzw. punkty konstruowalne za po-
mocg cyrkla i linijki. Nastepnie udowodnimy twierdzenie charaktyryzu-
jace punkty konstruowalne. Jak sie okazuje, punkt jest konstruowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspoétrzedne wyrazaja si¢ przez pier-
wiastniki kwadratowe wzgledem odpowiedniego ciata.

Niech na ptaszczyznie dane beda punkty Py, Ps,..., P, i figury
F\,F;, ... F,, gdzien > 2ir > 0. Niech Ag = { P, P,, ..., P,} bedzie
zbiorem danych punktow. Wykonujemy nastepujace czynnosci:

(*) Przez kazde dwa dane punkty prowadzimy prosta i z kazdego
z danych punktow zakreslamy okregi, ktérych promienie maja dhugosci
rowne odlegtosciom pewnych danych punktéw.

Niech A; bedzie zbiorem punktow przeciecia narysowanych figur:
prostych, okregéw i figur Fi, Fs, ..., F.. Ponownie wykonujemy czyn-
nosé¢ (*) traktujac A, jako zbiér punktéw danych. W wyniku otrzymu-
jemy zbior punktow przeciecia wszystkich narysowanych figur, ktoéry
oznaczamy przez A,. Znéw wykonujemy czynno$é¢ (*) traktujac A
jako zbior punktéow danych itd. Nietrudno zauwazy¢, ze Ag C A; C
Ay C ...

Punkty przeciecia narysowanych w ten sposéb figur nazywamy
punktami konstruowalnymi za pomoca cyrkla i linijki przy
danych punktach P,. P, . ... P, i figurach Fi, F;, ..., F, lub krétko
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- punktami konstruowalnymi. Zatem zbiorem wszystkich punktow

konstruowalnych jest U A,. W dalszym ciagu bedziemy zaktadali, ze
n=0

uktad wspoétrzednych na plaszezyznie jest tak obrany, iz P, = (0,0),
P, = (1,0). Nie zmniejsza to ogdlnosci rozwazan.

Twierdzenie 15.27 (Wantzel). Niech dane bedg punkty P, ...,
P,, gdzie P, = (a;,b;) dlai=1,2,...,n oraz P, = (0,0) i P, = (1,0).
Punkt P = (a,b) jest konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy a,b €
ro(K), gdzie K = Q(ay, by, ..., an,by).

Dowdd. Zatbézmy, ze punkt (a, b) jest konstruowalny. Zatem (a,b) € A,,
dla pewnego m € Ny. Przez indukcje ze wzgledu na m udowodnimy,
ze a,b € ro(K). Dla m = 0 mamy (a,b) = (a;, b;) dla pewnego i < n.
Zatem a,b € K i tym bardziej a,b € ro( K). Zaldézmy, ze dla pewnego
m € N kazdy punkt zbioru A,,_; ma wspélrzedne nalezace do ciata
ro(K) i niech P = (a,b) € A,,.

Z okreslenia zbioru A,, wynika, ze P jest punktem przeciecia dwoch
figur (prostych, okregéw) wyznaczonych przez punkty nalezace do zbio-
ru A,,_1. Sa trzy mozliwosci:

(1) P jest punktem przeciecia prostych L; i L, wyznaczonych przez
punkty nalezace do A,,—. Z geometrii analitycznej wynika zatem, ze
rOwnanie prostej L; ma posta¢ A;x, + Bijxa + C; = 0 dla pewnych
A, B;,C; € ro(K), i = 1,2. Zatem liczby a i b sa rozwigzaniem uktadu
roéwnan liniowych A2+ Bixo+Cp = 0, Ayxy + Boxo+Cy = 0. Rozwia-
zanie to mozna wyznaczy¢ za pomoca wzoréw Cramera. Zatem liczby
a. b otrzymujemy wykonujac na liczbach Ay, As, By, By, C1,Cy € 15(K)
dziatania arytmetyczne. Wobec tego a, b € ro(K).

(2) P jest punktem przeciecia prostej Ly i okregu Oq, ktére sa wyzna-
czone przez punkty nalezace do A,,—;. Niech prosta L; bedzie wyzna-
czona przez punkty (ci1.c12), (dir, di2) € A,_1. Z zalozenia indukeyj-
nego 11, €12, d11, dia € ro(K). Zatem z geometrii analitycznej rownanie
ogoblne prostej L, ma posta¢ Az, + Bxy+C = 0 dla pewnych A. B.C €
ro(K). Niech $rodkiem okregu O; bedzie punkt (¢1.¢2) € Ay—1. a diu-
goscia promienia - odlegto$¢ punktéw (dy.ds) i (e, e,) nalezacych do
A,_1. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze ¢;.ca. dy. ds, €1, €2 € ro( K).
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Réwnanie okregu O; ma wiec postac
(1 —c1)? + (z2 — c2)? = (d1 — €1)* + (dy — €2)*.

Aby znalez¢ wspotrzedne a, b punktu przeciecia prostej Ly z okregiem
0,1, wystarczy wiec rozwigza¢ uktad rownan ztozony z réwnana linio-
wego i réwnania kwadratowego. Wspoétezynniki tych rownan naleza do
ciata ro(K). Wyznaczajac jedna z niewiadomych z rownania liniowego
1 podstawiajac do réwnania kwadratowego otrzymujemy do rozwiaza-
nia jedno rownanie kwadratowe z jedna niewiadoma o wspoétczynnikach
w ciele ro(K). Z twierdzenia 15.5 wynika, ze pierwiastki tego réwnania
naleza do ro(K). Zatem a, b € ro( K).

(3) P jest punktem przeciecia okregow O; i Oy wyznaczonych przez
punkty nalezace do A,,_;. Dla i = 1,2 niech $rodkiem okregu O; be-
dzie punkt (e;1,€e;0) € A,_1, a dlugoscia promienia - odleglos¢ punk-
tow (d;1, diz) 1 (€41, €52) nalezacych do A,,_1. Z zatozenia indukcyjnego
wynika, ze ¢;j. d;j. e;; € m2(K ). Réwnania okregéw O; i Oy majg postaé

(x1 — Cll>2 + (29 — 012)2 = (dy — 611)2 + (di2 — 612)27

(x1 — 021)2 + (29 — C22>2 = (dy1 — 621)2 + (dog — 622>2-

Odejmujac stronami pierwsze réwnanie od drugiego otrzymujemy
uktad rownan rownowazny ztozony z réwnania liniowego i réwnania
kwadratowego. Wspétezynniki tego uktadu naleza do ro(K). Rozpatru-
jac przypadek (2) wykazaliSmy, ze rozwigzania takiego uktadu naleza
do r(K). Zatem a,b € ro( K).

Zaltozmy z kolei, ze wspétrzedne punktu P = (a, b) naleza do ciata
ro(K). Udowodnimy, ze punkt P jest konstruowalny.

Poniewaz i € ro(K) i ro(K) jest cialem, wiec na mocy wniosku
15.22 a + bi € ro( K). Istnieje zatem taki cigg ciat

K=KiCK C...CK,.

ze a+bi € K, oraz (K;: K;j_1) =2dlaj=1,2,...,r. Przez indukcje
ze wzgledu na 7 wykazemy, ze jezeli liczba zespolona ¢ 4+ di nalezy do
ciala K. to odpowiadajacy jej punkt (c, d) jest konstruowalny.
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Rozpatrzmy najpierw przypadek j = 0. Niech ¢,d € Ky = K =
Q(ay, by, ..., a,,b,). Mamy udowodnié, ze punkt (c,d) jest konstru-
owalny. Wystarczy oczywiscie udowodnié¢, ze konstruowalne sa punkty
(¢,0) 1 (d,0).

Poniewaz punkty (a;,0), (b1,0),...,(a,,0),(b,,0) sa konstruowa-
Ine, a kazda liczba nalezaca do ciata K powstaje przez wykonanie dzia-
tan arytmetycznych na liczbach aq, by, ..., a,,b,, wiec zadanie sprowa-
dza sie do tego, by wykazaé, ze jezeli dane sa punkty (p,0) i (g¢,0),
to mozna skonstruowaé¢ punkty (p + ¢,0), (—¢,0), (pg,0), (g,O) (ten
ostatni w przypadku, gdy ¢ # 0). Pierwsze dwie konstrukcje sg oczy-
wiste, dwie ostatnie wynikaja z twierdzenia Talesa.

Zatézmy z kolei, ze dla pewnej liczby naturalnej j < r, jezeli
liczba zespolona nalezy do ciata K;_;, to punkt jej odpowiadajacy
jest konstruowalny. Wykazemy, ze jezeli liczba zespolona nalezy do
ciala Kj, to punkt jej odpowiadajacy jest konstruowalny. Poniewaz
(K; : K;_1) = 2, wiegc istnieje taka liczba zespolona z € Kj_i, ze
K; = K;_1(y/z). Dowolna liczba nalezaca do ciata K; ma wiec po-
sta¢ u+ wy/z, gdzie u,w € K;_1. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze
punkty odpowiadajace liczbom zespolonym u, w, z sa konstruowalne.
Mamy udowodni¢, ze konstruowalny jest punkt odpowiadajacy liczbie
zespolonej u + w+/z.

Zadanie sprowadza sie wiec do tego, by majac dane dwa punkty na
ptaszczyznie skonstruowaé punkt, ktéremu odpowiada liczba zespolona
rowna
a) sumie liczb zespolonych odpowiadajacych punktom danym,

b) iloczynowi liczb zespolonych odpowiadajacych punktom danym,
c¢) pierwiastkowi kwadratowemu z liczby zespolonej odpowiadajace;
jednemu z punktéw danych.

Konstrukcja a) sprowadza sie do konstrukeji sumy dwoch danych
wektorow.

Konstrukcja b). Zapisujac w postaci trygonometrycznej liczby ze-
spolone x i 2’ odpowiadajace punktom danym

r=r(cosa+isina). ' =r'(cosa’ +isina’)
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stwierdzamy, ze
zx’ = rr'(cos(a + a’) +isin(a + a)).

Szukany punkt odpowiadajacy liczbie zespolonej xx’ lezy wiec na okre-
gu o $rodku w punkcie (0, 0) i promieniu dtugosci 77 oraz na pétprostej
o poczatku w punkcie (0,0), ktora tworzy kat a + a’ z osig odcietych.

Zadanie sprowadza sie wiec do tego, by majac dane odcinki o dtu-
gosciach r 1 7" skonstruowac¢ odcinek o dtugosci rr’ oraz majac dane
katy a i o’ skonstruowa¢ kat a + o'. Pierwsza konstrukcja wynika z
twierdzenia Talesa, druga jest oczywista.

Konstrukecja c). Zapisujac w postaci trygonometrycznej liczbe ze-
spolong z odpowiadajaca punktowi danemu, z = r(cosa + isina)
stwierdzamy, ze / /

VT = ++/7(cos % +isin %)
Szukany punkt odpowiadajacy liczbie zespolonej \/x lezy wiec na okre-
gu o érodku w punkcie (0,0) i promieniu dtugosci /r oraz na proste;
przechodzacej przez punkt (0,0), ktéra tworzy kat § z osig odcietych.
Zadanie sprowadza si¢ wigec do tego, by majac dany odcinek o dlu-
gosci r skonstruowa¢ odcinek o dlugosci /r oraz majac dany kat a
skonstruowa¢ kat 5. Obie konstrukcje s3 dobrze znane.

Whniosek 15.28. Jezeli dane sg punkty P, = (a;,b;), gdzie i =
1,2,....n oraz P, = (0,0), P, = (1,0) i punkt (a,b) jest konstruowalny
oraz K = Q(a1, b1, .-+ an,bn), to kazda z liczb (K(a.b) : K) i (K(a+
bi) : K) jest potegq dwdjki o catkowitym nieujemnym wykladniku.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia 15.27 i wniosku 15.22 liczby a, b1 a + bi
naleza do ciata ro(K). Teza wniosku wynika wiec z wniosku 15.5. [

Whniosek 15.29. Jezeli liczba rzeczywista a jest przestepna wzgle-
dem ciata K = @(al, bl: ooy Qp, bn)7 gdzze ai. bl, ey Qp, bn < R, to
punkt (a,0) nie jest konstruowalny przy danych punktach P; = (a;,b;),
gdzie 1= 1.2, ..., n oraz P = (0.0) ¢« P, = (1,0).

Dowéd. W tym przypadku stopien (K(a) : K) jest nieskoriczony. Nie
jest on wiec potega dwojki o catkowitym nieujemnym wyktadniku. Teza
wynika wiec z poprzedniego wniosku. 0




Konstrukcje geometryczne 163

15.2.3 Przyklady zadan konstrukcyjnych

Zastosujemy teraz twierdzenia udowodnione w poprzednich punktach
do rozwiazania konkretnych zadan konstrukecyjnych.

a) Podwojenie szeScianu. Dany jest szescian o krawedzi dtugosci 1,
zbudowac szescian o dwa razy wiekszej objetosci.

Udowodnimy, ze za pomoca cyrkla i linijki nie mozna skonstru-
owa¢ odcinka o dtugosci a rownej dtugosci krawedzi tego szescianu,
tzn. a = /2. Istotnie, liczba (Q(a) : Q) = 3 nie jest potega dwdjki,
a wiec na mocy wniosku 15.28 odcinek o dtugosci a nie jest konstru-
owalny.

b) Kwadratura kota. Dane jest koto o promieniu dtugosci 1, zbudo-
wac¢ kwadrat o polu réwnym polu tego kota.

Udowodnimy, ze za pomoca cyrkla i linijki nie mozna skonstruowac
odcinka o dtugosci a réwnej dhugosci boku tego kwadratu, tzn. a =
V. Gdyby a € r(Q), to m = a® € r(Q) i bylby konstruowalny
punkt P = (m,0). Jednak F.Lindemann w r. 1882 udowodnit, ze liczba
7 jest przestepna, a wiec na mocy wniosku 15.29 punkt P nie jest
konstruowalny. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze odcinek o dhugosci
V/7 nie jest konstruowalny.

c) Trysekcja kata. Dany jest kat ¢, zbudowac kat £. Dla pewnych
katow ¢ ta konstrukcja jest wykonalna za pomoca cyrkla i linijki, a dla
pewnych - nie jest. Mowi o tym nastepujace

Twierdzenie 15.30. Kqt o mozna podzieli¢ na trzy rowne czesci
za pomocq cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f = x3 —
3x — 2cos ¢ jest rozktadalny w Q(cos )[x].

Dowdéd. Zaktadamy, jak zwykle, ze dane sa punkty (0,0) 1 (1,0). Latwo

zauwazy¢, ze kat o daje sie¢ skonstruowa¢ za pomoca cyrkla i linijki

wtedy 1 tylko wtedy, gdy punkt (cosa, 0) jest konstruowalny. Zadanie

nasze mozna wiec sformutowac tak:

Dane s3 punkty (0,0), (1,0), (cos,0), skonstruowac punkt (cos %, 0).
Z tozsamoséci cos 3o = 4 cos® a — 3 cos o wynika. ze

n

N (
¥ ¥
8(:os3§ —60085 —2cosp =0.
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czyli liczba a = 2cos £ jest pierwiastkiem wielomianu f = 3 —3x —
2cos .

Jezeli wielomian f jest nierozkladalny w Q(cos¢)[z], to liczba
(Q(cosy¢)(a) : Q(cosp)) = 3 nie jest potega dwdjki, a wiec na mocy
wniosku 15.28 punkt (a,0) nie jest konstruowalny i tym bardziej nie
jest konstruowalny punkt (5,0) = (cos £,0).

Jezeli wielomian f jest rozktadalny w Q(cos¢)[z], to kazdy jego
pierwiastek jest pierwiastkiem pewnego wielomianu stopnia co naj-
wyzej drugiego o wspélezynnikach w ciele Q(cosy). W szczegdlnosci
a = 2cos% € ry(Q(cosy)). Zatem punkt (a,0) jest konstruowalny,

3
a wiec i punkt (§,0) jest konstruowalny. O

Pokazemy teraz, ze kata ¢ = % nie mozna podzieli¢ na trzy rowne
czesci za pomoca cyrkla i linijki. Wielomian f z twierdzenia 15.30 ma
w tym przypadku posta¢ f = z3 — 3z — 1. Nie jest on rozkladalny
w Q(cos p)[z] = Q|x], poniewaz kazda liczba wymierna bedaca pier-
wiastkiem tego wielomianu jest liczba catkowita i jest dzielnikiem wy-
razu wolnego. Mamy jednak f(1), f(—1) # 0.

Zatem z twierdzenia 15.30 wynika, ze nie mozna podzieli¢ kata ¢ =
% na trzy rowne czgsci za pomoca cyrkla i linijki. Tym bardziej nie jest
konstruowalny kat £ = § = 20°.

d) Konstrukcja wielokatéw foremnych. Zbadamy, dla jakich liczb
naturalnych n mozna skonstruowa¢ za pomoca cyrkla i linijki n-kat

foremny.

Twierdzenie 15.31 (Gauss). Za pomocq cyrkla i linijki mozna
skonstruowac n-kqt foremny wtedy @ tylko wtedy, gdy n > 2 oraz n =
2°py...py. gdzie a,v € Ny oraz py,....p, sg roznymi liczbami pierw-
szymi Fermata.

Dowdéd. Zaktadamy, jak zwykle, ze dane sa punkty (0.0) i (1,0). Jezeli
mozna skonstruowaé pewien n-kat foremny, to mozna tez skonstru-
owac kat 277'- Mozna wiec skonstruowac n-kat foremny wpisany w koto
2?2 + 23 = 1, ktérego jednym z wierzchotkéw jest punkt (1,0). a sa-
siednim wierzchotkiem, punkt P = (cos %, sin 27") Zatem za pomoca
cyrkla i linijki mozna skonstruowa¢ pewien n-kat foremny wtedy i tylko
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wtedy, gdy mozna skonstruowac¢ punkt P. Na mocy wniosku 15.22 oraz
twierdzenia 15.27 punkt P jest konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
£, = COS 277 + isin?n—’r € r(Q). Z twierdzenia 15.26 wynika wiec teza
twierdzenia. d
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