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Wstęp 

l\iniej sza książka j est podręcznikiem do przedmiotu Algebra 
ogólna II wykładanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia­
łymstoku w oparciu o następuj ący program: 

grupy: grupy przekształceń , działanie grupy na zbiorze ,  twierdzenia 
Sylowa, grupy rozwiązalne , grupy proste ,  struktura skończenie 
generowanych grup abelowych ; 

pierścienie: pierścienie wielomianów wielu zmiennych , piersclenie 
noetherowskie , twierdzenie Hilberta o bazie , zbiory algebraiczne , 
pierścienie szeregów potęgowych : 

ciała: ciała skończone , rozszerzenia algebraiczne , liczby algebraiczne 
i przestępne , ciało rozkładu wielomianu , równania rozwiązalne 
w pierwiastnikach, ciała algebraicznie domknięte ,  zasadnicze 
twierdzenie algebry, rozszerzenia konstruowalne , klasyczne kon­
strukcj e geometryczne. 

\Vieloletnie doświadczenia autora związane z wykładaniem algebry 
ogólnej pokazały, że przedmiot ten sprawia spore trudności studentom. 
Okazało się , że powyższy program nie j est łatwo zrealizować w trakcie 
piętnastu wykładów w sposób przystępny dla słuchaczy bez dyspono­
wania dobrymi materiałami dydaktycznymi .  Okazało s ię  też ,  że odsy­
łanie studentów do literatury nie j est (z wielu powodów) skutecznym 
rozwiązaniem problemu. 'Właśnie dlatego powstał ten skrypt . \Vopar­
ciu o materiał tu umieszczony można sprawnie prmvadzić \vykłady ubo­
gacaj ąc je dodatkowymi przykładami , uwagami dydaktycznymi , infor­
macj ami historycznymi , ciekawostkami , zadaniami , problemami , itp. 

9 
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10 Wykłady z algebry ogólnej II 

:\lateriał tu przedstawiony bazuj e  na znajomości kursowych wykła­
dów z elementarnej teorii liczb , algebry liniowej i algebry L 

VV podręczniku liczbami naturalnymi nazywamy dodatnie liczby 
całkowite ,  zaś sam zbiór wszystkich liczb naturalnych oznaczamy przez 
N. Ponadto ,  No  = N U {O} i Z oznacza pierścień liczb całkowitych. 
Koniec dowodu oznaczamy symbolem D. 

Autor dziękuj e dr Karolowi Pryszczepko za pomoc w składzie kom­
puterowym i korekcie tego podręcznika. 
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Rozdz iał 1 

Dz iałanie grupy na zbiorze 

1.1 Określenie i własności działania 

grupy na zbiorze 

Definicja 1. 1. l\iech A będzie nie pustym zbiorem i niech (G � · , e)  
będzie grupą. "\'Iówimy, że grupa G działa na zbiorze A �  j eżeli ist­
niej e od wzorowanie o: G x A -----+ A (przy czym dla g E G, a E A zamiast 
o( (g, a ) )  będziemy pisali g o a)� spełniaj ące następuj ące warunki: 

1 ° li aEA e o a = a ,  
2° lig•hEC liaEA g o (h o a) = (g . h) o a .  

Stwierdzenie 1. 2. Załóżmy, ż e  grupa G działa za  pomocą o na 
zbiorze A. Wówczas dla każdego g E G odwzorowanie 19: A -----+ A dane 
wzorem 19 (a)  = g o a dla a E A jest bijekcją. Ponadto odwzorowanie 
Fa: G -----+ S(A) dane wzorem Fo (g) = 19 dla g E G jest homomorfizmem 
grup . 

Na odwrót. jeżeli F: G -----+ S(A) jest homomorfizmem grup, to 
0F: G x A -----+ A dane wzorem gopa = (F(g) ) (a)  dla g E G .  a E A jest 
działaniem grupy G na zbiorze A .  

Ponadto przy tych oznaczeniach: 0Fc = o i FOF = F.  

Dowód. Załóżmy, ż e  grupa G działa z a  pomocą o n a  zbiorze A 
i niech g E G. vVeźmy dowolne a E A. ·Wtedy 19 (9-loa) = go(g-loa) = 

1 1  
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1 2  Działanie grupy n a  zbiorze 

(gg-l )oa = eOa = a, czyli funkcj a 19 j est " na" . Weźmy dowolne a, b E A 
takie , że 19 (a) = 19 (b) . ·Wtedy goa = gob . skąd g-lo(goa) = g-lo(gob), 
czyli (g-lg) o a = (g-lg) o b, a więc e o a = e o b ,  co daj e a = b .  Za­
tem funkcj a 19 j est " 1 - 1 " . \Vobec tego 19 j est bij ekcj ą i 19 E S(A) . 
\Veźmy dowolne g, h E G. Wówczas dla dowolnego a E A mamy, że 
(Fo(gh)) (a) = 19h (a) = (gh) o a = g o (h o a) oraz (Fo(g) o Fo(h)) (a) = 

(Fo (g)) ( (  Fo (h)) (a)) = (Fo (g)) (lh (a)) = (Fo (g)) (h o a) = {g (h o a) = 

g o (h o a). Stąd Fo (gh) = Fo (g) o Fo (h) i Fo j est homomorfizmem grup . 
Na odwrót , załóżmy, że F :  G -+ S(A) j est homomorfizmem grup 

i niech odwzorowanie 0F: G x A -+ A będzie dane wzorem g 0F a = 

(F(g)) (a) dla g E G, a E A. \Vtedy F(e) = idA, więc e 0F a = 

(F(e)) (a) = idA(a) = a dla każdego a E A.  Ponadto dla dowolnych 
g, h E G, F(gh) = F(g) oF(h), więc gOF (hoFa) = gOF ( (F(h)) (a)) = 

(F(g)) ( (F(h)) (a)) = (F(g) o F(h)) (a) = (F(gh)) (a) = (gh) 0F a dla 
każdego a E A. \Vobec tego grupa G działa za pomocą 0F na zbiorze 
A.  

\Veźmy dowolne a E A i g E G. \Vtedy, g 0Fo a = (Fo(g))(a) = 

g o a, skąd 0Fo = o. Dodatkowo, (FOF(g)) (a) = g 0F a = (F(g)) (a), 
skąd wobec dowolności a, FOF(g) = F(g) i dalej . wobec dowolności g, 
FOF = F. D 

Załóżmy (aż do odwołania) , że grupa (G,·, e )  działa na zbiorze 
A za pomocą o. vV zbiorze A określamy relacj ę r-v, przyjmując dla 
dowolnych a. b E A:  

a r-v b {:} 3gEG b = g o a. ( 1 . 1 )  

Stwierdzenie 1.3. Relacja r-v określona wzorem ( 1 . 1 ) jest relacją 
równoważności w zbiorze A .  
Dowód. \Veźmy dowolne a E A.  \Vtedy z 1 °, a = e o a, więc a r-v a 
i relacj a r-v j est zwrotna. 

\Veźmy dowolne a, b E A takie , że a r-v b .  \Vtedy istniej e  g E G 
takie , że b = g o a, skąd na mocy 2 ° i 1 °, g-l o b  = g-l o (g o a) 
(g-l . g) o a = e o a = a, czyli b r-v a i relacj a r-v j est symetryczna. 

vVeźmy dowolne a, b. c E A takie , że a r-v b i b r-v c. vVtedy istnie ją 
g, h E G takie , że b = goa i c = hob, więc na mocy 2 °. c = ho (goa) = 

(h· g) o a, skąd a r-v C i relacj a r-v j est przechodnia. D 
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Określenie i własności działania grupy na zbiorze 13  

Klasę abstrakcj i Orb( a) relacj i ('...J o reprezentancie a E A nazywamy 
orbitą elementu a. Z ( 1 . 1 )  wynika, że :  

Orb( a) = {g o a : g E G}. ( 1 . 2 )  

Ponadto z własności klas abstrakcj i relacj i równoważności mamy 
od razu, że dla dowolnych a, b E A: 

Orb(a) = Orb(b) albo Orb(a) n Orb(b) = 0. ( 1 . 3 )  

Z zasady abstrakcj i wynika też następuj ące 

Stwierdzenie 1.4 (\Vzór orbit ) .  Jeżeli grupa G działa na skończo­
nym zbiorze A, to istnieją al , a2 , ' " . as E A takie, że orbity Orb(ad, 

s 

Orb(a2), ... ,Orb(as) są parami rozłączne oraz A = U Orb(a;). 
i=l 

Dla dowolnego elementu a E A zbiór : 

Stab( a) = {g E G : g o a = a} ( 1 .4 )  

nazywamy stabilizatorem elementu a. Oznaczmy GO = n Stab(a) . 

aEA 

Stwierdzenie 1.5. Stabilizator Stab( a) dowolnego elementu a E A 
jest podgrupą grupy G. Ponadto GO = Ker Fo, więc GO jest dzielnikiem 
normalnym grupy G. W szczególności. grupa G/Go zanurza się w grupę 
symetryczną S (A) . 

Dowód. Z 1 °  wynika od razu , że e E Stab(a). Niech g, h E Stab(a). 
\Vtedy goa = hoa = a, więc na mocy 2 °, (g·h)oa = go (hoa) = goa = a, 

skąd g' h E Stab(a) . Ponadto z 2 °  oraz z 1 °, g-lo a = g-lo (g o a) = 
(g-l .  g) o a = e o a = a, więc g-l E Stab(a). Zatem Stab(a) j est 
podgru pą grupy G. 

�iech g E Ker Fo. \Vtedy 19 = idA, więc dla każdego a E A: 
g o a = a, skąd g E Stab( a) i wobec tego g E GO. ::\' a odwrót . niech 
g E GO. \Vtedy dla każdego a E A: g E Stab(a), skąd g o a = a, ,yięc 
,yobec dmyolności a. 19 = idA, a zatem g E Ker Fo. \Vobec tego GO = 
Ker}� <J G. Z twierdzenia o izomorfizmie G/KerFo � Fo(A) :C S(A). 
więc grupa G/Go zanurza się w grupę symetryczną S(A) . D 
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14  Działanie grupy n a  zbiorze 

Twierdzenie 1.6. Dla każdego a E A moc orbity elementu a jest 
równa indeksowi stabilizatora tego elementu, tzn. 

IOrb(a)1 = (G : Stab(a)). ( 1 . 5 )  

Dowód. Niech X będzie zbiorem wszystkich warstw lewostronnych gru­
py G względem podgrupy Stab(a)� czyli X = {gStab(a) : g E G}. 
Określamy odwzorowanie 9: X --> Orb(a) przy pomocy wzoru : 

cp(gStab(a)) = g o a dla g E G. 

Dla dowolnych gl� g2 E G mamy, że glStab(a) = g2Stab(a) {:} gllg2 E 

Stab(a) {:} (gllg2) o a = a {:} gl o a = g2 o a, skąd wynika, że cp j est 
dobrze określone i 9 j est różnowartościowe . Ponieważ dodatkowo 9 j est 
'na ' , więc 9 j est bij ekcj ą ,  czyli IOrb(a)1 = lXI = (G : Stab(a)). D 

Z twierdzenia 1 . 6  i z twierdzenia Lagrange ' a  wynika od razu 

Wniosek 1. 7. Jeżeli grupa G jest skończona. to dla każdego a E A 
liczba elementów orbity Orb( a) jest dzielnikiem rzędu grupy G oraz 
IOrb(a)1 = 'St��ia)l" 

1.2 Działanie grup na zbiorach -

- przykłady i zast osowania 

Przykład 1.8. :-Ja mocy stwierdzenia 1 . 2  dla dowolnego niepustego 
zbioru A każda podgrupa G grupy symetrycznej S(A) działa w natu­
ralny sposób na zbiorze A za pomocą o danego wzorem: g o a = g (  a) 
dla g E G oraz a E A. \V szczególności każda podgrupa G grupy §n 
działa w naturalny sposób na zbiorze {l. 2 ,  . . .  , n}. 

Przykład 1.9. Dla dowolnego elementu a grupy (G, · ,  e ) podzbiór 
Zc(a) = {g E G :  ga = ag} nazywamy centralizatorem elementu a, 
zaś podzbiór Gc(a) = {gag-l : g E G} nazywamy klasą elementów 
sprzężonych z elementem a. 
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Działanie grup na zbiorach - przykłady i zastosowania 15 

Pokażemy, że grupa G działa na zbiorze G za pomocą automorfi­
zmów wewnętrznych. lVIianowicie dla g. a E G określamy: 

-l g o a=g · a · g . ( 1 . 6 )  

\Vtedy dla dowolnych g, h, a E G mamy, że  e o a = e . a . e-l = a oraz 
go (hoa) = go (h·a·h-l) = g·h·a·h-l.g-l = (g·h)·a· (g·h)-l = (g·h)oa. 
Zatem grupa G działa na zbiorze G za pomocą o. Zauważmy, że dla 
dowolnego a E G, Stab(a) = {g E G : gag-l = a} = {g E G : ga = 
ag} = Zc(a) oraz Orb(a) = {gag-l : g E G} = Gc(a). 

Zatem ze stwierdzenia 1 . 5  oraz z twierdzenia 1 . 6  mamy od razu 

Stwierdzenie 1. 10. Centralizator dowolnego elementu a grupy G 
jest jej podgrupą oraz moc klasy elementów sprzężonych z elementem 
a jest równa indeksowi centralizatora tego elementu w grupie G, czyli 
IGc(a)1 = (G : Zc(a)). 

Definicja 1. 1 1. Jeżeli rząd grupy skończonej G j est potęgą pewnej 
liczby pierwszej p o wykładniku naturalnym n, to mówimy, że G j est 
p-grupą· 

Twierdzenie 1. 1 2. Każda skończona p-grupa ma nietrywialne 
centrum. 

Dowód. �iech G będzie skończoną p-grupą. \Vtedy istnieje  liczba natu­
ralna n taka, że IGI = pn (p j est liczbą pierwszą! ) .  Załóżmy, że centrum 
Z( G) grupy G j est trywialne , tzn. Z( G) = {e}. Rozważmy działanie 
grupy G na siebie za pomocą automorfizmów wewnętrznych. Ze wzoru s 
orbit istniej ą a1, a2, . . .  , as E G takie , że G = UOrb(ai) oraz zbiory 

i=l 
Orb(ad, Orb(a2), "" Orb(as) są parami rozłączne . Z pierwszości p oraz 
z wniosku 1 . 7  istniej ą kll . . . .  ks E No takie , że IOrb(ai)1 = pk; dla 
i = 1 .  . . .  , s. Ponadto z wniosku 1 . 7  mamy, że dla a E G: IOrb(a)1 = 
1 {::} IStab(a)1 = IGI {::} Stab(a) = G {::} a E Z(G) {::} a = e. Za­
tem dokładnie j edna orbita ma moc 1 ,  a pozostałe orbity maj ą moc s 
podzielną przez p. Ale pn 2: pk;, \'nęc otrzymujemy sprzeczność . 

i=J 
Zatem Z( G) -I- {e}. D 
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1 6  Działanie grupy n a  zbiorze 

Lemat 1. 13. Jeżeli grupa G nie jest abelowa, to grupa GjZ(G) nie 
jest cykliczna. 

Dowód. Załóżmy, że istniej e  grupa nieabelowa G taka, że GjZ(G) j est 
grupą cykliczną· \Vtedy istnieje a E G takie , że GjZ(G) = (aZ(G)). 
\Veźmy dowolne x, y E G. Wtedy istniej ą liczby całkowite k i l takie , 
że xZ(G) = (aZ(G))k = akZ(G) oraz yZ(G) = (aZ(G))1 = alZ(G). 
Zatem x = aku oraz y = alv dla pewnych u, v E Z(G). Stąd yx = 

alvaku = alakvu = akaluv = (aku) (alv) = xy, czyli grupa G j est 
abelowa, wbrew założeniu. D 

Twierdzenie 1. 14. Jeżeli rząd grupy G jest kwadratem liczby 
pierwszej, to grupa G jest abelowa. 

Dowód. Z założenia istniej e liczba pierwsza p taka, że IGI = p
2

. Po­
nadto z twierdzenia 1 . 1 2 ,  IZ(G)I > 1 .  Zatem z twierdzenia Lagrange 'a 
i z pierwszości p, IZ(G) I = p lub IZ(G) I = p

2
. Jeśli IZ(G)I = p, to 

grupa G nie j est abelowa oraz IG jZ( G) I = p, więc z pierwszości p grupa 
GjZ(G) j est cykliczna. wbrew lematowi 1 . 1 3 .  Zatem IZ(G)I = p

2
, skąd 

Z(G) = G i grupa G j est abelowa. D 

Przykład 1. 1 5. Kiech H będzie podgrupą grupy G. \Vówczas dla 
każdego g E G, gHg-l = {ghg-l : h E H} j est podgrupą grupy G 
j ako obraz podgrupy H przy automorfizmie wewnętrznym x 1-+ gxg-l, 
x E G. �azywamy j ą  podgrupą sprzężoną z podgrupą H. 

N ormalizatorem podgrupy H grupy G nazywamy podzbiór : 

Nc(H) = {g E G: gHg-l = H}. ( 1 .  7) 

Oznaczmy przez A rodzinę wszystkich podgrup grupy G sprzężonych 
z podgrupą H. \Vtedy A = {gHg-1 : g E G}. Roz\vażmy działanie 
grupy G na zbiorze A za pomocą automorfizmóv.' wewnętrznych: 

g o A = gAg-l dla g E G, A E A. 

Jeśli A E A, to istniej e  a E G takie, ż e  A = aH a-l, więc dla g E G, 
goA = g(aHa-1)g-1 = (ga)H(ga)-l E A. Ponadto dla A E A oraz dla 
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Działanie grup na zbiorach - przykłady i zastosowania 17 

g, h E G mamy, że e o A = eAe-1 = A oraz g o (h o A) = g o (hAh-l) = 
ghAh-Ig-1 = (gh)A(gh)-1 = (gh) o A. Zatem o j est działaniem grupy 
G na zbiorze A. 

Dalej , H = eHe-1 E A oraz Stab(H) = {g E G : gHg-I = H} = 
Nc(H) oraz Orb(H) = A. Zatem ze stwierdzenia 1 . 5  mamy, że Nc(H) 
j est podgrupą grupy G. Ponadto dla h E H j est hHh-1 = {hxh-l : 
x E H} = H, więc H � Nc(H) . Zatem z określenia Nc(H) mamy, że 
H <J Nc(H) . 

Z tych rozważań oraz z twierdzenia 1 . 6 wynika od razu 

Twierdzenie 1. 1 6. Normalizator Nc(H) podgrupy H w grupie G 
jest podgrupą grupy G. Ponadto H <J Nc(H) oraz moc zbioru wszystkich 
podgrup grupy G sprzężonych z podgrupą H jest równa indeksowi jej 
normalizatora w grupie G. 

Przykład 1. 1 7. l'\iech A i B będą skończonymi podgrupami grupy 
G i niech 

AB = {ab : a E A. b E B}. 

'Wówczas AB j est podzbiorem G, ale nie musi być podgrupą grupy 
G. Grupa A x B działa na zbiorze AB za pomocą o zdefiniowanego 
następująco :  

(a, b) o (xy) = axyb-l dla a, x E A, b, y E B. 

Rzeczywiście, dla x E A. Y E B j est (e, e) o (xy) = exye-l = xy oraz 
dla al, a2, x E A ibl, b2, Y E B: [ (al, bd(a2, b2)] o (xy) = (ala2. blb2) o 

(xy) = aJa2xy(b1b2)-1 = ala2xyb"2Jbl1 = ad(a2' b2) o (xy)]b11 = 
(al, bd o [ (a2, b2) o (xy)]. Zauważmy, że e = ee E AB, Orb(e) = 
{ab-J : a E A,b E B} = AB oraz Stab(e) = {(a.b) E A x B : 
aeb-l = e} = {(a.b) E A x B :  a = b} = {(a,a): a E AnB}. Stąd 
IStab(e)1 = lA n BI i IOrb(e)1 = IABI· 

Z tych roz\VaŻall oraz z \vniosku 1 . 7  wynika od razu 

Twierdzenie 1. 1 8. Jeżeli A i B są skończonymi podgrupami grupy 
_ I A I I B: G. to IABI - :AnB I ' 
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1 8  Działanie grupy n a  zbiorze 

Lemat 1. 19  (Poincare ) . Niech H będzie podgrupą skończonego in­
deksu n w grupie G.  Wówczas istnieje podgrupa normalna N grupy G 
taka, że N <;;; H i grupa G/N zanurza się w grupę §n , a więc w szcze­
gólności rząd grupy G/N dzieli liczbę n!. 

Dowód. Kiech M = {gH : g E G} będzie zbiorem wszystkich warstw 
lewostronnych grupy G względem podgrupy H. Dla a, g E G określamy 
g o (aH) = (ga)H. Jeżeli a. b, g E G i aH = bH, to a-lb E H oraz 
(ga)-l(gb) = a-Jg-lgb = a-lb, więc (ga)H = (gb)H. Ponadto ,  e o 

(aH) = (ea)H = aH oraz dla x, y E G: x o (y o (aH)) = x o [ (ya)H] = 

[x(ya)]H = [(xy)a]H = (xy) o (aH). \Vobec tego grupa G działa na 
zbiorze M. 

\Veźmy dowolne a, g E G. Wówczas g E Stab( aH) � (ga)H = 

aH � a-lga E H � g E aHa-l, czyli Stab(aH) = aHa-l. Stąd 
i na mocy stwierdzenia 1 . 5 ,  N = n aH a-l j est dzielnikiem normal-

aEG 
nym grupy G i grupa G/N zanurza się w grupę S(M). Ale (G : H) = n, 
więc IM I = n i z algebry I, S(M) C==' §n ' Zatem grupa G/N zanurza się 
w grupę §n i w szczególności rząd grupy G/N dzieli liczbę n!. Ponadto 
N <;;; eH e-l = H, więc N <;;; H. D 
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Rozdz iał 2 

Twierdzenie Sylowa i jego 

zastosowania 

2.1 Sformułowanie i dowód twierdzenia 

Sylowa 

Lemat 2. 1. Dla dowolnych liczb naturalnych m i k oraz dla dowol­
nej liczby pierwszej p: 

Dowód, Z algebry I wiemy, że Zp(x) j est ciałem charakterystyki p 
i Zp[xl j est j ego podpierścieniem oraz ( 1  + X )pk 

= 1 + xPk, Stąd i ze 
( ) k k l k 

wzoru dwumianowego �ewtona l+x p m = [(l+x)P m = (l+xP )m = 

f (T�") Xpk i , więc współczynnik przy xpk w wielomianie f = ( 1  + X )pk m 
i=O l 
j est równy (';1) , 1 = m ' 1 .  Ale ze wzoru l\ewtona mamy też , że 

f = s= (pkm) xj , więc ten ,vspółczynnik j est równy (p;;,n) ,1 . Zatem 
j=O J 

w ciele Zp: (p;;,n) , 1 = m . 1 .  skąd (p;:) == Tri (mod p), D 

19  
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20 Twierdzenie Sylowa i j ego zastosowania 

Definicja  2.2. )Jiech p będzie liczbą pierwszą i niech G będzie 
grupą skończoną taką, że I G I  = pk m dla pewnych k, m E N, p f m, 
Każdą podgrupę H rzędu pk grupy G nazywamy p-podgrupą Sylowa 
grupy G, 

Twierdzenie 2.3 (Sy lowa) . Jeżeli liczba pierwsza p dzieli rząd 
grupy skończonej G, to.' 

(i) grupa G zawiera p-podgrupę Sylowa, 
(ii) liczba np, p-podgrup Sylowa grupy G przystaje do 1 modulo p 

i dzieli I G I , 
(iii) każda p-podgrupa grupy G jest zawarta w pewnej p-podgrupie 

Sylowa grupy G, 
(iv) każde dwie p-podgrupy Sylowa grupy G są sprzężone .  

Dowód. Z założenia mamy, że istniej ą k ,  m E N takie , że I G I  = pkm 
oraz p f m. Niech A będzie zbiorem wszystkich pk elementowych pod­
zbiorów zbioru G. Wówczas grupa G działa na zbiorze A za pomocą 
przesunięć lewostronnych : 

g o A = {g . a : a E A} dla g E G,  A E A. 

Rzeczywiście , dla dowolnych g, h E G, A E A, I g  o A l  = I {g . a : a E 
A} I = l A I  = pk , e o A = { e · a : a E A}  = A i ponadto g o (h o A) = 

go{h · a :  a E A} = {g · (h · a) : a E A} = { (g · h) · a :  a E A} = (g · h)oA.  
Zbiór A ma (p;J:') elementów i na mocy lematu 2 . 1  liczba ta nie j est 

podzielna przez p.  Ze wzoru orbit wynika zatem, że istniej e  X E A, 
którego orbita Orb(X) ma liczbę elementów s niepodzielną przez p.  
Z wniosku 1 .  7 mamy że pkm = s . I Stab(  X) I .  Ale p f s, więc stąd 
pk dzieli I Stab(X) I ,  czyli I Stab(X) 1 � pk . Ponadto dla a E X oraz 
g E Stab (X) mamy g ' a E X, więc Stab (X) a <;;: X, skąd IStab(X) 1 = 

IStab(X) a l  < lX I  = pk . Zatem IStab (X) 1 = pk oraz Stab (X)a = X dla 
a E X. vVobec tego na mocy stwierdzenia 1 . 5 ,  Stab(X) j est p-podgrupą 
Sylowa grupy G. Dla a E X mamy też , że a�l Stab (X)a = a�lX E 
Orb(X) . Ale a�l Stab(X)a j est obrazem p-podgrupy Sylowa grupy G 
przy automorfizmie wewnętrznym, więc też j est p-podgrupą Sylovva 
grupy G. \V ten sposób pokazaliśmy, że każda orbita o liczbie elemen­
tów niepodzielnej przez p, zavviera pewną p-podgrupę Sylowa grupy G. 
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Sformułowanie i dowód twierdzenia Sylowa 2 1  

Ponadto każda orbita Orb(Y) dla Y E A zawieraj ąca p-podgrupę Sy­
lowa H grupy G j est postaci Orb(H) = {aH : a E G}, czyli składa się 
ze wszystkich warstw lewostronnych względem H, czyli ma dokładnie 
m elementów, na mocy twierdzenia Lagrange 'a .  \Vobec tego liczba np, 
p-podgrup Sylowa grupy G j est równa liczbie orbit o liczbie elemen­
tów niepodzielnej przez p .  Ponadto orbity takie są m elementowe . Stąd 
liczba elementów zbioru A należących do orbit o liczbie elementów nie­
podzielnej przez p j est równa np' m. 'Wobec tego np' m lA I  (mod p) , 
czyli na mocy lematu 2 . 1 ,  np ' m = m (mod p) . Ale p ł m, więc np == 1 
(mod p) . Kończy to dowód ( i )  oraz pierwszej części (i i ) . 

�iech H będzie p-podgrupą grupy G. Wtedy istniej e liczba natu­
ralna l taka, że I H I  = pl . �iech F będzie dowolną p-podgrupą Sy­
lowa grupy G. Oznaczmy przez B zbiór warstw lewostronnych grupy G 
względem podgrupy F. Z twierdzenia Lagrange 'a  mamy, że I B l = m. 
Grupa H działa na zbiorze B za pomocą przesunięć lewostronnych: 
h o B = {h . b : b E B} dla h E H oraz B E B. Ponieważ IB l = m 
nie j est podzielne przez p, więc z pierwszości p oraz z twierdzenia 1 . 6 
liczba elementów dowolnej orbity j est potęgą p, więc ze wzoru orbit 
wynika, że istniej e orbita j ednoelementowa Orb(gF) = {gF} dla pew­
nego g E G. Stąd hgF = gF dla każdego h E H, czyli H g � gF. skąd 
H � gFg- 1 . Ponieważ gFg-1 j est p-podgrupą Sylowa grupy G j ako 
obraz p-podgrupy Sylowa F przy automorfizmie wewnętrznym, więc 
otrzymujemy stąd (iii) oraz ( iv) . Ponadto na mocy twierdzenia 1 . 1 6 
mamy. że np = (G : NG (H) ) ,  więc np j est dzielnikiem I G I .  Kończy to 
dowód drugiej części (i i ) oraz naszego twierdzenia. D 

Z dowodu twierdzenia Sylowa i z twierdzenia 1 . 1 6 wynika od razu 
następujące 

Stwierdzenie 2.4. Jeżeli H jest p-podgrupą Sylowa grupy G, to 
liczba np wszystkich p - podgr'up Sylowa tej grupy wynosi 

rLp = (G: NG (H) ) .  

W szczególno.ści H <l G wtedy i tylko wtedy. gdy np = 1 .  
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22 Twierdzenie Sylowa i j ego zastosowania 

2.2 Pewne zastosowania twierdzenia 

Sylowa 

Twierdzenie 2.5 (Cauchy 'ego) . Jeżeli liczba pierwsza p dzieli rząd 
grupy skończonej G, to w grupie G istnieje element rzędu p. 

Dowód. Z twierdzenia Sylowa taka grupa G posiada p-podgrupę Sy­
lowa H oraz I H I  = pk dla pewnego k E N, więc istniej e  h E H \ { e } .  
Z twierdzenia Lagrange ' a  o(h)  I pk i o(h)  =I- L bo h =I- e .  Zatem o(h)  = 

pl dla pewnego naturalnego l � k .  Ale wówczas O (hpl- l ) = p.  D 

Stwierdzenie 2.6. Niech p będzie liczbą pierwszą i niech k .  m 
będą liczbami naturalnymi takimi, że p ł m .  Jeżeli liczba m nie posiada 
dzielnika d >  1 takiego, że d - 1 (mod p) , to każda grupa G rzędu pkm 
posiada dzielnik normalny rzędu pk . 

Dowód. Z twierdzenia Sylowa taka grupa G posiada podgrupę H rzędu 
pk oraz liczba np , p-podgrup Sylowa grupy G dzieli liczbę pkm oraz 
np 1 (mod p) . Stąd np I m ,  więc na mocy założenia, np = L Zatem 
ze stwierdzenia 2 . 4 ,  H <l G. D 

Twierdzenie 2.7. Jeżeli p > q są liczbami pierwszymi, to każda 
grupa G rzędu pkq ,  gdzie k E N, posiada dzielnik normalny rzędu pk . 

Dowód. Ponieważ p > q i q > 1 j ako liczba pierwsza, więc p ł q - L 
Zatem ze stwierdzenia 2 . 6  grupa G posiada dzielnik normalny rzędu 
pk . D 

Twierdzenie 2.8. Jeżeli p > q są liczbami pierwszymi takimi, ze 
q nie dzieli p - l: to każda grupa G rzędu pq jest cykliczna. 

Dowód. Ze stwierdzenia 2 . 6  wynika, że w grupie G istniej ą dzielniki 
normalne H i K takie , że I H I  = p i I K I  = q. Zatem z twierdzenia 
Sylowa wynika, że H j est j edyną podgrupą rzędu p grupy G, zaś K 
j est j edyną podgrupą rzędu q grupy G. Załóżmy, że grupa G nie j est 
cykliczna. \Vtedy z pierwszości liczb p i q oraz z twierdzenia Lagrange ' a 
otrzymujemy, że każdy element a =I- e grupy G ma rząd równy p lub 
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Pewne zastosowania twierdzenia Sylowa 23 

q. Ale j eśli o(a) = p, to l (a ) 1 = p, skąd (a) = H i każdy element a E 

H \ { e} ma rząd p, więc w grupie G istnieje dokładnie p - l elementów 
rzędu p .  Analogicznie , w grupie G istniej e dokładnie q - l elementów 
rzędu q. Stąd I G I  = pq = 1 + (p - 1 )  + (q - 1 ) ,  więc (p - l ) (q - 1 ) = O 
i mamy sprzeczność . Zatem grupa G j est cykliczna. D 

Przykład 2 . 9 .  Niech p będzie liczbą pierwszą. Z algebry I wiemy, 
że zbiór wszystkich kwadratowych macierzy odwracalnych stopnia 2 
nad ciałem 'Łp tworzy grupę ze względu na mnożenie macierzy. Ozna­
czamy j ą  przez GL2 ('Łp ) .  Zilustruj emy twierdzenie Sylowa na przykła­
dzie tej grupy. 

Rozpoczynamy od obliczenia jej rzędu . Z algebry liniowej wiadomo , 
że macierz A E A12('Łp) j est odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy j ej 
wiersze są liniowo niezależne . Pierwszy wiersz macierzy A j est zatem 
dowolnym niezerowym wektorem przestrzeni 'Ł�, a więc można go wy­
brać na p2 - 1  sposobów. Gdy pierwszy wiersz [a , b] j est j uż wybrany, to 
drugi wiersz j est dowolnym wektorem ze zbioru 'Ł� \ {x · [a, b] : x E 'Łp} ,  
a więc można go wybrać na dokładnie p2 

- P sposobów. Zatem macierz 
A można wybrać na dokładnie (p2 - 1 )  (p2 - p) sposobów i wobec tego 
I GL2 ('Łp ) 1  = p (p2 - l ) (p - 1 ) .  

Z twierdzenia Sylowa wynika zatem, że w grupie GL2 ('Łp ) istnieje 
p-podgrupa Sylowa i ma ona dokładnie p elementów. Łatwo sprawdzić , 
ze :  

j est podgrupą grupy GL2 ('Łp) .  Ale I H I  = p, więc H j est p-podgrupą 
Sylowa grupy G = GL2 ('Łp ) .  

\Vyznaczymy teraz liczbę np wszystkich p-podgrup Sylowa grupy 
G. Ze stwierdzenia 2 . 4  mamy, że np = (G : Nc(H) ) .  \Vystarczy za-

tem wyznacz,vć Nc(H). l'\iech A = [� � l E G. \Vtedy det (A ) = [ d -b  l ad - be =f O oraz A -l = -d l b: . 
. .

' Ponadto A E Nc(H) {::} a - c -c a 
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24 Twierdzenie Sylowa i j ego zastosowania 

B(x) = A · [� � l · A- l E H dla każdego x E 7l..p . Ale B(x) 

[ 1 - a���e a���e l. więc skoro B(l) ,- H to c = O .  e2x 1 aex • c: , 
- ad-be + ad-be 

)Ja odwrót , j eśli c = O ,  to B(x) E H dla każdego x E 7l..p . Zatem: 

NG (H) = { [ � �l : a , b , d E 7l..p , a , d=lO } . 

St d I 7\T (H) I - ( 1 ) 2 (G ' 7\T (H) ) - IGI _ p(p2- I) (p- l ) -ą H G - P - P oraz . 1 V G - INc(H)1 
- p(p- I ) 2 -

= p + L czy li np = p + L 

Przykład 2 . 10 .  �iech p > 2 będzie liczbą pierwszą. Pokażemy, 
że dla każdej liczby naturalnej d > 1 dzielącej liczbę p - l istniej e 
nieabelowa grupa G rzędu pd. \V szczególności wyniknie stąd, że j eżeli 
liczba pierwsza q dzieli p - l , to istniej e nieabelowa grupa rzędu pq. 

Ponieważ 1 7l..; 1 = p - l i z algebry I grupa 7l..; j est cykliczna, więc 
istniej e w niej podgrupa K rzędu d. Ale d > L więc istniej e x E K 
takie , że x =I L Łatwo sprawdzić, że :  

G = { [� � l : k E K, a E 7l..p } 
j est podgrupą grupy GL2 (7l..p ) .  Ponadto I G I  = l 7l..p l . I K I  = pd. Niech 

A = [� � l oraz B = [� � l· \Vtedy A B E G oraz A · B =I B . A ,  

bo x =I L Zatem grupa G nie j est abelowa. 

Twierdzenie 2 . 1 1 .  Jeżeli p > q > r są liczbami pierwszymi. to 
każda grupa G rzędu pqr posiada dzielnik normalny rzędu p lub q .  

Dowód. Załóżmy, ż e  tak nie j est . \Vtedy ze stwierdzenia 2 . 4  mamy, że 
np > 1 i nq > L Ale z twierdzenia Sylowa np lpqr oraz np - 1 (mod p ) , 
więc np I qr , skąd np = q lub np = r lub np = qr . Ale p t q - l 
i p t r - L bo p > q > r ,  więc np = qr . \Vobec tego w grupie G istniej e 
dokładnie qr (p- 1 ) elementów rzędu p.  Rozumuj ąc podobnie uzyskamy , 
że nq ;;;: p .  Zatem w grupie G istniej e co najmniej p ( q - l ) element ów 
rzędu q. Stąd I G I;;;: qr (p - 1 ) + p (q - 1 ) + r > pqr + p (q - 1 ) - qr > pqr , 
bo p > q i q - l ;;;: r .  Ale I G I  = pqr , więc mamy sprzeczność .  D 
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Rozdz iał 3 

Grupy rozwiązalne 

3.1 Komutant grupy 

l\iech G będzie grupą. Komutatorem elementów a, b E G nazy­
warny element : 

Komutantem grupy G nazywamy najmniej szą (w sensie inkluzj i )  
podgrupę G' grupy G zawieraj ącą wszystkie komutatory [a , b] . a ,  b E G. 

łat\vo sprawdzić , że dla dovvolnych elementów a ,  b . g , X l , . . .  , xn E G 
zachodzą następuj ące wzory : 

ab = ba {::} [a , b] = e ,  ( 3 . 1 )  

[a , br1 = [b . al , ( 3 . 2 )  

gra , b] g- l 
= [gag- l . gbg- 1 ] .  ( 3 . 3 )  

g (X1 . . . . . Xn )g- l 
= (gX 1g- 1 ) . . . . . (gxng-

1 ) .  ( 3 . 4 )  

Posługuj ąc się tymi wzorami bez  trudu można wykazać , że komutant 
G' grupy G jest zbiorem wszystkich skończonych iloczynów \vszystkich 
komutatorów ut v,;orzonych ze wszystkich elementów tej grup \'. G' <l G 
i grupa G/G' j est abelovva. Ponadto grupa G j est abelowa wtedy i tylko 
,vtedy, gdy G' = { e} .  

25 
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26 Grupy rozwiązalne 

Twierdzenie 3. 1. Niech H będzie podgrupą normalną grupy G.  
Wówczas : 

(i) H' <J G; 
(ii) grupa G I H jest abelowa {:} G' � H.  

Dowód. ( i ) . l\iech h E H' wtedy istniej ą al , . . .  , as , bl , . . .  , bs E H ta­
kie , że h = [a l , bl ] . . . . . [as , bs ] ' Stąd na mocy ( 3 . 4 )  i ( 3 . 3 )  dla dowol­
nego g E G, ghg- l 

= [gal g- l , gb lg- l ] . . . . . [gasg- l , gbsg- l ] E H' , bo 
gaig- l , gbig- l E H dla i = 1 ,  . . .  , s . Zatem H' <J G. 

( ii ) . Załóżmy, że grupa Gl H j est abelowa. Wtedy dla dowolnych 
a, b E G mamy, że (aH) (bH) = (bH) (aH) , skąd (ab)H = (ba)H, 
czyli ( ba) - l (ab) E H, skąd [a , b] E H. Zatem G' � H.  l\a odwrót , 
załóżmy, że G' � H. Wtedy dla dowolnych a ,  b E G j est [a , b] E H, 
czyli a- I b-I ab E H, skąd ( ba) - l (ab) E H. Zatem (ab)H = ( ba)H, czyli 
(aH) (bH) = ( bH) (aH) i grupa Gl H j est abelowa. D 

Przykład 3.2. Niech G będzie grupą z przykładu 2 . 1 0  i niech 
H będzie takie j ak w przykładzie 2 . 9 . Pokażemy, że G' = H. Niech [ a b l [1' s l . A = 

O 1 
oraz E = 

O 
1 , gdz Ie a ,  l' E K oraz b, s E 'Lp . Łatwo 

[ 1 s(a-l)+b(l-r) l 
sprawdzić , że wówczas [A, E] = 

O l' . Stąd [A , E] E H 

dla dowolnych A, E E G. Zatem G' � H. Podstawiaj ąc a = x (gdzie 
x =J- 1 ) ,  b = O, l' = X-l, S = x�l (gdzie oc j est dowolnym elementem 

ciała 'Lp ) ,  uzyskamy, że [A , E] = [� � l ,  skąd wynika, że H � G' . 

Zatem ostatecznie G' = H. 

Stwierdzenie 3.3. Jeżeli f :  G -+ H jest homomorfizmem grupy 
G na gr'upę H: to H' = f (  G' ) . 

Dowód. l\iech a .  b E G. �Wtedy 

f ( [a. bl) = f (a- I b- I ab) = f (a) -l f (b) - l f (a) f (b) = [J (a ) ,  f (b) ]  E H' . 

Stąd z definicj i komutanta grupy f ( G' ) � H' . 
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Określenie i charakteryzacj a grupy rozwiązalnej 27 

Weźmy dowolne h E H' . �Wtedy istniej ą hi , ki E H dla i = 1, . . .  , s  

takie , że h = [hl , kI ] . . . . . [hs , ks ] '  Ponadto f j est 'na ' ,  więc istniej ą 
ai , bi E C takie, że hi = f(ai ) oraz ki = f ( b; ) dla i = 1 ,  . . .  , s . Zatem 
h = [J (al ) ,  f ( bl ) ]  . . . . . [J (as ) ,  f ( bs ) ]  = f ( [aI 1 bI J) ·  . . . . f ( [as ' bs J) = 

f ( [al ' bl ] . . . . . [as , bs ] )  E f (C' ) , czyli H' � f (C' ) i ostatecznie H' = 

f (C' ) . D 

3.2 Określenie i charakteryzacj a  grupy 

rozwiązalnej 

Definicja 3 .4 .  Ciągiem komutantów grupy C nazywamy niero­
snący ciąg jej podgrup 

C(O) :2 C( 1 ) :2 C(2) :2 . . . l 

taki , że C(O) = C oraz C(k+l ) = [C(k) l '  dla k = 0 ,  1 ,  2 ,  . . . . 

Grupę C nazywamy rozwiązalną, j eśli c(n) = { e }  dla pewnego n .  
N ajmniej szą wartość n,  dla której c(n) = { e }  nazywamy stopniem 
rozwiązalności rozwiązalnej grupy C. 

Przykład 3 . 5 .  Grupy trywialne są j edynymi grupami rozwiązal­
nymi stopnia 0 ,  zaś nietrywialne grupy abelowe są j edynymi grupami 
rozwiązalnymi stopnia 1 .  

Przykład 3 . 6 .  Przy oznaczeniach z przykładu 3 . 2  mamy, że C( l ) = 

C' = H =J { e }  oraz H' = { e } ,  bo H � Z; (czyli H j est grupą abelową) . 
Zatem C(2) = { e }  oraz C( 1 ) =J { e } . czyli C j est grupą rozwiązalną 
stopnia 2 .  

Uwaga 3 . 7 . Z twierdzenia 3 . 1 przez prostą indukcj ę uzyskujemy, 
że dla d O\\'olnej grupy C, C(k) <l C dla każdego k = 0, 1 ,  2 ,  . . . . 

Uwaga 3 . 8 .  Z określenia komutanta grupy wynika od razu, że dla 
dowolnych podgrup A B grupy C takich . że A � B j est A' � B' . 
Przez prostą indukcj ę uz yskuj emy stąd. że A(k) � B(k) dla każdego 
k = 1. 2 . . . . . 
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28 Grupy rozwiązalne 

Uwaga 3.9. Niech f :  G -+ H będzie homomorfizmem grupy G na 
grupę H. \Ytedy ze stwierdzenia 3 . 3  mamy, że H' = f (G' ) . Jeżeli dla 
pewnego naturalnego k zachodzi H(k) = f (G(k) ) ,  to ze stwierdzenia 3 . 3. 
H(k+l ) = [H(k) ] ' = [f (G(k) ) ] '  = f ( [G(k) ] ' )  = f(G(k+ l) ) .  Zatem H(n) = 

f (  G(n) ) dla każdego naturalnego n.  

Z uwag 3 .8  i 3 . 9  od razu wynika następuj ą;ce 

Stwierdzenie 3. 10. Dowolna podgrupa i dowolny obraz homomor­
ficzny grupy rozwiązalnej są grupami rozwiązalnymi. 

Twierdzenie 3. 1 1. Niech H będzie dzielnikiem normalnym grupy 
G . Jeżeli grupy H i G I H są rozwiązalne, to grupa G też jest rozwiązal­
na. 

Dowód. Z założenia istniej ą; liczby naturalne m i n takie , że H(n) = { e }  
oraz (GIH)(m) = {H} . �iech f :  G -+ GIH będzie homomorfizmem 
naturalnym. tzn. f (x)  = xH dla x E G. Wtedy z uwagi 3 . 9  uzyskamy, 
że {H} = (Gl H)(m) = f (G(m) ) = [G(m) Hl! H, ską;d G(m) S;;; H. Zatem 
z uwagi 3 . 8 ,  (G(m) )(n) S;;; H(n) = { e } .  Ale z określenia G(s) wynika, że 
(G(m) ) (n) = G(m+n) , więc G(m+n) = { e } ,  czyli grupa G j est rozwiązalna. 

D 

Twierdzenie 3. 1 2. Grupa G jest rozwiązalna wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieją w niej podgrupy Gl = G, G2 , . . .  , Gn+l = {e} takie, że 
Gi+l <J Gi oraz grupa GdGi+l jest abelowa dla wszystkich i = L . . .  , n . 

Dowód. Jeżeli grupa G j est rozwią;zalna, to ciąg (Gi )  zdefinimvany wzo­
rem Gi = G(i� l ) dlaż = L . . . . n + 1 ,  spełnia warunki sformułowane 
w t,,'ierdzeniu, na mocy twierdzenia 3. L 

�a odwrót , załóżmy, że cią;g podgrup Gi dla ź = 1 , 2 ,  . . .  , n + 1 
spełnia te vvarunki . Pokażemy, że G(i) S;;; Gi+l dla i = O. L . . . . n . Dla 
i = O j est to oczywiste ,  bo G(O) = G = Gl ' Załóżmy, że dla pewnego 

ż < n j est G(i) S;;; Gi+l . Ponieważ grupa Gi.+-I /Gi+2 j est abelowa, więc 
z hvierdzenia 3 . 1 ,  G;+l S;;; Gi+2 . skąd G(i+ l ) = [G(il] ' S;;; G;+l S;;; Gi+2 . 
Zatem na mocy indukcj i G(n) S;;; Gn+l = { e } .  czyli G(n) = { e }  i grupa 
G j est rozwiązalna. D 
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3.3 P rzykłady grup rozwiązalnych 

Przykład 3. 13. Każda grupa G rzędu 12 j est rozwiązalna. Rzeczy­
wiście , na mocy twierdzenia Sylowa w takiej grupie istniej e  podgrupa 
H rzędu 4 i istniej e podgrupa K rzędu 3. Jeśli K <l G, to z twierdzenia 
Lagrange 'a  I GI K I  = I

I�I
I = 1; = 4 ,  więc na mocy twierdzenia 1 . 1 4 

gru pa G I K j est abelowa. Ale grupa K też j est abelowa, gdyż I K I  = 3 ,  
więc z twierdzenia 3 . 1 1 ,  grupa G j est rozwiązalna. 

Załóżmy dalej , że podgrupa K nie j est normalna w grupie G. \Vów­
czas z twierdzenia Sylowa liczba n3 wszystkich 3-podgrup Sylowa speł­
nia warunki : n3 == 1 (mod 3 )  oraz n3 I 12 i n3 > 1 na mocy stwier­
dzenia 2 . 4 .  Stąd n3 = 4. Zatem w grupie G j est dokładnie 4 . 2 = 8 
elementów rzędu 3 ,  a ponieważ I G I  = 1 2 ,  więc istnieje dokładnie j edna 
2-podgrupa Sylowa grupy G. Stąd ze stwierdzenia 2 . 4 ,  H <l G. Zatem 
z twierdzenia Lagrange 'a ,  I G  I H I  = I

I�I
I = 

li = 3 ,  skąd grupa G I H j est 
abelowa. Ponadto I H I  = 4 = 22 , więc z twierdzenia 1 . 14 grupa H też 
j est abelowa. Zatem z twierdzenia 3 . 1 1  grupa G j est rozwiązalna. 

Twierdzenie 3. 14. Każda skoń,czona p-grupa jest grupą rozwiązal­
ną· 

Dowód. Niech G będzie skończoną p-grupą. ·Wtedy istnieje  liczba natu­
ralna n taka, że I G I  = pn (i oczywiście p j est liczbą pierwszą) . Zastosu­
j emy indukcj ę względem n .  Dla n = 1 ,  I G I  = p,  więc z algebry I grupa G 
j est cykliczna, czyli j est abelowa, a więc grupa G j est rozwiązalna. Za­
łóżmy, że teza zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych k < n i niech 
G będzie grupą rzędu pn+l. Z twierdzenia 1 . 1 2  i z pierwszości p wynika, 
że IZ (G) I = pk 

dla pewnej liczby naturalnej k < n + 1 .  Jeżeli k = n+1 . 
to Z(G) = G i grupa G j est abeluwa, czyli j est rozwiązalna. Jeśli zaś 
k < n + 1 ,  to z twierdzenia Lagrange ' a I G I Z ( G) I = pn+ l-k, więc z za­
łożenia indukcyjnego grupa GIZ(G) j est rozwiązalna. Ale grupa Z(G) 
j est abelowa, więc z twierdzenia 3 . 1 1  grupa G j est rozwiązalna. D 

Z twierdzenil 3 . 1 1,3 . 1 4  i 2 . 7  wynika o d  razu następuj ące 

Twierdzenie 3. 15. Niech p > ą będą liczbami pierwszymi i niech 
Q E N. Wówczas każda grupa G rzędu pClą jest rozwiązalna. 
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Przykład 3. 1 6 .  Pokażemy, że dla n = 1 , 2 , 3 , 4  grupa permutacj i 
§n j est rozwiązalna.  Ponieważ 1 §1 1 = 1 i 1 §2 1 = 2 ,  więc grupy §I i §2 są 
abelowe , a więc są rozwiązalne . � astępnie ,  A3 <l §3 oraz (§3 : A3 ) = 2, 
więc §3/ A3 j est grupą abelową oraz I A3 1 = � = 3, czyli grupa A3 j est 
abelowa. Zatem z twierdzenia 3 . 1 1  grupa §3 j est rozwiązalna. \V końcu, 
(§4 : A4 ) = 2, więc 1 §4/A4 1 = 2, czyli grupa §4/A4 j est abelowa 
i I A4 1 = t = 1 2 ,  więc z przykładu 3 . 1 3  grupa A4 j est rozwiązalna. 
Zatem z twierdzenia 3 . 1 1  grupa §4 j est rozwiązalna. 

Twierdzenie 3. 1 7. Jeżeli p > q są liczbami pierwszymi, to dla 
dowolnego naturalnego et każda grupa G rzędu p12q2 jest rozwiązalna. 

Dowód. Z twierdzenia Sylowa mamy, że istniej e p-podgrupa Sylowa 
H grupy G. Jeśli liczba np , p-podgrup Sylowa grupy G j est równa 
1 ,  to ze stwierdzenia 2 . 4 ,  H <l G. \Vtedy I G/H I  = p;t = q2 , więc 
z twierdzenia 3 . 1 4  grupy H i G/H są rozwiązalne. Zatem z twierdzenia 
3 . 1 1  grupa G jest rozwiązalna. Jeżeli zaś np > 1 ,  to z twierdzenia 
Sylowa np I p12q2 oraz np = 1 (mod p) , skąd z pierwszości q i tego , że 
p > q j est np = q2 . Zatem p I q2 - 1 = (q - 1 ) (q + 1 ) , więc p I q + 1 .  
Ale q + 1 � p ,  więc q + 1 = p .  Stąd z pierwszości p i q wynika, 
że q = 2 i p = 3. Ale wtedy (G : H) = 22 = 4, więc z lematu 
Poincare istniej e  podgrupa normalna N grupy G taka, że N � H 
oraz grupa G/N zanurza się w grupę §4 . Zatem z przykładu 3 . 1 6  i ze 
stwierdzenia 3 . 10  grupa G/N j est rozwiązalna. Ponadto ze stwierdzenia 
3 . 1 0  i z twierdzenia 3 . 14  grupa N też j est rozwiązalna. Stąd na mocy 
twierdzenia 3 . 1 1  grupa G j est rozwiązalna. D 

Z twierdzeń 3 .14 , 3 . 1 5  i 3 . 1 7  wynika od razu następuj ący 

Wniosek 3. 18. Jeżeli p i q są liczbami pierwszymi oraz k, l = 1 ,  2. 
to każda grupa rzędu pkql jest rozwiązalna. 

Twierdzenie 3. 1 9. Dla dowolnych liczb pierwszych P: q, r każda 
grupa G rzędu pqr jest rozwiązalna.  

Dowód. � a mocy wniosku 3 . 1 8  wystarczy ograniczyć się do przypadku. 
gdy p >  q > r .  Ale v,'tedy z twierdzenia 2 . 1 1  grupa G posiada dzielnik 
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Przykłady grup rozwiązalnych 31 

normalny H rzędu p lub q .  Zatem I G/H I  = pqr 
= qr lub I G/H I  = 

p 
pqr 

= pr , więc z wniosku 3 . 1 8  grupa G/H j est rozwiązalna. Ponadto 
q grupa H j est abelowa, bo I H I  = p.  Zatem z twierdzenia 3 . 1 1  grupa G 

j est rozwiązalna.  D 

Twierdzenie 3.20. Dla dowolnej liczby naturalnej a każda grupa 
G rzędu 3 . 2<X jest rozwiązalna. 

Dowód. Z twierdzenia Sylowa wynika, że istniej e w G podgrupa H 
rzędu 2<X . Ponadto z lematu Poincare istniej e w G podgrupa normalna 
N s: H taka, że grupa G/N zanurza się w grupę §'3 , bo (G : H) = 

2;�3 = 3 .  Zatem z przykładu 3 . 1 6  i ze stwierdzenia 3 . 1 0  grupa G/N j est 
rozwiązalna. Ponadto z twierdzenia 3 . 1 4  i ze stwierdzenia 3 . 1 0  grupa N 
j est rozwiązalna, więc z twierdzenia 3 . 1 1  grupa G j est rozwiązalna. D 

Twierdzenie 3.2 1. Dla dowolnej liczby pierwszej p każda grupa G 
rzędu 8p jest rozwiązalna.  

Dowód. Dla p = 2 teza wynika z twierdzenia 3 . 14 ,  zaś dla p = 3 
teza wynika z twierdzenia 3 . 20 .  f\atomiast dla p =J- 2 , 3 , 7  teza wynika 
ze stwierdzenia 2 . 6  i z twierdzeń 3 . 14  i 3 . 1 1 .  �iech dalej p = 7. Jeśli 
np = 1 ,  t o  rozumuj ąc j ak wyżej uzyskamy, ż e  grupa G j est rozwiązalna. 
I\iech zatem np > 1 .  \Vtedy z twierdzenia Sylowa np = 8, więc w grupie 
G istniej e  dokładnie 8 (p - 1 ) elementów rzędu p.  Ponadto z twierdzenia 
Sylowa istniej e w G podgrupa K rzędu 8, więc ponieważ I G I  = 8p , to 
n2 = 1 i ze stwierdzenia 2 . 4 .  K <l G. Ale wtedy grupy K i G / K są 
rozwiązalne , więc z twierdzenia 3 . 1 1  grupa G też j est rozwiązalna. D 

Z twierdzeń 3 . 14 . 3 . 15 , 3 . 1 7 , 3 . 19 , 3 . 20 i 3 . 2 1  wynika w prosty sposób 
następuj ące 

Twierdzenie 3.22. Każda grupa rzędu mnzeJszego nzz 60 jest 
rozwiązalna. 

U dowodni one przez nas twierdzenia są szczególnymi przypadkami 
słynnego t\vierdzenia Burnside ' a :  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku – kontynuacja,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki  
na podstawie umowy BIBL/SP/0040/2023/01



32 Grupy rozwiązalne 

Twierdzenie 3 . 23 (Burnside ' a) . Jeżeli p i q są liczbami pierw­
szymi oraz o: i i3 są liczbami naturalnymi, to każda grupa rzędu pcxq3 

jest rozwiązalna. 

Dowód tego twierdzenia w pełnej ogólności wymaga skorzystania 
z teorii charakterów grup skończonych, albo sięgnięcia do bardzo za­
awansowanych technik tzw. lokalnej metody badania grup skończo­
nych. 

Twierdzenie 3 . 24 (Feita, Thompsona) . Każda grupa skończona 
nieparzystego rzędu jest rozwiązalna. 

Dowód tego twierdzenia jest bardzo trudny. Pierwszy oryginalny 
dowód opublikowany w 1963 roku zaj ął cały numer czasopisma Pacific 
Journal of Mathematics o obj ętości 257 stron! 
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Rozdz iał 4 

Grupy proste 

4.1 Grupy p ermutacj i  

Niech A będzie niepustym zbiorem oraz niech al , a2 , . . .  , ar (r ;? 2 )  
będą różnymi elementami zbioru A. \:Vówczas permutacj ę postaci : 

(4.1 ) 

nazywamy cyklem, a liczbę r-j ego długością. Cykl (4 . 1 )  zapisuj emy 
prościej j ako (al , a2 : " ' : ar ) ' Cykle długości 2 nazywamy transpozy­
cjami . 

Z algebry I wiemy, że każda permutacj a nietożsamościowa dowol­
nego niepustego skończonego zbioru A j est iloczynem skończonej liczby 
cykli roz łącznych , zaś każdy cykl długości r j est iloczynem r - 1 trans­
pozycj i .  Duże znaczenie w rachunkach na permutacj ach maj ą następu­
J ące wzory : 

zachodzące dla dowolnej permutacj i f zbioru A i dla dowolnych różnych 
elementów al . a2 ' . . . .  ar E A. 

33 
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Lemat 4. 1. Każdy z następujących zbiorów generuje grupę §n: 
(i) zbiór transpozycji ( 1 ,  j ) ,  gdzie j = 2 , 3 ,  . . .  , n , 
(ii) zbiór transpozycji (k ,  k + 1 ) ,  gdzie k = 1,2 ,  ... , n - l , 
(iii) zbiór złożony z transpozycji ( L  2 )  i cyklu ( 1 , 2 ,  . . .  , n) , 
(iv) zbiór złożony z transpozycji (al, a2) i cyklu (al, a2, ' . .  , an ) ,  gdzie 
al! a2, . . .  , an są parami różnymi elementami zbioru {l, 2, . . . , n} . 

Dowód. Z algebry I wiemy, że każda permutacj a z §n j est iloczynem 
skończonej liczby transpozycj i .  Jeżeli 1 < i < j � n , to  (i, j )  = 

( 1 ,  i) ( 1, j) (l, i) .  Zatem zbiór transpozycj i ( 1 ,  j ) ,  gdzie j = 2 , 3 ,  . . .  , n ge-
neruje grupę §n' Ponadto ,  j eśli i < j ,  i, j = 1 , 2 ,  . . . , n , to ( i, j)  = (i, i + 
1 )  ( i + 1 ,  i + 2 )  . . .  (j - 2. j - 1 )  (j - L j )  (j - 2 ,  j - 1 )  . . . Ci + 1 ,  i + 2 ) (i,i + 1 ) ,  
więc zbiór transpozycj i ( k ,  k + 1 ) ,  gdzie k = 1 , 2 ,  . . . , n - l gene­
ruj e  §n' \"iech eJ = ( 1,2 )  i T = ( 1 , 2 ,  . . .  , n) . Wtedy ze  wzoru ( 4 . 2 )  
TeJT- 1 = (T(l) , T(2 ) )  = ( 2 , 3 ) , T (2 ,  3 )T-l 

= (T(2 ) , T(3 ) ) = ( 3 , 4) , itd. w 
końcu T(n - 2 ,  n - 1 )T-1 = (T(n - 2 ) , T(n - 1 ) )  = (n - 1 ,  n ) . Zatem 
zbiór z łożony z transpozycj i ( 1 , 2 )  i cyklu (L 2, . . .  , n ) generuj e grupę 
§n' 

Niech al, a2, . . .  , an będą różnymi elementami zbioru { L  2 ,  . . .  , n} .  

Wtedy f = 
( 1 2 . . .  n ) 

E §n' Ponadto przekształcenie p 1---+ 
al a2 . . .  an 

f o p o f-l j est automorfizmem grupy §n . Zatem z (iii) oraz ze wzoru 
(4 . 2 )  elementy (al, a2) i (al, a2, .· . ,  an ) generuj ą grupę §n' D 

Wniosek 4.2. Jeżeli liczba pierwsza p jest dzielnikiem rzędu pod­
grupy G grupy §p i G zawiera pewną transpozycję, to G = §p. 

Dowód. Z twierdzenia Cauchy 'ego istniej e w G element p rzędu p. Je­
dynylni elementami rzędu p w grupie §p są cykle długości p. l'\iech 
więc p = (al, a2, . . . , ap ) . Bez zmniej szania ogólności można przyj ąć , 
że transpozycj a należąca do grupy G ma postać eJ = (al ,  ak) , gdzie 
1 < k � p. \Vtedy z pierwszości p element T = pk-l też ma rząd p; j est 
więc cyklem długości p. Ponieważ pk-l(al) = ak, więc T = (al, ak, . . .  ) . 
'Wobec tego teza wniosku \vynika z lematu 4 . 1 ( iv) . D 

Definicja 4.3. Niech grupa G działa na zbiorze A za pomocą o .  

Mówimy, że to działanie jest przechodnie (lub, że G jest przechodnią 
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Grupy permutacj i  35 

grupą przekształceń zbioru AJ, jeżeli dla dowolnych a ,  b E A istnieje 
g E G takie, że b = g o a .  

Przykład 4.4. Zauważmy, że grupa §n j est przechodnią grupą 
przekształceń zbioru {L 2, . . . , n} przy j ej naturalnym działaniu na tym 
zbiorze (tzn. g o a  = g (a) dla g E §n i a E { l ,  2 ,  . . . , n} ) , gdyż dla dowol­
nych różnych a, b E {L 2 ,  . . .  , n}  mamy, że  b = g (  a) dla transpozycj i  
g = ( a ,  b )  oraz a = e (a) , gdzie e = id{1,2, ... ,n} ' 

Lemat 4.5. Jeżeli G jest przechodnią grupą przekształceń zbioru A 
i H <J G, to każde dwie orbity zbioru A ze względu na działanie grupy 
H są równoliczne .  

Dowód. Kiech a ,  b będą ustalonymi elemantami zbioru A. Ponieważ G 
j est przechodnią grupą przekształceń zbioru A, więc istnieje g E G 
takie, że g o a = b .  Stąd g- l o b  = a .  

Jak wiemy, odwzorowanie 19 : A ----)- A określone wzorem 19(x) = gox 
dla :L' E A j est wzaj emnie j ednoznaczne. �Wykażemy, że przekształca 
ono orbitę Orb(a) = {h o a  : h E H} na orbitę Orb (b) = { h o  b : h E H} . 
Dla h E H mamy 19 (h o a) = g o (h o a) = (gh) o a = (gh) o (g- l o b) = 
(ghg- 1 ) o b E Orb(b) , bo ghg- 1 E H.  Zatem 19 (Orb(a) ) � Orb(b) . 
�a odwrót, dla h E H mamy h o b = h o (g o a) = g o [ (g- l hg)  o aj = 
19 ( (g- l hg ) oa)  E 19(Orb(a) ) ,  bo g- l hg E H. Zatem Orb(b) � 19 (Orb(a) ) 
i ostatecznie 19(Orb(a) ) = Orb(b) . D 

Wniosek 4.6. Jeżeli G jest przechodnią grupą przekształceń zbioru 
A,  liczba elementów zbioru A jest liczbą pierwszą i H <J G ,  to H jest 
przechodnią grupą przekształceń zbioru A lub h o a = a dla dowolnych 
h E H i a E A .  

Dowód. Z lematu 4 .5 wynika, że liczba r elementóvy dowolnej orbity 
zbioru A ze względu na działanie grupy H j est dzielnikiem liczby p 
elementów zbioru A. Ponieważ p j est liczbą pierwszą, więc r = p lub 
r = 1, 

Jeżeli r = p, to j est tylko j edna orbita , tzn. H j est przechodnią 
grupą przekształceń zbioru A. Jeżeli r = 1 ,  to h o a = a dla dowolnych 
h E H ia E A. D 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku – kontynuacja,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki  
na podstawie umowy BIBL/SP/0040/2023/01



36 Grupy proste 

Lemat 4 . 7 . Jeżeli n � 2 i G jest przechodnią i cykliczną podgrupą 
grupy §n : to generatorem G jest pewien cykl długości n .  

Dowód. f\"iech a będzie generatorem grupy G .  Niech k będzie najmniej ­
szą liczbą naturalną taką, że ak ( 1 )  = 1 .  Jeżeli dla pewnych naturalnych 
liczby i , j takich , że i < j < k byłoby ai ( l )  = aj ( l ) ,  t o  aj-i ( l )  = 1 
wbrew minimalności k .  Stąd elementy 1 ,  a ( l ) ,  . . . .  ak- l ( l )  są parami 
różne . Ponadto z przechodniości grupy G dla s E { l ,  2, . . .  , n} mamy 
s = g ( l )  dla pewnego g E G. Ale G = (a) , więc { l ,  2 ,  . . .  , n} = 

{ 1 .  a ( l ) ,  . . .  , ak- I ( 1 ) } ,  skąd k = n. Zatem a = ( 1 . a ( l ) ,  . . .  , an- l ( l ) ) .  
D 

Twierdzenie 4 . 8 .  Jeżeli p jest liczbą pierwszą, a G - podgrupą 
przechodnią i rozwiązalną grupy §p , to każdy element grupy G różny 
od e ma co najwyżej jeden punkt stały. 

Dowód. Ponieważ grupa G j est rozwiązalna,  więc istnieje  taki ciąg G = 

Go [> Gl [> . . .  [> Gr [> Gr+ l = { e } ,  że grupa Gż/Gi+l j est abelowa, dla 
i = 0 , 1 .  . . .  , r . Bez zmniej szania ogólności można założyć , że grupa Gr 
j est cykliczna i różna od { e } .  Można bowiem na końcu rozważanego 
ciągu zamiast Gr [> Gr+l = {e}  napisać Gr [> H [> Gr+l = { e } ,  gdzie 
H j est dowolną podgrupą cykliczną grupy Gr różną od { e } .  

Stosuj ąc wniosek 4 .6  kolejno do grup Go , Gl , . . .  , Gr stwierdzamy, że 
każda z nich j est przechodnią grupą permutacj i zbioru p-elementowego. 
:\"a mocy lematu 4 . 7  grupa Gr j est generowana przez cykl a długości 
p .  Stąd I Gr l  = p. 

Pokażemy, że każdy element 7 E G \ Gr ma rząd różny od p .  Jeśli 
7 E G\Gr ; to 7 E Gi\Gi+ 1  dla pewnego i � r - 1 . Jeżeli 0 (7 ) = p, 
to rząd warstwy 7Gi+1 w grupie Gż/Gi+l , który jest różny od 1 .  byłby 
równy p. \Vtedy p I (Gi : Gi+1 ) ,  a ponieważ Gr � Gi+l � Gi � §p , 
więc (Gż : Gż+d I (§p : Gr )  = 1 121 1 = � = (p - l ) ! .  Stąd wynika, 
że p I (p - l ) ! .  co jest niemożliwe . Uzyskana sprzeczność dowodzi, że 
każdy element rzędu p grupy G należy też do grupy Gr ' Element taki 
ma więc postać ak , gdzie k = 1 .  2 . . . .  , p  - 1 .  'Wynika stąd, że grupa 
Gr j est dzielnikiem normalnym grupy G, ponieważ żaden automorfizm 
wewnętrzny nie zmienia rzędu elementu. 
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Załóżmy, że pe,vien element T E G ma co najmniej dwa punkty 
stałe . Udowodnimy. że T = e .  :-Jiech punktami tymi będą 1 i 2 ,  czyli 
T(l) = L T (2 ) = 2 .  Ponieważ Gr = (a)  j est przechodnią grupą prze­
kształceń , więc istniej e  taka liczba naturalna s , że 1 < s < p i aS (l) = 

2 .  Permutacj a aS j est więc cyklem długości p .  Bez zmniej szania ogólno­
ści można przyj ąć , że aS = ( 1 , 2 ,  . . .  , p) .  \Vtedy element ]f = a-sTasT- 1 
spełnia ]f ( 1 ) = a-sTaST- 1 ( 1 )  = a-STaS (l) = a-ST(2 )  = a-S (2 ) = L 
Ponieważ aS E Gr i j ak wykazaliśmy, Gr <l G, więc TasT- 1 E Gr ' Stąd 
]f E Gr . Zatem element ]f j est cyklem długości p lub ]f = e. Z ]f ( 1 )  = 1 
wynika, że ]f nie j est cyklem długości p, a więc ]f = e .  Wobec tego 
TasT- 1 = aS . Stąd na mocy tego , że aS = ( 1 , 2 ,  . . .  , p) i wzoru (4 . 2 )  
mamy (T(l), T(2 ) , . . . , T (p) )  = ( 1, 2, . . .  , p) .  Ponieważ T(l) = 1, więc 
stąd wynika, że T (k )  = k dla k = 1, 2, . . .  , p . Zatem T = e .  D 

Przykład 4.9. Udowodnimy, że j eśli a ,  b . c są różnymi elementami 
zbioru A,  to zachodzi wzór : 

[ (a ,  c) ,  (a ,  b ,  c ) ]  = (a ,  b) o (a ,  c) = (a ,  c , b) . ( 4 .4 )  

Rzeczywiście ,  ze wzorów (4 . 2 ) i (4 . 3 ) mamy, że [ ( a , c) , (a , b , c ) ]  = 

(a , c) - l o (a . b , c) - l o (a , c) o (a , b , c) = [ (a , c) o (c . b , a ) o (a , c) - l ] o (a , b , c) = ( a b c ) (a ,  b ,  c) o (a ,  b, c) = 
c a b = (a ,  c , b) oraz (a ,  b) o (a . c) = (a ,  c , b) . 

Przykład 4. 10. Udowodnimy, że j eśli a ,  b, c , d są różnymi elemen­
tami zbioru A, to zachodzi ,vzór : 

[ ( b .  C , d) . (d. c , a ) ]  = (a . b) o (c, d) . (4 . 5 )  

Rzeczywiście ,  z e  wzoró,v (4 . 2 )  i (4 .3 ) mamy, że  [ ( b , c . d) . (d . c . a ) ]  = 

( b , d. ct 1 o (d, c . a) - l o ( b . d . c) o (d, c , a) = [ (c , d . b) o (a , c , d) o (c , d. b) - l ] o  ( a b c d ) (d , c , a) = (a ,  d, b) o (d . c .  a) = b a d c 
= (a ,  b) o (c . d) . 

Przykład 4. 1 1. Udovmdnimy, że j eśli a ,  b, c . d. e są różnymi ele­
mentami zbioru A. to zachodzi wzór : 

[ ( a . b. c) .  (c , d, e )] = (b .  c ,  c) . (4 .6 ) 
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Rzeczywiście , [ ( a ,  b , e) , (e ,  d , e ) ]  = (a ,  b ,  e) - l o (e ,  d, e ) - l o (a ,  b, e) o (c , d, e ) ( a b e d e ) 
= (e , b , a ) o (e , d, e) o (a , b , e) o (e , d, e ) = a e b d e = (b , e , e) .  

Przypomnijmy, że permutacj a f E §n będąca iloczynem parzystej 
liczby transpozycj i nazywa się permutacją parzystą. Zbiór wszyst­
kich permutacj i parzystych należących do §n tworzy podgrupę ,  którą 
oznaczamy przez An i nazywamy n-tą grupą alternującą. Z algebry 
I wiemy też , że dla n � 2 ,  (§n : An ) = 2 ,  więc An <l §n oraz l An i = � .  
Ponadto cykl j est permutacj ą parzystą wtedy i tylko wtedy, gdy j ego 
długość j est liczbą nieparzystą .  Zatem ze wzoru (4 . 5 )  otrzymujemy, że 
dla każdego naturalnego n � 4 grupa An nie jest abelowa. 

Twierdzenie 4. 1 2. Dla każdego naturalnego n � 2 : §� = An . 

Dowód. Ponieważ grupa §n/ An j est abelowa (bo ma rząd 2 ) , więc 
z twierdzenia 3 . L §� � An . Pozostaje zatem wykazać tylko inkluzję 
odwrotną. Dla n = 2 j est ona oczywista ,  bo A2 = {e } . Dla n = 3 
mamy, że A3 = { e , ( 1 ,  2 , 3 ) , ( 1 , 3 ,  2 ) } ,  więc z przykładu 4 .9 ,  A3 � §� . 
�iech teraz n � 4 .  \IVtedy każdy element z An j est iloczynem parzystej 
liczby transpozycj i .  Wystarczy zatem wykazać , że iloczyn dowolnych 
dwóch transpozycj i należy do §� . Jeśli te transpozycj e są rozłączne , 
to teza wynika z przykładu 4 . 1 0 .  \IV przeciwnym przypadku zaś teza 
wynika z przykładu 4 .9 .  D 

Twierdzenie 4. 1 3. Dla każdego naturalnego n � 5 :  A� = An . 

Dowód. \lVystarczy wykazać , że dla n � 5 iloczyn dowolnych dwóch 
transpozycj i  należy do A'rl ' Jeśli te transpozycj e są roz łączne , to teza 
wynika z przykładu 4. 10 .  \IV przeciwnym przypadku iloczyn tych dwóch 
transpozycj i j est postaci (a .  b) (a ,  e) dla pewnych różnych liczb a . b ,  e E 
{ L  2 . . . .  , n} .  Ale n � 5 ,  \vięc istniej ą różne liczby d, e E {L 2 ,  . . .  , n} \ 
{a , b , e} i wówczas (a . b) o (a , e) = [ (a . b) o (d, e) ] o [(d, e ) o (a , e) ] E A� , 
na mocy przykładu 4 . 10 .  D 

Z twierdzeń 4 . 1 2  i 4. 1 3  oraz z definicj i grupy rozwiązalnej uzysku­
j emy od razu następuj ące 
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Twierdzenie 4. 14. Dla każdego naturalnego n ? 5 grupy §n i An 
nie są rozwiązalne .  

Twierdzenie 4. 1 5. Jeżeli G jest podgrupą grupy §n ; gdzie n ? 5 
i do G należą pewne dwa cykle długości 3 mające dokładnie jeden ele­
ment wspólny, to grupa G nie jest rozwiązalna. 

Dowód. Przypuśćmy, że przy tych założeniach grupa G j est rozwią­
zalna. \Vtedy z twierdzeń 3 . 1 2  i 3 . 1 istniej ą w niej podgrupy G l = 
G , G2 , . . .  , Gk+ I  = { e }  takie , że Gi+ l <l Gi oraz G� <;: Gi+ l dla wszyst­
kich i = 1 ,  . . .  , k . 

Z założenia istniej ą różne liczby a ,  b , c .  d ,  e E { l ,  2 ,  . . .  , n} takie , 
że (a ,  b, c) , (c , d, e )  E G. \Vtedy z przykładu 4 . 1 1  mamy, że ( b ,  e ,  c) = 
[ (a ,  b, c) , (c ,  d, e ) ]  E Gl . 

Ponadto (c ,  b, a )  = (a ,  b ,  C) - l , ( e ,  d, c) = (c ,  d ,  e ) - l 
E G, więc z przy­

kładu 4 . 1 1 ,  (a , d , c) = [ ( b , a , c) , (c , e , d ) ]  = [ ( c , b , a ) , ( e , d , c ) ]  E Gl . Ale 
Gl = G� <;: G2 , więc ( b ,  e, c) , (c ,  a ,  d) = (a , d, c) E G2 . Zatem do G2 
należą dwa cykle długości 3 o dokładnie j ednym wspólnym elemen­
cie . Stąd przez prostą indukcj ę w podobny sposób uzyskamy, że dla 
każdego i = 1 , 2 ,  . . .  , k + 1 do podgrupy Gi należą dwa cykle długo­
ści 3 o dokładnie j ednym wspólnym elemencie . Ale I Gk+1 1 = 1 ,  więc 
otrzymujemy sprzeczność .  D 

Twierdzenie 4. 16. Jeżeli 2 -podgrupa Sylowa skończonej grupy G 
jest grupą cykliczną, to G posiada dzielnik normalny indeksu 2 .  

Dowód. l\iech L :  G ----+ S (  G )  będzie zanurzeniem grupy G w grupę 
permutacj i zbioru G. które każdemu elementowi g E G przypisuj e  le­
wostronne mnożenie 19. Z założenia I G I = 2km,  dla pewnych liczb 
naturalnych k i m, przy czym m j est nieparzyste oraz istniej e  element 
x E G rzędu 2k . Niech Xl = e ,  X2 , . . .  , Xm będą reprezentantami wszyst­
kich parami rozłącznych warstw prawostronnych grupy G względem 
podgrupy (x ) . \Vówczas G j est sumą parami rozłącznych podzbiorów 
2k-elementowych Xi = {Xi , XXi , . . .  , X2k - Ixd dla i = 1 ,  . . . .  m .  Stąd 
lx = CI o C2 o . . .  o Cm , gdzie Ci = (Xi .  XXi , . . .  , X2k - I Xi ) j est cyklem 
2k-elementowym dla i = 1 , . . .  , m . Ale m j est nieparzyste ,  więc permu­
tacj a lx j est nieparzysta. Oznaczmy przez A (  G) podgrupę wszystkich 
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permutacj i parzystych grupy L (G) . Wtedy L(G) = A (G) U lxA (G) , 
A(  G) n lx A ( G) = 0, więc A(  G) j est podgrupą indeksu 2 w grupie 
L(G) . Ponadto grupy L(G) i G są izomorficzne , więc grupa G posiada 
podgrupę H indeksu 2 . Z algebry I wiemy, że wtedy H <J G. D 

Z twierdzeń 3 . 24 i 4 . 1 6  oraz 3 . 1 1  wynika od razu, że każda grupa 
skończona rzędu 4k + 2 jest rozwiązalna. 

4.2 Grupy prost e 

Definicja  4 . 17 .  Powiemy, że grupa G j est grupą prostą, j eżeli 
G -# { e }  oraz j edynymi dzielnikami normalnymi grupy G są { e }  i G. 

Lemat 4 . 1 8 .  Jeżeli H jest podgrupą normalną grupy An oraz n ?: 5 
i do H należy iloczyn dwóch rozłącznych transpozycji, to H = An ' 

Dowód. Bez zmniej szania ogólności rozważań możemy zakładać , że 
(L 2) (3 ,  4) E H. �iech i ,  j ,  k ,  l będą różnymi elementami zbioru 
{ 1 , 2 ,  . . .  , n} .  Ponieważ zbiory X = { 1 , 2 ,  . . .  , n} \ { 1 , 2 , 3 , 4}  i Y = 

{L 2 ,  . . .  , n} \ { i ,  j ,  k ,  l }  maj ą tyle samo elementów, więc istnieje  bij ek-
cj a g : X --)- Y. Zatem: 

f - ( 1 2 3 4 5 . . .  n ) § 
- i j k l g (5 )  . . .  g (n) E n ' 

Zatem ze wzoru (4 . 2 )  mamy, że ( i , j ) (k ,  l) = f o (L 2 ) (3 ,  4 )  o f- l . Stąd 
dla h = ( i , j )  o f  mamy, że ( i , j ) (k , l )  = h o  ( 1 , 2 ) ( 3 , 4) o h- l . Ponadto 
f E An albo h E An , bo sgn(h)  = sgn ( (i , j ) )  . sgn(f )  = -sgn (f)  
i H <J An , więc ( i , j ) ( k ,  l )  E H. \IV ten sposób pokazaliśmy, że do H 
należy iloczyn dowolnych dwóch rozłącznych transpozycj i .  Kiech teraz 
i ,  j ,  k będą różnymi elementami zbioru { 1 , 2 ,  . . .  , n} .  Ponieważ n ?: 
5 ,  więc istniej ą różne elementy r, s E { L 2 ,  . . .  , n }  \ { i ,  j ,  k} i wtedy 
( i , j ) (i . k ) = [ ( i , j ) (r, s ) ] [ (r, s ) ( i ,  k)] E H. Zatem do H należy iloczyn 
dO\volnych dwóch transpozycj i .  Ale An składa się z permutacj i ,  które 
są iloczynami parzystej liczby transpozycj i ,  więc An � H i ostatecznie 
H = An' D 
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Twierdzenie 4. 19  (Galois) .  Dla każdego naturalnego n ;:;:;, 5 ,  An 
jest nieabelową grupą prostą. 

Dowód. Jak wiemy dla n ;:;:;, 5 grupa An j est nieabelowa. Załóżmy, że H 
j est dzielnikiem normalnym grupy An różnym od { e } .  V/tedy istnieje  
w H element f, który j est iloczynem parami rozłącznych cykli j ednej 
z następuj ących postaci : 

a) f j est cyklem długości co najmniej 4 lub iloczynem takiego cyklu 
przez inne cykle , 

b) f j est iloczynem cyklu długości 3 przez inne cykle , 
c )  f j est cyklem długości 3 ,  
d) f j est iloczynem parzystej liczby rozłącznych cykli długości 2 . 
\\1 każdym z tych przypadków dla dowolnego cyklu g długości 3 

mamy, że g E An , skąd f o g o f- l o g- l E H, bo H <l An ' 
\V przypadku a) f = (a ,  b .  c , d , . . .  ) (  . . . ) . . . . Zatem dla g = (a ,  b ,  c ) 

na mocy wzorów (4 . 2 ) i (4 . 3 ) : f o g o f- 1 = (f (a) , f (b) , f (c) )  = ( b . c , d) ,  
więc f o g o f- l o g- l = (b ,  c , d) o (a , b . c) - l = (b , c , d) o (c , b , a) = ( �  � � � ) = (a , d , b) . 

\\1 przypadku b)  f = (a ,  b ,  c) (d , e ,  . . .  ) . . . . Zatem dla g = (a ,  b, d) na 
mocy wzorów (4 . 2 ) i (4 . 3 )  uzyskamy, że fog of- 1 = (f (a) , f ( b) ,  f (d) ) = 

( b  ) . ,  f f- l - l ( ) ( ) ( a b c d e ) , c . e  , WIęC o g o  og = b , c, e  o d, b . a = d a e c b = 

(a ,  d . c, e ,  b) . 
\V przypadku c)  f = (a , b , c) . Zatem istniej e  d E { 1 . 2 ,  . . . .  n} \ 

{a ,  b ,  c} i dla g = (a ,  b ,  d) na mocy wzorów (4 . 2 ) i (4 . 3 )  uzyskamy, że 
f o g o f- l 

= (f (a) , f ( b) , f (d) )  = ( b .  c , d) , więc f o g o f- l o g- l 

(b , c , d) o (d. b . a ) = ( �  � � � )  = (a . b) o (c , d) .  

\V przypadku d )  f = (a .  b) o (c , d )  . . . . Zatem dla g = (a, b , c) na 
mocy wzorów (4 . 2 ) i (4 . 3 ) uzyskamy. że fog of- 1 = (f (a) , f ( b) ,  f (c) )  = 

( b . a . d) , więc f o g o f- 1 o g- l 
= ( b . a . d) o (c . b , a ) = ( �  � � � ) = 

(a , c) o (b , d) . 
J cżeli f j est typu a) , to pe"wien cykl długości 3 należy do H. więc z c )  

iloczyn dwóch rozłączn:ych transpoz:ycj i należy do H i z lematu 4 . 1 8 ,  
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H = An ' Jeżeli f j est typu b) , to z rezultatów uzyskanych w b) , a) , c )  
i z lematu 4 . 1 8  otrzymamy, że  H = An - W końcu ,  j eżeli f j est typu 
c) lub d) , to z rezultatów uzyskanych w c) i d) oraz z lematu 4 . 1 8  też 
otrzymamy, że H = An ' D 

Twierdzenie 4.20. Każda grupa G rzędu 120  nie jest prosta. 

Dowód. Załóżmy, że istniej e  grupa prosta G rzędu 1 20 . Z twierdze­
nia Sylowa istniej e w G podgrupa P rzędu 5 ,  gdyż 120  = 23 . 3 . 5 . 
Ponadto n5 I 23 . 3 . 5 i nó == 1 (mad 5) . Ponieważ n5 > 1 ,  więc otrzy­
muj emy stąd, że n5 = 6 . Stąd ze stwierdzenia 2 .4 ,  (G : Nc (P) ) = 6 . 
Z lematu Poincare istniej e zatem w G podgrupa normalna N zawarta 
w Nc (P) taka, że grupa G IN zanurza się w grupę §6 ' Ale G j est 
grupą prostą i N � Nc (P) -I- G, więc N = { e } .  Zatem grupa G 
zanurza się w grupę §6 ' Możemy zatem traktować G j ako podgrupę 
grupy §6 ' Z twierdzenia Galois A6 j est grupą prostą i ma rząd równy 
� = 360. Ale A6 n G <J G, więc z prostoty grupy G, A6 n G = { e }  
lub A6 n G = G. W pierwszym przypadku na  mocy twierdzenia 1 . 1 8 ,  
I GA6 1 = I G I ' IA6 1 = 120 · 360 > 2 · 360 = 1 §6 1 ,  co  prowadzi do  sprzecz­
ności . Natomiast w drugim przypadku G � A6 i (A6 : G) = ��� = 3 ,  
więc z lematu Poincare istnieje K <J A6 takie . że K � G -I- A6 oraz 
(A6 : K) I 3 ! ,  co też prowadzi do sprzeczności ,  gdyż A6 j est grupą 
prostą. D 

Z twierdzenia 4 . 1 6  wynika od razu następuj ące 

Twierdzenie 4. 2 1. Jeżeli 2 -podgrupa Bylowa skończonej grupy G 
jest grupą cykliczną i I G I  > 2 ,  to G nie jest grupą prostą· 

:\lożna udowodnić . że j eżeli G j est nieabelową grupą prostą rzędu 
niewiększego niż 1 000 ,  to I G I  = 60 , 1 68 , 360 . 504 , 660. 

Pełna klasyfikacj a skończonych grup prostych została zakończona 
na początku lat osiemdziesiątych XX wieku. 
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Rozdz iał 5 

Ilo czyn prosty grup 

5.1 Określenie i własności ilo czynu 

prostego grup 

Niech (Gi , ' i , ei ) dla i = 1 , 2 ,  . . . , n będą dowolnymi grupami .  
W zbiorze G = Gl X G2 X . . . x Gn określamy działanie · wzorem: 

Z powyższego wzoru wynika bezpośrenio , że dla każdego k E Z:  

(5 . 2 )  

Niech e = ( e l , e2 , . . .  , en ) .  Łatwo sprawdzić, ż e  wówczas (G , · , e ) j est 
grupą· Nazywamy ją iloczynem prostym grup Gl , G2 , . . .  , Gn 
i oznaczamy przez Gl x G2 X . , .  x Gn . Dla uproszczenia notacj i 
w dalszej części wykładu będziemy pisali e zamiast ei oraz · zamiast ' i , 
dla i = 1 ,  . . . , n .  Jeżeli Gl = . . .  = Gn = G, to zamiast Gl x . . .  x Gn 
będziemy pisali Gn . 

Niech dla i = 1 ,  . . .  , n , 7ri : Gl X . . .  x Gn ---+ Gi będzie przekształ­
ceniem danym wzorem 7ri (al , " " an ) = ai . Łatwo sprawdzić , że wów-
czas 7ri j est homomorfizmem grupy Gl x . . .  x Gn na grupę Gi oraz 
Ker(7ri ) = Gl X . . .  X Gi- l x {e }  x GHI X . . .  x Gn . Zatem Ker (7ri )  

43 
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j est dzielnikiem normalnym grupy Gl x . . .  x Gn i z twierdzenia o izo­
morfizmie (Gl x . . .  x Gn ) /Ker(7ri ) � Gi dla i = L . . .  , n .  

Ponadto przekształcenie fi : Gi -----+ Gl X . . .  x Gn dane wzorem 
fi (X) = (e . . . . .  e . x ,  e ,  . . .  , e )  dla x E Gi j est zanurzeniem grup oraz 

'--v--' '--v--' i- l n-i 
Gi = fi (Gż )  = {e }  x . . .  { e }  x Gi x {e}  x . . .  x { e } , więc Gi j est pod-

'-v-'"" , 
i- l n-l 

grupą grupy Gl X . . .  X Gn oraz Gi � Gi dla i = L . . .  , n .  Ponadto 
łatwo sprawdzić, że Gi <l Gl X . . .  X Gn dla i = L . . .  , n .  

Stwierdzenie 5 . 1 .  Dla dowolnych grup Gl , . . .  , Gn i d la dowolnej 
permutacji eJ E §n : 

Gl X . . .  X Gn c::o!. Go-(l) X . . .  X Go-(n) . 

Dowód. 'Wystarczy zauważyć , że przekształcenie 
f :  Gl X . . .  X Gn -----+ Go-(J ) X . . .  X Go-(n) dane wzorem f (al , ' . .  , an ) = 
(ao-(l ) , . . .  , ao-(n) ) j est izomorfizmem grup . O 

Stwierdzenie 5 . 2 .  Niech Al , . . .  , An , Bl , . . .  , Bn będą grupami ta­
kimi, że Ai � Bi dla i = L . . .  , n .  Wówczas: 

Dowód. l\iech fi : Aż -----+ Bi będzie izomorfizmem grup dla i = 1 ,  . . .  , n .  
Łatwo zauważyć , że wówczas f :  Al X . . .  X An -----+ Bl X . . .  X Bn dane 
wzorem f (al , " " an ) = (h (ad , · · · , fn (an ) )  j est izomorfizmem grup . 

O 

Stwierdzenie 5 . 3 .  Dla dowolnych grup Al , " " An ' BJ , • • •  , Bm : 
(Al X . . .  X An) X (Bl X . . .  X Bm) � Al X . . .  X An X Bl X . . .  X Bm ' 

Dowód. \Vystarczy zauważyć , że przekształcenie 
f :  (Al X . . .  X An) X (Bl X . . .  X BnJ -----+ Al X . . .  X An X Bl X . . .  X Bm 
dane \vzorem f ( ( a 1 , . . . . an ) .  (bl . . . . . bm) )  = (a 1 , . . .  , an ·  bl . . . . . bm ) j est 
izomorfizmem grup . O 
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Definicja 5.4. Powiemy, że grupa G j est torsyjna, j eżeli każdy 
j ej element ma skończony rząd ,  tzn. dla każdego g E G istniej e n E N 
takie , że gn = e .  

Definicja 5.5. Powiemy, ż e  grupa G j est beztorsyjna,  j eżeli każdy 
element g i= e tej grupy ma nieskończony rząd. 

Przykład 5.6. Każda grupa skończona j est torsyjna.  Przykładem 
nieskończonej grupy torsyjnej j est zbiór C:xJ wszystkich liczb zespo­
lonych z takich , że zn = 1 dla pewnego naturalnego n ze zwykłym 
mnożeniem liczb zespolonych . Przykładem grupy beztorsyjnej j est Z+ . 

Twierdzenie 5.7. Jeżeli Al i A2 są grupami torsyjnymi. zaś Bl 
i B2 są grupami beztorsyjnymi, to :  

Dowód. l\"iech f :  Al X Bl ---+ A2 X B2 będzie izomorfizmem grup oraz 
niech a E Al ' \!Vtedy f (a ,  e) = (x ,  y) dla pewnych x E A2 i Y E B2 . 
Ale an = e dla pewnego n E N, więc (xn , yn ) = (x , y) n = [J (a ,  e ) ] n = 
f(an , en ) = f (e ,  e )  = ( e ,  e ) . Stąd xn = e i yn = e ,  więc y = e ,  bo grupa 
B2 j est beztorsyjna.  Zatem f (Al x { e } )  � A2 X { e } .  Ale f- l : A2 x 
B2 ---+ Al X Bl też j est izomorfizmem grup , więc zamieniaj ąc f na f-l 

w powyższym rozumowaniu uzyskamy, że f- l (A2 x { e } )  � Al x { e } . 
Zatem f (Al x { e } )  = A2 X { e } ,  czyli Al x { e }  � A2 X { e } ,  skąd Al � A2 . 

Łatwo zauważyć , że przekształcenie F :  Bl ---+ (A2 X B2 ) /A2 dane 
wzorem F(b) = f (e ,  b )A2 dla b E Bl j est homomorfizmem grup . Jeśli 
b E Ker(F) , to f ( e , b )A2 = A2 , skąd f ( e ,  b) E A2 = f (Al x { e} ) .  
Zatem istniej e a E Al takie , że f ( e ,  b) = f (a ,  e ) , czyli ( e ,  b )  = ( a ,  e ) , 
więc b = e i wobec tego F j est zanurzeniem grup . \Veźmy dowolne 
x E A2 X B2 . \Vtedy istniej ą a E Al oraz b E Bl takie , że x = f(a ,  b) , 
więc XA2 = f(a ,  b )A2 . Ale f (a ,  b) = f ( (a . e )  . (e ,  b) ) = f (a ,  e )  . f ( e ,  b) , 
więc [J ( e ,  b ) ] - l . f (a .  e ) · f ( e ,  b )  E A2 , bo  f (a ,  e )  E A2 oraz A2 <l A2 x B2 . 
Zatem XA2 = f ( e ,  b)A2 = F(b) , czyli F j est 'na ' .  Zatem ostatecznie F 
j est izomorfizmem grup, czyli Bl � (A2 x B2 ) /  A2 . Ponadto ,  j ak wiemy, 
(A2 x B2 ) /A2 � B2 , więc ostatecznie Bl � B2 . 

Implikacj a odwrotna wynika od razu ze stwierdzenia 5 . 2 .  D 
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Stwierdzenie 5.8. Dla dowolnych liczb naturalnych m z n :  

Dowód. Załóżmy, ż e  (z+ )n � (z+ )m . 'Wtedy istniej e izomorfizm grup 
f :  (z+ )n -+ (z+ )m . Z algebry liniowej wynika, że f można j ednoznacz­
nie rozszerzyć do przekształcenia liniowego F :  Qn 

-+ Qm . Ponadto 
wówczas F j est izomorfizmem liniowym, więc Qn � Qm , skąd z alge­
bry liniowej n = m. 

Implikacj a odwrotna j est oczywista. D 

Stwierdzenie 5.9. Niech Al , A2 , . . .  , An będą dowo lnymi nietry­
wialnymi grupami. Wówczas grupa A = Al X A2 X . . .  x An jest cy­
kliczna wtedy i tylko wtedy, gdy Al , A2 , . . .  , An są skończonymi grupami 
cyklicznymi o parami względnie pierwszych rzędach. 

Dowód. Załóżmy, że grupa A j est cykliczna. Ponieważ obraz homomor­
ficzny grupy cyklicznej j est grupą cykliczną, więc grupy Al , A2 , . . .  , An 
są cykliczne . Jeżeli dla pewnego i = 1 , 2 ,  . . .  , n  grupa Ai j est nieskoń­
czona, to A j est grupą cykliczną nieskończoną, czyli A � Z+ . Ale Al 
i A2 są dwiema nietrywialnymi podgrupami grupy A oraz Al n A2 = 

{ e } ,  więc mamy sprzeczność, bo przecięcie dowolnych dwóch nietry­
wialnych podgrup grupy Z+ j est podgrupą nietrywialną. Zatem 
Al , A2 , . . .  , An są skończonymi grupami cyklicznymi . Jeżeli ich rzędy 
nie są parami względnie pierwsze, to istniej e liczba naturalna d > 1 
taka, że d dzieli l A I  i d dzieli I Aj I dla pewnych różnych liczb i ,  j E 

{ L  2 , . . .  , n} .  Ale wtedy w grupie Ai istniej e podgrupa H rzędu d oraz 
w grupie Aj istniej e podgrupa K rzędu d. Zatem H i K są dwiema róż­
nymi podgrupami tego samego rzędu d w skończonej grupie cyklicznej 
A i otrzymujemy sprzeczność .  Stąd Al , A2 , . . .  , An są skończonymi gru­
pami cyklicznymi o parami względnie pierwszych rzędach . 

l\a odwrót , załóżmy, że Al , A2 , . . .  , An są skończonymi grupami 
cyklicznymi o parami względnie pierwszych rzędach kI , k2 , . . .  , kn od­
powiednio . l\iech ai będzie generatorem grupy Ai dla i = L 2 ,  . . .  , n 
i niech k = kJ • k2 . . . . . kn . vVtedy a7 = e dla i = L 2 ,  . . .  , n , więc 
(a l , a2 . . . .  , an ) k = (a� , a� ,  . . . . a� )  = e .  skąd s = o ( (al '  a2 , . .  · , an ) )  � 
k .  Ponadto e = (a l , a2 , . . . . an ) S = (af , a2 , . . .  , a� ) , więc ar = e ,  skąd 
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ki I s dla wszystkich i = 1 ,  2 ,  . . . , n . Ale licz by kI , k2 , . . .  , kn są pa­
rami względnie pierwsze , więc k I s . Zatem k < s . Ale także s < k ,  
więc s = k .  Stąd o ( (a l , a2 , . . .  , an ) )  = k = l A I , czyli grupa A j est 
cykliczna. D 

Stwierdzenie 5. 1 0. Niech n = prl . . . . . p�s , gdzie Pl , . . .  , Ps są 
różnymi liczbami pierwszymi oraz 01 , . . .  , Os E N. W ówczas Z� � 

Z+C'l X . . .  X Z+"s . Pl P. 

Dowód. Z naszych założeń oraz ze stwierdzenia 5.9 wynika, że grupa 
Z+C'l X . . .  X Z+"s j est cykliczna i ma rząd n. Zatem z algebry I ta grupa Pl Ps 
j est izomorficzna z grupą Z� . D 

5.2 Wewnętrzna suma prosta 

Lemat 5 . 1 1. Jeżeli A i B są podgrupami normalnymi grupy G 
takimi, że A n B = { e } ,  to ab = ba dla dowo lnych a E A oraz b E B .  

Dowód. Dla a E A oraz b E B mamy, że [a ,  b] = a- l ( b- l ab) E A, 
bo a- l E A oraz b- l ab E A, gdyż A <l G. Ponadto [a , b] = 

(a- l b- 1 a) b E B ,  gdyż a- l b- l a E B,  bo b- l E B i B <l G. Zatem 
[a , b] E A n B = { e } , skąd [a ,  b] = e, czyli ab = ba . D 

Lemat 5. 1 2. Niech A i B będą podgrupami normalnymi grupy G .  
Wówczas równoważne są warunki: 

(i) A n B = { e } ,  
(ii) Dla dowolnych a E A oraz b E B :  ab  = e � a = b = e .  

Dowód. ( i )  ::::} ( i i ) . \Veźmy a E A oraz b E B takie , że ab = e .  \Vtedy 
b = a- l E A oraz b E B, więc b E A n B, skąd b = e. Ale ab = e, więc 
a = e .  

( i )  {= ( i i ) . \Veźmy dowolne x E A n B.  \Vtedy x E A oraz X-l E B 
oraz :r . X- l 

= e .  więc :L' = e .  Zatem A n B = { e } .  D 

Prz.vpomnijmy, że jeżeli A j est podgrupą normalną grupy G oraz H 
j est podgrupą grupy G, to AH = {ah : a E A h E H} j est podgrupą 
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grupy G oraz AH = H A. Jeżeli A i B są podgrupami normalnymi 
grupy G, to AB też j est podgrupą normalną grupy G. 

Kiech Al , A2 ) . . .  będzie ciągiem podgrup normalnych grupy G. 
Wtedy określamy: 

AIA2 ' . .  An+l = (AIA2 . . .  An )An+l dla n = 1 , 2 ,  . . . .  

Przez prostą indukcj ę można wykazać , że wtedy AIA2 . . .  An j est pod­
grupą normalną w grupie G oraz 

AIA2 ' . .  An = {al a2 . . .  an : ai E Ai dla i = 1 ,  . . .  , n} , n = 2 . 3 . . . . .  

Lemat 5. 13. Jeżeli A i B są podgrupami normalnymi grupy G 
takimi, że A n B = { e } ,  to AB � A x B .  

Dowód. Z lelnatów 5 . 1 1  i 5 . 1 2  w prosty sposób wynika, ż e  przekształ­
cenie f :  A x B � AB dane wzorem f (a .  b) = ab dla a E A,  b E B j est 
izomorfizmem grup . D 

Definicja 5. 14. Powiemy, że grupa G j est wewnętrzną sumą 
prostą swoich podgrup normalnych Hl . . . .  , Hn , j eżeli G = Hl . . .  Hn 
oraz dla dowolnych h l E Hl , " " hn E Hn z tego, że hl . . .  hn = e 
wynika, że hl = . . .  = hn = e .  Piszemy wtedy 

Z lematu 5 . 1 2  mamy od razu następuj ące 

Stwierdzenie 5. 1 5. Grupa G jest wewnętrzną sumą prostą swoich 
podgrup normalnych Hl i H2 wtedy i tylko wtedy, gdy G = HIH2 oraz 
Hl n H2 = { e } . 

Stwierdzenie 5. 16. Jeżeli grupa G jest wewnętrzną sumą prostą 
swoich podgrup normalnych Hl ! ' " , Hn l to G � Hl X . . .  x Hn ' 

Dowód. Indukcj a względem n � 2 .  Dla n = 2 teza wynika od razu 
z lematu 5 . 1 3 .  Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnego n � 2 i niech 
G = Hl a . . .  EB Hn Hn+l ' vVtedy Hl . . .  Hn = Hl EB . . .  Hn, więc 
z założenia indukcyjnego Hl ' . .  Hn � Hl X . . . x Hn . Ponadto G = 

(Hl . . .  Hn ) a Hn+l o więc z lematu 5 . 1 3 ,  G � (Hl . . .  Hn ) x Hn+l . Zatem 
ze stwierdzeń 5 . 2  i 5 .3  marny, że G � Hl X . . . x Hn x Hn+l ' D 
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Stwierdzenie 5. 1 7. Niech G, Gl , ' " , Gn będą grupami takimi, że 
G � Gl X G2 X . . .  x Gn . Wtedy w grupie G istnieją podgrupy normalne 
Hi � Gi dla i = 1 ,  . . . •  n takie, że G = Hl EB H2 EB . . . Hn ' 

Dowód. Niech f :  Gl X G2 X . . .  X Gn -----+ G będzie izomorfizmem grup . 
Ponieważ Gi <l Gl X . . .  X Gn , więc Hi = f (  Gi ) j est podgrupą normalną 
grupy G dla każdego i = 1 ,  . . .  , n . Z określenia podgrup Gi wynika, że 
Gl X . . .  X Gn = Gl . . .  EB Gn . Stąd w prosty sposób uzyskuj emy, że 
G = Hl EB . . .  EB Hn ' D 

Stwierdzenie 5. 1 8. Jeżeli Hl , . . .  , Hn (n ;? 2) są skończonymi 
podgrupami normalnymi grupy G o parami względnie pierwszych rzę­
dach, to HI H2 . . .  Hn = Hl EB H2 8) . . . EB Hn oraz HIH2 . . .  Hn � Hl X 
H2 X . . .  X Hn ' 

Dowód. Stosuj emy indukcj ę względem n.  Dla n = 2 mamy, że Hl n H2 
j est podgrupą grup Hl i H2 , więc z twierdzenia Lagrange ' a  I HI n H2 1  
j est dzielnikiem I HI I i I H2 1 .  Ale ( I HI I ,  I H2 1 )  = L więc Hl n H2 = { e } ,  
więc HI H2 = Hl EB H2 � Hl X H2 n a  mocy lematu 5 . 1 3  i stwierdzenia 
5 . 15 .  

Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n ;? 2 i niech 
Hl , . . .  , Hn , Hn+l będą skończonymi podgrupami normalnymi grupy G 
o parami względnie pierwszych rzędach . ·Wtedy z założenia indukcyj­
nego Hl ' " Hn = Hl EB . . .  8) Hn � Hl X . . .  X Hn · Zatem I HI ' " Hn l = 

I HI I ' " " I Hn l oraz Hl ' " Hn j est podgrupą normalną grupy G. Ponadto 
( I Hn+ l I , l Hi l ) = 1 dla i = 1 ,  . . . .  n ,  więc ( I Hn+l 1 , 1  Hl I . . . .  I Hn l ) = L 
Zatem z pierwszej części dowodu (Hl . . .  Hn ) n Hn+l = { e } .  Niech 
hi E Hi dla i = 1 ,  . . .  , n + 1 będą takie , że hl h2 . . .  hnhn+ l = e . 
vVtedy hl ' " hn = h;;�l E Hn+l oraz hl . . .  hn E Hl ' " Hn . skąd 
hl . . .  hn = e .  Zatem z założenia indukcyjnego hl = . . .  = hn = e ,  
skąd hn+ l = e .  vVynka stąd, że Hl . . .  HnHn+ 1  = Hl . . .  E9 Hn EB Hn+l .  
Ale Hl " . Hn+l � Hl X . . .  X Hn+l na mocy stwierdzenia 5 . 1 6 .  więc 
teza zachodzi dla liczby n + L D 

Z twierdzenia Sylowa, stwierdzeń 2.4 
następuj ące 

5 . 1 8  wynika od razu 
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Twierdzenie 5. 1 9. Jeżeli d la każdej liczby pierwszej p dzie lącej 
rząd grupy skończonej G istnieje w grupie G dokładnie jedna p-pod­
grupa Bylowa Hp, to grupa G jest izomorficzna z iloczynem prostym 
wszystkich swoich p-podgrup Bylowa. 

Ponieważ każda podgrupa grupy abelowej j est j ej dzielnikiem nor­
malnym, więc z twierdzenia Sylowa oraz z twierdzenia 5 . 19 wynika od 
razu następuj ący 

Wniosek 5.20. Każda skończona nietrywialna grupa abelowa jest 
sumą prostą wszystkich swoich p-podgrup Bylowa. 

Stwierdzenie 5. 2 1. Niech Pl , . . . , Pr będą różnymi liczbami pierw­
szymi oraz niech Gi będzie skończoną Pi -grupą dla i = 1 ,  . . .  , r .  
Wówczas Gi jest jedyną Pi -podgrupą Bylowa grupy Gl x . . .  x Gr oraz 
Gl ,  . . .  , Gr Są wszystkimi p-podgrupami Bylowa grupy G l x . . .  x Gr . 

Dowód. Z założenia wynika, że I Gi l = p7i ,  ki E N,  i = 1 ,  . . .  , r . Stąd 
I GI x . . .  x Gr l = I GI I · . . .  ' I Gr l  = p�l . . . . . p�r . Ale Gi rv Gi , więc Gi 
j est Pi-podgrupą Sylowa grupy Gl x . . .  x Gr dla i = 1 ,  . . .  , r . Ponadto 
Gi <l Gl X . . .  x Gr , więc na mocy stwierdzenia 2 . 4 ,  Gi j est j edyną 
pi-podgrupą Sylowa grupy Gl x . . .  x Gr dla i = 1 ,  . . .  , r . D 

Stwierdzenie 5.22. Niech Pl < . . .  < Pr i ql < . . .  < qs będą licz-
bami pierwszymi. Niech Gi będzie skończoną Pi -grupą dla i = 1 ,  . . .  , r  
i niech Hj będzie skończoną qj -grupą dla j = 1 ,  . . .  , s .  Wówczas 
Gl x . . .  x Gr � Hl X . . .  x Hs {:} (r = s, Pi = qi , Gi � Hi dla i = 

1 ,  . . .  , r ) . 

Dowód. Implikacj a {::: wynika od razu ze stwierdzenia 5 .2 .  
=? Niech f :  G l x . . .  x Gr ----+ Hl X . . .  x Hs będzie izomorfizmem 
grup . Wtedy I GI x . . .  x Gr l = I HI X . . . x Hs l , czyli I GI I · . . . . I Gr l = 

I HI I  . . . . . I Hs l · Ale I Gi l  = pf\ ai E N, i = 1 ,  . . .  , r oraz I Hj l = q1j ,  

(3j E N, j = 1 ,  . . .  , s , więc prl . . . . . p�r = q�l . . . . . q�s . Stąd z twierdzenia 
o j ednoznaczności rozkładu dla liczb naturalnych mamy, że r = s , 

Pi = qi oraz ai = (3i dla i = 1 ,  . . .  , r . Ponadto ze stwierdzenia 5 . 2 1 , Gi 
j est j edyną Pi-podgrupą Sylowa grupy Gl x . , .  x Gr , więc f (Gi ) j est 
j edyną Pi-podgrupą Sylowa grupy Hl x . . .  x Hr , czyli ze stwierdzenia 
5 . 2 1 , f (Gi ) = Hi , skąd Gi rv Hi , czyli Gi � Hi dla i = 1 ,  . . . , r. D 
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Rozdz iał 6 

St rukt ura skończenie 

generowanych grup 

abelowych 

6.1 Strukt ura skończonych grup 

ab elowych 

Lemat 6. 1. Niech p będzie liczbą pierwszą i niech (A +, e )  będzie 
grupą abelową rzędu pa , gdzie o: E N .  Niech a E A będzie e lementem 
maksymalnego rzędu w A. Jeżeli (a) =1= A, to istnieje c E A, c =1= e, 
takie, że (a) n (c) = {e} . 

Dowód. Z założenia wynika, że Aj (a) j est skończoną p-grupą abelową. 
Zatem z twierdzenia Cauchy 'ego istniej e b E A takie , że o (b + (a) ) = p, 
czyli b t/. (a) i pb E (a) . Zatem pb = ka dla pewnego k E Z. Jeśli p nie 
dzieli k, to (o (a ) , k )  = 1,  więc istniej ą x ,  y E Z takie , że o(a )x + ky = L 
więc a = o(a)xa + kya = y (ka) = y (pb) = pyb, czyli a E (b) . Zatem 
(a) � (b) , skąd o(a)  � o (b) , więc z maksymalności o(a )  j est o(a)  = o(b ) 
i (a) = (b ) . Zatem b E (a) , sprzeczność . 

Stąd p I k i  k = pl dla pewnego l E Z oraz pb = pla , czyli p ( b- la) = 

e .  l\iech c = b - la .  \Vtedy c t/. (a) , bo b t/. (a) . skąd c =1= e. Ponadto 
pc = e .  Ale (a) n (c) j est podgrupą grupy p-elementowej (c) i c t/. (a) , 

5 1  
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więc (a) n (cJ = {e} . D 

Lemat 6.2. Niech p będzie liczbą pierwszą i niech (A ,  +, e )  będzie 
grupą abelową rzędu pa dla pewnego Q E N. Jeżeli a E A jest elementem 
maksymalnego rzędu w A, to istnieje podgrupa B grupy A taka, że 
(a) EB B = A.  

Dowód. Zastosuj emy indukcj ę względem Q .  Dla Q = 1 mamy, że o(a )  = 

p, więc (a) = A i wystarczy wziąć B = {e} . Załóżmy więc dalej , że 
nasz lemat zachodzi dla p-grup rzędu mniej szego od pa . Jeśli (a) = A,  
to wystarczy wziąć B = {e} . l\iech dalej ( a )  =I- A. Niech B będzie 
maksymalną podgrupą w A taką, że (aJ nB = {e } .  z lematu 6 . 1  wynika, 
że I B l > 1 .  �iech 7r :  A --+ Aj B będzie epimorfizmem naturalnym. 
Niech o(a) = pr , gdzie r E N i r < Q .  Wtedy pr7r (a) = 7r (pra) = 

7r (e) = B oraz j eśli o(7r (a) ) = m, to m ·  (a + B) = B,  skąd m ·  a E B,  
więc m . a E (a) n B = {e } ,  czyli m ·  a = e .  Zatem o (a) I m, czyli 
pr I m. Ale o(7r(a ) ) � pr , więc stąd o(7r(a ) ) = o(a )  = pr . Dla x E 

A mamy, że o(x + B) I o (x) , więc o(x + B)  � o(x)  � o(a) . Zatem 
a + B j est elementem maksymalnego rzędu w grupie Aj B. Ponadto 
I Aj B I  = i� ', < l A I ,  bo I B l > 1 .  Zatem z założenia indukcyjnego istniej e 
podgrupa H grupy A taka, że B � H oraz (a + BJ @ HjB = AjB. Stąd 
(a + BJ n HjB = {B} ,  czyli (aJ n H  � B,  więc (aJ n H  � (aJ n B  = {e } ,  
czyli ( a )  n H = {e} . Ale B � H. więc z maksymalności B musi być 
H = B i stąd Aj B = (a + BJ . Jeżeli x E A,  to istniej e  k E Z takie , 
że x + B = k . (a + B) , skąd x - ka E B,  więc x E ( a )  + B .  Zatem 
A = (a) B .  D 

Z lematu 6 . 2  i z wniosku 5 . 20 wynika w prosty sposób następujące 

Twierdzenie 6.3. Każda nietrywialna skończona grupa abelowa 
jest sumą prostą pewnych swoich p-podgrup cyklicznych. 

Z twierdzenia Lagrange 'a  i ze stwierdzenia 5.9 wynika, że j eśli A 
j est cykliczną p-grupą, to nie istniej ą nietrywialne grupy B, C takie , 
że A � B x C.  VV szczególności cykliczna p-grupa nie j est sumą prostą 
pewnych swoich właściwych podgrup . 
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�iech (A , +, e) będzie grupą abelową i niech n E N. Oznaczmy 
nA = {na : a E A} . \Vtedy e = n · e  E nA oraz dla dowolnych a ,  b E A, 
na - nb = n(a - b) E nA. Zatem nA j est podgrupą grupy A. 

Lemat 6.4. Niech A i B będą izomorficznymi grupami abelowymi. 
Wówczas dla dowolnej liczby naturalnej n :  nA � nB . 
Dowód. Niech f :  A ---+ B będzie izomorfizmem grup i niech n E N. 
'Wtedy dla a E A mamy, że f (na) = nf (a) E nB , skąd f (nA) c;;;: nB . 
�iech b E B.  \Vtedy istnieje  a E A takie, że b = f (a) , skąd nb = 
nf (a)  = f (na) , czyli nB c;;;: f (nA) i ostatecznie nB = f (nA) . Zatem 
nA � nB. D 

Stwierdzenie 6. 5. Niech p będzie liczbą pierwszą i niech Al , . . .  , 
An , Bl , . . .  , Bm będą nietrywialnymi p-grupami cyklicznymi oraz niech 
I Ai l  = pOći dla i = 1 ,  . . .  , n ,  gdzie 1 � al � . . .  � an oraz I Bj l = p(3j 
dla j = 1 ,  . . .  , m, gdzie 1 � 31 � . . .  � 3m , Jeżeli Al x . . .  x An � 
Bl X . . .  x Bm , to n = m oraz ai = Pi dla i = 1 ,  . . .  , n . 

Dowód. Zastosuj emy indukcj ę ze względu na a l  + . . .  + an . Jeśli a l  + 
. . .  + an = 1 ,  to l Al X . . . x An I = pOć! + . . .  +Oćn = p i p3! + . . .  +(3= 

I Bl x . . .  x Bm l = l Al X . . .  x An i = p, więc al + . . .  + an = 1 = 
.31 + . . .  + 3m ,  skąd n = m = 1 i a l  = ,31 = 1 .  

�iech k będzie taką liczbą naturalną,  ż e  teza zachodzi dla wszyst­
kich a l + . . .  + an < k. Załóżmy, że a l + . . .  + an = k. �iech A = 
Al X . . .  x An i B = BI X . . .  x Bm oraz A � B .  \Vtedy l A I  = I B l ,  
skąd a l  + . . .  + an = 31 + . . .  + 3m oraz z lematu 6 . 4  pA � pB , 
więc IpA I = IpB I .  Ponadto pAi j est grupą cykliczną rzędu pOć; - l dla 
i = 1 .  . . . , n , więc pAi = {e} {:=:::::?- ai = 1 i podobnie pBj j est grupą 
cykliczną rzędu p3j - 1 dla j = 1 ,  . . . . m. Dalej , pA = pAl x . . .  x pAn 
oraz pB = pBI x . . .  x pBm . Ponadto IpA = p(Oć I - l )+ . . . + (Oćn - 1 ) = 
pOćI + . . . +Oćn -n oraz analogicznie IpB I = p31 -m . Ale IpA I = IpB I ,  
więc a l  + . . .  + an - n = 31 + . . .  + 3m - m, skąd n = m. 

Jeżeli IpA I = 1 .  t o  IpB I = 1 i (a l  - 1 )  + . . .  + (an - 1 )  = O oraz 
(31 - 1 ) + . . . + (3m - 1 ) = O, czyli aż = = 1 dla i = 1 . . . . .  n.  Załóżmy 
dalej , że IpA I > 1 .  \Vtedy aż - 1  > O dla pewnego najmniej szego i oraz 
istniej e najmniej sze j takie , że 3j - 1 > O. Zatem al = . . .  = a i - 1  = 1 .  
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.ol = . . .  = .oj- l = 1 oraz pA � pA; x . . . x pAn , pE � pEj x . . . X pEm , 
więc Z założeia indukcyjnego n- (i - 1 ) = m- (j - 1 ) oraz ak - 1  = i6k - 1  
dla k = i, . . .  , n. Ponadto n = m, więc i = j .  Zatem ak = 6k dla 
wszystkich k = 1 ,  . . .  , i , . . .  , n. D 

Z twierdzenia 6 . 3 oraz ze stwierdzeń 5. 1 , 5 . 2  i 6 .5 wynika od razu 
następuj ące twierdzenie klasyfikacyjne dla skończonych p-grup 
abelowych. 

Twierdzenie 6.6. Niech p będzie liczbą pierwszą i niech k E N .  
Oznaczmy przez �k zbiór wszystkich ciągów a = (al , . . .  , an ) liczb na­
turalnych al < . . .  < an takich, że al + . . .  + an = k. Wówczas wszyst­
kimi z dokładnością do izomorfizmu grupami abelowymi rzędu pk są 
grupy Ap,CT = Z;" l X . . . X Z;e>n dla a E �k .  

Z twierdzeń 6 . 3 i 6 . 6 oraz ze stwierdzeń 5 . 1 ,  5 . 2 ,  5 . 16 ,  5 . 17 ,  5 . 22 
i 6 .5 wynika od razu następujące twierdzenie klasyfikacyjne dla 
skończonych grup abelowych. 

Twierdzenie 6.7. Niech n = prl . . . . . p�s , gdzie Pl < . . .  < Ps 
są liczbami pierwszymi oraz al , . . .  , as E N . Wówczas wszystkimi z do­
kładnością do izomorfizmu grupami abelowymi rzędu n są grupy An 
postaci An = Apl ,CTl X . . .  X Aps ,CTs , gdzie ai E �ai dla i = 1, . . .  , s . 

6.2 Strukt ura skończenie generowanych 

ab elowych grup b eztorsyj nych 

Definicja 6.8. Powiemy, że grupa abelowa (A, +, e )  j est skoń­
czenie generowana, j eżeli istniej ą al , . . .  , an E A takie , że A = 

(a l " " ,  an ) , tzn. A = { kl ' al + . . .  + kn · an : kI , " " kn E Z} . 

Definicja 6.9. �iech (A ,  + ,  e )  będzie grupą abelową beztorsyjną· 
Powiemy, że elementy al , ' "  , an E A są liniowo niezależne , j eżeli dla 
dowolnych kI , " " kn E Z z tego , że kl ' a l + . . .  + kn · an = e wynika, że 
kI = . . .  = kn = O. Powiemy, że podzbiór {al , . . .  , an } � A j est bazą 
grupy A, j eżeli A = (a l , . . .  , an ) oraz zbiór {al , " " an } j est liniowo 
niezależny. 
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Przykład 6. 10. Łatwo zauważyć, że dla dowolnej liczby naturalnej 
n bazą grupy (z+ )n j est zbiór {cI , . ' " cn } ,  gdzie CI = ( 1 ,  O ,  . . .  , O ) , c2 = 
( 0 , 1 ,  . . . , O ) , . . . , Cn = ( O ,  O ,  . . .  , 1 ) .  

Twierdzenie 6. 1 1. Każda skończenie generowana beztorsyjna gru­
pa abelowa posiada skończoną bazę . 

Dowód. Niech A będzie skończenie generowaną beztorsyjną grupą abe­
lową i niech n będzie minimalną liczbą generatorów grupy A. Jeśli 
n = 1 ,  to A = (a) dla pewnego a E A oraz o(a) = 00. Stąd {a} 
j est bazą A. Niech dalej n > 1 .  Wtedy grupa A posiada n genera­
torów, ale nie posiada n - l generatorów. Załóżmy, że A nie posiada 
skończonej bazy. Wówczas dla dowolnych al , . . . , an E A takich, że 
A = (a l , . . . , an ) istniej ą kI , . . .  , kn E Z nie wszystkie równe O i takie , 
że kI . al + . . .  + kn . an = (j .  Niech k będzie najmniej szą liczbą natu­
ralną taką, że istniej ą bl , . . . , bn E A takie , że A = ( bl , . . .  , bn ) oraz dla 
pewnych h ,  . . .  , ln E Z j est l I ' bl + . . .  + ln ' bn = (j oraz li = ±k dla pew-
nego i = 1 ,  . . .  , n . Jeżeli k I lj dla wszystkich j = 1 ,  . . .  , n , to lj = ktj , 
tj E Z dla j = 1 ,  . . .  , n  oraz ( ktdbl + . . .  + (ktn ) bn = (j ,  więc k (t l bl + 
. . . + tnbn ) = (j ,  skąd z beztorsyjności grupy A, t l bl + . . .  + tnbn = (j .  
Ale l i  = ±k,  więc t i  = ±1 ,  skąd bi E ( bl , . . .  , bi- l , bi+ l , . . .  , bn ) ,  więc 
A = ( bl , . . .  , bi- l , bi+ l , " " bn ) ,  czyli grupa A posiada n- l generatorów, 
wbrew założeniu. Zatem dla pewnego j = 1 ,  . . .  , n  mamy, że k nie dzieli 
lj . Oczywiście j -=1= i , gdyż li = ±k .  Bez zmniej szania ogólności rozumo­
wania możemy zakładać , że i = n oraz j = n - L Wtedy ln- l = qln + r 
dla pewnych q ,  r E Z,  O < r < k ,  więc (j = hbl + . . . + ln-2 bn-2 + 
(qln + r) bn- l + lnbn = h bl + . . .  + ln-2bn-2 + rbn- l + ln (bn + qbn-d oraz 
A = ( bl , . . .  , bn ) = ( bl , . . .  , bn- l , bn + qbn- l ) oraz r < k i r  E N, więc 
mamy sprzeczność z minimalnością k . D 

Lemat 6. 1 2. Jeżeli grupa abelowa beztorsyjna A posiada bazę n­
elementową, to A � (z+ ) n . 

Dowód. Niech {al , . . .  , an } będzie bazą grupy A. Łatwo zauważyć, że 
przekształcenie f :  (z+ )n -+ A dane wzorem 

f ( (kl , . . .  , kn ) )  = kI . al + . .  , + kn . an 

j est izomorfizmem grup. D 
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Z lematu 6 . 1 2 ,  przykładu 6 . 1 0 ,  twierdzenia 6 . 1 1  i ze stwierdzenia 5 .8  
wynika od  razu następuj ące twierdzenie klasyfikacyjne dla skoń­
czenie generowanych grup abelowych beztorsyjnych. 

Twierdzenie 6. 13. Wszystkimi z dokładnością do izomorfizmu 
skończenie generowanymi grupami abelowymi beztorsyjnymi są grupy 
postaci (z+ )n dla n = 1 , 2 ,  . . . . 

6.3 Strukt ura skończenie generowanych 

grup ab elowych 

Lemat 6. 14. Niech B będzie podgrupą grupy abelowej A. Jeżeli 
grupa B jest generowana przez n-e lementów, zaś grupa Aj B jest gene­
rowana przez m-e lementów, to grupa A jest generowana przez (n + m) ­
elementów. 

Dowód. Z założenia istniej ą bl , . . .  , bn E B i al , . . .  , am E A takie , 
że B = ( bl , . . .  , bn ; i Aj B = (a l + B,  . . .  , am + B; .  Pokażemy, że 
A = (bl , . . .  , bn , al , . . .  , am I o  Weźmy dowolne a E A. ·Wtedy istniej ą 
kI , . . .  , km E Z takie, że a + B = kl (al + B)  + . . .  + km (am + B) , skąd 
a - (kla l + . . .  + kmam) E B.  Zatem istniej ą h ,  . . . . ln E Z takie , że 
a - (kl al + . . .  + kmam ) = l l bl + . . .  + lnbn , czyli a = l l bl + . . .  + lnbn + 
kl al + . . .  + kmam , więc a E ( bl , . . .  , bn , al , . . .  , am I o  Zatem grupa A j est 
generowana przez (n + m)-elementów. D 

Lemat 6. 1 5. Jeżeli grupa abelowa A jest generowana przez ele­
menty al , . . .  l an .. to dla dowolnej jej podgrupy B grupa Aj B jest ge­
nerowana przez elementy al + B, . . .  , an + B .  

Dowód. ·Weźmy dowolne G E A .  \Vtedy istniej ą kI , . . .  , kn E Z takie , 
że a = kl Gl + . . .  + knGn , więc G + B = ( kIG I  + . . .  + knan) + B 
kI (G l + B) + . . .  + kn (Gn + B) . skąd Aj B = (G l + B,  . . . , Gn + B) . D 

Stwierdzenie 6. 1 6. Jeżeli grupa abelowa A jest generowana przez 
n elementów, to każda jej podgrupa też jest generowana przez n elemen­
tów. 
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Dowód. Zastosujemy indukcję względem n .  Dla n = 1 teza wynika 
stąd, że każda podgrupa grupy cyklicznej j est grupą cykliczną. Za­
łóżmy, że teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech A będzie 
grupą abelową o generatorach al , . . .  , an , an+ l ' Niech B będzie dowolną 
podgrupą grupy A. Wtedy Al (an+l ! = (al + (an+1 ! " . .  , an + (an+ 1 ! ! ' 
więc z lematu 6 . 1 5  i założenia indukcyjnego grupa (B + (an+ l ! ) / (an+ l ! 
j est generowana przez n-elementów. Ponadto z I I  twierdzenia o izomor­
fizmie (B+ (an+ l ! ) 1  (an+1 ! ('-.) B I (Bn (an+l ! ) ,  więc grupa B I (Bn (an+l ! )  
j est generowana przez n-elementów. Ponadto grupa B n (an+ l ! j est cy­
kliczna (j ako podgrupa grupy cyklicznej (an+ 1 ! ) ,  więc jest generowana 
przez j eden element . Stąd z lematu 6 . 1 4  grupa B j est generowana przez 
(n + 1 ) -elementów. D 

Częścią torsyjną grupy abelowej (A ,  + ,  e)  nazywamy podzbiór 

T(A) = {a E A : n ·  a = e dla pewnego n E N} . 

Lemat 6. 1 7. Jeżeli A jest grupą abelową, to T(A) jest podgrupą 
grupy A oraz grupa AIT(A) jest beztorsyjna. 

Dowód. Ponieważ 1 . e = e, więc e E T(A) . Ponadto dla a ,  b E T(A) 
istniej ą m, n E N takie , że n ·  a = e i m ·  b = e ,  skąd (mn) · (a - b) = e ,  
czyli a - b E T(A) . Zatem T(A) j est podgrupą grupy abelowej A.  
Niech a E A oraz n E N będą takie , ż e  n ·  (a + T(A) ) = T(A) . Wtedy 
n . a E T(A) , więc istniej e m E N takie , że m . (n . a) = e, skąd 
(mn) · a = e, czyli a E T(A) . Zatem a + T(A) = T(A) i grupa AlT (A) 
j est beztorsyjna. D 

Stwierdzenie 6. 18. Jeżeli A jest skończenie generowaną grupą 
abelową, to istnieje beztorsyjna podgrupa C grupy A taka, że A = 

T(A) EB C .  

Dowód. Jeżeli A = T(A) , t o  wystarczy wziąć C = {e} . Niech dalej 
A =I- T(A) .  Wtedy z lematów 6 . 1 5  i 6 . 1 7  wynika, że AIT(A) jest skoń­
czenie generowaną abelową grupą beztorsyjną,  więc na mocy twierdze­
nia 6 . 1 1  istniej ą al , . . .  , an E A takie , że bazą grupy AIT(A) j est zbiór 
{al + T(A) , . . .  , an + T(A) } .  
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Niech C = (a l , . . .  , an ) i a E T(A) n C. Wtedy istniej e m E N i ist­
niej ą kI , . . .  , kn E Z takie, że m . a = e oraz a = kla l + . . .  + knan , 
skąd (mkl ) al + . . .  + (mkn ) an = e .  Zatem (mkd . (al + T(A) ) + 
. . .  + (mkn ) . (an + T(A) )  = T(A) , skąd mki = O ,  czyli ki = O dla 
i = 1 ,  . . . .  n .  Zatem a = e .  Stąd T(A) n C = {e} , więc w szczególno­
ści grupa C j est beztorsyjna.  \;Yeźmy dowolne a E A.  Wtedy istniej ą 
lL . . .  , ln E Z takie , że a + T(A) = l l (a l + T(A) ) + . . .  + ln (an + T(A) ) ,  
skąd a - (hal + . . .  + lnan ) E T(A) . Zatem a E C + T(A) . Stąd 
A = T(A) + C i ostatecznie A = T(A) EB C.  D 

Lemat 6 . 1 9 .  Każda skończenie generowana torsyjna grupa abelowa 
A jest skończona. 

Dowód. l'\a mocy założenia istniej ą al , a2 , " " an E A takie , że A = 

(al , . . .  , an ) .  Ponadto istniej ą ti E N takie , że ti . aż = e .  Zatem I { k · ai : 
k E Z} I � t i dla i = 1 ,  . . .  , n ,  skąd 

Zatem grupa A j est skończona. D 

Ze stwierdzeń 6.16  i 6.18 ,  lematu 6.19 ,  twierdzeń 6.7 i 6.13 ,  twier­
dzenia 5.7 oraz stwierdzeń 5.1 ,  5.2 ,  5.3 ,  5.1 6  i 5.1 7  wynika w prosty 
sposób następuj ące twierdzenie klasyfikacyjne dla skończenie ge­
nerowanych grup abelowych. 

Twierdzenie 6 . 20 .  Wszystkimi z dokładnością do izomorfizmu 
skończenie generowanymi grupami abelowymi są grupy A postaci A = 

An x (Z+ ) k ,  gdzie An jest grupą z twierdzenia 6. 7 oraz k .  n E No . 

Ponadto mamy stąd też następuj ący 

Wniosek 6 . 2 1 .  Każda skończenie generowana grupa abelowa jest 
sumą prostą pewnych swoich podgrup cyklicznych. 

:\' astępne twierdzenie na algebrze L ale teraz podamy j ego inny 
dowód �wykorzystuj ący poznane twierdzenia klasyfikacyjne . 
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Twierdzenie 6.22. Każda skończona podgrupa grupy multiplika­
tywnej dowolnego ciała jest cykliczna .  

Dowód. Niech A będzie skończoną podgrupą grupy multiplikatywnej 
K* ciała K.  Jeśli A = { l } ,  to A = ( 1 ) , czyli grupa A j est cykliczna. Za-
łóżmy dalej , że I A I > 1 .  \V tedy istniej ą różne licz by pierwsze Pl , . . .  , P s 

oraz istniej ą liczby naturalne a l , . . .  , as takie , że l A I  = prl . . . . . p�s
. 

Z twierdzenia 6 . 7 wynika, że A � API ,O"I X . . .  X Aps ,O"s ' gdzie eJi E I:aż ' 
i = 1 ,  . . . , s .  Jeśli dla pewnego i grupa ApŻ 'O"' nie j est cykliczna, to w 
grupie A istnieje podgrupa B � Z� x Z� . Ale wtedy dla każdego b E B 
będziemy mieli ,  że bPi = 1 oraz I B I = P; ,  więc wielomian f = xPi - 1 
posiada w ciele K co najmniej P; > Pi pierwiastków. Otrzymaliśmy 
zatem sprzeczność . Stąd każda z grup Api ,aż j est cykliczna. Zatem ze 
stwierdzeń 5. 1 0  i 5 . 2  grupa A j est cykliczna. D 

Udowodnimy teraz twierdzenie odgrywaj ące wazną rolę w teorii 
Calois .  

Twierdzenie 6.23. Każda skończona grupa rozwiązalna C posiada 
ciąg podgrup C = Co � CI � . . .  � Cr+l  = { e }  taki, że CHI <l Ci oraz 
grupa CdCHl jest cykliczna dla i = 0 , 1 .  . . .  , r .  

Dowód. Niech A będzie skończoną grupą abelową. Wówczas z twier­
dzenia 6 . 3  istniej ą w A cykliczne podgrupy GL . . .  , Gr+l takie , że A = 
Gl EB . . .  8 GrH · Niech Ao = Gl EB . . .  8 GrH , Al = Gl EB . . .  S Gr , . . .  , Ar = 
Gl , Ar+l  = { e } .  \Vówczas AiH <l Ai oraz grupa Ad Ai+ l  � Gr+l-i j est 
cykliczna dla i = 0 , 1 , . . .  , r .  Zatem teza twierdzenia zachodzi dla do­
wolnej skończonej grupy abelowej . 

Niech teraz C będzie nieabelową skończoną grupą rozwiązalną. 
Z twierdzenia 3 . 1 2  wynika, że w C istniej e skończony ciąg podgrup 
C = Co � CI � C2 � . . .  � Ck+l = {e} taki ,  że CHI <l Ci oraz 
CdCHI j est skończoną grupą abelową dla każdego i = 0 . 1 ,  . . . , k -

1 .  Z opisu podgrup w grupie ilorazowej oraz z pierwszej części do­
wodu naszego twierdzenia mamy. że dla każdego i = 0 , 1 .  . . . , k -

1 istniej ą w Ci podgrupy CiD = Ci � Cil � . . .  � Cik, = Ci+1  
takie , że  Ci ,j+l  <l Cij oraz grupa (Cij jCi+d j (Ci ,j+dCH l )  j est cy­
kliczna dla wszystkich j = 0 , 1 .  . . . .  ki - 1 .  Ale na mocy II I  twierdzenia 
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o izomorfizmie (Gij /Gi+l ) / (Gi ,j+ 1/Gi+d � Gij /Gi,j+ l dla wszystkich 
i = 0 , 1 ,  . . . , k - 1 ,  j = 0 , 1 ,  . . .  , ki - 1 ,  więc twierdzenie j est udowod­
�M . D 
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Rozdz iał 7 

Wielomiany wielu zmiennych 

i pierścienie noet herowskie 

7.1 P ierścienie wielomianów wielu 

zmiennych 

l'\iech P będzie dowolnym pierścieniem (przemiennym z j edynką) 
i niech Xl , X2 : . . .  będą zmiennymi . Określamy przez indukcj ę 

Otrzymujemy w ten sposób pierścień wielomianó\\" n-zmiennych 
P[XI ,  . .  " xn ] dla n = 1 , 2 ,  . . . . l\Iamy stąd np . :  że P [x . y] = (P [x] ) [y] , 
więc każdy element f E P[x , y] może być zapisany w postaci f = 
go + glY + . . .  + gnyn dla pewnego n E No i dla pewnych wielomianów 
go · gl . · . . .  gn E P[x] : zatem f = I: aijxiyj oraz suma ta j est skończona 
i aij E P dla wszystkich i, j . \Vynika stąd, że P [x ,  y ]  � (P [y] ) [x] . 

Rozumując analogicznie można 'wykazać przez prostą indukcj ę, że 
każdy niezerowy element f E P[XI , . . . . xn ] można j ednoznacznie zapi­
sać w postaci : 

( 7 . 1  ) 

gdzie kI , ' "  . kn E No i ak1 . . .  k" E P \ {O} .  Stopniem takiego f nazy­
wamy maksymalną \vartość kI + . . .  + kn i oznaczamy symbolem stU) : 

6 1  
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przyjmujemy też ,  ż e  st(O) = -00 . 

Stwierdzenie 7. 1. Niech 'f :  p ----+ A będzie homomorfizmem pier­
ścieni oraz niech al , a2 , . . .  , an E A .  Wówczas istnieje dokładnie jeden 
homomorfizm pierścieni <I> :  P[ Xl , X2 , . . .  , Xn ] ----+ A taki, że <I> (p) = :p (p ) 
dla każdego p E P oraz <I> (Xi ) = ai dla każdego i = 1 , 2 ,  . . .  , n . Ponadto 
zachodzi wzór: 

Dowód. Zauważmy, że j eżeli homomorfizm pierścieni <I> :  P [XI , X2 , . . .  , 
xn] ----+ A j est taki , że <I> (p) = :p (p) dla każdego p E P oraz <I> (Xi ) = ai 
dla każdego i = 1 , 2 ,  . . .  , n ,  to j est spełniony wzór ( 7 . 2 ) . Wobec tego 
pozostaje do wykazania, że przekształcenie <I> dane tym wzorem j est 
homomorfizmem pierścieni , bo <I> (p ) = :p (p ) dla każdego p E P oraz 
<I> (Xi ) = ai dla każdego i = L 2 ,  . . .  , n .  

Zastosuj emy indukcję względem n.  Dla n = 1 teza wynika z algebry 
L Załóżmy, że n :? 2 i teza zachodzi dla liczby n - 1 .  Wtedy istniej e  
homomorfizm pierścieni F :  P [x ] ,  . . . .  Xn- l ] ----+ A taki. że F(p) = :p (p) 
dla każdego p E P oraz F(Xi ) = ai dla każdego i = 1 ,  . . .  , n - 1 .  
Z algebry I istniej e homomorfizm pierścieni <I> :  (P [XI , . . .  , Xn- l ] )  [xn] ----+ 
A taki , że <I> (w)  = F(w) dla każdego w E P[Xl " ' " Xn- l ] oraz <I> (xn ) = 
an o Ale (P [XI , . . .  , Xn- l ] )  [xn ] = P[XI . X2 , " " xn] i <I> (p) = p dla każdego 
p E P oraz <I> (Xi ) = F(Xi ) = ai dla i = 1 ,  . . .  , n - 1 .  więc <I> spełnia 
\vszystkie żądane \varunki . D 

Wartością wielomianu f = L akl . . .  kn
X�l . . . . . x�n E P[XI , . . .  , xn ] 

w punkcie t (t l , . . . .  tn ) E pn nazywamy element f (t) E P dany 
wzorem: 

( 7 . 3 ) 
Ze stwierdzenia 7 . 1 otrzymujemy, że dla dowolnego t E pn oraz dla 
dowolnych \,,"ielomianó\v f. g E P[X1 , . . . .  xn ] zachodzą wzory : 

(J + g) (t )  = f (t )  + g (t) oraz (Jg) (t )  = f (t ) · g (t ) . (7 .4 ) 

gdyż przekształcenie f 1---+ f (t )  j est homomorfizmem pierścieni . 
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Grupę multiplikatywną (P* , " 1 )  pierścienia P będziemy oznaczali 
przez P* .  Przypomnijmy, że 

P* = {a E P : istniej e b E P taki , że a . b = l } .  

Z algebry I wiemy, ż e  j eżeli P j est dziedziną całkowitości (tzn. 
p =1= {O} oraz dla dowolnych a ,  b E P z tego , że a . b = O wynika a = O 
lub b = O) , to P[x] też j est dziedziną całkowitości oraz (P [x] ) *  = P* .  
Stąd przez prostą indukcj ę uzyskujemy następuj ące 

Twierdzenie 7 . 2 .  Jeżeli P jest dziedziną całkowitości, to d la każ­
dego naturalnego n pierścień P[Xl , . . .  , xn ] też jest dziedziną całkowi­
tości oraz (P [Xl , . . .  l Xn ] ) *  = P* .  

Przypomnijmy, że ideałem pierścienia P nazywamy taki niepusty 
podzbiór l � P, że 

(i) ź - j E l dla dowolnych i ,  j E l oraz 
(ii) a . i E l dla dowolnych a E P, i E l .  
Piszemy wtedy l <J P. 
Z określenia ideału pierścienia P wynika, że j est on zawsze pod­

grupą grupy addytywnej p+ tego pierścienia .  
Jeżeli l j est ideałem pierścienia P, to możemy utworzyć tZ\V. pier­

ścień ilorazowy P/l . Przypomnijmy, że P/l = {a  + l : a E P} 
oraz dla a E P zbiór a + l = {a + ź  : i E I} nazywamy war­
stwą ideału l o reprezentancie a. Dla dowolnych a ,  b E P mamy, 
że a + l = b + l � a - b E l ;  ponadto (a + 1) + (b + 1) d;;j (a + b) + l 
oraz (a + 1) . ( b  + 1) 

d;;j a . b + l .  
Łatwo sprawdzić, że j eśli al , . . .  , an E P l to 

j est najmniej szym (w sensie inkluzj i) ideałem pierścienia P zawieraj ą­
cym zbiór {al " . . l an } i wówczas elementy al , . . .  , an nazywamy j ego 
generatorami. Ideał l pierścienia P nazywamy ideałem skończenie 
generowanym, j eżeli l = (a l . . . . .  an ) dla pewnych al , . . .  , an E P. 
Szczególnym przypadkiem ideału skończenie generowanego j est ideał 
główny ( a ) = {ax : x E P} o generatorze a E P. Pierścienie , 
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w których każdy ideał j est główny nazywamy pierścieniami ideałów 
głównych. Z algebry I wiemy, że Z oraz K[x] dla dowolnego ciała K 
są pierścieniami ideałów głównych. 

Przykład 7.3. Załóżmy, że a j est niezerowym elementem nieod­
wracalnym dziedziny całkowitości P, czyli a i= O oraz ab i= 1 dla każ­
dego b E P. Pokażemy, że wtedy ideał l = (a ,  x) pierścienia wielomia­
nów P[x] nie j est główny. Załóżmy, że tak nie j est . Wtedy istniej e wielo­
mian f E P[x] taki , że l = U) . Ale a ,  x E U) , więc istniej ą g , h E P[x] 
takie , że a = fg i x = fh. Ponadto P j est dziedziną całkowitości , więc 
0 =  st(a) = stUg) = stU) + st (g ) , skąd stU) = O, czyli f E P \ {O } .  
Ale 1 = f ( l ) h ( l )  = f ·  h ( l ) ,  więc 1 E U) , czyli 1 E l .  Zatem istniej ą 
u ,  v E P[x] takie , że 1 = au + xv , skąd 1 = a . u (O) + O . v (O )  = a ·  u (O) 
i mamy sprzeczność .  

W szczególności wynika stąd, że j eżeli P j est dziedziną całkowitości 
nie będącą ciałem, to P[x] nie j est pierścieniem ideałów głównych, np. 
Z [x] nie j est pierścieniem ideałów głównych oraz dla dowolnego ciała 
K ideał (x, y) pierścienia K[x ,  y] nie j est główny. 

Innym ważnym rodzaj em ideałów pierścienia są tzw. ideały pierw­
sze . Mianowicie , ideał l pierścienia P nazywamy ideałem pierw­
szym, j eśli 

(i) l i= P oraz 
(ii) dla dowolnych a, b E P z tego, że a ·  b E l wynika a E l lub 

b E l .  
Powiemy, że  ideał l pierścienia P j est ideałem maksymalnym 

pierścienia P, jeżeli 

(i) l i= P oraz 
(ii) dla dowolnego ideału J pierścienia P takiego , że l � J j est 

J = l lub J = P. 
Z algebry I wiemy, że ideał l pierścienia P j est ideałem pierwszym 

(maksymalnym) pierścienia P wtedy i tylko wtedy, gdy pierścień ilo­
razowy P/l j est dziedziną całkowitości (ciałem) . 
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7.2 P ierścienie no et herowskie 

Twierdzenie 7.4.  Dla dowolnego pierścienia P następujące wa­
runki są równoważne: 

(i) każdy ideał pierścienia P jest skończenie generowany; 
(ii) każdy wstępujący ciąg ideałów pierścienia P stabilizuje się, tzn. 

jeśli h � h � . . .  są ideałami pierścienia P, to istnieje indeks s taki, 
że 18 = Is+ l = . . .  ; 

(iii) w każdej niepustej rodzinie ideałów pierścienia P istnieje e le­
ment maksymalny. 

Dowód. ( i ) ::::} (ii) . Niech II � h � . . . będzie dowolnym ciągiem \vstę-
00 

puj ącym ideałów pierścienia P i niech I = U In - ·Wtedy In � I dla 
n=l 

każdego n E N, skąd I # 0. Jeżeli a E P, i E I ,  to istniej e  n E N takie , 
że i E In i In <J P, więc a . i E In , czyli a . i E I .  Jeżeli i , j E I ,  to  
istniej ą n . m E N takie , że i E In oraz j E Im ' Niech k = max{n, m} . 
·Wtedy In � h oraz Im � h ,  więc i , j E h ,  więc i - j E h ,  bo h <J P. 
Zatem i - j E I .  Stąd I <J P, więc z założenia istniej ą al , . . .  , an E I 
takie, że I = (al : . . .  , an ) .  Ponadto istniej ą indeksy kI , . . .  , kn E N ta-
kie , że ai E h, dla i = 1 ,  . . . , n .  )Jiech s = max{ kI , . . .  , kn } .  ·Wtedy 
al , · ·  . , an E Is , więc I = (a l , . . .  , an ) � Is � Im � I dla wszystkich 
indeksów m � s , skąd 18 = Im dla m � s . Zatem ciąg II � 12 � . . .  
stabilizuj e  się . 

(ii) ::::} ( iii ) . Załóżmy, że w pewnej niepustej rodzinie R ideałów pier­
ścienia P nie istniej e element maksymalny. Oznacza to ,  że dla każdego 
I E R istniej e J E R  takie, że I � J. Ponieważ rodzina R j est niepu­
sta, więc przez prostą indukcj ę uzyskujemy stąd istnienie wstępuj ącego 
ciągu II � h � . . .  ideałów rodziny R, który nie stabilizuje się. Otrzy­
maliśmy zatem sprzeczność z naszym założeniem. 

(iii) ::::} ( i ) . l\ iech I będzie dowolnym ideałem pierścienia P. Ozna­
czmy przez 5 rodzinę wszystkich skończenie generuwanych ideałów 
pierścienia P za\\'artych w ideale I .  Ponieważ {O}  E 5,  skąd 5 # 0, więc 
w rodzinie 5 istniej e  element maksymalny "'I . Jeśli Al # I ,  to istniej e 
a E I \ Al i wtedy JI � Al + (a) � I .  Ale 1\:1 = (al . . . . .  an ) dla pew­
nych al . . . . . an E I ,  \vięc Al + (a) = (a l . . . .  , an , a) , skąd JI + (a) E 5 
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i mamy sprzeczność z maksymalnością M. Zatem M = l i ideał l j est 
skończenie generowany. D 

Definicja  7 . 5 .  Każdy pierścień P spełniaj ący którykolwiek z rów­
noważnych warunków ( i ) - (iii) twierdzenia 7 .4 nazywamy pierścieniem 
noetherowskim. 

Twierdzenie 7 . 6 .  Obraz homomorficzny pierścienia noetherow­
skiego jest pierścieniem noetherowskim. 

Dowód. Niech pierścień A będzie obrazem homomorficznym pierścienia 
noetherowskiego P. Wtedy istniej e homomorfizm f :  p -+ A pierście­
nia P na pierścień A.  Niech J będzie dowolnym ideałem pierścienia 
A. Wtedy l = f- 1 ( J) <J P. Ale f j est 'na ' ,  więc f (1) = J. Ponadto 
pierścień P j est noetherowski , więc istniej ą al , . . .  , an E l takie , że l = 
(a l , " "  an ) .  Łatwo zauważyć , że f ( (a1 , " "  an ) )  = (f (a1 ) ' " ' ' f (an ) ) .  
Zatem J = ( f  (at ) , . . .  , f (an ) )  i pierścień A j est noetherowski . D 

Wniosek 7 .7 .  Niech P będzie pierścieniem. Jeżeli pierścień wie­
lomianów P[x] jest noetherowski, to pierścień P też jest noetherowski. 

Dowód. Z algebry I wiemy, że przekształcenie f :  P [x] -+ P dane wzo­
rem f (w) = w (O)  dla w E P [x] j est homomorfizmem pierścienia P [x] 
na pierścień P. Zatem na mocy twierdzenia 7. 6 pierścień P j est no­
etherowski . D 

Przykład 7 .8 .  Podpierścień pierścienia noetherowskiego nie musi 
być pierścieniem noetherowskim. Mianowicie pierścień P = Q[x] j est 
noetherowski, bo każdy j ego ideał j est generowany przez j eden ele­
ment . Łatwo zauważyć, że A = Z + (x) = {f E P : f (O) E Z} 
j est podpierścieniem pierścienia P. Jeśli S j est podgrupą grupy Q+ , 
to I (S) = Sx + (X2 ) = {sx + X2 f : f E P, s E S} j est ideałem pierście­
nia A. Jeśli Sl i S2 są podgrupami grupy Q+ takimi , że Sl � S2 , to 
I (Sl ) � I (S2 ) ,  bo istniej e s E S2 \ Sl i wtedy sx E I (S2 ) \ 1 (Sl ) '  W celu 
wykazania tego, że pierścień A nie j est noetherowski wystarczy zatem 
wskazać wstępuj ący ciąg Sl � S2 � . , .  podgrup grupy Q+ . Można to 
zrobić na wiele sposobów. My wybierzemy jeden z naj prostrzych. Mia­
nowicie niech Si = { �  : k E Z} dla i E N. Wówczas Si j est podgrupą 
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Twierdzenie Hilbert a o bazie 6 7  

grupy Q+ , Si � Si+l oraz 2i�1 E Si+! \ Si dla każdego i E N. Za­
tem pierścień A nie j est noetherowski , chociaż j est on podpierścieniem 
pierścienia noetherowskiego P. 

7.3 Twierdzenie Hilbert a  o bazie 

Twierdzenie 7.9 (Hilberta o bazie) . leżeli pierścień P jest no­
etherowski, to pierścień P[x] też jest noetherowski. 

Dowód. Załóżmy, że tak nie j est .  Wtedy istniej e  pierścień noetherow­
ski P taki, że pierścień P [x] nie j est noetherowski .  Zatem istniej e ideał 
l pierścienia P[x] ' który nie j est skończenie generowany. W szczegól­
ności l =1= {O } ,  bo {O}  = (O) . Wynika stąd ,  że w zbiorze II = l \ {O}  
istniej e wielomian niezerowy h minimalnego stopnia kI E No . Po­
nieważ ideał l nie j est skończenie generowany, więc Ud � l oraz 
w zbiorze 12 = l \ Ud istniej e wielomian niezerowy h minimalnego 
stopnia k2 . Ponieważ 12 � lI ,  więc k2 � kl . Jeśli wybrane j uż zo­
stały wielomiany h , h , · . · , in takie , że ii j est wielomianem minimal­
nego stopnia w zbiorze li = l \ (h , . . .  , ii- l ) dla i = 1 ,  . . .  , n , to 
ln � ln- l � . . .  � 12 � lI , skąd kn � kn- l � . . .  � k2 � kI , gdzie 
ki = stUi ) dla i = 2, . . .  , n . Ponadto Ul , . . .  , in ) � l, więc istniej e wie-
lomian niezerowy in+! E ln+l = l \ (h , . . .  , in ) minimalnego stopnia 
kn+l . Ponadto ln+l � ln , więc kn+l � kw Przez indukcj ę skonstruowa­
liśmy zatem ciąg Un) niezerowych wielomianów stopni kI � k2 � . . . 
o naj starszych współczynnikach al , a2 , . . .  i takich , że h j est wielomia­
nem minimalnego stopnia w zbiorze II = 1 \  {O}  oraz in j est wielomia­
nem minimalnego stopnia w zbiorze ln = 1 \  (h , . . .  , in- l ) dla każdego 
n = 2 , 3 ,  .... 

W pierścieniu noetherowskim P mamy zatem wstępuj ący ciąg ide­
ałów:  

(ad � (al , a2 ) � (al , a2 , a3 ) � . . .  . 

Zatem istniej e indeks s taki , że (a l , . . .  , as ) = (a l , . . .  , as , as+d = . . . . 

W szczególności as+ ! E (a l , . . .  , as ) .  Zatem istniej ą bl , . . .  , bs E P takie , 
że 
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68 Wielomiany wielu zmiennych i pierścienie noetherowskie 

Ale ks+ 1  � ki dla i = 1 ,  . . .  , s , więc ks+ l - ki E No dla i = 1 ,  . . .  , s . 
Stąd Xks+l -ki E P[xl dla i = 1 ,  . . . . s .  Niech 

1 = Is+1  - (b1 Xks+l -kl fI + . . .  + bsXks+l -ks Is ) ' 

Wtedy l E J oraz l rt. (fI ,  . . .  , Is ) ,  bo inaczej Is+1  E (fI , · · · , Is ) ,  
wbrew naszej konstrukcj i wielomianu Is+1 ' Stąd l E Js+1  i s t (f )  � 
st (fs+d = ks+ 1 ' Ale wielomiany XkS+ l -kl fI , . . .  , xks+ 1 -ks Is są stopnia 
kS+ l , więc naj starszy współczynnik wielomianu g = b1Xks+l -kl fI + . . .  + 
bsxks+l -ks Is wynosi b1 a1 + . . .  + bsas = as+ l , czyli st (f )  < ks+ l i mamy 
sprzeczność. D 

Wniosek 7 . 10 .  Jeżeli pierścień P jest noetherowski, to dla dowo l­
nego n E N pierścień P[X1 , . . .  , xnl też jest noetherowski. W szczegól-
ności pierścień Z [X 1 , . . .  , xnl jest noetherowski oraz dla dowolnego ciała 
K pierścień K[X1 , . . .  , xnl jest noetherowski. 

Dowód. Indukcj a względem n. Dla n = 1 teza wynika od razu z twier­
dzenia Hilberta o bazie . Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnego na­
turalnego n . 'Wtedy P[X1 , " " Xn , Xn+l l = (P [X1 " ' " xn] )  [xn+1 l oraz 
z założenia indukcyjnego pierścień P[X1 , . . .  , xnl j est noetherowski , więc 
z twierdzenia Hilberta o bazie pierścień (P [X 1 , " " xn] ) [xn+ 1 l też j est 
noetherowski , czyli pierścień P[X1 , . . .  , Xn , xn+1 l j est noetherowski . D 

Twierdzenie 7. 1 1 .  Każdy pierścień skończenie generowany jest 
noetherowski. 

Dowód . .\"iech P będzie pierścieniem skończenie generowanym. 'Wtedy 
istniej ą elementy al , . . .  , an E P takie , że każdy element pierścienia 
p j est skoilczoną sumą elementów postaci ( k  . 1 )  . a�l . a�2 . . . . . a�n 
dla pewnego k E Z i dla pewnych kI , k2 , . . .  , kn E No . Przekształce­
nie p :  Z -7 P dane wzorem p (k)  = k · 1 j est homomorfizmem pier­
ścieni . Zatem na mocy stwierdzenia 7 . 1 istniej e homomorfizm pierścieni 
<I> :  Z [X l " "  , xnl -7 P taki , że <I> (k )  = k · 1 dla k E Z oraz <I> (x; ) = ai 
dla i = 1 ,  2 . . . .  , n . \Vobec tego <I> j est " na" i z wniosku 7. 1 0  oraz 
z twierdzenia 7 .6 pierścień P j est noetherowski . D 
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Rozdział 8 

P ierścienie szeregów 

formalnych 

8.1 Konstrukcj a i p o dstawowe własności 

pierścienia szeregów formalnych 

Niech P będzie dowolnym pierścieniem. Oznaczmy przez P[ [x] ] zbiór 
wszystkich nieskończonych ciągów: 

f = (fo , h , h , · · · ) 

takich , że fi E P dla wszystkich i = 0 ,  1 ,  . . . . 

( 8 . 1 )  

Elementy zbioru P[ [x] ] nazywamy szeregami formalnymi zmien­
nej x o współczynnikach z pierścienia P. Przyjmujemy umowę , że j e­
śli szereg nazywa się g ,  to g = (go , gl , g2 , · ·  . ) ,  czyli go , gl , g2 , · · ·  są 
j ego kolejnymi współczynnikami . Przy tych oznaczeniach dla szeregów 
f, g E P[ [x] ] mamy, że :  

f = g <===? fi = gi dla każdego i = 0 , 1 , 2 ,  . . . . ( 8 . 2 )  

Szereg ° = (0 , 0 , 0 ,  . . .  ) nazywamy zerowym, a szereg 1 = ( 1 , 0 , 0 ,  . . .  ) 
nazywamy jedynkowym. Jeżeli ° = h = h = . . . , to szereg f 
nazywamy stałym. Jeżeli f =J- 0,  to istniej e najmniej sze n takie , 
że fn =J- ° i wówczas n nazywamy stopniem szeregu f i piszemy 

69 
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70 Pierścienie szeregów formalnych 

st (f )  = n, zaś fn nazywamy najmłodszym współczynnikiem tego 
szeregu . Ponadto przyjmuj emy, że st(O) = x oraz dla n E No : 00 > n, 
x + n = 00 + x = 00 .  

Sumą szeregów f .  g E P[ [x ] ]  nazywamy szereg: 

f + g = (fa + go , h + gl , 12 + g2 , · ·  . ) .  ( 8 . 3 )  

łatwo zauważyć, że dla dowolnych szeregów f. g E P[ [x] ] : 

st (f + g)  > min { st (f ) , st(g) } .  ( 8 . 4) 

Jeżeli zaś st (f )  < st (g) , to oczywiście st (f + g )  = st (f ) . 
Z określenia dodawania szeregów łatwo wynika, że system algebra-

iczny (P [ [x] L O )  j est grupą abelową, przy czym szeregiem prze-
ciwnym do szeregu f j est szereg -f = (-fa , -h , -h , · ·  . ) .  

Iloczynem szeregów f. g E P[ [x] ] nazywamy szereg: 

f . g = (faga , fagI + hgo , fOg2 + hgl + hgo , . . .  ) .  (8 . 5 )  

Zatem dla każdego n E No : 
n 

(f . g )n = L fign-i = L figj . 
i=O i+j=n 

Jeżeli fi = O dla i = 1 , 2 ,  . . .  , to ze wzoru (8 .6 ) wynika, że :  

( 8 . 6 )  

(fa , O ,  O ,  . . .  ) . (go , gl , g2 , " ' )  = (faga , fagI , fOg2 , "  . ) .  (8 . 7) 

Jeżeli zaś h = 1 oraz fi = O dla i = 0 , 2 , 3 , . . .  , to ze wzoru ( 8 . 6 )  
wynika, że :  

(0 , 1 . 0 , 0 ,  . . .  ) · (gO , gl , g2 . . . .  ) = (0 . gO , g1 , g2 . . . . ) .  ( 8 . 8 )  

�iech teraz f, g E P[ [.T] ]  \ {O}  i n = st (f )  oraz m = st(g) . \Vtedy 
(f . g h = O dla wszystkich k < n + m. Rzeczywiście , (f . g h = L figj 

i+j=k 
oraz fi = O dla i < n ,  zaś dla i > n j est j < m, więc gj = O .  Stąd 
i z ( 8 . 7) mamy, że dla dowolnych szeregów f. g E P[ [x] ] :  

st (f · g )  > st (f) + st(g) . (8 . 9 )  
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Stwierdzenie 8 . 1 .  Niech f, g E P[ [x] ] \ {O} będą takie, że najmłod­
szy współczynnik szeregu f lub najmłodszy współczynnik szeregu g jest 
elementem regularnym pierścienia P. Wtedy st (f  . g) = st (f )  + st (g)  
oraz najmłodszy współczynnik szeregu f . g jest iloczynem najmłodszych 
współczynników szeregów f i g .  

Dowód. Oznaczmy n = st (f ) , m = st (g) . Weźmy dowolne i , j E No 
takie , że i + j = n + m. Jeśli i < n, to fi = O .  Jeśli i > n ,  to j < Tn ,  
skąd gj = O .  Zatem ze wzoru ( 8 . 6 )  mamy, że (f . g )n+m = fngm -I- O, 
bo fn -I- O, gm -I- O oraz fn lub gm j est elementem regularnym. Stąd ze 
wzoru ( 8 . 9 )  wynika teza naszego stwierdzenia. D 

Wniosek 8 . 2 .  Jeżeli P jest dziedziną całkowitości, to dla dowol­
nych f, g E P[ [x] ] 

st (f · g )  = st (f )  + st (g ) .  

Z e  wzorów ( 8 . 5 )  i ( 8 . 6) wynika o d  razu , ż e  mnożenie szeregów 
j est przemienne. Natomiast ze wzoru ( 8 . 7) wynika od razu, że 1 = 
( 1 .  O ,  O , . . .  ) j est elementem neutralnym mnożenia szeregów. 

Teraz udowodnimy, że mnożenie szeregów j est rozdzielne względem 
ich dodawania oraz , że mnożenie szeregów j est łączne . \i\T tym celu 
weźmy dowolne f, g, h E P[ [x] ] . ·Wtedy dla n E No mamy, że 

i+j=n i+j=n i+j=n 

= L figj +  L fihj = (f · g )n + (f · h)n = (f · g + f · h)n , 
i+j=n i+j=n 

skąd f . (g + h)  = f . g + f . h . 
Ponadto ( (f . g )  . h ) n = L (f . g ) ihj = L L (fsgt ) hj = 

i+j=n i+j=n s+t=i 
L (fsgt ) hj oraz (f · (g · h ) ) n = L fs (g · hh = L L fs (gthj ) 

s+t+j=n 
L 

s+t+j=n 

s+k=n s+k=n t+j=k 
fs (gthj ) ,  więc f . (g . h )  = ( f  . g )  . h .  \\" ten sposob udowod-

niliśmy następuj ące 

Twierdzenie 8 . 3 .  Dla dowolnego pier.ścienia P system algebra­
iczny (P [ [x] ] . +, ' . 0 , 1 )  tworzy pierścień. 
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Ten pierścień nazywamy pierscleniem szeregów formalnych 
zmiennej x o współczynnikach z pierścienia P. 

Ze wzorów ( 8 . 3 )  i (8 . 7) wynika, że przekształcenie if :  P -----t P[ [x] ] 
dane wzorem: 

if (a) = (a ,  0 ,  O ,  . . .  ) (8 . 1 0) 

j est różnowartościowym homomorfizmem pierścieni . Z tego powodu 
można dokonać utożsamienia: 

( a ,  0 ,  0 ,  . . .  ) == a dla a E P. (8 . 1 1 )  

Przy takim utożsamieniu P j est podpierścieniem plersclenia P[ [x] ] '  
a nawet pierścień wielomianów P[x] j est podpierścieniem pierścienia 
P[ [x] ] . 

Wprowadźmy teraz oznaczenie : 

x =  (0 , 1 , 0 , 0 ,  . . .  ) .  (8 . 1 2 )  

·Wówczas z e  wzoru (8 . 8 )  przez prostą indukcję uzyskamy, że :  

n 
xn = (0 , 0 ,  . . .  , 0 , 1 , O ,  . . .  ) dla n = 0 , 1 ,  . . . .  (8 . 1 3 )  

�iech f E P[ [x] ] .  Ze wzorów (8 . 7) i (8 . 1 3 )  mamy, że (Jk , 0 ,  O , . . .  ) . 

k 
Xk = (O ,  . . .  , O , fk , O , . . .  ) dla k = 1 , 2 ,  . . .  , więc f = (Jo , O , O , . . .  ) + 
(O ,  h , O ,  . . .  ) + . . .  = fo + flX + hx2 + . . . . Zatem dla dowolnego szeregu 
f E P[ [x ] ]  mamy utożsamienie : 

Cle 

f == '2:. fiXi . (8 . 14) 
i=O 

Otrzymujemy w ten sposób naturalną notacj ę dla szeregów z pierście­
nia P[ [I] ] .  

Z wniosku 8 . 2  i tego , że pierścień P j est podpierścieniem pierścienia 
P[ [x] ] wynika od razu następuj ące 

Stwierdzenie 8 .4 .  Pierścień P[ [I] ] jest dziedziną całkowitości wte­
dy i tylko u,·tedy. gdy pierścień, P jest dziedziną całkowitości. 
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Stwierdzenie 8 . 5 .  Niech P będzie dowolnym niezerowym pierście­
niem. Szereg f E P[ [x] ] jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy fa jest 
e lementem odwracalnym pierścienia P.  

Dowód. Załóżmy, ż e  szereg f j est odwracalny. 'Wtedy istniej e szereg 
g E P[ [x] ] taki, że f . g = 1 .  Stąd w szczególności fa . go = 1 .  czyli 
fa E P* . 

N a odwrót , załóżmy, że fa E P* .  Określamy rekurencyjnie ciąg 
(go , gl , " ' )  przyjmuj ąc , że go = fOl oraz gn = fO l . ( -iIgn- l - . . .  - fngo ) 
dla wszystkich n = 1 , 2 ,  . . . . Wówczas fogn + iIgn- l + . . .  + fngo 
° dla n = 1 , 2 ,  . . . oraz g = (go , gl " " )  E P[ [x] ] .  Zatem f . g 
(Jogo , 0 ,  O ,  . . .  ) = 1 ,  czyli szereg f j est odwracalny. D 

Stwierdzenie 8 . 6 .  Dla dowolnego ciała K pierścień K[ [x] ] jest 
dziedziną ideałów głównych i jedynymi jego ideałami są: (O) oraz ideały 
postaci (xk ) dla k = 0 , 1 ,  . . . . 

Dowód. Ze stwierdzenia 8 .4  pierścień K[ [x] ] j est dziedziną całkowitości . 
.:-Jiech l będzie ideałem w K[ [x] ] różnym od (O ) . Wtedy l zawiera 

CXJ 

niezerowy szereg. Zauważmy, że j eżeli f = L fiXi 
E l oraz fk =I- 0 ,  

(X; oc 
i=k 

to f = xk . L fiXi-k = xk . L fj+kx
j . Ponadto ze stwierdzenia 8 . 5  

i=k j=O 
,oc 

szereg g = L fj+kX
j j est odwracalny, gdyż fk =I- ° i K j est ciałem. 

j=O 
Stąd :rk = (x,k . g )  . g- l E l ,  a więc (Xk ) � l .  

Z zasady minimum istniej e najmniej sza nieujemna liczba całkowita 
m taka, że xm E l .  \Vtedy (xm ) � l .  \Veźmy dowolne h E l .  Jeśli 
h = 0 ,  to h E (xm ) .  Jeśli zaś h =I- 0 ,  to z pierwszej części dowodu istniej ą 
nieuj emna liczba całkowita k oraz szereg odwracalny w E K[ [x] ] takie , 
że h = .yk · w  oraz Xk E l .  Z minimalności m mamy więc , że k > m ,  
skąd J;k-m E K[ [x] ] .  Ponadto h = xm . (J.,k-m · w ) , czyli h E (xm ) .  
Oznacza to, że l = (xm ) .  L.: 
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8.2 Twierdzenie Hilberta o bazie dla 

szeregów formalnych 

00 

l\iech hi = L hijX
i 

E P[ [x] ] dla i = 0 , 1 ,  . . .  będą takimi szeregami , 
i=O 

że dla każdego j = 0 , 1 ,  . . .  : hij = ° dla prawie wszystkich i. Wówczas 
oc 

suma L hij ma sens , gdyż j edynie skończona liczba j ej składników j est 
i=O 

różna od zera. Określamy:  

(8 . 1 5 )  

,00 

Lemat 8 .7 .  Niech g E P[ [x] ] oraz hi = L hijX
i 

E P[ [xJ l dla i = 
i=O 

0 , 1 ,  . . .  będą takimi szeregami, że st  (g - ta hi) > n+p dla wszystkich 

p = 0 , 1 ,  . . . . Wówczas g = L hi . 
i=O 

Dowód. Z założenia wynika, że dla wszystkich p = 0 , 1 , . . .  oraz j 

0 , 1 ,  . . .  , n  + p: (g - t hi) = 0 ,  czyli gj = t hij . vV szczególności , 
z=O j t=O 

p+l 
gj = L hij - co daje ,  że hp+ 1 j  = O .  Jeżeli zaś dla pewnego s E N j est 

i=O 
p+s+l P 

hp+ 1 j  = 
. . .  

= hp+s j = 0 ,  to gj = L hij = L hij + hp+s+ 1 j  oraz 

p 
i=O i=O 

gj = L hij , skąd hp+s+ 1 j  = O. Zatem ° = hp+1 j = hp+2 j  = . .
. 

oraz 
;=0 
00 00 

gj = L hij . vVobec wzoru (8 . 1 5 )  oznacza to ,  że g = L hi . 
i=O i=O 

D 

Twierdzenie 8 . 8 .  Jeżeli pierścień P jest noetherowski: to pier­
ścień P[ [.tJ l też jest noetherowski . 
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Dowód. l\iech l <J P[ [x] ] .  Jeżeli l = {O} , to l = (O ) . :"Jiech dalej l =1= 
{O } .  Udowodnimy najpierw, że istniej ą szeregi niezerowe h , . .  · . fs E l 
o najmłodszych współczynnikach al . . . .  , as odpowiednio i takie , że 
ai+ l et (al . . . .  , ai ) dla i = L . . . , s - l  oraz h j est szeregiem mini­
malnego stopnia wśród wszystkich szeregów z ideału l, zaś dla i = 

1 ,  . . .  , s  - 1 ,  fi+l j est szeregiem minimalnego stopnia wśród wszystkich 
szeregów z ideału l. których naj młodszy współczynnik a et (al , . . .  , ai ) ,  
przy czym naj młodszy współczynnik każdego szeregu niezerowego f E 

l należy do ideału (a l , . . .  , as ) pierścienia P. 
l\Iianowicie oznaczmy przez h szereg minimalnego stopnia wśród 

wszystkich niezerowych szeregów z ideału l. :"Jiech al będzie najmłod­
szym współczynnikiem szeregu fI . Jeżeli naj młodszy współczynnik 
każdego niezerowego szeregu f E l należy do ideału (a l ) ,  to s = 1 i kon­
strukcj ę kończymy. W przeciwnym przypadku istniej e  szereg h E l mi­
nimalnego stopnia, którego naj młodszy współczynnik a2 et (al ) '  Jeżeli 
dla pewnego i E N szeregi h , . . .  , fi są już skonstruowane i najmłod­
szy współczynnik każdego niezerowego szeregu f E l należy do ideału 
(a l , " " ai ) '  to s = i i konstrukcję kończymy. VV przeciwnym przy­
padku istniej e szereg fi+l E l minimalnego stopnia ,  którego najmłod­
szy współczynnik ai+l et (a l , . . .  , ai ) .  \V pierścieniu noetherowskim P 
otrzymuj emy zatem ściśle rosnący ciąg ideałów: (al ) C (a l . a2 ) C . . .  C 
(a l , . . . .  ai+d · Oznacza to ,  że istniej e s E N o tej własności ,  że najmłod­
szy współczynnik każdego szeregu niezerowego f E l należy do ideału 
(a l , . . .  , as ) pierścienia P. 

Oznaczmy ni = st (fi ) dla i = 1 ,  . . .  , s .  Z określenia szeregów 
h , · · · , fs wynika, że nI < n2 < . . .  < ns . Udowodnimy. że l = 
(fI ,  . . .  , fs ) '  Ponieważ h , . .  · , fs E l, więc (fI , . . .  , fs ) � l .  Ponieważ 
O E (h . . . .  , fs ) ,  więc wystarczy wykazać , że każdy niezerowy szereg 
g E l stopnia n o najmłodszym współczynniku a należy do ideału 
(h , . . .  , fs ) '  Możliwe są dwa przypadki :  

s 
1 ) n � ns . \Vtedy istniej ą bLO , . . .  , bs , o E P takie , że a = L aib; ,O . 

i= l 
Ponadto n � ni dla i = L . . .  , 5 , vvięc xn-n, E P[ [x] ] dla i = L . . .  , s , s 
skąd ho = L bi , oxn-n; fi E Ch ·  . . . , f8 ) oraz naj młodszym współczynni-

;= 1  
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kiem szeregu ho j est a, więc st (g - ho ) > n. Jeżeli dla pewnego p E No 
mamy już skonstruowane szeregi ho , . . .  , hp E (h , . . .  , fs ) o tej własno-

q p 
ści , że dla każdego q = 0 ,  . . .  , p , st(g - 2::: hi ) > n + q oraz g - 2::: hi = 

i=O i=O 
cxn+p+1  + . . . , to c E (a l , . . .  , as ) ,  więc istniej ą b1 ,p+ 1 , '  . .  , bs ,p+ l E P 

s s 
takie , że c = 2::: ai bi ,p+ 1  i niech hp+1 = 2::: bi ,p+ 1Xn+p+ 1-ni fi ' Wtedy 

i= l i=l 
p+ 1  

hp+1  E (h , . . . .  f5 ) ,  zatem hp+1  = cxn+p+ 1  + . . .  oraz st (g - 2::: h; ) > 
i= l 

oc (Xl 

n + p + 1 .  Z lematu 8 . 7  mamy zatem, że g = 2::: hj . Ponadto 2::: hj = 
j=O j=O 

� t, bij xn+j -n, lit, fi (� bi ,jX" Ij "} więc g E (!J , , , ,  ,f,) .  
2 )  n < ns ' Wówczas istniej e  minimalne r � s ,  ż e  a E (a l , . . .  , ar ) .  

Z określenia fi wynika, ż e  n > nr '  Stąd istniej ą elementy C1 ,0 , . . .  , cr, o E r r 
P takie , że a = 2::: ai ci ,O · I\iech Uo = 2::: Ci ,OXn-ni k Wtedy st (g - uo) > 

i=l i= l 
n .  Powtarzaj ąc najwyżej ns -n  razy to postępowanie otrzymamy szereg 
stopnia > ns , a więc sprowadziliśmy problem do przypadku 1 ) .  D 
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Rozdz iał 9 

Zbiory algebraiczne 

9.1 Radykał ideał u 

Definicja 9 . 1 .  Radykałem ideału l pierścienia P nazywamy 
zbiór 

rad(I) = {a E P :  an E l dla pewnego n E N} . 

Stwierdzenie 9 . 2 .  Dla dowolnego ideału l pierścienia P mamy 
rad(I) <J P oraz l S;;; rad(I) . 

Dowód. Dla a E l j est aj = a E l , więc l S;;; rad(I) ; w szczególności 
rad(I) =I 0. Jeżeli a, b E rad(I) , x E P, to istniej ą m, n E N takie , 
że an , bm E l . Stąd (ax )n = an . xn E l , więc ax E rad(I) . Ponadto 

n+m- l (n + m - l) (a - br+m-- J  = L ( _ l ) k k an+m- l-k bk . Jeżeli k ? m, to 
k=O 

bk = bm . bk-m E l , skąd ( _ l ) k (n+;- l) an+m- l -kbk E l . l'\atomiast dla 
k < m. k � m - l , \\'ięc -k ? -m + l , skąd n + m - I - k ? n ,  a zatem 
an+m- 1-k = an . am- 1-k E l oraz ( _ l ) k (n+;- l) an+m- l -kbk E l. Stąd 
(a - br+m- J E l . czyli a - b E rad(I) i vmbec tego rad(I) <J P, D 

Stwierdzenie 9 . 3 .  Dla dowo lnych ideałów l , J pierścienia P:  
(i) jdli l S;;; ] ,  t o  rad(I) S;;; rad (J) , 
(ii) rad( rad(I) ) = rad(I) . 

77 
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Dowód. ( i ) . 'Weźmy dowolne a E rad(I) . Wtedy istniej e  n E N takie , 
że an E I .  Ale I S;;; J, więc an E J, skąd a E rad( J) . Zatem rad(I) S;;; 
rad(J) . 

( ii ) . Ze stwierdzenia 9 . 2 ,  I S;;; rad(I) , więc z ( i )  wynika, że rad(I) S;;; 
rad(rad(I) ) .  \Veźmy dowolne a E rad(rad(I) ) .  Wtedy istniej e n E 

N takie , że an E rad(I) . Stąd istniej e m E N, dla którego (an )m E 

I .  Zatem anm E I ,  skąd a E rad(I) , a więc rad(rad(I) ) C rad(I) 
i ostatecznie rad(rad(I) ) = rad(I) . D 

Stwierdzenie 9 .4 .  Dla dowolnych ideałów h ,  . . .  , In pierścienia 
P:  

Dowód. Ponieważ h . . .  In S;;; h n . . .  n In , więc z e  stwierdzenia 9 . 3  ( i ) , 
rad(Il . . .  In ) S;;; rad(h n . . .  n In ) ,  Ponadto dla wszystkich k = 1 ,  . . . . n:  
II n . . .  n In S;;; h ,  więc ze  stwierdzenia 9 . 3  ( i ) , rad(Il n . . .  n In ) S;;; 
rad(h ) ,  skąd rad(Il . . .  In) S;;; rad(Id n . . .  n rad(In ) '  Weźmy dowolne 
a E rad(Il ) n . . .  n rad(In ) ' Wtedy a E rad (h)  dla wszystkich k = 

1 ,  . . .  , n . Zatem istniej ą 1 1 , . . .  , ln E N takie , że alk E h dla każdego 
k = L . . .  , n . Stąd ah+ . . . +ln = al l . . . . . aln E h . · · ln , a więc a E 

rad(Il . . .  In ) ,  Zatem rad(h ) n . . .  n rad(In ) S;;; rad(Il . . .  In ) ,  Kończy 
to dowód naszego stwierdzenia. D 

Definicja 9 . 5 .  Mówimy, że ideał I pierścienia P j est ideałem ra­
dykalnym, j eżeli I = rad(I) . 

Stwierdzenie 9 . 6 .  Dla dowolnego ideału I pierścienia P równo­
ważne są warunki: 

(i) I jest ideałem radykalnym, 
(ii) dla każdego a E P: a2 E I =* a E I .  

Dowód. ( i )  =* (i i ) . Ponieważ a2 E I , więc a E rad(I) = I ,  czyli a E I .  
(ii ) =* ( i ) . 'Wobec stwierdzenia 9 . 3  ( i )  wystarczy wykazać inkluzję 

rad (I) S;;; I .  'Weźmy dowolne b E rad(I) . \Vtedy istniej e  najmniej sza 
liczba naturalna m taka, że bm E I .  Jeśli m > L to m - l  E N oraz 
a = bm- 1 r:J I .  Ale a2 = b2m-2 = bm . bm-2 E I. więc a E I i mamy 
sprzeczność . Oznacza to ,  że m = L skąd b E I oraz rad(I) S;;; I .  D 
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Ze stwierdzenia 9 . 6 i z definicj i ideału pierwszego wynika od razu 
następuj ący 

Wniosek 9 . 7 .  Każdy ideał pierwszy pierścienia P jest ideałem ra­
dykalnym tego pierścienia. 

Stwierdzenie 9 . 8 .  Przecięcie dowolnej niepustej rodziny {IthET 
ideałów radykalnych pierścienia P jest ideałem radykalnym. 

Dowód. :-Jiech I = ntET ft. N a mocy stwierdzenia 9 . 2  wystarczy wyka­
zać ,  że rad(I) � I .  \Veźmy dowolne a E rad(I) . 'Wtedy istnieje  n E N 
takie , że an E I ,  skąd an E It dla każdego t E T. Zatem a E rad(It ) = It 
dla każdego t E T, czyli a E ntET ft. a więc a E I .  D 

Twierdzenie 9 . 9 .  Właściwy ideał I pierścienia P jest radykalny 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest częścią wspólną wszystkich ideałów pierw­
szych zawierających I .  

Dowód. Z wniosku 9 . 7  i ze stwierdzenia 9 . 8  wynika, że część wspólna 
dowolnej niepustej rodziny ideałów pierwszych pierścienia P j est ide­
ałem radykalnym. 

� a odwrót . � aj pierw udowodnimy, że dla każdego a E P \ I istniej e 
ideał pierwszy la pierścienia P taki , że a tf:. la oraz I � la . W tym celu 
oznaczmy przez M rodzinę wszystkich ideałów J pierścienia P takich , 
że I � J oraz an tf:. J dla każdego n E N. Rodzina M j est niepusta ,  
bo I E M na mocy tego. że I j est właściwym ideałem radykalnym 
pierścienia P. :-Jiech A będzie łańcuchem w M ,  tzn. dla dowolnych 
A, B E A j est A � B lub B � A. \Vtedy J = UAEA A i- F bo inaczej 
1 E J, skąd 1 E A. a więc A = P dla pewnego A E A, co prowadzi do 
sprzeczności . Ponadto J <J P, bo J i- 0, gdyż A � J dla A E A oraz 
dla j1 , j2 E J, r E P istniej ą A, B E A takie , że jl E A. j2 E B,  skąd 
r)1 E A � J, czyli r)1 E J,  ale A � B lub B � A. więc )1 , )2 E A lub 
j] , )2 E B, skąd )1 - )2 E A lub )1 - )2 E B,  \vięc )1 - )2 E J. Jeżeli dla 
pewnego n E N j est an E J, to an E A dla pewnego A E A, co prowadzi 
do sprzeczności . Zatern an tf:. J dla każdego n E N. \:Vobec tego J E M ,  
co oznacza, że w M każdy łailcuch ma ograniczenie górne . \:Vobec tego 
z Lematu Zorna w M istniej e  element maksymalny lvI. Stąd 111 <J F 
I � Al i- P oraz an tf:. Al dla każdego n E N. 
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'Weźmy dowolne x ,  y E P takie , że xy E NI i załóżmy, że x rf: JVI 
i Y rf: iH. 'Wtedy NI + (x) <J P i Al + (y) <J P oraz NI S;; NI + (x )  
i NI S;; NI + (y) . Z maksymalności Al i tego, że l s: NI + (x) oraz 
l s: NI + (y ) wynika, że lvI + (x) rf: M i NI + (y ) rf: M .  Stąd an E NI + (x) 
i am E Al + (y) dla pewnych n,  m E N. Zatem an+m = an . am E 

[Al + (x) ] [NI + (y) ]  s: lvI + (x) (y) = iH + (xy) s: 1\;1, bo xy E NI, 
więc an+m E iH i mamy sprzeczność . 'Wobec tego x E NI lub y E Al 
co oznacza, że ]1.1 j est ideałem pierwszym pierścienia P, bo dodatkowo 
NI i= P,  gdyż a rf: NI. Wystarczy więc przyj ąć la = NI. 

Stąd l s: naEP\1 la · Jeśli l i= naEP\1 la , to istnieje c E naEP\1 la 
takie , że c rf: l .  Ale wtedy c rf: le , więc c rf: naEP\1 la · \Vobec tego 
l = naEP\1 la · 

Kiech teraz R będzie rodziną wszystkich ideałów pierwszych pier­
ścienia P zawieraj ących l. Rodzina R j est niepusta na mocy pierwszej 
części dowodu. Ponadto l s: nJER J s: naEP\1 la = l , więc l = nJER J, 
co kończy dowód. D 

9.2 Określenie zbioru algebraicznego 

Kiech K będzie dowolnym ciałem. Oznaczmy przez Kn standar­
dową przestrzeń afiniczną wymiaru n nad K. 

Definicja  9 . 10 .  Zbiorem algebraicznym wyznaczonym przez 
wielomiany fI , h , · · · ,  f8 E K[xl ; X2 , · ·  . , xn] nazywamy zbiór wszyst­
kich rozwiązań w Kn układu : 

(9 . 1 ) 

tzn. zbiór tych t E Kn , dla których fi (t )  = O ,  dla wszystkich i = 
1 .  . . . . s . 

Ze 'wzorów (7 .4 )  wynika, że punkt t E Kn j est rozwiązaniem układu 
(9 . 1 )  wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego f E (fI , · · · ,  f8 ) = l 
mamy f (t) = O .  'Wobec tego zbiór rozwiązań układu (9 . 1 )  zależy j edy­
nie od ideału l . 'Wobec tego nie ma potrzeby rozpatrywać nieskończo­
nego zbioru równań wielomianowych, ponieważ j ak orzeka wniosek 7 . 1 0  
każdy ideał pierścienia K[Xl , X2 , . . .  , xn] j est skończenie generowany. 
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Dla każdego ideału I pierścienia K[Xl ' . . .  , xn l przyjmuj emy ozna­
czeme : 

V (I) = {t  E Kn : f (t )  = O dla wszystkich f E I} .  ( 9 . 2 )  

Twierdzenie 9 . 1 1 .  Odwzorowanie I f--+ V(I) prowadzące ze  zbioru 
ideałów pierścienia K [x ] ,  X2 , . . .  , xn l do zbiorów algebraicznych w Kn 

ma następujące własności: 
(i) V( {O } )  = Kn , V (K [Xl , X2 , ' " , xn] )  = 0, 
(ii) jeśli I � l, to V (I) :2 V (l) , 

(iii) V (�le,) = na V(Ia ) dla dowo lnej rodziny ideałów {Ia } 

w K [x ] , X2 , . . .  , xnL 
(iv) V (I n l) = V(I  l) = V (I) u V (l) . 

(v) V (I) = V(rad(I) ) .  

Dowód. Dowody własności ( i ) - (iii) są oczywiste .  Jeśli chodzi o (iv) , 
to wobec I l � I n l mamy V(I  l) :2 V(I  n l) :2 V (I) u V ( J) na 
podstawie (ii) . \Vystarczy więc wykazać , że V(I l) � V (I) U V (l) lub 
równoważnie , że t tf- V (I) U V ( l) implikuje t tf- V (I l) . Z założenia 
t tf- V (I) U V ( l) wynika istnienie wielomianów f E l , g E l takich , że 
f (t )  =F O i g (t )  =F O : wówczas fg E I l i (Jg ) (t )  = f (t ) · g (t )  =F O , czyli 
t tf- V (I l) . Ze stwierdzenia 9 . 2 ,  I � rad(I) , więc z (ii) V(rad(I) ) � 
V(I) . \Veźmy dowolne t E V(I) i niech f E rad(I) . \Vtedy fm E I dla 
pewnego m E N, skąd O = (Jm ) (t )  = ( J (t ) )m , czyli f (t )  = O .  Zatem 
t E V(rad(I) ) .  Oznacza to ,  że V (I) � V(rad(I) ) ,  więc ostatecznie 
V (I) = V(rad(I) ) .  D 

Uwaga 9 . 1 2 .  Własności ( i ) , (iii ) , (iv) pozwalaj ą określić na Kn 

topologię, w której jedynymi zbiorami domkniętymi są zbiory algebra­
iczne . Jest to tzw. topologia Zariskiego. Dowolny zbiór algebraiczny 
\y Kn może być traktowany j ako przestrzeń topologiczna z indukowaną 
topologią Zariskiego . 

Uwaga 9 . 1 3 .  Z twierdzenia 9 . 1 1  wynika, że część wspólna dowol­
nej niepustej rodziny zbiorów algebraicznych w Kn j est zbiorem al­
gebraicznyrn. Ponadto suma dwóch zbiorów algebraicznych w Kn j est 
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zbiorem algebraicznym. Przez prostą indukcj ę otrzymujemy stąd, że 
suma skończonej liczby zbiorów algebraicznych w Kn j est zbiorem al­
gebraicznym. 

Przykład 9 . 14 .  (a) . Dla każdego t E Kn zbiór {t} j est algebra­
iczny. gdyż t = (t l , . . .  , tn ) dla pewnych t l : . . .  , tn E K oraz {t} = 

V( (Xl - tl , . . .  , xn - tn ) ) .  Zatem z uwagi 9 . 1 3  każdy skończony podzbiór 
zbioru Kn j est zbiorem algebraicznym. Jeśli zatem ciało K j est skoń­
czone , to każdy podzbiór Kn j est zbiorem algebraicznym. Ponieważ 
niezerowy wielomian f E K[x] może mieć w ciele K j edynie skończoną 
liczbę pierwiastków, więc zbiorami algebraicznymi w Kl są j edynie : K 
oraz wszystkie skończone podzbiory zbioru K. 'Wynika stąd, że prze­
strzeń Kl z topologią Zariskiego nie j est przestrzenią Hausdorfa ,  j eśli 
ciało K j est nieskończone. 

(b) . Dla dowolnego wielomianu f E K[Xl : " " xn] zbiór algebra­
iczny V(f )  = V ( (f) ) nazywamy hiperpowierzchnią. W Kn hiper­
płaszczyzną afiniczną nazywamy niepuste podzbiory postaci H = 

{ (t l , . . .  , tn ) E Kn : a l t l + . . .  + antn = b} dla ustalonych al , . . .  , an , b E 
K. Zauważmy, że H j est hiperpowierzchnią ,  gdyż H = V (f)  dla f = 

alXl + . . .  + anxn - b. Ponieważ każda prosta afiniczna l w Kn j est czę­
ścią wspólną skończonej liczby hiperpłaszczyzn afinicznych , więc l j est 
zbiorem algebraicznym w Kn . Krzywe stożkowe (okrąg, elipsa, para­
bola, hiperbola) są przykładami hiperpowierzchni w JR2 . Zatem figury 
złożone ze skończonej liczby prostych i krzywych stożkowych są zbio­
rami algebraicznymi w JR2 . 

(c ) . Zbiory algebraiczne V (1 )  mogą być puste nawet dla właściwych 
ideałów l pierścienia K[Xl . . . .  , xn] :  zależy to od ciała K. Gdy K = R 
to V(xi + 1 )  = 0 C Kl , a gdy K = e ,  to V(xi + 1 )  = { i ,  - i } . :Vlożna 
wykazać , że j eśli ciało K j est algebraicznie domknięte ,  to V (I)  =I- 0 dla 
każdego właściwego ideału pierścienia K[X1 ' . . . . xn] '  

Dla dowolnego niepustego podzbioru E przestrzeni Kn przYJmu-. . 
J emy oznaczeme : 

I (E)  = {f E K[Xl : . . . .  xn] : f (t) = O dla wszystkich t E E} .  ( 9 . 3 )  

Ponadto określamy: 1 (0 )  = K[:r l , . . . .  xn] .  
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Stwierdzenie 9 . 1 5 .  Dla dowolnego podzbioru E przestrzeni Kn 

zbiór I (E) jest ideałem radykalnym pierścienia K[X l ' . . .  , xn] .  

Dowód. Jeśli E = 0 ,  to I (E) = K[Xl , " " Xn] ,  a więc I(E) j est ide­
ałem radykalnym. Załóżmy dalej , że E #- 0. ·Wtedy ze wzoru (9 . 3 )  
wynika, że  wielomian zerowy O E I(E) . ·Weźmy dowolne f, g E I(E) , 
h E K[Xl " ' " xn] .  Wtedy dla dowolnego t E E: f (t )  = g (t )  = O , więc 
na mocy wzorów (7 .4 ) , (J - g ) (t) = f (t )  - g (t) = O - O = O oraz 
(Jh) (t) = f (t) . h (t )  = O . h (t )  = O , skąd f - g , fh E I(E) . Zatem 
I (E) <J K[Xl : ' . .  , xn] .  \Veźmy dowolne h E K[Xl , " " xn] takie ,  że h2 E 

I(E) . \Vtedy dla dowolnego t E E, O = (h2 ) (t ) = (h (t ) ) 2 , skąd h (t) = O , 
a więc h E I(E) . Ze stwierdzenia 9 . 6  wynika zatem, że I (E) j est ide­
ałem radykalnym. D 

Stwierdzenie 9 . 1 6 .  Dla dowolnych podzbiorów EL . E2 przestrzeni 
Kn : 

(i) jeśli El � E2 , to I (E2 ) � I (Ed ,  
(ii) I (El U E2 ) = I (El ) n I (E2 ) .  

Dowód. ( i ) . \Veźmy dowolne f E I (E2 ) .  Wtedy dla każdego t E E2 j est 
f (t) = O . Ale El � E2 , więc f (t) = O dla każdego t E El , a to oznacza, 
że f E I (El ) .  Zatem I (E2 ) � I (El ) .  

(ii) . Ponieważ El � El U E2 i E2 � El U E2 : więc z ( i ) , I (El U 
E2 ) � I(Ed i I (El U E2 ) � I (E2 ) .  Stąd I (El U E2 ) � I (Ed n I (E2 ) .  
\Veźmy dowolne f E I (El ) n I (E2 ) .  \Vtedy f E I (EJ )  i f E I (E2 ) .  
Zatem f (t) = O dla każdego t E El i f (t )  = O dla każdego t E E2 . 
Stąd f (t) = O dla każdego t E El U E2 , czyli f E I (El U E2 ) .  Zatem 
I (Ed nI(E2 ) � I (El UE2 ) i ostatecznie I (El UE2 ) = I (El ) nI (E2 ) .  D 

Twierdzenie 9 . 1 7 .  Niech K będzie dowo lnym ciałem. Jeśli TV � 
Kn jest zbiorem algebraicznym, to V(I(1V) ) = TV .  Ponadto E 1---+ I (E) 
jest różnowartościowym odwzorowaniem zbioru wszystkich zbiorów al­
gebraicznych w Kn w zbiór wszystkich ideałów radykalnych pierścienia 
K[Xl . . . . . xn] .  

Dowód. Z (9 . 2 )  i (9 . 3 )  mamy, że TV � V(I(Ti/) ) ) .  Ponadto TV = V(J) 
dla pewnego ideału J pierścienia K[Xl . . . . .  Xn] ,  a więc J � I(HT) na 
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mocy (9 . 2 )  i ( 9 . 3 ) . Z twierdzenia 9 . 1 1  (ii) , V(I ( TV) ) � V (J) ,  czyli 
V(I( TV) ) � W. Zatem V(I(TV) ) = TV. 'Weźmy dowolne zbiory algebra­
iczne lVI ,  TV2 takie , że 1 ( TV1 ) = 1 (W2 ) .  \i\ftedy V(I (Wd )  = V(I(TV2 ) ) ,  
więc TV1 = W2 na mocy pierwszej części dowodu. Zatem odwzorowanie 
TV 1-----7 1(TV) na zbiorze wszystkich zbiorów algebraicznych w Kn j est 
różnowartościowe . Ponadto ze stwierdzenia 9 . 1 5 , 1(W) j est ideałem ra­
dykalnym pierścienia K[Xl , . . .  , xn ] dla każdego zbioru algebraicznego 
W w � . D 

)J astępne twierdzenie podamy bez dowodu. Jest ono równoważne 
s łynnemu Twierdzeniu Hilberta o zerach. 

Twierdzenie 9 . 1 8 .  Niech K będzie ciałem algebraicznie domknię­
tym. Jeśli J jest ideałem pierścienia K[X l , X2 , . . . , xnL to 1 (V(J) )  = 

rad (J) . 

Definicja 9 . 1 9 .  Zbiór algebraiczny TV nazywamy przywiedlnym, 
j eśli można go przedstawić w postaci sumy mnogościowej dwóch zbio­
rów algebraicznych różnych od W. W przeciwnym wypadku TV nazy­
wamy zbiorem algebraicznym nieprzywiedlnym lub rozmaito­
ścią algebraiczną. 

Twierdzenie 9 . 20 .  Niepusty zbiór algebraiczny TV jest nieprzywie­
dlny wtedy i tylko wtedy, gdy 1 ( TV) jest ideałem pierwszym pierścienia 
K[Xl , " " xn] .  

Dowód. Ponieważ zbiór W j est niepusty, więc na mocy twierdzenia 
9 . 1 7 , 1( TV) #- K [X l " ' "  xn] .  )Jiech zbiór algebraiczny l/V będzie nie­
przywiedlny. \i\feźmy dowolne f. g E K[Xl " ' "  xn] takie , że fg E 1 ( TV) . 
Z twierdzenia 9 . 1 1  V(f )nTV i V(g) nvV są zbiorami algebraicznymi . Po­
nadto TV = (V(f ) nTV) U (V (g) nTV) , gdyż (V(f )nTV)U (V (g) nTV) � H' 
oraz j eśli t E TV i t tt V(f )  n TV , to t tt V (f ) , a więc f (t) #- O . Ale 
fg E 1(H') , więc O = (fg) (t) = f (t) . g (t ) , skąd g (t )  = O i wobec 
tego t E V(g) n TV. Z nieprzywiedlności zbioru TV mamy stąd , że 
W· = V(f)  (l VV lub Hr = V(g) n TV', czyli TV � V(f )  lub H/ � V(g) , 
a to oznacza, że f E 1 ( TV) lub g E 1(TV ) .  Zatem 1 ( TV) j est ideałem 
pienvszym pierścienia K[xl , . . . . .  In] .  
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l'\a odwrót . załóżmy, że I ( lV )  j est ideałem pierwszym pierścienia 
K [X1 , '  . .  , xn ] . Niech W = TV] U W2 będzie przedstawieniem TV w po­
staci sumy dwóch zbiorów algebraicznych TV1 ,  TV2 .  Ze stwierdzenia 9 . 1 6  
( ii ) , I (W) = I (Wd n I ( TV2 ) .  Stąd I ( TVdI(TV2 )  � I (TV) , więc z pierw­
szości ideału I ( TV) otrzymuj emy, że I (lV1)  � I (W) lub I (TV2 )  � I (lV) . 
Z twierdzeń 9 . 1 1  i 9 . 1 7  otrzymujemy więc , że TV � TV1 lub TV � lV2 ,  
skąd TV = TV1 lub TV = W2 . Oznacza to, że zbiór W j est nieprzywie­
dlny. D 

Twierdzenie 9 . 2 1 .  Dla dowolnego zbioru algebraicznego W w Kn 

istnieje przedstawienie w postaci sumy: 

takiej, że: 
(i) lV1 ,  . . .  , TVp są zbiorami algebraicznymi nieprzywiedlnymi, 
(ii) lVi � U Wj dla dowolnego i = 1 ,  . . .  , p .  

#i 

(9 .4 )  

Zbiory TV], . . .  , TVp spe łniające warunki (i) , (ii) są wyznaczone jedno-
znacznie przez W (i nazywane składowymi nieprzywiedlnymi zbioru 
algebraicznego TV ) .  

Dowód. Przypuśćmy, ż e  TV nie m a  przedstawienia w postaci (9 .4 ) . 
vVówczas TV j est przywiedlny, tzn. istniej ą zbiory algebraiczne lVI, lV2 , 
lV1 =I- lV, lV2 =I- TV takie , że TV = TV1 U W2 . Stąd TV1 nie można przed­
stawić w postaci (9 .4 )  lub W2 nie można przedstawić w postaci (9 .4 ) . 
Bez zmniej szania ogólności możemy zakładać , że W1 nie ma przedsta­
wienia postaci (9 .4 ) . Zatem istniej ą zbiory algebraiczne Ti!1 1  =I- lVl , 
H1] 2 =I- lV1 takie , że lVl = lVll U lVl2 , przy czym TVll lub lV12 nie 
ma przedstawienia postaci (9 .4 ) . Kontynuuj ąc ten proces otrzymamy 
ściśle malej ący ciąg zbiorów algebraicznych lV :J lV1 :J . . .  , który na 
podstawie stwierdzenia 9 . 1 6  i twierdzenia 9 . 1 7  indukuje ściśle rosnący 
ciąg ideałów I ( TV) C I (lVd C . . .  pierścienia K [X 1 " "  , xn ] . Otrzyma­
liśmy zatem sprzeczność z wnioskiem 7. 1 0 .  Pierwsza część twierdzenia 
j est zatem udowodniona. 

Jeśli otrzymany rozkład postaci (9 .4 )  nie spełnia warunku (ii) , to 
uSli"waj ąc kolejno składniki rozkładu za\varte \v sumie pozostałych do-
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chodzimy w końcu do rozkładu spełniaj ącego warunek (i i ) ; rozkład taki 
nazywamy nieskracalnym. 

Przypuśćmy, że mamy dwa nieskracalne przedstawienia zbioru W, 
powiedzmy lV = lVI U . . .  U Wp = VI U . . .  U Vq . \Vówczas lVi = lVi n 
lV = Wi n (VI U . . .  U Vq ) = (Wi n VI ) U . . .  U (Wi n Vq) .  Ponieważ 
lVi j est nieprzywiedlnym zbiorem algebraicznym, więc dla pewnego j 
mamy Wi = lVi n Vj ,  czyli lVi � Vj .  Stosuj ąc to samo rozumowanie 
do Vj wnioskuj emy o istnieniu i' takiego , że Vj � Wit . \Vobec tego 
lVi � Vj � Wit ,  więc na podstawie nieskracalności rozkładu i' = i oraz 
lVi = Vj .  \Vynika stąd ,  że dla każdego i E { L  . . .  , p} istniej e dokładnie 
j edno j E { L  . . .  , q} takie , ż e  Wi = Vj ,  innymi słowy otrzymujemy 
funkcj ę i f---+ j ze zbioru { l ,  . . .  , p} w zbiór { l ,  . . .  , q} . Przez symetrię 
uzyskujemy stąd, że dla każdego j = 1, . . .  , q istniej e dokładnie j edno 
i E { L  . . .  , p} takie , że Vj = Wi o  Zatem funkcj a i f---+ j j est bij ekcj ą ,  
a więc p = q oraz z dokładnością do porządku składników Vi = Wi dla 
wszystkich i = L . . . , p . D 
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Największy wspólny dz ielnik 

i najmniejsza wspólna 

wielokrot ność 

10.1 Naj większy wspólny dzielnik 

Definicja 10 . 1 .  l'\iech P będzie dziedziną całkowitości . Powiemy, 
że d E P jest największym wspólnym dzielnikiem elementów 
a l , . . .  , an E P, j eżeli 

(i) d I ai dla każdego i = 1 ,  . . .  , n oraz 
(ii) dla dowolnego x E P z tego, że x I ai dla każdego i = 1 ,  . . .  , n 

wynika x I d. 
Piszemy wtedy d rv N�V D(al , "  . ,  an ) .  

Uwaga 10 . 2 .  \IV dziedzinie całkowitości P mamy, że d E P jest 
największym wspólnym dzielnikiem elementów al , . . . . an E P wtedy 
i tylko wtedy, gdy d jest wspólnym dzielnikiem elementów al , . . .  , an 
podzielnym przez każdy ich wspólny dzielnik . \IV szczególności każde 
dwa największe wspólne dzielniki elementów al , ' " , an są sto­
warzyszone w dziedzinie P.  Zatem j eżeli d rv N1V D(a l , " . , an ) ,  
to zbiorem wszystkich największych wspólnych dzielników elementów 
al . . . .  , an j est {d · 11 : 11 E P* } .  
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Twierdzenie 10 . 3 .  Jeżeli w dziedzinie całkowitości P dla dowol­
nych elementów a ,  b E P istnieje NHl D (a ,  b) , to dla każdego natural­
nego n i d la dowolnych e lementów al , a2 , . . .  , an E P istnieje 
2VlV D ( al , a2 ' . . .  , an ) oraz d la n > 2 zachodzi wzór: 

Dowód. Stosujemy indukcj ę względem n. Dla n = 1 teza j est oczy­
wista, bo wprost z definicj i N TlI  D(  ad rv al dla każdego al E P. Za­
łóżmy, że n > 1 j est taką liczbą naturalną, że teza zachodzi dla liczby 
n - l i niech al , ' . .  , an- l , an będą dowolnymi elementami dziedziny 
P. Z założenia indukcyjnego wynika, że istniej e  d E P takie , że d rv 

NW D(al , " " an- l ) .  Zatem z założenia twierdzenia istniej e  D E P ta­
kie , że D rv NW D(d, an ) .  Wtedy D I an i D I d oraz d I ai dla 
i = 1 ,  . . .  , n - l , więc D I aż dla i = 1 ,  . . .  , n - l i D I an , czyli D 
j est wspólnym dzielnikiem elementów al . ' . .  , an . Załóżmy, że x E P 
jest wspólnym dzielnikiem elementów al , . . .  , an- l , an ° \Vtedy x I an 
oraz x j est wspólnym dzielnikiem elementów al , . . .  , an- l , więc z uwagi 
1 0 . 2 ,  x I d. Zatem x I d i x I an , więc z uwagi 1 0 . 2 ,  x I D, a więc D 
j est podzielne przez każdy wspólny dzielnik elementów al , . . .  , an . Stąd 
z uwagi 1 0 . 2  mamy wzór ( 1 0 . 1 )  oraz D rv NW D(al , " " an ) .  D 

Twierdzenie 10 .4 .  Jeżeli d, al . . . .  , an są takimi e lementami dzie­
dziny całkowitości P, że (al , . . .  , an ) = (d) , to d rv N�V D(al , " " an ) .  
W szczególności dla dowo lnych elementów a l , . . . .  an dziedziny ideałów 
głównych P istnieje NVV D( al . . . .  , an ) oraz zachodzi wzór: 

( 1 0 . 2 )  

Dowód. Dla i = 1 .  . . .  , n mamy, że aż E (a l " " ,  an ) ,  więc aż E (d) , skąd 
d I aż · .:Jiech x E P będzie wspólnym dzielnikiem elementów al , . . .  , an · 
\Vtedy ai E (x )  dla i = 1 . . . .  , n ,  skąd (a j , . . .  , an ) � (x) , czyli (d) � 
(x) . skąd x I d. Zatem z uwagi 1 0 . 2 ,  d rv NH' D(al , "  . ,  an ) .  C 
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Twierdzenie 10 . 5 .  Niech p będzie e lementem nierozkładalnym 
dziedziny całkowitości P .  Jeżeli istnieją elementy a, b E P takie, że 
p I ab, ale p nie dzie li a i p nie dzie li b, to w dziedzinie P nie istnieje 
NW D(pa , ab) oraz ideał (p , a) nie jest główny. W szczególności, jeżeli 
w dziedzinie całkowitości P dla dowolnych e lementów a, b E P ist­
nieje NW D (  a, b) , to każdy element nierozkładalny pierścienia P jest 
e lementem pierwszym w P .  

Dowód. Załóżmy, ż e  przy tych założeniach istniej e d E P takie , że 
d f'V NW D(pa, ab) . Wtedy d I pa i d I ab. Ponadto p I pa i p l ab, 
więc z uwagi 1 0 . 2 ,  p I d .  Ponadto a I pa i a I ab, więc a I d. Zatem 
istniej ą x, y ,  k, l E P takie , że pa = dx , ab = dy , d = pk i d = al . 
Zatem pa = alx , skąd p = Ix ,  gdyż a =j:. O , bo p nie dzieli a .  Ale p j est 
elementem nierozkładalnym, więc l E P* lub x E P* . 

Jeśli l E P* ,  to a = dl-1 = pkl- 1 , skąd p I a i mamy sprzeczność . 
Jeśli zaś x E P* , to d = pax- l , skąd ab = pax- 1y , czyli b = px- 1y , 
a więc p I b i też mamy sprzeczność . Wynika stąd ,  że nie istniej e  
NW D (pa , ab) . 

Załóżmy, że ideał (p , a) j est główny. Wtedy istniej e D E P takie , 
że (p , a) = (D) . Zatem z twierdzenia 10 . 4 ,  D f'V NvVD(p , a) . Ale p 
nie dzieli a i p j est elementem nierozkładalnym w pierścieniu P, więc 
z uwagi 1 0 . 2 ,  D f'V 1 ,  skąd (D) = ( 1 ) ,  a więc 1 E (p , a) . Zatem 1 = 
pr + as dla pewnych r, s E P, skąd b = prb + abs . Ponadto p I ab , więc 
stąd p I b i mamy sprzeczność . Zatem ideał (p , a) nie j est główny. D 

Przykład 10 .6 .  Łatwo zauważyć , że 

j est podpierścieniem dziedziny całkowitości Z [x] . Z własności stopnia 
wielomianu oraz naj starszego współczynnika prosto wynika, że X2 j est 
elementem nierozkładalnym dziedziny P. Ponadto X2 I x3 

• x3 , bo x3 
• 

x3 = X2 . x4 oraz x4 E P. Ale X2 nie dzieli x3 , gdyż x r:j. P. Zatem na 
mocy twierdzenia 1 0 . 5  w dziedzinie P nie istniej e  NW D (x5 , x6 ) i ideał 
(X2 . x3 ) nie j est główny. 
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Przykład 10 .  7. �iech d będzie liczbą całkowitą ,  która nie j est 
kwadratem liczby całkowitej . Wówczas d nie j est kwadratem liczby 
wymiernej , skąd wynika, że dla dowolnych al , a2 . b l , b2 E Q:  

al + bl Vd = a2 + b2Vd <===? [a l = a2 oraz bl = b2 ] .  

łatwo zauważyć , że Q (  yId) = {a + byld : a ,  b E Q} j est podciałem ciała 
te oraz Z [yId] = {a + byld : a, b E Z} j est podpierścieniem ciała Q( Vd) . 
Dla dowolnych x ,  y E Q określamy: 

\Vtedy z niewymierności yId i wzoru ( 1 0 . 3 )  wynika, że :  

I l a l l d = O <===? a = O dla dowolnego a E Q( Vd) .  

I l a l l d j est dodatnią liczbą wymierną 
dla każdego niezerowego a E Q( Vd) . 

I l a l l d E N dla każdego niezerowego a E Z [Vd] . 
I l a · 3 1 1 d = I l a l l d · l l p l l d dla dowolnych a , /3 E Q(Vd) .  

( 1 0 . 3 )  

( 1 0 .4 )  

( 1 0 . 5 )  

( 1 0 . 6 )  

( 1 0 . 7) 

Rzeczywiście , a = x + yVd, ,3 = r + sVd dla pewnych x ,  y ,  r, s E Q, 
więc a · 3 = (xr + dys)  + (xs + yr) Vd, czyli 

I l a · 3 1 1 d = I (xr + dYS ) 2 - d(xs + yr) 2 1 = 
= I x2r2 + 2xrdys + d2y2 S2 - dX2 S2 - 2dxsyr - dy2r2 1 = 
= I r2 (x2 - dl) - ds2 (X2 - dy2 ) I = 
= I X2 - dy2 1 . I r2 - ds2 1 = 
= I l a l l d · 1 1 3 1 I d . 

Q E (Z [Vd] ) * <===? I l a l l d = 1 .  ( 1 0 . 8 )  

Rzeczywiście .  j eśli a E (Z [  yId] ) *  l to istniej e 3 E Z [  yId] takie , że Q · 3 = 
1 .  skąd na mocy ( 1 0 . 3 )  i ( 1 0 . 7) .  I l a l l d ' 1 1 3 1 1 d = 1 .  Zatem z ( 1 0 . 6 ) , 
I l a l l d = 1 . 
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Na odwrót , załóżmy, że a E Z [Vd] spełnia warunek I l a l l d = 1 .  
Wtedy a = a + bVd dla pewnych a ,  b E Z ,  więc l a2 - db2 1 = 1 ,  czyli 
a2 - db2 = ± 1 ,  skąd a ·  (a - bVd) = 1 lub a ·  ( - a  + bVd) = 1 ,  zatem 
a E (Z [Vd] ) * .  

[a E Z [Vd] oraz I l a l l d j est liczbą pierwszą] 
:::::} [a j est elementem nierozkładalnym w Z [Vd] ] . 

( 1 0 . 9 )  

Rzeczywiście , na mocy ( 1 0 .4 )  i ( 1 0 . 8 )  mamy, że a -=I=- O i a nie j est ele­
mentem odwracalnym pierścienia Z [Vd] .  Ponadto dla dowolnych f3, I E 
Z [Vd] takich , że a = f3 . ,  na mocy ( 1 0 . 7) mamy, że I l a l l d  = 1 1 f3 l l d · l b l l d , 
więc z ( 1 0 . 6 )  i z pierwszości liczby I l a l l d otrzymujemy, że 1 1 f3 l l d = 1 lub 
I b l l d = 1 .  Zatem na mocy ( 1 0 . 8 ) , f3 E (Z [ Vd] ) *  lub I E (Z [ Vd] ) * .  Stąd 
a j est elementem nierozkładalnym pierścienia Z [  Vd] .  

Załóżmy teraz , że d < -2 .  Pokażemy, że wówczas 2 j est elemen­
tem nierozkładalnym, ale nie j est elementem pierwszym w pierścieniu 
Z [Vd] .  Najpierw zauważmy, że nie istniej e  a E Z [Vd] takie , że I l a l l d = 
2 ,  gdyż inaczej dla pewnych x ,  y E Z mielibyśmy, że X2 + (-d)y2 = 2 .  
Ale -d > 2 ,  więc y = O i X2 = 2 ,  co  prowadzi do  sprzeczności .  
Stosuj ąc argumenty podobne do zastosowanych w dowodzie ( 1 0 . 9 )  ła­
two wykazujemy, że 2 j est elementem nierozkładalnym w pierścieniu 
Z [Vd] .  Ponadto 2 nie dzieli Vd, bo inaczej istniej ą a, b E Z takie , że 
Vd = 2 . (a  + bVd) ,  skąd 1 = 2b i mamy sprzeczność .  

Jeżeli d j est liczbą parzystą ,  to d = -2k dla pewnego k = 2 , 3 ,  . . . . 
\Vtedy 2 I Vd · Vd, ale 2 nie dzieli Vd, więc 2 nie j est elementem 
pierwszym w pierścieniu Z [Vd] oraz z twierdzenia 1 0 . 5  nie istniej e 
NW D(2Vd, d) oraz ideał ( 2 ,  Vd) nie j est główny. 

Jeżeli d j est liczbą nieparzystą, to 2 nie dzieli 1 + Vd i 2 nie dzieli 
1 - Vd, ale 2 I ( 1  + Vd) . ( 1 - Vd) = 1 - d. Zatem 2 nie j est elementem 
pierwszym w pierścieniu Z [Vd] i na mocy twierdzenia 10 . 5  nie istniej e 
NW D (2 - 2Vd, 1 - d) oraz ideał ( 2 ,  1 + Vd) nie j est główny. 

Przykład 10 .8 .  Niech P będzie dowolną dziedziną całkowitości . 
Wówczas dla dowolnego a E P mamy, że a rv NW D (a ,  O) na mocy 
uwagi 10 . 2 .  Ponadto dla a E P i u E P* j est 1 rv NW D (a ,  u) , bo 1 I a 
i 1 I u oraz dla dowolnego x E P takiego , że x I a i x I u istniej e  t E P 
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takie , że u = xt , skąd 1 = xtu- l , czyli x I 1 .  Jeżeli a, b E P oraz a I b , 
to z uwagi 1 0 . 2 ,  a r-v N�V D(a ,  b) . 

10.2 Naj mniej sza wspólna wielokrot ność 

Definicja 10 .9 .  Kiech P będzie dziedziną całkowitości .  Powiemy, 
że a E P j est najmniej szą wspólną wielokrotnością elementów 
al . . . .  , an E P, j eżeli 

(i) ai I a dla każdego i = 1 ,  . . .  , n  oraz 
(ii) dla dowolnego x E P z tego . że ai I x dla każdego i = 1 ,  . . .  , n 

wynika a I x .  
Piszemy wtedy a r-v N�VVV(al , " " an ) '  

Uwaga 10 . 10 .  'vV dziedzinie całkowitości P mamy, że a E P j est 
najmniej szą wspólną wielokrotnością elementów al , . . .  , an E P wtedy 
i tylko wtedy, gdy a j est wspólną wielokrotnością elementów al , . . .  , an 
dzielącą każdą ich wspólną wielokrotność . 'vV szczególności każde dwie 
najmniej sze wspólne wielokrotności elementów al , " " an są 
stowarzyszone w dziedzinie P. Zatem jeżeli a r-v NW�V (al , . . .  , an ) ,  
to zbiorem wszystkich najmniej szych wspólnych wielokrotności ele­
mentów al , . . .  , an j est {a . u : u E P* } .  

Twierdzenie 10 . 1 1 .  Jeżeli w dziedzinie całkowitości P dla dowol­
nych e lementów a ,  b E P istnieje N�V�V (a ,  b) , to dla każdej liczby 
naturalnej n i dla dowo lnych elementów al , a2 , . . .  , an E P istnieje 
N�V�V(al . 02 , " " an ) oraz dla n ? 2 zachodzi wzór: 

Dowód. Stosuj emy indukcj ę względem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, 
bo wprost z definicj i N1V1V (aJ ) r-v al dla każdego al E P. Załóżmy, że 
n > 1 j est taką liczbą naturalną, że teza zachodzi dla liczby n- l i niech 
al - . . . .  On - l ,  an będą dowolnymi elementami dziedziny P. Z założenia 
indukcyjnego istniej e  a E P t akie , że a r-v NVVTV (a l . . . .  , an-d .  Zatem 
z założenia t\vierdzenia istnieje  A E P takie , że A rv NlVlV(a ,  an ) .  
'vVtedy an I A i a I A oraz aż I a dla ż = 1 .  . . . . n - 1 .  więc aż I A 
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dla i = 1 ,  . . .  , n - l i an I A, czyli A j est wspólną wielokrotnością 
elementów al . . . .  , an . Załóżmy, że x E P j est wspólną wielokrotnością 
elementów al , ' " , an- l , an ° \Vtedy an I x oraz x j est wspólną wielo­
krotnością elementów al , . . .  , an- l : więc z uwagi 1 0 . 1 0 ,  a I X .  Zatem 
a I x i an I x, więc z uwagi 10 . 1 0 ,  A I x, a więc A dzieli każdą wspólną 
wielokrotność elementów al , . . .  , an . Stąd z uwagI 10 . 1 0  mamy wzór 
( 1 0 . 10 )  oraz A rv N�V�V(al , . . .  , an ) .  D 

Twierdzenie 10 . 1 2 .  Niech a ,  al , . . .  , an będą takimi e lementami 
dziedziny całkowitości P. że (ad n . . .  n (an ) = (a) . Wówczas a rv 

NTV�V (al , . . .  , an ) .  W szczególności d la każdych e lementów al , . . .  , an 
dziedziny ideałów głównych P istnieje NWTV (al , . . .  , an ) oraz zachodzi 
wzór: 

( 1 0 . 1 1 )  

Dowód. Ponieważ a E (a l ) n . . .  n (an ) ,  więc a E (ai ) dla i = 1 ,  . . .  , n ,  
skąd ai I a dla każdego i = 1 ,  . . .  , n .  Niech x E P będzie wspólną 
wielokrotnością elementów al , . . .  , an o Wtedy x E (ad dla każdego i = 
1 ,  . . .  , n , skąd x E (al ) n . . .  n (an ) = (a ) , czyli x E (a) , a więc a I X .  
Zatem a rv NTVTV (al , '  . .  , an ) .  D 

Twierdzenie 10 . 13 .  Niech p będzie e lementem nierozkładalnym 
dziedziny całkowitości P. Jeżeli istnieją elementy a, b E P takie, że 
p I ab, ale p nie dzieli a i p nie dzieli b ,  to w dziedzinie P nie istnieje 
N�V�V (p , a) . W szczególności, jeże li w dziedzinie całkowitości P dla 
dowolnych e lementów a ,  b E P istnieje N1VW(a,  b) . to każdy element 
nierozkładalny pierścienia P jest elementem pierwszym w P.  

Dowód. Załóżmy, ż e  przy tych założeniach istniej e  A E P takie , że 
A rv N�Vl'V (p, a) . \Vtedy p I A i a I A. Ponadto p I pa i a I pa, więc 
A I pa . Ale p I ab i a I ab, więc też A I ab . Zatem istniej ą :1:', y, s E P 
takie , że A = ax , pa = Ay i ab = As .  Stąd pa = axy , czyli p = xy , 
bo a -I- 0 ,  gdyż p nie dzieli a .  Ale p j est elementem nierozkładalnym 
pierścienia P, więc x E P* lub y E P* .  Jeżeli 1; E P* , to a = A:r- l 

i p I A .  więc p I a wbrew założeniu. Jeżeli zaś y E P* . to A = pay-l : 
skąd ab = pay- 1 s ,  czyli b = py-1 s ,  więc P I b wbrew założeniu . D 
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Przykład 10 . 14 .  Przy oznaczeniach przykładu 1 0 . 6  w pierścieniu 
p nie istniej e na mocy twierdzenia 1 0 . 1 3 ,  NW�V (X2 , x3 ) . 

Przykład 10 . 1 5 .  Na mocy twierdzenia 10 . 1 3  i przykładu 1 0 . 7  dla 
parzystego d < -2  w pierścieniu Z [Vd] nie istniej e  N�VW(2 ,  Vd) oraz 
dla nieparzystego d < -2  nie istnieje  NW�V(2 ,  1 + Vd) w pierścieniu 
Z [Vd] . 

Przykład 10 . 1 6 .  l'\iech P będzie dowolną dziedziną całkowitości .  
Wprost z definicj i najmniej szej wspólnej wielokrotności otrzymujemy, 
że j eżeli a ,  b E P i a I b, to b rv NWW(a,  b) . W szczególności dla a E P, 
O rv N�VvV(a ,  O) . Jeżeli u E P* i a E P, to u I a ,  więc a rv NWTV (a ,  u,). 

10.3 NWD i NWW W dziedzinach 

z j ednoznacznością rozkładu 

Twierdzenie 1 0 . 1 7 . Niech P będzie dziedziną z jednoznacznością 
rozkładu i niech Pl , . . .  , Ps będą parami niestowarzyszonymi e lementami 
pierwszymi pierścienia P. Niech al , . . .  , as E No oraz a = prl . . . . . 
p�s . Wówczas wszystkimi z dokładnością do stowarzyszenia dzie lnikami 
elementu a są elementy postaci: 

d - .61 .6, - Pl . . . . . Ps , 

gdzie = O, 1 , . . .  , ai dla i = l , . . .  , s . 

( 1 0 . 1 2 ) 

Dowód. Ponieważ P j est dziedziną z j ednoznacznością rozkładu, więc 
na mocy założeń twierdzenia elementy postaci ( 1 0 . 1 2 )  są parami nie­
stowarzyszone . Ponadto a = d . c dla c = p�1 -6l . . . . . p�s -6s i c E P, 
bo ai - 3i E No dla i = L . . . , s . Zatem d I a .  

l'\ a odwrót , niech d E P będzie dzielnikiem elementu a .  \Vtedy 
istniej e b E P takie , że a = d · b. Ale a i- O, więc d, b i- O. Je­
żeli P j est elementem pierwszym pierścienia P t akim, że P I d lub 
P I b , to P I a ,  \vięc P I Pi dla pewnego i = L . . .  , s ,  skąd z pierw­
szości Pi .  p rv Pi .  Zatem z jednoznaczności rozkładu pierścienia P ist­
niej ą nieuj emne liczby całkowite . �ji dla i = 1 ,  . . . , s oraz istniej ą 
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u, v E P* takie, że d = u . pil . . . . . p�s oraz b = v . pJl . . . . . pls . 
Stąd 'p3l +il . . p3s +is - pnI . . pns Zate 6 ·  + " . - n, . skąd ' Ul) l . . . S - l . . . s ' m I 1 (1 - u z , 

6i = 0 , 1 ,  . . .  , eti oraz d rv 
pil . . . . . p�s . D 

Z twierdzenia 10 . 1 7  oraz z definicj i �\VD i l\'\V\V wynika od razu 
następuj ące 

Twierdzenie 10 . 18 .  Niech P będzie dziedziną z jednoznacznością 
rozkładu i niech Pl . . . .  , Ps będą parami niestowarzyszonymi e lementami 
pierwszymi w P. Niech ai , 16i E No dla i = 1 ,  . . .  , s oraz niech a rv 

n I ns . b ,31 pPs Wt d Pl . . . . . p s Z rv Pl . . . . . s ' e y (i) p;nin(n l . 3J )  . . . . . p�in(ns ,3s ) 
rv 

JYW D(a ,  b) , 
(ii) p;nax(nJ,l3l ) . . . .

• p�ax(ns , (3s ) rv NTVvV (a ,  b) . 

Z twierdzeń 10 . 1 7, 1 0 . 1 1 , 1 0 . 3  i przykładów 10 . 1 6  i 10 . 8  wynika od 
razu następuj ące 

Twierdzenie 10 . 19 .  Jeżeli P jest dziedziną z jednoznacznością 
rozkładu, to d la dowolnego naturalnego n i dla dowo lnych e lementów 
al , · ·  . .  an E P istnieją NW D (al , . . . .  an ) i NvVW(al , " " an ) .  

Definicja 10 .20 .  Powiemy, że elementy al , . . .  , an dziedziny z j e­
dnoznacznością rozkładu P są względnie pierwsze, j eżeli zachodzi 
1 rv NTV D (al , " " an ) .  

Stwierdzenie 10 .2 1 .  Niech al , a2 , ' " , an I nie wszystkie równe O ,  
będą e lementami dziedziny z jednoznacznością rozkładu P.  Wtedy 
1 rv NvV D ( " , a l . . . " ' T  ! 

an ) . l, H D(al . . . . .  an ) ;\ H D(al . . . .  , an ) 

Dowód. Z twierdzenia 10 . 1 9  vvynika. że istniej e a E P takie . że a rv 

NvV D(al , a2 . . . .  , an ) .  Ponadto a =I O ,  bo ai =I O dla pewnego ż = 
1 , 2 . . . . , n . Zatem bi = 7 E P dla i = 1 , 2 . . . .  , n .  \\'eźmy dowolne 
x E P takie , że x I bi dla wszystkich i = 1 , 2 ,  . . . . n . \Vtedy dla i = 
1 , 2 ,  . .  " n istnieje  Ci E P takie , że  bi = ,J; • Ci .  Zatem ai = (ax )ci , skąd 
a,J; I ai dla i = 1 , 2 . . . .  , n. Z definicj i naj 'większego wspólnego dzielnika 
wynika zatem, że a;r I a .  co \vobcc a =I O daje :r E P* . \Yobec tego 
J.' rv 1 i 1 rv SVVD(b1 • b2 . . . . . bn ) '  D 
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Twierdzenie 10 . 22 .  Niech a, b, c będą e lementami dziedziny z jed­
noznacznością rozkładu P . Jeżeli e lementy a i b są względnie pierwsze 
oraz a . b r-v cn dla pewnego naturalnego n, to istnieją C1 , C2 E P takie, 
że a r-v c7 i b r-v c2 . 

Dowód. Jeżeli a = O ,  to b r-v NW D(a ,  b) . Ale 1 r-v NlV D (a ,  b) , więc 
b r-v 1 i wystarczy wziąć C1 = O oraz C2 = 1 .  Analogicznie dla b = O 
wystarczy wziąć C1 = 1 i C2 = O. l'\iech dalej a =I O i b =I O. Jeżeli 
a E P* , to b r-v ab ,  więc b r-v en i a r-v In . Jeżeli b E P* , to podobnie 
a r-v cn i b r-v In . Możemy zatem zakładać , że a ej. P* i b ej. P* oraz a =I O 
i b =I O .  Ponieważ P j est dziedziną z j ednoznacznością rozkładu oraz 
elementy a i b są względnie pierwsze , więc istniej ą parami niestowarzy­
szone elementy pierwsze Pl ,  . . .  , Ps , ą1 , " " ąr oraz istniej ą liczby natu-

l {3 3' t k " . a l as l' b ą·el ąer ra ne al , " "  as , . 1 , · · · "  r a 1e ,  ze a r-v Pl . . . . . Ps r-v 1 . . . . . 
r . 

Zatem prl . . . . . p�s . q�l . . . . . ą�r 
r-v cn . Stąd na mocy twierdzenia 

10 . 1 7  istniej ą nieujemne liczby całkowite /1 ,  . . .  , /s , 61 , . . .  , 6r takie ,  że 
r-v 

�!l . . 18 . ,h . . Jr Z t al . . . as . ,el . . ,er 
r-v C Pl . . .  Ps ą1 . . .  ąr · a em Pl . . .  Ps ą1 . . .  ąr 

p�ll . . . . .  p�ls . ą�Jl . . . . .  q�Or , skąd z j ednoznaczności rozkładu w pier-
ścieniu P, ai = W'(i dla i = 1 ,  . . .  , s oraz (3j = n6j dla j = 1 ,  . . .  , r .  
Zatem a r-v c7 dla C1 = pll . . . . . pIs oraz b r-v c2 dla C2 = ą�l . . . . . ą�r . D 
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Rozdz iał 1 1  

P ierścienie euklidesowe i ich 

zastosowania 

11.1 P ierścienie euklidesowe 

Definicja 1 1 . 1 .  l\iezerowy pierścień P nazywamy pierścieniem 
euklidesowym, j eżeli istniej e  funkcj a N:  P -+ No  zwana normą speł­
niaj ąca następuj ące warunki : 

( 1 )  VaEp N(a) = O {=} a = O ,  
( I I )  Va,bEP N(a · b )  = N(a) . N(b) , 
( I I I )  VbEP\{O} VaEp :3q ,rEP a = q ' b + r oraz N(r) < N(b) . 

Przykład 1 1 . 2 .  Każde ciało K j est pierścieniem euklidesowym 
z normą N daną wzorem N(a) = 1 dla a E K \ {O} oraz N(O) = O .  

Przykład 1 1 . 3 .  PierścieIl liczb całkowitych Z j est pierścieniem 
euklidesowym z normą N daną wzorem N(a) = l a l dla a E Z.  

Przykład 1 1 .4 .  Dla dowolnego ciała K pierścień K[x] j est pier­
ścieniem euklidesowym z normą N daną wzorem N(w) = 2st (w) dla 
w E K[x] \ {O}  oraz N(O) = O .  

Przykład 1 1 . 5 .  Dla d = -2 .  - L 2 .  3 pierścień Z[Jd] j est pier­
ścieniem euklidesowym z normą N daną wzorem N ( et ) = I I  et I I  d dla 
et E Z [JdJ ,  gdzie funkcj a I I  . I l d określona została w przykładzie 10 . 7 . 
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98 Pierścienie euklidesowe i ich zastosowania 

Rzeczywiście , warunki (I) oraz ( I I) były pokazane w przykładzie 1 0 . 7 , 
pozostaje więc wykazać , że zachodzi warunek ( I II ) . \\1 tym celu weźmy 
dowolne a , G E 2 [01] ,  .3 oT O .  Wtedy a , G należą do ciała Q (  01) ,  więc 
istniej ą liczby wymierne x, y takie , że � = x + y01. Niech Xo będzie 
liczbą całkowitą najbliższą liczby x i niech Yo będzie liczbą całkowitą 
najbiliższą liczby y .  \Vtedy I x  - xo l  � � i I y  - yo l  � � .  Określamy 
/ = Xo + Yo01 i p = a - I ' p. \Vtedy �!, p E 2 [01] ,  a = "y · ;3 + p oraz 
p = a - "( · p = � .  P - "1 ' .3 = p ' ( � - /) = p .  [ (x + y01) - (xo + Yo01) ]  = 

;3 · [ (x - xo ) + (Y - Yo ) 01J ,  czyli na mocy przykładu 1 0 . 7 , N(p) = I l p l l d = 

1 1 ;3 1 1 d ' 1 1 (x - xo )  + (y - Yo ) 01l l d = I I ;G l l d ' I (x - XO ) 2 - d(y - Yo ) 2 1 ·  \\1y­
starczy zatem wykazać , że dla dowolnych liczb wymiernych p, q takich , 
że O � p, q � � zachodzi nierówność : 

( 1 1 . 1 )  

Jeżeli d = -2 ,  - 1 ,  2 ,  t o  Ip2 - dq2 1 � p2 + I d I q2 � n) 2 + 2 ·  n) 2 = � < 1 .  
N atomiast dla d = 3 :  
I 2 2 1 _ I . 2 2 1 _ { p2 - 3q2 � ł gdy p2 - 3q2 � O 

Z P - dq - p - 3q - 3 2 2 /" 3 d 2 3 2 O . atem q - p  ""' 4  g y p - q < 
także Ip2 - dq2 1 < 1 .  

Stwierdzenie 1 1 .6 .  Niech P będzie pierścieniem euklidesowym 
z normą N. Wówczas 

(i) N(l )  = 1 .  
(ii) \jaEP a E P* � N(a) = 1 .  

Dowód. ( i )  Weźmy a E P \  {O } .  \Vtedy z ( I ) ,  N (a ) oT O .  Zatem na mocy 
( II ) , O oT N (a ) = N(l  . a ) = N( l )  . N(a) , więc po skróceniu N(l ) = 1 .  

( i i ) :"Jiech a E P* .  \Vtedy istniej e b E P takie , że a . b = 1 .  Zatem 
z (i) oraz ( II ) , 1 = N (a ) · N(b ) , czyli N (a ) = 1 .  Na odwrót , załóżmy, że 
N (a ) = 1 .  \Vtedy z (I) j est a oT O. Zatem z ( III ) istniej ą q , r E P takie , 
że 1 = q ' a + r i N(r ) < N(a) = 1 .  Ale N(r ) E No , więc N(r ) = O ,  
skąd na mocy ( I ) .  r = O ,  cz:yli 1 = q . a .  Zatem a E P* .  D 

Twierdzenie 1 1 . 7 .  Każdy pierścień euklidesowy jest dziedziną ide­
ałów głównych. W szczególności każdy pierścień euklidesowy jest dzie­
dziną z jednoznacznością rozkładu. 
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Pierścienie euklidesowe 99 

Dowód. l'\iech P będzie pierścieniem euklidesowym z normą N. Wtedy 
p i= {O} .  \Veźmy dowolne a, b E P \ {O} . Wtedy z ( I ) , N(a) , N(b)  i= O ,  
więc z ( I I )  N(a . b) = N(a)  . N(b ) i= O , czyli z ( I) a . b i= O . Zatem P 
j est dziedziną całkowitości .  

:"Jiech l będzie dowolnym ideałem pierścienia P. Jeżeli l = {O} ,  
t o  l = (O ) , czyli l j est ideałem głównym. Załóżmy dalej , że l i= {O} .  
\Vtedy z (I ) istniej e w zbiorze l \ {O}  element a o najmniej szej normie 
N(a) . Oczywiście (a ) <;;: l . \Veźmy dowolne i E l . \i\/tedy z ( I I I) istniej ą 
q , r E P takie , że i = q '  a + r i N(r) < N(a) . Stąd r = i - q . a E l 
oraz N(r) < N(a) , więc z wyboru a ,  r tj l \ {O} ,  czyli r = O . Zatem 
i = q '  a E (a ) . skąd l <;;: (a ) i ostatecznie l = (a ) . Zatem ideał l j est 
główny. 

Ostatnia część twierdzenia wynika z algebry 1 .  D 

Stwierdzenie 1 1 . 8 .  Niech P będzie pierścieniem euklidesowym 
z normą N i niech p będzie liczbą pierwszą. 

(i) Jeżeli a E P i N(a) = p, to a jest elementem pierwszym w P . 
(ii) Jeżeli w pierścieniu P nie istnieje element o normie p oraz 

N(b) = p2 dla pewnego b E P, to b jest elementem pierwszym w P . 

Dowód. ( i ) . Ponieważ p > 1 ,  więc z ( I ) , a i= O i ze stwierdzenia 1 1 . 6 ,  
a tj P* .  ·Weźmy dowolne b ,  c E P takie , ż e  a = bc. \Vtedy z ( II ) , p = 
N(b) ·N (c) , więc z pierwszości p i tego, że N(b) , N (c) E No otrzymujemy 
N(b) = 1 lub N(c) = 1 ,  czyli wobec stwierdzenia 1 1 . 6 ,  b E P* lub 
c E P* . Zatem a j est elementem nierozkładalnym pierścienia P. Ale P 
j est dziedziną z j ednoznacznością rozkładu na mocy twierdzenia 1 1 . 7 , 
więc z algebry 1 ,  a j est elementem pierwszym w P. 

(ii) . Ponieważ p2 > 1 ,  więc z ( I ) , b i= O i ze stwierdzenia 1 1 . 6 ,  
b tj P* . \Veźmy dowolne x . y E P takie , że b = xy. \Vtedy z ( II ) 
p2 = N(x) . N(y) .  Ponadto N(:r) . N(y) E No i w P nie istniej e element 
o normie p oraz p j est liczbą pienvszą, \\'ięc N(.T) = 1 lub N(y) = 1 .  
Stąd na mocy stwierdzenia 1 1 . 6 . x E P* lub y E P* . Zatem b j est 
elementem nierozkładalnym pierścienia P. Ale P j est dziedziną z j ed­
noznacznością rozkładu. więc b j est elementem pierwszym vv P. D 

Ponie\\'aż każdy pierście11 euklidesov\'y P j est dziedziną z j edno­
znacznością rozkładu, więc z twierdzenia 10 . 1 9  dla dowolnych a. b E P 
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100 Pierścienie euklidesowe i ich zastosowania 

istniej e NW D(a ,  b) . Okazuj e się , że NlV D (a ,  b) można wyznaczyć efek­
tywnie przy pomocy Algorytmu Euklidesa. 

Lemat 1 1 .  9. Niech P będzie dziedziną z jednoznacznością rozkładu. 
Wówczas dla dowolnych a ,  b ,  ą E P: 

NW D (a ,  b) rv N1V D(a ,  b - ą ·  a) . 

Dowód. Oznaczmy d rv NWD(a, b) , D rv NlVD(a , b - ą ·  a ) . \Vtedy 
d I a i d I b, skąd d I b - ą ·  a, więc d I D. Ponadto D I a i D I b - ą · a ,  
więc D I b, skąd D I d . Zatem d rv D. D 

Niech teraz P będzie pierścieniem euklidesowym z normą N i niech 
a , b E P. Jeśli a = b = 0, to NWD(a, b) rv O. Jeśli a = 0, to 
NWD(a, b) rv b. Jeśli b = 0, to N1VD (a , b) rv a. Możemy zatem 
dalej zakładać , że a =1= ° i b =1= O. Bez zmniej szania ogólności rozważań 
możemy dalej zakładać , że N(a) � N(b) . Z warunku ( III ) i lematu 
1 1 . 9 istniej ą ąl , Tl E P takie , że 

b = ąl . a + Tl i N(Tl ) < N(a) oraz NW D (a ,  b) rv NTV D(Tl , a) . 

Jeśli Tl =1= 0 ,  to z warunku ( III ) i lematu 1 1 . 9 istniej ą ą2 , T2 E P takie , 
że 

Ponieważ nie istniej e  nieskończony malej ący ciąg liczb naturalnych , 
więc otrzymujemy stąd ,  że istniej e liczba naturalna n oraz istniej ą 
ąi , Ti E P dla i = 1 .  . . .  , n  takie , że 

Ti- l = ąi+ l ' Ti+Ti+l , N(Ti+ 1 ) < N(Ti ) ,  NTV D (Ti , Ti- l ) rv N1V D(Ti+l , Ti ) 

dla wszystkich i = 0, 1 .  . . .  , n , przy czym T- I = b ,  TO = a oraz Tn+l = O .  
Stąd przez prostą indukcj ę 

NlVD (a, b) rv rn . 

Ponadto możemy rekurencyjnie określić ciągi (xi ) 7=- 1 oraz (Y; )�"'=- 1 ele­
mentów pierścienia P: 

X-l = 0 ,  Y- l = 1 . Xo = 1 .  Yo = 0 ,  
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Xi = Xi-2 - Qixi- 1 , Yi = Yi-2 - QiYi- 1 dla i = 1 , . . . , n 

i wtedy 
ri = a . Xi + b . Yi dla i = - 1 .  O ,  . . . , n , 

skąd w szczególności 

11.2 

Nrv D ( a ,  b) rv r n = a . X n + b . Yn ' 

Z astosowania pierścieni 

euklidesowych 

101  

Twierdzenie 1 1 . 10 (Fermata) . Każda liczba pierwsza postaci 
4k + 1 jest sumą kwadratów dwóch liczb naturalnych. 

Dowód. Niech p będzie liczbą pierwszą oraz p = 4k+ 1 dla pewnego k E 
N.  Z twierdzenia 6 . 22  grupa Z; j est cykliczna, czyli istniej e c E Z; takie , 
że cp- 1 = 1 oraz cm -I 1 dla wszystkich liczb naturalnych m < p - L 
vV szczególności c2k -I 1 .  Ale c4k = 1 .  więc O = c4k - 1 = (C2k - 1 )  . 
( C2k + 1 ) ,  skąd c2k + 1 = O w ciele Zp . Zatem w pierścieniu Z,  p I c2k + 1 ,  
czyli p I X2 + 1 dla X = ck . 

Z przykładu 1 1 . 5  wiemy, że pierścień Z [i ] j est pierścieniem euklide­
sowym, a więc j est on dziedziną z j ednoznacznością rozkładu. Ponadto 
p I (x + i) . (x - i )  oraz p nie dzieli ± 1  w pierścieniu Z,  więc p nie 
j est elementem pierwszym w Z [i] . Zatem p nie j est elementem nieroz­
kładalnym w Z [i] . Ponadto p -I O i p rt (Z [i] ) * ,  więc p j est elementem 
rozkładalnym w pierścieniu Z [i] . Zatem istniej ą niezerowe i nieodwra­
calne elementy a ,  3 E Z [i] takie , że p = a · 3 ,  skąd p2 = I l a l l - 1 , 1 1 ;3 1 1 - 1 , 
Ale I l a l l - 1 , 1 1 3 1 1 - 1 > 1 ,  więc stąd I l a l l - 1 = 1 1 3 1 1 - 1 = p. Istniej ą a , b E Z 
takie, że a = a + bi . Zatem p = a2 + b2 = l a l 2 + I b 1 2 . Ale liczba pierwsza 
nie j est kwadratem liczby całkowitej , więc l a l .  I b l E N, czyli p j est sumą 
kwadratów dwóch liczb naturalnych . D 

Lemat 1 1 . 1 1 .  Niech m = 2t + 1 dla pewnej liczby naturalnej t .  
Jeże li liczby naturalne .1' i Y spe łniają równanie: 

( 1 1 . 2 )  
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to istnieje parzysta liczba naturalna a taka, że: 

( 1 1 . 3 )  

Dowód. Jeżeli x j est liczbą nieparzystą, to y musi być liczbą parzystą, 
skąd 4 I ym , bo m > 1 .  Zatem 4 I X2 + 1 .  Ale X2 - 1 (mad 4) , więc 
mamy sprzeczność . Zatem x j est parzyste ,  zaś y j est nieparzyste .  

\;\! pierścieniu Z [i] , który j ak wiemy j est dziedziną z j ednoznaczno­
ścią rozkładu, mamy, że (x + i) , (x - i) = ym . Gdyby elementy x + i ,  
x-i nie były względnie pierwsze ,  to istniałby element pierwszy 7r E Z [i] 
taki , że 7r I x + i oraz 7r I x - i ,  skąd 7r I (x + i )  - (x - i ) , czyli 7r I 2 i ,  
skąd 7r I 2 ,  gdyż 2 i  rv 2 .  Ale x j est liczbą parzystą ,  więc 7r I x .  Ponadto 
7r I x + i , więc stąd 7r I i. Lecz i E (Z [i] ) * ,  więc 7r I 1 ,  skąd 7r E (Z [i] ) *  
i mamy sprzeczność . Zatem elementy x + i oraz x - i s ą  względnie 
pierwsze. Z twierdzenia 1 0 . 22 istniej e a E Z [i] takie , że x + i rv am . 
Istniej e więc u E (Z [i] ) *  = { l ,  - 1 ,  i ,  -i}  takie , że x + i = U ·  am . Po­
nadto m j est liczbą nieparzystą, zaś grupa (Z [i] ) * j est cykliczna rzędu 4 
o generatorze i, więc ( im ) = ( i ) , skąd u = vm dla pewnego v E (Z [i] ) * .  
Zatem x + i = (v '  a)m . Ponadto v '  a = a + bi dla pewnych a ,  b E Z, 
więc x + i  = (a + bi )m . Stąd I x + i l = l a + bi l m , czyli x2 + 1  = (a2 + b2 )m . 
Ze wzoru Newtona 

skąd 1 = b· t ( _ l ) k (
2k
: 

1
) a2 (t-k) b2k , więc b I 1 w pierścieniu Z,  czyli 

k=O 
b = ±1 .  skąd X2 + 1 = (a2 + l )m , więc a j est parzyste oraz mamy, że 
t ( m ) t . (m) . 2...: (_ l ) k a2 (t-k) = ±1 .  \vięc 2...: ( - 1 ) t-J . a2J = ±1 .  Zatem 

k=O 2k + 1 j=O 2) 

t ( - l )j (;2
.) a2j = ± 1 .  Jeśli a = O ,  to x2 + 1 = 1 .  skąd x = O i rnamy 

]=0 ) 
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Zastosowania pierścieni euklidesowych 1 03 

sprzeczność .  Zatem a i- 0, więc bez zmniej szania ogólności rozważań 
możemy zakładać , że a E N. Ponieważ liczba a j est parzysta, więc 

t ( - l ) j (�) a2j 
= 1 + 4l dla pewnego l E Z. Stąd 1 + 4l = ± 1 ,  więc 

j=O 2) 

ostatecznie ta ( _ l ) k G�) a2k = 1 .  D 

Twierdzenie 1 1 . 12 (Lebesgue ' a) . Jeżeli m i n są liczbami natu­
ralnymi oraz m > 1 ,  to równanie : 

( 1 1 .4 )  

nie  posiada rozwiązania w liczbach naturalnych x ,  y .  

Dowód. Załóżmy, że przy tych założeniach równanie ( 1 1 . 4) posiada 
rozwiązanie w liczbach naturalnych x, y. Gdyby m było liczbą parzy­
stą, to istniałyby liczby naturalne a i b takie, że a2 - b2 = 1 .  'Wtedy 
(a - b) (a + b) = 1 ,  skąd a + b = 1 i mamy sprzeczność . Zatem m j est 
liczbą nieparzystą i istniej ą liczby naturalne x ,  y takie , że X2 + 1 = ym . 
Zatem z lematu 1 1 . 1 1  istniej e  parzysta liczba naturalna a taka, ż e  

ta ( - 1 ) k G�) a2k = 1 ,  gdzie m = 2 t  + 1 dla pewnego naturalnego t .  

Stąd 1 + (_ 1 ) m(�- 1 ) a2 + E (_ 1 ) k (;�) a2k = 1 . czyli : 

m(m - 1 )  
= t (_ 1 ) k (m) a2k-2 . 

2 k=2 2k 
( 1 1 . 5 )  

Niech s będzie największą nieuj emną liczbą całkowitą taką. ż e  28 I 
m(�- l ) . 'Wtedy m(�-l ) = 2S l dla pewnej liczby nieparzystej l .  Łatwo 
sprmvdzić .  ż e  dla k = 2 . 3 . . . . . t zachodzi tożsamość : 

(m ) a2k-2 
= 

m(m - 1 ) . (m - 2 ) . 
a2k-2 

. 2k 2 2k - 2 k (2k - 1 )  
( 1 1 . 6 )  

Dla k 3 2 marny. że 22k-2 > k. skąd 22k-2 nie dzieli liczby k(2k - 1 ) .  
Ponadto a j est parzyste .  więc dla k 3 2 . 22k-2 I a2k-2 . \\'ynika stąd ,  że 
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istniej ą względnie pierwsze liczby naturalne b ,  c takie ,  że k(�:�:) = � 
oraz c j est liczbą nieparzystą. Stąd uzyskujemy, że 

(m) a2k-2 = 28 Z (m - 2 ) . 2b 
= 28H Z (m - 2 ) 

2k 2k - 2 c 2k - 2 
b 
c 

Zatem 28+1 I c · (:;) a2k-2 , skąd wobec nieparzystości c, 28+ 1 I (:;) a2k-2 
dla k = 2 ,  . . .  , t .  Zatem ze wzoru ( 1 1. 5 ) ,  28H I m(�- l) 1 mamy sprzecz­
ność . D 
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Rozdz iał 1 2  

Jednoznaczność rozkładu 

w pierścieniach wielomianów 

12.1 Wielomiany pierwot ne 

\V całym tym rozdziale zakładamy, że pierścień P j est dziedziną z j ed­
noznacznością rozkładu. 

Definicja 1 2 . 1 .  \Vielomian f = aO + alX + "  . + anxn E P[x] nazy­
wamy pierwotnym, j eżeli j ego współczynniki są względnie pierwsze , 
tzn. 1 rv N�V D(ao , al , . . .  , an ) .  

Uwaga 1 2 . 2 .  l\iech a E P oraz g = bo + blx + . . .  + bmxm E P[x] . 
Zauważmy, że a I g w pierścieniu P [x] wtedy i tylko wtedy, gdy a I bż 
w pierścieniu P dla wszystkich i = 0 , 1 ,  . . . , m. \V szczególności wie­
lomian f E P[x] j est pierwotny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istniej e 
element pierwszy p E P dzielący f w pierścieniu P [x] (równoważnie : 
nie istniej e element pierwszy pierścienia P dzielący wszystkie współ­
czynniki wielomianu f ) . 

Lemat 12 . 3 .  Każdy niezerowy wielomian f E P[x] można przed­
stawić w postaci 

f = z (f) . 1* , 

gdzie z (f) E P, zaś 1* jest wielomianem pierwotnym w P[,r] . Przed­
stawienie to jest jednoznaczne z dokładnością do stowarzyszenia, tj. 
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1 06 Jednoznaczność rozkładu w pierścieniach wielomianów 

jeśli 1 = zd; = z212 , gdzie wielomiany 1; , 12 E P [x] są pierwotne, 
a z1 , Z2 E P, to Zl rv Z2 W P i 1; rv 12 w P[x] . 

Dowód. Kiech 1 = aO + a1X +  . . .  + anxn . Przyjmijmy z (f)  = NTVD(ao , 
al , · ·  . ,  an ) .  Wtedy dla i = 0 , 1 ,  . . .  , n :  ai = z (f )  . bi dla pewnego bi E 
P. Ze stwierdzenia 1 0 . 2 1  mamy, że 1 rv NTV D(bo , b1 , . . .  , bn ) ,  czyli 
wielomian f* = bo + b1x + . . .  + bnxn j est pierwotny. Ponadto 1 = 

z (f)  . f * .  Ponieważ 1 = zd; , więc Zl dzieli wszystkie współczynniki 
wielomianu f. Zatem Zl I z (f ) , gdyż z (f )  = NTVD(ao , a 1 , . . .  , an ) .  
Stąd z (f )  = a ·  Zl dla pewnego a E P oraz azd* = zd; . Ale wielomian 
1 j est niezerowy, więc Zl #- O, a zatem af* = 1; . Stąd a dzieli wszystkie 
współczynniki wielomianu pierwotnego 1; , czyli a E P* . Zatem Zl rv 

z (f )  W P i 1; rv f* w P [x] . Rozumuj ąc analogicznie uzyskamy, że 
Z2 rv z (f) W P i 12 rv f* w P[x] . Zatem Zl rv Z2 W P oraz 1; rv 12 
w P[x] . D 

Lemat 1 2 .4 .  Każdy element pierwszy p pierścienia P jest e lemen­
tem pierwszym pierścienia P [x] . 

Dowód. Ponieważ (P [x] ) *  = P* , więc p nie j est odwracalny w P [x] . 
Ponadto p #- O .  �Weźmy dowolne wielomiany 1, g E P[x] takie , że 
p I 19 w P[x] . Oznaczmy przez I ideał główny pierścienia P gene­
rowany przez element p. Ponieważ p j est elementem pierwszym, więc 
I j est ideałem pierwszym, a więc pierścień ilorazowy P I I j est dzie­
dziną całkowitości . Stąd pierścień wielomianów (PII) [x] j est dziedziną 
całkowitości . Oznaczmy przez 7r naturalny homomorfizm pierścienia 
P na pierścień Pll ,  tzn. 7r (a) = a + I dla a E P. �Wtedy z al­
gebry ogólnej I przekształcenie II :  P [x] -----+ (PII) [x] dane wzorem 
II (ao + a1x + . . .  + anxn ) = 7r(ao )  + 7r(a1 )x  + . . . + 7r(an )xn j est ho­
momorfizmem pierścienia P[ x] na pierścień (P I I) [x] . Ponieważ p I 1 g 
w P[x] ' więc ° = II(fg) = II (f) · II (g ) . Ale (PII) [x] j est dziedziną cał­
kowitości , więc II (f) = ° lub II (g) = 0 ,  co oznacza, że wszystkie współ­
czynniki �wielomianu 1 dzielą się przez p lub wszystkie współczynniki 
wielomianu g dzielą się przez p. Stąd p I 1 lub p I g w P[x] . D 

Lemat 1 2 . 5  (Gaussa) . Iloczyn skoń.czonej liczby wielomianów pier­
wotnych w P[x] jest wielomianem pierwotnym w P[x] . 
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Twierdzenie Gaussa 1 07 

Dowód. :Kiech h , . . .  , fk E P[x] będą wielomianami pierwotnymi . Za­
łóżmy, że ich iloczyn h . . .  fk nie j est wielomianem pierwotnym w P[x] . 
Wtedy istniej e element pierwszy p E P taki ,  że p I h . . .  fk w P[x] . Ale 
z lematu 1 2 . 4 ,  p j est elementem pierwszym w pierścieniu P[x] ' więc 
p I fi dla pewnego i = 1 ,  . . . .  k .  Stąd wielomian fi nie j est pierwotny 
i mamy sprzeczność . D 

Lemat 1 2 . 6 .  Jeżeli wielomian f pierwotny w P[x] dzie li wielo­
mian g E P[x] w pierścieniu K[x] , gdzie K jest ciałem ułamków dla 
pierścienia P, to f I g w pierścieniu P[x] . 

Dowód. Z założenia istniej e  wielomian h E K [x] taki , że g = hf . Po­
nieważ K j est ciałem ułamków pierścienia P, więc istniej e  niezerowe 
a E P takie ,  że ah = ep E P[x] . Zatem ag = fep.  Jeśli g = O ,  to 
g = O . f, a więc f I g w P[x] . Załóżmy dalej , że g =J O .  \Vtedy z le­
matu 1 2 . 3  istniej ą niezerowe elementy z (g ) , z (ep) E P oraz wielomiany 
g* ,  ep* pierwotne w P[x] i takie , że g = z (g )g* oraz ep = z (ep) CP* .  Stąd 
[az (g ) ] g* = z (ep) (fep* ) .  Ale z lematu 1 2 . 5  wielomian fep* j est pierwotny 
w P[.T] , więc z lematu 1 2 . 3  istniej e u E P* takie , że az(g)u = z (ep) . 
Zatem g* = u (fep* ) ,  więc g = f . ( z (g )wp* ) ,  czyli f I g w P[x] . D 

12.2 Twierdzenie Gaussa 

Lemat 1 2 . 7 . Jeżeli wielomian f E P [x] dodatniego stopnia jest 
nierozkładalny w pierścieniu P[x] ' to jest on również nierozkładalny 
w pierścieniu K[x] , gdzie K jest ciałem ułamków pierścienia P.  

Dowód. Z założenia mamy, ż e  f =J O i f tf- (P [x] ) *  oraz wielomian f 
j est pierwotny w P[x] . Załóżmy, że wielomian f nie j est nierozkładalny 
w pierścieniu K[x] . \Vtedy istniej ą nieodwracalne w K[x] wielomiany 
gl . hl E K[x] takie , że f = gl h1 . Stąd st (f )  = st (gl ) + st (h1 ) ,  a po­
nieważ (K [x] ) *  = K \ {O} , więc st (gl ) > O i st (h1 ) > O .  Ale K j est 
ciałem ułamkóv,' pierścienia P, więc istniej ą niezerowe (1, b E P takie . 
że g2 = agI E P[:r] i h2 = bhl E P[x] . prz!' czym st (g2 ) = st(gl ) 
i st (h2 ) = st (h1 ) .  Stąd abf = g2h2 ' Z lematu 1 2 . 3  istniej ą niezerowe 
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108 Jednoznaczność rozkładu w pierścieniach wielomianów 

Z (g2 ) ,  Z (h2 ) E P oraz wielomiany g; ,  h; pierwotne w P [x] ' dla któ­
rych g2 = Z (g2 ) g; i h2 = z (h2 )h ; .  Zatem (ab)1 = ( z (g2 ) z (h2 ) ) (g; h; ) .  
Ponadto z lematu 1 2 . 5  wielomian g;h; j est pierwotny w P [x] ' więc 
z lematu 1 2 . 3 ,  1 rv g;h; w P [x] . Zatem istnieje u E P* takie , że 
1 = ug;h; = (ug; ) h; .  Ale st( ug; ) = st (g; ) = st(g2 ) > O i st (h; ) = 
st (h2 ) > O ,  więc wielomian 1 j est rozkładalny w P [x] i mamy sprzecz­
ność . D 

Lemat 1 2 . 8 .  Niech K będzie ciałem ułamków pierścienia P.  Jeżeli 
wielomian pierwotny 1 E P[x] jest nierozkładalny w K [x] , to 1 jest 
nierozkładalny w P[x] . 

Dowód. Z założenia 1 i= O i 1 rt K* . Zatem 1 rt (P [x] ) *  = P* . \Veźmy 
dowolne gl , g2 E P[x] takie , że 1 = glg2 ' \Vtedy z nierozkładalności 1 
w K [x] mamy, że gl E (K [x] ) *  = K* lub g2 E K* . Można zakładać , że 
gl E K* . Stąd gl E P \ {O } ,  bo gl E P[x] . Jeśli gl rt P* , to istniej e  
element pierwszy p E P taki, że p I gl , skąd P I 1 ,  co przeczy pierwot­
ności wielomianu 1. Zatem gl E P* i wobec tego 1 j est nierozkładalny 
w P[x] . D 

Lemat 12 . 9 .  Każdy element nierozkładalny pierścienia P jest e le­
mentem nierozkładalnym w P[x] . 

Dowód. �iech a E P będzie elementem nierozkładalnym w P. \Vtedy 
a i= O i a rt P* . Ale (P [x] ) *  = P* , więc a rt (P [x] ) * .  Weźmy do­
wolne f, g E P[x] takie , że a = 19 . Wtedy O = st (a) = st (f )  + st(g) , 
skąd st (f )  = st (g) = O ,  czyli 1- g E P. Zatem 1 E P* lub g E P* , 
a więc 1 E (P [x] ) *  lub g E (P [x] ) * .  Oznacza to ,  że a j est elementem 
nierozkładalnym w pierścieniu P[ x] . D 

Twierdzenie 1 2 . 1 0  (Gaussa) . Jeżeli P jest dziedziną z jedno­
znacznością rozkładu.. to P[x] też jest dziedziną z jednoznacznością roz­
kładu. 

Dowód. Z algebry ogólnej I wynika, że wystarczy udowodnić , że każdy 
niezerowy element nieodwracalny 1 E P[x] j est iloczynem skończonej 
liczby wielomianów nierozkładalnych w P [x] oraz , że każdy element 
nierozkładalny pierścienia P [.T] j est elementem pierwszym \v P[:r] . 
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Ponieważ P j est dziedziną całkowitości , więc P[x] tez J est dzie­
dziną całkowitości i (P [x] ) *  = P* . �iech f E P[x] będzie niezerowym 
elementem nieodwracalnym w P[x] . \Vtedy f (j P* i f =I- o. Jeśli 
st (f) = O, to f j est niezerowym elementem nieodwracalnym w dziedzi­
nie z j ednoznacznością rozkładu P, więc f j est iloczynem skończonej 
liczby elementów nierozkładalnych w pierścieniu P. Zatem z lematu 
1 2 . 9 ,  f j est iloczynem skończonej liczby elementów nierozkładalnych 
w P[x] . Załóżmy, że nie każdy niezerowy element nieodwracalny w P[x] 
j est iloczynem skończonej liczby elementów nierozkładalnych w P[x] . 
\Vówczas wśród wszystkich niezerowych wielomianów nieodwracalnych 
z P[x] ' które nie są iloczynami skończonej liczby elementów nierozkła­
dalnych w P [x] istniej e  wielomian fa najniższego stopnia n . Z pierwszej 
części dowodu n > o .  Ponadto z lematu 1 2 . 3 ,  fa = z (fo ) fo dla pew­
nego niezerowego z (fo ) E P oraz dla pewnego wielomianu fo pierwot­
nego w P[x] . Z pierwszej części dowodu wynika, że wielomian fo nie 
j est iloczynem skończonej liczby wielomianów nierozkładalnych w P[x] . 
Ponadto st (fó )  = n i fó j est elementem rozkładalnym w P[x] . Za­
tem istniej ą niezerowe wielomiany g , h nieodwracalne w P[x] i takie , 
że fo = gh .  Ponieważ wielomian fo j est pierwotny, więc st (g )  > ° 
i st (h) > O .  Ale st (fó )  = st(g) + st (h) , więc st (g )  < n i st (h) < n .  
Z minimalności n wynika, że  g = w] . . .  Ws oraz h = U l  . . .  UT dla pew­
nych wielomianów Wl , . . .  , ws , U l , . . . •  UT nierozkładalnych w P[x] . Stąd 
fó = W l  . . .  Ws Ul  . . .  UT i mamy sprzeczność . Zatem każdy niezerowy ele­
ment nieodwracalny pierścienia P[x] j est iloczynem skończonej liczby 
elementów nierozkładalnych tego pierścienia .  

Pozostaj e wykazać , że każdy element f nierozkładalny w P[.r] j est 
elementem pierwszym tego pierścienia. Jeśli st (f )  = 0, to f E P i z le­
matu 1 2 . 9 , f j est elementem nierozkładalnym w P. Ale P j est dziedziną 
z j ednoznacznością rozkładu, więc f j est elementem pierwszym w P. 
Zatem z lematu 1 2 . 4 ,  f j est elelnentem pierwszym w P[x] . l\iech da­
lej st (f )  > o .  \Vtedy f j est wielomianem pierwotnym w P[x] . Zatem 
z lematu 1 2 . 7 , f j est elementem nierozkładalnym w pierścieniu K[x] , 
gdzie K j est ciałem ułamków pierścienia P.  Ale z algebry ogólnej I 
wiemy, że K[x] j est dziedziną z j ednoznacznością rozkładu . więc f j est 
elementem pierwszym pierścienia K[x] . \Veźmy dowolne g , h E P[x] 
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1 1 0 Jednoznaczność rozkładu w pierścieniach wielomianów 

takie , że 1 I gh w P[x] . 'Wtedy 1 I gh w K[x] , więc 1 I g lub 1 I h 
w K[x] . Z lematu 1 2 . 6  mamy zatem, że 1 I g lub 1 I h w P[x] . Stąd 1 
j est elementem pierwszym w pierścieniu P [x] . D 

Z twierdzenia 1 2 . 1 0  przez prostą indukcj ę uzyskuj emy natychmiast 
następuj ący 

Wniosek 1 2 . 1 1 .  Jeżeli P jest dziedziną z jednoznacznością roz­
kładu, to d la każdego n E N pierścień P[Xl , . . .  , xn] wielomianów n­
zmiennych o współczynnikach z P jest dziedziną z jednoznacznością 
rozkładu .  

Ponieważ każde ciało j est dziedziną z j ednoznacznością rozkładu, 
więc z wniosku 1 2 . 1 1  wynika od razu następuj ący 

Wniosek 1 2 . 1 2 .  Dla dowolnego ciała K i dla dowolnego n E N 
pierścień K[Xl " ' " xn] wielomianów n-zmiennych o współczynnikach 
z ciała K jest dziedziną z jednoznacznością rozkładu .  

Z algebry ogólnej I wiemy, że Z j est dziedziną z j ednoznacznością 
rozkładu. Zatem z wniosku 1 2 . 1 1  otrzymujemy też 

Wniosek 1 2 . 13 .  Dla dowo lnego n E N pierścień Z[X l , . . .  , xn] wie­
lomianów n -zmiennych o współczynnikach całkowitych jest dziedziną 
z jednoznacznością rozkładu .  

12.3 Wielomiany nierozkładalne 

Stwierdzenie 1 2 . 14 .  Niech a będzie dowolnym elementem dzie­
dziny całkowito.ści A. Wówczas wielomian x + a jest elementem pierw­
szym w pierścieniu A[x] . 

Dowód. Oczywiście x i: O oraz x !f- A [x] * ,  gdyż (A [:r] ) *  = A* . \Neźmy 
dowolne 1, g E A[x] takie , że (x + a ) I 19 w pierścieniu A [x] . 'Wtedy 
z twierdzenia Bezout , (1g) ( -a ) = O, a więc O = 1 ( -a ) . g (  -a ) . Ale 
A j est dziedziną całkowitości , \vięc 1 ( -a ) = O lub g (  -a ) = O i wobec 
tego (l' + a ) I 1 lub (x + a ) I g. Zatem x + a j est elementem pierwszym 
w pierścieniu A[x] . � 
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Wielomiany nierozkładalne 1 1 1  

Twierdzenie 1 2 . 1 5  (Eisensteina) . Niech P będzie dziedziną z jed­
noznacznością rozkładu, niech K będzie ciałem ułamków pierścienia P 
i niech 

f = ao + alX + . . .  + anxn E P[x] ' n � 1 .  

Jeśli istnieje taki element nierozkładalny p E P ,  że p ł an , p I ai dla 
i = 0 . 1 ,  . . .  , n - l  oraz p2 ł ao , to wielomian f jest nierozkładalny 
w K[x] (i w P[x] , o ile wielomian f jest pierwotny) . 

Dowód. :"Jiech a ('-.) NyV D(ao , al , "  . , an ) .  Wtedy bi = � E P dla 
i = 0 , 1 ,  . . .  , n oraz ze stwierdzenia 1 0 . 2 1 ,  1 ('-.) N W  D(bo . bl , . . .  , bn ) '  
Zatem f = a . j* , gdzie j *  = bo + blx + . . .  + bnxn . Ale p ł an , więc 
p ł a i wobec tego p I bi dla i = 0 . 1 ,  . . .  , n  - 1 ,  p ł bn i p2 ł bo . Ponadto 
wielomian j* j est pierwotny. Załóżmy, że wielomian f j est rozkładalny 
w K[x] . vVtedy wielomian j* też j est rozkładalny w K[x] , więc z le­
matu 1 2 . 7  istniej ą wielomiany g1 . g2 E P [x] dodatnich stopni takie , że 
j* = g1 . g2 · Ponieważ p j est elementem pierwszym w pierścieniu P, 
więc L = P / (p) j est dziedziną całkowitości .  Niech 1f :  P -t L będzie 
homomorfizmem naturalnym i niech II :  P [x] -t L [x] będzie induko­
wanym homomorfizmem pierścienia P [x] na pierścień L [x] . Ponieważ 
p I bi dla i = 0 , 1 ,  . . .  , n - l , więc II (f * ) = 1f ( bn )xn . Dalej , 1f (bn ) -I- O ,  
gdyż p ł bn . Ponadto II(f* ) = II (gd . II (g2 ) ,  przy czym st (II (gi ) )  < n 
dla i = 1 , 2 ,  więc ze stwierdzenia 1 2 . 14  x I II (gi ) dla i = 1 , 2 w pier­
ścieniu L [x] . Stąd (II (gi ) ) (O )  = O dla i = 1 ,  2 i wobec tego p I gi (O) dla 
i = 1 .  2 .  Zatem p2 I g1 (0) . g2 (0 ) . Ale g1 (0 )  . g2 (0 )  = j* (0 )  = bo , więc 
p2 I bo i mamy sprzeczność . 

Stąd wielomian f j est nierozkładalny w pierścieniu K[x] . Jeśli do­
datkowo wielomian f jest pierwotny. to ze stwierdzenia 1 2 . 8 f j est 
nierozkładalny także w pierścieniu P[x] . D 

Przykład 1 2 . 1 6 .  Pokażemy. że dla dowolnej liczby pierwszej p 
i dla dowolnej nieuj emnej liczby całkowitej k wielomian fk = Xp' (p- 1 ) + 
Xpk (p-2) + . . .  + Xpk + 1 j est nierozkładalny w pierścieniu Q [x] . �iech 
f = xp- 1 + x·p-2 + . . .  + :1.' + 1 .  vVtedy fk = f (xPk ) dla k E No . 
Z algebry I wiemy, że dla dowolnego ustalonego \vielomianu h E Q [x] 
przekszt ałcenie w f---+ Ul (h ) j est endomorfizmern pierścienia Q [:r] . Po­
nadto przekształcenia UJ f---+ w(x + 1 ) i w f---+ w (:r - 1 ) są \vzaj emnie 
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odwrotne , więc są one automorfizmami tego pierścienia .  Ponieważ au­
tomorfizm pierścieni zachowuje własność bycia elementem nierozkła­
dalnym, więc wystarczy wykazać , że gk = fk (X + 1 )  j est wielomia­
nem nierozkładalnym w Q [xl dla dowolnego k E No . Ale f = x:�ll , 

więc f (x + 1 )  = (x+�P- l = xp- 1 + L � Xp- 1-i + p. Z elementarnej 
p-2 ( ) 
i= l z 

teorii liczb wiemy, że p I (�) dla każdego i = 1 ,  . . .  , p - 1 .  Zatem z 
kryterium Eisensteina wielomian f (x + 1 )  j est nierozkładalny w Q [x l .  
Stąd wielomian f = fo j est nierozkładalny w Q [xl . �iech dalej k :? 1 .  
Z dowodu lematu 2 . 1  wynika, że (x + l )pk = Xpk + pcp + 1 dla pew­
nego wielomianu cp E Z [xl stopnia < pk takiego , że cp (O) = O. Zatem 

k k k l gk = fk (X + 1 )  = f ( (x + l )P ) = f (xP + pcp + 1 )  = (xP + pcp)P- + 

L � (xPk + pcp )p- l-i + p .  Stąd wszystkie współczynniki wielomianu 
p-2 ( ) 
i= l z 
gk są całkowite i j ego naj starszy współczynnik j est równy 1 ,  zaś wyraz 
wolny j est równy p. Ponadto wszystkie współczynniki tego wielomianu 
za wyj ątkiem naj starszego są podzielne przez p. Zatem z kryterium 
Eisensteina wielomian gk = fk (X + 1 )  j est nierozkładalny w Q [xl . Stąd 
zaś wynika, że wielomian fk j est nierozkładalny w Q [xl . 
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Rozszerzenia ciał 

13.1 Pochodna wielomianu 

Podstawowe poj ęcia i własności związane z ciałami i rozszerzeniami 
algebraicznymi ciał zostały podane w kursie algebry 1 .  

Definicja 13 . 1 .  Niech K będzie ciałem oraz f = ao + a lX  + a2x2 + 
. . .  + anxn E K[x] . Wtedy f' = al  + 2a2x + . . .  + nanxn- l nazywamy 
pochodną wielomianu f .  

Lemat 1 3 . 2 .  Niech K będzie cia lem i f ,  fI , . . .  , fn , g E K [x] oraz 
c E K .  Wtedy: 
(i) (fI + . . .  + fn ) '  = f{ + . . .  + f� ,  
(ii) (cf) ' = ej' , 
(iii) Ug) '  = I'g + fg' , 
(iv) un ) ' = nfn-l . 1' , dla n = 1 , 2 , . . .  , 
(v) U o g) ' = U' o g) . g' .  

Dowód. ( i ) . Niech f = ao + al X  + a2x2 + . . .  + anxn i g = bo + blx  + 
b2x2 + . . .  + bmxm . Bez zmniej szenia ogólności można przyj ąć , że m � n . 
Wtedy U + g) '  = (ao + alX  + a2x2 + . . .  + anxn + bo + b lx  + b2x2 + 
. . .  + bmxm) ' = (ao + bo + (al + bdx + (a2 + b2 ) X2 + . . .  + (an + bn )xn + 
bn+ lxn+l + . . .  + bmxm ) ' = al  + bl + 2 (  a2 + b2 )x  + . . .  + n (  an + bn )xn- l + 
(n + l ) bn+lxn + . . .  + mbmxm- l 

= (a l + 2a2x + . . .  + nanxn- l ) + ( bl + 
2b2x + . . .  + mbmxm-l ) = l' + g' . 

1 1 3  
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Załóżmy teraz , że dla dowolnych h , . . .  , fn E K[x] zachodzi wzór 
(h + . . .  + fn ) '  = f{ + . . .  + f� ·  \Veźmy dowolne h , · · · , fn , fn+l E K[x] . 
Wówczas z założenia oraz z pierwszej części dowodu mamy 
(h + · · · + fn + fn+d '  = ( (h + . . .  + fn ) +  fn+l ) '  = (h + . . .  + fn ) ' + f�+l = 
= f{ + . . .  + f� + f�+l · 

(ii ) . l\iech f = ao + alX + a2x2 + . . .  + anxn . vVówczas (ef ) '  = 
(eao + ealX + ea2x2 + . . .  + eanxn ) '  = cal + e2a2x + . . .  + enanxn- 1 = 

e(a1 + 2a2x + . . .  + nanxn- 1 ) = ci ' . 
r .  s .  T S . . 

(iii ) . :'-Jiech f = L aix' , g = L bjxJ . \Vtedy f g = L L ai bjX'+J . 
i=O j=O i=O j=O 

Korzystaj ąc z podpunktu ( i )  

r s r s 

(fg) ' = l: l:(ai bjx
i+j ) ' = l: l:(i + j ) ai bjx

i+j- l 
i=O j=O i=O j=O 

r s r s 

= l: iaixi- 1 l: bjxj + l: aixi l: jbjxj- l = i' g + f g' . 
i=O j=O i=O j=O 

(iv) . Zastosuj emy indukcj ę ze względu na n. Dla n = 1 wzór j est 
prawdziwy. Załóżmy prawdziwość wzoru dla liczby naturalnej n - 1 .  
vVówczas wykorzystuj ąc wzór (iii) oraz założenie mamy (fn ) '  = (fn- l . 
f ) '  = (fn- 1 ) , . f + fn- 1 . i' = (n - 1 ) fn-2 . i' . f + fn- 1 . i' = (n ­
l ) fn- l . i' + jn- l . i' = nfn-1 . i' .  

(v ) . Zastosuj emy indukcj ę ze  względu na  stopień wielomianu f .  Je­
żeli f = c j est stały, to f o g j est stały i obie strony wzoru (v) są 
równe O . :'-Jiech zatem n = st (f )  > O i załóżmy, że wzór j est praw­
dziwy dla wielomianów stopni mniej szych niż n.  Otrzymujemy więc 
f = anxn + f1 : gdzie st (fl ) < n.  Stąd i' = nanxn- 1 + f{ · \Vobec tego 
f o g = angn + h o g oraz i' o g = nangn-1 + f{ o g . Zatem na mocy 
wzorów ( i ) , ( i i ) , (iv) i założenia indukcyjnego otrzymujemy : (f o g) '  = 
(angn + h o g) '  = an (gn ) '  + (fl o g) '  = nangn- 1 . g' + (f{ o g ) . g' = 
(nangn-1 + f{ o g) . g' = (f' o g) . g' .  D 

Stwierdzenie 13 . 3 .  Jeżeli f E K[::r] oraz wielomiany f i i' są 
względnie pierwsze, to wie lomian f nie posiada pierwiastków wielo­
krotnych w żadnym rozszerzeniu ciała K.  
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Dowód. Załóżmy, że w pewnym rozszerzeniu L ciała K wielomian f 
posiada pierwiastek wielokrotny a .  �Wtedy istniej e  h E L [x] taki, że 
f = (x - a) 2h .  Zatem z lematu 1 3 . 2 ,  f' = 2 (x - a )h + (x - a) 2h' , skąd 
f' (a) = O. Ale wielomiany f i f' są względnie pierwsze ,  więc istniej ą 
u , v E K[x] takie , że uf + v1' = 1 .  Zatem 1 = u (a) f (a )  + v (a) 1' (a) = O 
i mamy sprzeczność . D 

Wniosek 1 3 .4 .  Jeżeli K jest ciałem charakterystyki zero i wie­
lomian f E K[x] jest nierozkladalny, to f nie posiada pierwiastków 
wielokrotnych w żadnym rozszerzeniu ciała K.  

Dowód. Kiech n = st (f )  i niech a będzie naj starszym współczynnikiem 
f. �Wtedy a -I- O i ch (K) = O, więc na -I- O. Zatem na jest naj starszym 
współczynnikiem wielomianu f' i wobec tego f' -I- O oraz st (f' ) = n -
1 < st (f ) . Ponadto wielomian f j est nierokładalny, więc wielomiany f 
i f' są względnie pierwsze. Zatem na mocy stwierdzenia 1 3 . 3  wielomian 
f nie posiada pierwiastków wielokrotnych . D 

Przykład 1 3 . 5 .  -:.Jiech K będzie ciałem charakterystyki zero 
i niech L będzie dowolnym rozszerzeniem ciała K. Udowodnimy, że dla 
każdego n E N i dla dowolnego O -I- a E K wielomian f = xn - a nie po­
siada pierwiastków wielokrotnych w ciele L. Zauważmy, że f' = nxn- 1 

oraz � E K, gdyż ch (K) = O .  Ponadto �x1' - f = a i a -I- O ,  więc 
wielomiany f i f' są względnie pierwsze .  Zatem ze stwierdzenia 1 3 . 3  
�wielomian f nie posiada pierwiastków wielokrotnych w L .  

13.2 Twierdzenie Ab ela 

Lemat 13 . 6 .  Jeżeli ciało L jest rozszerzeniem nieskończonego cia­
ła K i wielomiany F. G E L [x] są takie ,  że F(O) -I- O ,  G -I- O ,  to istnieje 
e lement d E K* taki ,  że wielomiany F i G (dx) są względnie pierwsze 
w L [x] . 

Dowód. Jeżeli st(G) = O lub st (F) = O ,  to F lub G j est odwracalny 
i wystarczy przyj ąć d = 1 .  Załóżmy vvięc , że st ( G) :;;;:, 1 i st (F) :;;;:, 1 .  
Bez zmniej szenia ogólności można przyj ąć , że wielomiany F i G są 
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unormowane . Z algebry I wynika, że istniej ą nierozkładalne wielomiany 
unormowane FI , F2 , . . .  , Ft , Gl , G2 , . . .  , Gu E L [x] takie ,  że F = FI · F2 • 
. . . . Ft i G = Gl . G2 . . . . . Gu . Mamy więc : 

Fi (X) = aiO + ai lX + . . .  + XTi dla i = L 2 ,  . . .  , t ,  

Gj (x) = bjo + bj l X +  . . .  + XSj dla j = 1 , 2 ,  . . .  , u , 

gdzie ri , Sj E N.  Ponieważ F(O) =1= O ,  więc O =1= FI (O) . . .  Ft (O )  
alO . . .  atQ i stąd aiO =1= O dla i = 1 , 2 ,  . . . , t .  

Aby wielomiany F i G były względnie pierwsze wystarczy tak do­
brać element d E K by żadne dwa wielomiany Fi i Gj (dx )  nie były 
stowarzyszone . Gdyby Fi i Gj (dx)  były stowarzyszone , to dla pewnego 
niezerowego a E L: aiO + ai l X + . . .  + XTi = a ( bjo + bj ldx + . . .  + (dx) Sj ) ,  
skąd ri = Sj , 1 = a ·  dSj oraz aiO = a ·  bjo , więc �:� = dSj .  Ponieważ ciało 

K j est nieskończone i wielomiany XSj - �� dla i = 1 ,  . . .  , t ,  j = 1 ,  . . .  , u 
mają w ciele L skończenie wiele wszystkich pierwiastków, więc można 
tak dobrać d E K* by dla żadnej pary indeksów i , j ,  których j est skoń­
czona ilość, nie zachodziła równość bj o = dSj .  \Vtedv wielomiany Fi , aiO '; u 

i Gj (dx) nie będą stowarzyszone , a więc wielomiany F i G(dx) będą 
względnie pierwsze . D 

Twierdzenie 13 . 7  (Abel) . Niech elementy a, b rozszerzenia L cia­
ła K charakterystyki zero, będą algebraiczne względem K. Wtedy ist­
nieje element c E L algebraiczny względem K taki, że K (a ,  b) = K ( c) . 

Dowód. Z założenia mamy, że K j est ciałem nieskończonym. I'\iech 
f, g E K[x] będą wielomianami minimalnymi odpowiednio dla elemen­
tów a i b. Z wniosku 13 . 4  wiadomo, że element a j est pierwiastkiem j ed­
nokrotnym wielomianu f. \Vtedy f = (x-a) fI , gdzie fI E K(a) [x] oraz 
f1 (a) =1= O .  I'\iech F = fl (x + a) , G = g(x + b) , gdzie F, G E K(a ,  b) [x] 
oraz F(O) = fI (a) =1= O i G =1= o. Spełnione są zatem założenia lematu 
13 . 6 .  Istnieje  więc element d E K* taki, że wielomiany F i G( dx) są 
\vzględnie pierwsze .  Zatem istniej ą wielomiany w, v E K (a ,  b) [x] dla 
których : 

wF + vG(dx) = L 
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i wracaj ąc do podstawień mamy: 

w h (x + a) + v g (dx + b) = 1 .  ( 1 3 . 1 ) 

Podstawiaj ąc w równaniu ( 1 3 . 1 )  w miej sce x dwumian x - a i ozna­
czaj ąc h = g (dx - da + b) E K(a ,  b) [x] , otrzymujemy: 

w (x - a)h + v(x - a)h = 1 .  ( 1 3 . 2 ) 

Ponieważ h (a) = g(da-da+b) = g (b) = 0 ,  więc h j est podzielny w pier­
ścieniu K(a ,  b) [x] przez x - a. Ze wzoru ( 1 3 . 2 )  wynika, że 
w pierścieniu K(a ,  b) [x] : 1 rv NvV D (jl ' h) . Ponadto f = (x - a)h , 
więc w pierścieniu K(a ,  b) [x] : x - a rv NHl D (j, h) . 

"Weźmy element c = -da + b. Oczywiście c E K(a ,  b) , a stąd K(c) c;:: 
K(a, b) . Ponadto h = g (dx + c) E K(c) [x] oraz f E K[x] c;:: K(c) [x] 
i istniej e  wielomian unormowany rp E K(c) [x] taki ,  ż e  rp rv NHl D (j, h )  
w pierścieniu K(c) [x] , więc rp I x - a w pierścieniu K(a ,  b) [x] . Stąd 
rp = 1 lub rp rv (x - a) . Jednak w pierwszym przypadku otrzymamy 
sprzeczność z tym, że x - a rv NTV D (j. h) w pierścieniu K (a ,  b) [x] , 
więc rp = o: (x - a) dla pewnego O: E K(a ,  b) . Ale wielomian rp j est 
unormowany, więc O: = 1 i :p = x - a E K(c) [x] , skąd a E K(c) . Zatem 
b = da + c E K(c) i wobec tego K(a ,  b) c;:: K(c) . Stąd ostatecznie 
otrzymujemy K(a ,  b) = K(c) . D 

Twierdzenie 13 . 8 .  Niech e lementy al . " ' l an rozszerzenia L ciała 
K charakterystyki zero będą algebraiczne względem K. Wtedy istnieje 
e lement c E L algebraiczny względem K i taki, że K(c) = K(a l , . . .  , an ) .  

Dowód. Zastosuj emy indukcj ę względem n.  Dla n = 1 twierdzenie j est 
prawdziwe . Załóżmy prawdziwość twierdzenia dla liczb naturalnych 
mniej szych od n. Xa mocy założenia indukcyjnego istniej e taki element 
a E K(al , . . .  , an-d algebraiczny względem ciała K, że K(al , . . . .  an- l ) = 
K(a) . "Wtedy K(al , " ' l  an ) = K(a. an ) .  Z twierdzenia 1 3 . 7  wynika, że 
istnieje  element c E K(al . " ' l  an ) algebraiczny względem ciała K taki, 
że K(a ,  a, J = K(c) . Stąd ostatecznie otrzymujemy, że K(al . . . .  , an ) = 

K(c) . D 
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13.3 C iało rozkładu wielomianu 

Definicja  13 . 9 .  Niech K będzie podciałem ciała L i niech KI bę­
dzie podciałem ciała LI . Niech f :  K ----7 KI i F :  L ----7 L l będą izo­
morfizmami ciał .  Mówimy, że F jest przedłużeniem izomorfizmu 
f ,  jeżeli F(a) = f (a) dla każdego a E K.  

Lemat 13 . 10 .  Niech f :  K ----7 KI będzie izomorfizmem ciał i niech 
K będzie podciałem ciała L. Wówczas istnieje ciało LI izomorficzne 
z L i będące rozszerzeniem ciała KI oraz istnieje izomorfizm F :  L ----7 

LI będący przedłużeniem izomorfizmu f ·  

Dowód. Jeśli K = L,  t o  wystarczy przyj ąć LI = KI i F = f .  �iech 
dalej K =J- L.  Wtedy lvI = L \ K =J- 0 .  Z teorii mnogości wiadomo , 
że istniej e  wówczas zbiór lvh rozłączny z KI przy czym zbiór NIl j est 
równoliczny ze zbiorem Al. Niech g :  .M ----7 MI będzie bij ekcj ą zbioru 
NI na zbiór Nh . Określamy odwzorowanie F :  L ----7 KI U Nh w ten 
sposób , że F(x) = f (x)  dla x E K oraz F(x) = g(x )  dla x E NI. 
'Wówczas F j est bij ekcj ą. \V zbiorze LI = KI U Nh wprowadzamy teraz 
dodawanie i mnożenie wzorami : 

F(x) + F(y) = F(x + y) ,  F (x) . F (y) = F(x · y) . ( 1 3 . 3 )  

Proste sprawdzenie pokazuje ,  że LI z tymi działaniami tworzy ciało 
oraz F :  L ----7 LI j est izomorfizmem ciał , przy czym dla a E K mamy 
F(a) = f (a) . Zatem Kj = F(K) j est podciałem w LI oraz F j est 
przedłużeniem izomorfizmu f .  D 

Lemat 1 3 . 1 1 .  Niech K będzie ciałem. Wówczas dla każdego wielo­
mianu nierozkładalnego w E K[x] istnieje ciało L zawierające K jako 
podciało i takie .  że wielomian w ma pierwiastek w ciele L .  

Dowód. Ponieważ K[x] j est dziedziną ideałów głównych i wielomian w 
j est nierozkładalny w K[.T] ' więc z algebry I ,  I = (w ) j est ideałem mak­
symalnym pierścienia K[x] . Zatem pierścień ilorazowy LI = K[xJ l I 
j est ciałem i każdy j ego element można zapisać j ednoznacznie w postaci 
(co + cj :r +  . . , + Cn_ IXn- l ) + I , gdzie n = st (w ) oraz Co · CI • . . . • Cn- l E K. 
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Ciało rozkładu wielomianu 1 1 9 

Stąd odwzorowanie h :  K -----7 L dane wzorem h (  a) = a + I j est zanu­
rzeniem pierścieni i wobec tego h(K) = {a  + I : a E K} = KI j est 
podciałem ciała LI , przy czym f : KI -----7 K dane wzorem f ( a + I) = a 
dla a E K j est izomorfizmem ciał . Z lematu 13 . 1 0  istniej e  ciało L zawie­
raj ące K j ako podciało oraz istnieje  izomorfizm ciał F :  LI -----7 L będący 
przedłużeniem izomorfizmu f. Ponadto w = ao + alX + . . .  + anxn dla 
pewnych ao , al , . . .  , an E K. Oznaczmy a = F(x + I) . Wtedy a E L 
oraz w (a)  = ao + alF(x + I) +  . . .  + an [F (x + I) ] n = F(ao + I) + F(al + 
I )F(x + I) + . . .  + F(an + I)F (xn + I) = F ( (ao + alx + . . .  + anxn ) + I) . 
Ale aO + alx +  . . .  + anxn = w E I = (w) , więc (aO + alx +  . . .  + anxn ) + I 
j est zerem pierścienia ilorazowego K[x] /I i wobec tego F( (ao + alX + 
. . .  + anxn ) + I) = O .  Zatem w(a) = O .  D 

Twierdzenie 1 3 . 1 2 .  Niech K będzie dowolnym ciałem. Wówczas 
dla dowolnego wielomianu w E K[x] dodatniego stopnia n o najstar­
szym współczynniku a istnieje ciało L zawierające K jako podciało oraz 
istnieją al , a2 , " " an E L takie; że w = a (x - al ) (x - (2 ) . . .  (x - an ) .  

Dowód. Stosuj emy indukcj ę względem n. Dla n = 1 teza j est oczywista, 
bo wtedy w = ax + b = a (x + � ) i wystarczy przyj ąć L = K oraz al = 
- � .  Załóżmy, że teza zachodzi dla dowolnego ciała i dla wielomianów 
dodatnich stopni mniej szych od n, gdzie n > 1 j est ustaloną liczbą 
naturalną. :"Jiech w E K[x] będzie dowolnym wielomianem stopnia 
n. vVówczas z algebry I wiemy, że istniej e wielomian nierozkładalny 
u E K[x] taki , że u I w .  Zatem w = uh dla pewnego h E K[x] . Z lematu 
13 . 1 1  istniej e ciało L zawieraj ące ciało K j ako podciało oraz istniej e 
a E L takie , że u (a )  = O .  Stąd w(a) = u(a) · h (a) = O · h (a)  = O .  Zatem 
z twierdzenia Bezout istniej e Wl E L [x] taki , że w = (x - a)u' l ' Stąd 
st ( wd = n - l i z założenia indukcyjnego istniej e ciało Al zawieraj ące 
L jako podciało oraz istniej ą al , . . .  , an- l E J'v] takie , że Wl = a (x - ad '  
. . . .  (:r - an-d ,  gdzie a j est naj starszym współczynnikiem wielomianu 
Wl . Ale w = (x - a)wl , więc a j est naj starszym współczynnikiem 
wielomianu w oraz K j est podciałem ciała Al i UJ = a(x - ad . . . . . 
(x - an-d . (:r - an ) dla an = a.  D 
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Definicja 1 3 . 13 .  �iech K będzie ciałem i f E K[x] dowolnym 
wielomianem dodatniego stopnia. Jeżeli L j est rozszerzeniem ciała K, 
w którym wielomian f rozkłada się na czynniki liniowe : 

to ciało K(al , a2 , . . . , an ) � L nazy\vamy ciałem rozkładu wielo­
mianu f E K[x] . 

Stwierdzenie 13 . 14 .  Jeżeli L jest ciałem rozkładu wielomianu 
f = xn - 1 E K[x] i ch(K) = O, to grupa Un = {a E L : an 

= l }  
jest cykliczna i ma dokładnie n - e lementów. Jeśli e jest generatorem 
tej grupy, to L = K(e) . 

Dowód. Z algebry I wiemy, że wielomian f = xn - 1 może mieć co naj ­
wyżej n pierwiastków. Zatem grupa Un j est skończona i na mocy twier­
dzenia 6 . 22 j est cykliczna. Ponadto z przykładu 1 3 . 5  wielomian f nie 
posiada pierwiastków wielokrotnych, więc ten wielomian ma w L do­
kładnie n różnych pierwiastków. Stąd I Un l = n i Un = { l ,  e, . . .  , en- l } .  
vVobec tego L = K(e) . D 

Stwierdzenie 1 3 . 1 5 .  Jeżeli L jest ciałem rozkładu wielomianu 
f = xn - a E K[x] , a =r ° i ch (K) = O, to w grupie L* istnieje 
e lement e rzędu n . Ponadto K (e) jest ciałem rozkładu wielomianu 
xn - 1 E K[x] i L = (K (e) ) (b) dla dowolnego b E L takiego, że bn = a 
oraz (L : K(e) ) :::;; n .  

Dowód. Z przykładu 1 3 . 5  \vielomian f = xn - a nie posiada pier­
wiastków wielokrotnych. więc ten wielomian ma w L dokładnie n róż­
nych pierwiastkó\v b = b] , b2 1 • • •  , bn E L.  Ale a =r O ,  więc b =r ° 
i wobec tego � ,  bt . . . . . bb' E L są parami różnymi elementami grupy 
Un = {c E L : cn = l } .  Ale na mocy twierdzenia 6 . 22  grupa Un j est cy­
kliczna i l Un I = TL więc istniej e w niej element e rzędu n oraz K (e) j est 
ciałem rozkładu \vielomianu xn 

- 1 E K[:r] . Stąd wszystkimi pierwiast­
kami wielomianu xn 

- a E K[x] w ciele L są: b . be . . . . .  ben- l . Zatem 
L = (K (e) ) ( b) i wobec tego (L : K(e ) ) :::;; n. D 
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Ciało rozkładu wielomianu 1 2 1  

Przykład 1 3 . 1 6 .  :'-Jiech L będzie ciałem rozkładu wielomianu f = 

x4 - 2 nad ciałem QI. Pierwiastkami wielomianu f są liczby : ±V2, 
± V2i . Zatem L ma postać L = QI(±V2, ± V2i) = QI( V2, i ) . Istotnie , 
±V2i , ±V2 E QI(  V2, i ) , oraz i = ( V2) 3 . V;i , V2 E QI(±V2. ±V2i) . 
Ponieważ V2 oraz i są liczbami algebraicznymi , więc wzoruj ąc się na 
dowodach twierdzenia 1 3 . 7  i lematu 1 3 . 6  poszukamy liczby c algebra­
icznej względem ciała QI takiej , że QI(  V2,  i )  = QI(c) .  Wielomianami mi­
nimalnymi elementów V2 oraz i są odpowiednio f = x4 - 2, g = X2 + l .  
Ale f = (X2 - V2) (X2 + V2) = (x - V2) (x + V2) (x - V2i) (x + V2i) 
i g = (x + i ) (x - i ) , więc fI = (x + V2) (x - V2i) (x + V2i) ,  skąd 
F = h (x + V2) = (x + 2V2) (x + V2 - V2i) (x + V2 + V2i) oraz 
G = g (x + i) = (x + 2i ) x . Stąd widać , że dla dowolnej niezerowej 
liczby wymiernej d wielomiany dx i x + 2V2, dx i x + V2 - V2i , dx i 
x + V2 + V2i oraz dx + 2i i x + 2V2. dx + 2i i x + V2 - V2i . dx + 2i , , 

i x + V2 + V2i są względnie pierwsze .  N a mocy dowodu twierdzenia 
1 3 . 7  mamy zatem, że QI( V2, i) = QI( V2 . q + i) dla każdego q E QI \ {O}  
i w szczególności dla q = 1 ,  QI (  V2, i )  = QI(  V2 + i ) .  

Jeśli � : K -+ L j est izomorfizmem ciał oraz f = ao + alx + . . .  + 
anxn E K [x] , to przez � (j)  będziemy oznaczali wielomian � (j )  = 

� (ao ) + 'P (  al )x  + . , . + 'P(  an )xn E L [x] . Z algebry I wiemy, że przekształ­
cenie w f---+ �(w)  dla w E K [x] , j est izomorfizmem pierścienia K[x] na 
pierścień L [x] . 

Twierdzenie 1 3 . 1 7 . Jeżeli 'P : K -+ L jest izomorfizmem ciał, ele­
ment a jest pierwiastkiem nierozkładalnego wielomianu f E K [x] oraz 
b jest pierwiastkiem wie lomianu �(j )  E L [x] , to � można rozszerzyć 
do izomorfizmu ''9 : K(a) -+ L(b) takiego: że 1j!(a) = b . 

Dowód. :.Ja algebry I wiemy, że każdy element c E K (a) można j edno­
znacznie przedstawić w postaci c = aO+ala+ . . .  +an_ l an- 1 oraz element 
d E L (b) w postaci d = bo+b1 b+ . . .  +bn_ l bn- l : gdzie ao .  a l , " q  an- l E K , 
bo . b1 • . . .  , bn- 1 E L i n = st (j ) .  Określmy odwzorowanie 'ID : K(a) -+ 

L (b) wzorem: 
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Z określenia odwzorowania zj; wynika, że 1/; (a) = b ,  1/; (K(a) ) = L (b) 
oraz 1/J j est różnowartościowe . Ponadto zj; I K  = :p oraz zj; (a + (3) = 
1/; ( a )  + 1b ((3) dla wszystkich a , /3 E K ( a ) .  

Weźmy dowolne a ,  (3 E K (a) . \Vtedy a = ao + a la  + . . .  an_ I an- 1 
oraz /3 = bo+b 1a+ . . .  +bn_ I an- 1 dla pewnych ao . · · · , an- l , bo , · · · , bn- l E 
K N · h + + + n- l ' h b + b + + b n- l . leC g = aO a lX  . . . an- IX l = o IX  . . . n- IX  . 
l'\iech r będzie resztą z dzielenia wielomianu gh przez f .  \Vtedy istniej e  
u E K [x] taki , że gh = fu + r ,  gdzie st (r )  < n . Otrzymujemy wówczas 
:p(g) :p (h)  = :p (f) :p (u) + :p (r) . Ponieważ f (a) = (:p (f ) ) (b)  = O, więc 
g (a) h (a) = r (a )  oraz (:p (g) ) (b ) (:p (h) (b)  = (:p (r ) ) (b) . Stąd 

1/; (a3) = zj; (g (a )h (a) ) = ?fi (r (a ) ) = (:p (r ) ) (b )  = (:p (g ) ) (b) (:p (h) (b )  = 

= 1/; (g (a) )1/; (h (a) ) = 7jJ (a )zj; ( f3) . 

Wobec tego odwzorowanie zj; j est izomorfizmem ciał . D 

Jeżeli L i AI są rozszerzeniami ciała K i izomorfizm f : L ----t AI j est 
stały na K (tzn. f(a )  = a dla każdego a E K ) , to mówimy, że f j est 
K-izomorfizmem. Z twierdzenia 1 3 . 1 7  wynika następujący 

Wniosek 1 3 . 1 8 .  Niech L będzie rozszerzeniem ciała K .  Jeżeli f E 
K[x] jest wielomianem nie rozkładalnym nad ciałem K, a ,  b E L są jego 
pierwiastkami, to istnieje K - izomorfizm :p : K (a)  ----t K (b )  spe łniający 
warunek :p ( a) = b .  

Twierdzenie 13 . 19 .  Jeżeli :p : K ----t L jest izomorfizmem ciał, 
KI jest ciałem rozkładu wielomianu f E K[x] , L l  jest ciałem rozkładu 
wielomianu f(f )  E L [x] , to istnieje taki izomorfizm T : KI ----t LI , który 
jest rozszerzeniem izomorfizmu f .  

Dowód. Zastosuj emy indukcj ę z e  względu na stopień wielomianu f .  
Jeżeli st (f)  = O ,  t o  st (:p (f ) )  = O i K = KI , L = LI .  \Vtedy z a  T 
wystarczy wziąć izomorfizm f .  

l'\iech zatem st (f )  = n > O i załóżmy, ż e  twierdzenie j est prawdzi\ve 
dla wielomianów stopni mniej szych od n należących do K[x] . :">Jiech 
f = a(x - ad (:r: - a2 ) . . .  (x - an ) oraz f (f)  = b(x - bd (x - b2 ) . . . (x - bn ) .  
wtedy KI = K(a l . a2 , . . .  , an ) i LI = L(b l , b2 ,  . . .  , bn ) .  �iech g E K[x] 
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Ciało rozkładu wielomianu 123 

będzie czynnikiem nierozkładalnym wielomianu f takim, że g ( al ) = O. 
vVówczas wielomian rp (g)  j est czynnikiem nierozkładalnym wielomianu 
rpU) . Przyjmijmy, że bl j est pierwiastkiem wielomianu 'f (g) . N a mocy 
twierdzenia 1 3 . 1 7  istniej e izomorfizm rpl : K(al ) ----+ L(bl ) będący roz­
szerzeniem 'f i taki , że 'fI (al ) = bl . "Ylamy 

gdzie hl E K(ad [x] ' h2 E L (bd [x] . Ponieważ 'fI U) = rpU) 
i rpl (X - ad = x - 'fl (al ) = x - bl , więc l{JI (hd = h2 . 

Ale hl = a (x - a2 ) " ' (X - an ) ,  więc ciało KI = K(al . a2 , . . .  , an ) = 

(K(al ) ) (a2 , . . .  , an ) j est ciałem rozkładu wielomianu hl E K(ad [x] . Po­
dobnie ciało LI = L(bl , b2 , . . .  , bn ) = (L (bd ) (b2 , . . . .  bn ) j est ciałem roz­
kładu h2 E L(bl ) [x] . Ponieważ st (hd = stU) - 1 ,  więc z założenia 
indukcyjnego wiemy, że istniej e izomorfizm T : KI ----+ LI będący roz­
szerzeniem izomorfizmu rpl : K(al ) ----+ L (bl ) .  D 

Przyjmując w twierdzeniu 13 . 1 9  L = K oraz za l{J odwzorowanie 
tożsamościowe otrzymujemy 

Wniosek 13 . 20 .  Każde dwa ciała rozkładu wielomianu f E K[x] 
są K - izomorficzne .  

Wniosek 13 . 2 1 .  Niech L będzie ciałem rozkładu wielomianu nie­
rozkładalnego f E K[x] . Jeżeli a ,  b E L są pierwiastkami f, to istnieje 
K - automorfizm CJ ciała L taki, że CJ ( a) = b .  

Dowód. Z wniosku 13 . 1 8  istniej e K-izomorfizm ciał T :  K(a) ----+ K(b) 
taki, że T (a) = b .  Zauważmy, że L j est ciałem rozkładu wielomianu 
f nad ciałami K(a) i K(b) . 'Wobec tego z twierdzenia 13 . 19  istniej e 
izomorfizm ciał CJ :  L ----+ L będący rozszerzeniem T .  Zatem CJ j est auto­
morfizmem ciała L stałym na K i takim, że CJ ( a) = b .  D 

Pokażemy teraz zastosowanie ciała rozkładu wielomianu dla ciał 
skończonych . Z algebry I wiemy, że j eżeli ciało K j est skończone , to 
ch(K) = p i- O dla pewnej liczby pienvszej p oraz I K I = pn dla pewnego 
n E N. Okazuj e się , że zachodzi następuj ące 
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Twierdzenie 13 . 22 .  Dla dowolnej liczby pierwszej p i d la dowo lnej 
liczby naturalnej n jedynym z (z dokładnością do izomorfizmu) ciałem 
pn -e lementowym jest ciało rozkładu wielomianu xpn - x E Zp [x] . 

Dowód. Niech L będzie ciałem rozkładu wielomianu f = Xpll - x E 
Zp [x] . Wówczas ch (L) = p i wobec tego f' = - 1 .  Zatem ze stwierdze­
nia 1 3 . 3  wielomian f nie ma pierwiastków wielokrotnych. Stąd zbiór 
L i � L wszystkich pierwiastków wielomianu f w ciele L ma dokład­
nie pn elementów. Z małego twierdzenia Fermata wynika, że Zp � L i ' 
Ponadto dla dowolnych a ,  b E Li , (a - b)pn = apn - bPn = a - b, więc 

a - b E Li oraz dla dowolnego O -=I- a E Li , ( � )pn - � = a;;;'�Pan = O ,  
więc � E Li ' Zatem Li j est podciałem pn-elementowym ciała L i Li 
zawiera Zp oraz wszystkie pierwiastki wielomianu f . Stąd L i = L,  czyli 
I L I  = pn . 

N a odwrót , niech K będzie dowolnym ciałem pn-elementowym. 
Z algebry I wiemy, że wówczas w K istniej e  podciało A1 izomorficzne 
z ciałem Zp . Z twierdzenia Lagrange 'a apn- 1 = l dla każdego O -=I­
a E K. Zatem każdy element ciała K j est pierwiastkiem wielomianu 
xpn - x E AI[x] . Z drugiej strony wielomian ten nie może mieć więcej 
niż pn pierwiastków. ·Wobec tego K j est ciałem rozkładu wielomianu 
f E lvl[x] . Ponadto z wniosku 1 3 . 20 każde dwa ciała rozkładu wielo­
mianu xpn - x E Zp [x] są izomorficzne . D 

13.4 Domknięcie algebraiczne ciała 

W niniej szym punkcie będziemy badali takie ciała K, że w K[x] każdy 
wielomian dodatniego stopnia j est iloczynem wielomianów liniowych 
należących do K[x] . Są to tzw. ciała algebraicznie domknięte .  
Udowodnimy, że każde ciało można zanurzyć w ciele algebraicznie do­
mkniętym. Rozpoczynamy od prostej charakteryzacj i ciał algebraicznie 
domkniętych . 

Twierdzenie 13 . 23 .  Dla dowolnego ciała K następujące warunki 
są r-ównoważne:  
(i) jeże li L jest algebr'aicznym rozszerzeniem ciała K.  to L = K .. 
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(ii) jeżeli L jest skończonym rozszerzeniem ciała K, to L = K, 
(iii) każdy wielomian nierozkładalny w K[x] jest liniowy, 
(iv) ciało K jest algebraicznie domknięte, 

1 25 

(v) każdy wielomian stopnia dodatniego należący do K[x] ma pzerwza­
stek w K.  

Dowód. Implikacj a ( i )  =? (ii ) j est oczywista ,  ponieważ każde rozsze­
rzenie skończone j est algebraiczne . 

(ii ) =? (iii ) . Jeżeli f E K [x] j est wielomianem nierozkładalnym, 
to istniej e takie rozszerzenie L ciała K, w którym f ma pierwiastek . 
Niech a E L i f (a) = O .  Wtedy stU) = (K(a) : K) = 1 ,  ponieważ na 
mocy (ii) mamy K(a) = K. 

(iii ) =? (iv ) . Jeżeli f E K[x] i stU) > O ,  to f j est iloczynem 
skończonej liczby wielomianów nierozkładalnych w K[x] , a więc na 
mocy (iii ) f j est iloczynem wielomianów liniowych należą;cych do K[x] . 

(iv) =? (v) . Oczywiste .  
(v) =? ( i ) . Niech L będzie rozszerzeniem algebraicznym ciała K. 

'Weźmy dowolne a E L.  'Wówczas istniej e wielomian nierozkładalny 
f E K[x] taki, że f (a) = O. Ale z założenia f ma pierwiastek w ciele 
K, więc stU) = 1 i wobec tego a E K. Zatem L = K. D 

Twierdzenie 1 3 . 24 .  Każde ciało algebraicznie domknięte jest nie­
skończone .  

Dowód. Jeżeli ciało K j est skończone , K = {al , a2 , " " an } ,  to wielo­
mian f = (x - ad (.T - a2 ) . . .  (�T - an ) + 1 E K[x] i f nie ma pier­
wiastka w K. Zatem z twierdzenia 1 3 . 23 ciało K nie j est algebraicznie 
domknięte .  D 

Twierdzenie 1 3 . 2 5 .  Jeżeli K jest podcialem algebraicznie domk­
niętego ciała L. to następujące warunki są równoważne :  
(i) L jest rozszerzeniem algebraicznym ciała K, 
(ii) Jeżeli c ia ło  algebraicznie domknięte 1\.1 spe łnia K � 1\.1 � L ,  to 
1\.1 = L .  

Dowód. ( i ) =? (ii ) . �iech ciało algebraicznie domknięte Al spełnia 
K � Al � L. Ponieważ z założenia L j est rozszerzeniem algebraicznym 
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ciała K, więc tym bardziej L j est rozszerzeniem algebraicznym ciała 
NI. Z twierdzenia 1 3 . 23 wynika więc , że ]\;1 = L. 

(ii) =? (i ) .  Niech 1111 będzie zbiorem elementów ciała L algebra­
icznych względem K.  Z Algebry I wiemy, że NI j est ciałem. Jeżeli 
f E .iVJ[x] j est wielomianem stopnia dodatniego , to f E L [x] i z twier­
dzenia 1 3 . 23 wynika, że istniej e a E L takie, że f (a)  = O. Zatem 
element a jest algebraiczny względem ciała ]\;1, a więc i względem ciała 
K.  Z określenia zbioru lvI wynika więc , że a E NI. \Vobec tego z twier­
dzenia 1 3 . 23 otrzymujemy, że ciało NI j est algebraicznie domknięte .  
l\lamy więc !v! = L na mocy (ii ) .  D 

Ciało nalgebraicznie domknięte L spełniaj ą;ce warunki podane 
w twierdzeniu 1 3 . 25 nazywamy domknięciem algebraicznym ciała K .  
Jest to więc minimalne algebraicznie domknięte ciało zawieraj ą;ce K.  
Domknięcie algebraiczne ciała K będziemy oznaczali przez K.  Udo­
wodnimy w dalszym cią;gu, że dla dowolnego ciała K istniej e  j ego alge­
braiczne domknięcie i to tylko j edno z dokładnością; do K-izomorfizmu. 
W dowodach tych będziemy stosowali indukcj ę pozaskończoną;. 

Lemat 13 . 26 .  Jeżeli {Ka }c"<r jest niepustą rodziną ciał indekso­
waną za pomocą liczb porządkowych taką, że Ka s: Kp dla a < !3 < 
to zbiór K = U Ka jest ciałem. 

a<,' 
Jeżeli {'Pa}a<r jest rodziną zanurzeń 'Pa : Ka ---* L ciał tej rodziny 

w ustalone ciało L taką, że dla a < (3 < �( zanurzenie 'P,g jest roz­
szerzeniem zanurzenia CPa , to istnieje dokładnie jedno takie zanurze­
nie cp :  K ---* L, które jest rozszerzeniem każdego z zanurzeń rodziny 
{CPa}a<, .  

Dowód. Jeżeli a ,  b E K,  to istniej ą; a ,  ,3 < �( takie , że a E Ka i b E 
Kg . Bez zmniej szania ogólności możemy zakładać , że a <; \Vtedy 
Ka s: K3 i wobec tego a, b E Kg . Ponieważ Kg j est ciałem, więc wyniki 
działail arytmetycznych wykonywanych na elementach a i b należą do 
Kg i tym bardziej - do K .  Zauważmy jeszcze , że wyniki tych działań nie 
zależą od \vyboru 3 , gdyż dla dowolnych (J' < T < �( , K(J j est podciałem 
ciała KT . Zatem K j est ciałem. 
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Odwzorowanie 'P : K -----t L określamy, j ak następuje .  Jeżeli a E K, 
to a E Ka dla pewnego o: < �j. Przyjmujemy wtedy, że 'P (a) = 'Pa (a) . 
Element rp (  a) j est poprawnie określony, tzn. nie zależy od wyboru 
wskaźnika 0:. Jeżeli bowiem a E Kg dla pewnego ,0 < {, to z zało­
żenia mamy 'Pa (a) = 'P3 (a) . 

Udowodnimy, że odwzorowanie rp j est zanurzeniem. Mamy oczy­
wiście rp (O)  = O i 'P ( 1 )  = 1 .  Jeżeli zaś a. b E K, to podobnie , j ak 
w pierwszej części dowodu, wykazujemy, że a ,  b E K(3 dla pewnego 
,0 < �(. Zatem a + b ,  ab E K(3 i stąd 'P (a + b) = CP3 (a + b) = 'P3 (a) + 
'P(3 (b) = cp (a) + cp (b) oraz 'P (ab) = CP3 (ab) = cp(3 (a)'P3 (b) = 'P (a) cp (b) . 

Kiech cp :  K -----t L będzie zanurzeniem, które j est rozszerzeniem każ­
dego z zanurzeń rodziny {'Pa}a<T 'Weźmy dowolne a E K. 'Wtedy 
a E Ka dla pewnego o: < {, więc cp(a)  = 'Pa (a) = cp (a) . Zatem 
cp =  cp . D 

Twierdzenie 13 . 27 .  Dla każdego ciała K istnieje jego algebraiczne 
domknięcie .  

Dowód. Niech {fa }a<�1 będzie rodziną wszystkich wielomianów stop­
nia dodatniego należących do K[x] ponumerowanych za pomocą liczb 
porządkowych i niech fo = x. Określimy ciąg ciał {Ka}a<i spełniaj ący 
warunki: 
( 1 )  j eżeli o: < ,0 < { ,  t o  Ka j est podciałem ciała K(3 , 
(2 )  j eżeli o: < { ,  to \vszystkie pierwiastki wielomianu fa należą do  Ka , 
(3) j eżeli o: < �f ,  to Ka j est algebraicznym rozszerzeniem ciała K, 
w następuj ący sposób : 

l ) Ko = K, 
2 )  Jeżeli już dla liczby porządkowej <5 < �j został określony ciąg ciał 

{Ka }a<ó spełniaj ący warunki ( 1 ) - (3 ) , to niech K� = U Ka . �a mocy 
a<" 

lematu 1 3 . 26 zbiór K� j est ciałem i oczywiście K � K� . Ponadto każde 
z ciał Ka dla o: < <5 j est algebraicznym rozszerzeniem ciała K, więc 
też K� j est algebraicznym rozszerzeniem ciała K. Jako K" przyjmu­
jemy ciało rozkładu wielomianu f" E K5 [x] . 'Wówczas każdy pierwia­
stek wielomianu h należy do K" i rozszerzenia K � K� oraz K� � Kó 
są algebraiczne . Zatem Kó j est rozszerzeniem algebraicznym ciała K. 
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�a mocy lematu 1 3 . 26 zbiór L = U Ka j est ciałem. Wykażemy, 
00<, 

że L j est algebraicznym domknięciem ciała K. 
Ponieważ każde z ciał Ka dla et < , j est rozszerzeniem algebra­

icznym ciała K i L = U Ka : więc ciało L też j est rozszerzeniem 

algebraicznym ciała K. 
Udowodnimy, że ciało L j est algebraicznie domknięte .  Jeżeli lvI j est 

rozszerzeniem algebraicznym ciała L, to j est rozszerzeniem algebraicz­
nym ciała K. Jeżeli więc a E lvI , to istnieje  wielomian dodatniego 
stopnia f E K[x] taki, że f (a) = O. Z określenia rodziny {fa}a<, wy­
nika, że f = f a dla pewnego et < , . Ponieważ wszystkie pierwiastki 
wielomianu fa należą do ciała Ka , więc a E Ka . Tym bardziej a E L. 
Zatem L = J.\1 .  

Z twierdzenia 1 3 . 23 wynika więc , że  ciało L j est algebraicznie do­
mknięte .  Zatem z twierdzenia 13 . 2 5  otrzymujemy, że L j est algebraicz­
nym domknięciem ciała K. D 

Lemat 13 . 28 .  Jeżeli cp :  K � L jest zanurzeniem ciała K w al­
gebraicznie domknięte ciało L, a K' jest algebraicznym rozszerzeniem 
ciała K, to istnieje zanurzenie cjJ : K' � L będące rozszerzeniem zanu­
rzenza cp .  

Dowód. Kiech {aa }a<, będzie rodziną wszystkich elementów ciała K' 
ponumerowanych za pomocą liczb porządkowych i niech ao = O .  Okre­
ślimy ciąg ciał {J{a }a<, zawartych w K' oraz ciąg zanurzeń :Pa : Ka � 

L spełniaj ące warunek: 
(a) Jeżeli et < ;3 < f,  to Ka j est podciałem ciała KiJ i CPs j est rozsze­
rzemem CPa . 

Przyjmujemy Ko = K, CPo = :p .  Jeżeli zaś dla pewnej liczby porząd­
kowej 6 < �f zostały już określone ciągi ciał {Ka}a<8 i ciągi zanurzeń 
{CPa}a<8 spełniaj ące warunek (a) , to określamy ciało K5 i zanurzenie 
:P5 : K5 � L j ak następuje .  

� a mocy lematu 1 3 . 26 zbiór K:S = U Ka j est ciałem i istniej e  
00<5 

zanurzenie ;:'5 : K:S � L będące rozszerzeniem każdego z zanurzeń CPa 
dla et < 6 . Określamy K5 = KHa5 ) .  
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Element ao E K' j est z założenia algebraiczny względem ciała K, 
więc tym bardziej j est algebraiczny względem ciała K'o . Kiech f E 
K'olx] będzie takim wielomianem nierozkładalnym, że f (ao ) = O, zaś 
g = :..p'o (f )  E 'P'o (K'o )  [x] - wielomianem odpowiadaj ącym wielomianowi 
f Przv izomorfizmie . (,1_ . K� � . ('1- (K' ) Ponieważ ' "I (K' ) C L i ciało J Yó ' ó Yó o ' Yo o -
L j est algebraicznie domknięte ,  więc istnieje taki element b E L, że 
g (b) = O .  

Z twierdzenia 13 . 1 7  istniej e  izomorfizm 'Po : K'o(ao) � (:..p'o (K'o ) ) (b )  
będący rozszerzeniem izomorfizmu 'P'o . Izomorfizm 'Po określa więc za­
nurzenie :..po :  Ko � L będące rozszerzeniem zanurzenia :..p'o : K'o � L 
a więc i każdego z zanurzeń :..p.3 :  K f3 � L dla /3 < eS .  

Do zakończenia dowodu wystarczy więc zastosować lemat 13 . 26 . 
D 

Wniosek 13 . 29 .  Jeżeli K' jest rozszerzeniem algebraicznym ciała 
K,  to istnieje K-zanurzenie cjJ :  K' � K .  

Dowód. 'Wystarczy w lemacie 1 3 . 28 przyj ąć L = K, a j ako :..p wziąć 
tożsamościowe zanurzenie ciała K w K.  D 

Wniosek 13 . 30 .  Każde dwa domknięcia algebraiczne ciała K są 
K - izomorficzne . 

Dowód. :.Jiech K' i Kil będą domknięciami algebraicznyi ciała K. 
\V szczególności ciało K' j est rozszerzeniem algebraicznym ciała K. 
Ka mocy wniosku 1 3 . 29 istniej e  K-zanurzenie :..p : K' � Kil . Oczywi­
ście ciało 'P(K' ) j est algebraicznie domknięte ,  więc z twierdzenia 1 3 . 25 
wynika. że 'P(K' ) = Kil , czyli :..p j est K-izomorfizmem. D 

Z wniosków tych wynika. że badaj ąc algebraiczne rozszerzenia ciała 
K możemy się ograniczyć do rozpatrywania podciał ustalonego do­
mknięcia algebraicznego K ciała K. 

Lemat 13 . 31 . Każde K -zanu.rzenie :..p : K � K jest K -automor­
fizmem. 

Dowód. :;\farny wykazać , że :..p (K) = K. Ponieważ ciało K j est alge­
braicznie domknięte ,  więc ciało :..p (K) j est również algebraicznie do­
mknięte .  Zatem na mocy twierdzenia 1 3 . 25 z inkluzj i K s: p(K) s: K 
vvynika, że p (K) = K. D 
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Wniosek 13 . 32 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem algebraicznym ciała 
K, to każde K -zanurzenie 'f :  L � K można rozszerzyć do K - automor­
fizmu rp :  K � K .  

Dowód. Ponieważ K j est rozszerzeniem algebraicznym ciała K, więc 
tym bardziej j est rozszerzeniem algebraicznym ciała L. Zatem na mocy 
lematu 1 3 . 28 istniej e zanurzenie rp :  K � K będące rozszerzeniem K­
zanurzenia 'f. Na mocy lematu 1 3 . 3 1  rp j est K-automorfizmem. D 
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Teoria Galois 

14.1 Grupa G alois 

\V całym tym rozdziale zakładamy, że wszystkie omawiane ciała są 
charakterystyki zero . Dobrze wiadomo, że zbiór wszystkich automor­
fizmów ciała L tworzy grupę ze względu na składanie przekształceń : 
będziemy j ą  oznaczali przez Aut (L ) . :'-Jastępuj ące stwierdzenie grupuje 
pewne dobrze znane własności automorfizmów ciał .  

Stwierdzenie 14 . 1 .  Niech O" będzie dowolnym automorfizmem cia­
la L. Wtedy dla dowolnych a ,  al , . . .  , an , b E L zachodzą wzory:  
(i) O" (O) = O) O" ( 1 )  = 1 )  
(ii) O"(a - b )  = O"(a )  - O" (b ) , 
(iii) O" ( % )  = :i�? dla b ::} O .  
(iv) 0" ( al + a2 + . . .  + an ) = 0" ( ad  + 0" (  a2 ) + . . .  + 0" ( an ) ,  
(v) 0" (a1 . a2 . . . . . an ) = O" (ad . 0" (a2 ) . . . . . O" (an ) .  

Twierdzenie 14 . 2  (Dedekind) . Jeżeli 0"1 , 0"2 , . . . . O"n są różnymz 
automorfizmami ciała L, to dla dowolnych a l , a2 . . . .  , an E L zacho-
dzi implikacja: 

n 
(VaEL L ażO"ż (a) = O) =? (a l = a2 = . . .  = an = O) . 

ż= l 

1 3 1  

( 1 4 . 1 )  
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Dowód. Zastosuj emy indukcyj ę ze względu na n .  Gdy n = 1 to po­
przednik implikacj i ( 1 4 . 1 )  przyjmuj e  postać VaELal al (a) = O .  \IV szcze­
gólności dla a = 1 otrzymujemy 0 =  alal ( l )  = al , stąd al = O .  

Załóżmy prawdziwość twierdzenia dla pewnej liczby naturalnej n 
i niech al , . . .  , an+l będą różnymi automorfizmami ciała L. Istniej e  za­
tem taki element b E L ,  ż e  al (b) i- an+1 ( b) . Załóżmy, że :  

( 1 4 . 2 )  

W szczególności w równaniu ( 1 4 . 2 )  w miej sce a można podstawić ele­
ment a ·  b , gdzie a E L, natomiast element b został określony powyżej . 
Otrzymamy wtedy : 

VaEL al al (a)al (b) + a2a2 (a)a2 (b) + . . .  + an+1an+l (a)an+l (b ) = O .  
( 14 . 3 ) 

�atomiast mnożąc obustronnie równanie ( 14 . 2 ) przez al (b) uzyskamy: 

VaEL alal (a)al (b) +a2a2 (a) al (b) + .  . .  +an+lan+l (a)al ( b) = O .  ( 14 .4) 
Odejmując stronami równania ( 14 . 3 ) i ( 14 .4) otrzymuj emy: 

VaEL a2 (a2 (b ) - al (b) ) a2 (a) + . . .  + an+1 (an+l (b) - al ( b) ) an+l (a) = O .  
( 14 . 5 ) 

Lewa strona równania ( 14 . 5 ) j est kombinacj ą liniową n automorfizmów 
a2 , " "  an+l ' 1\a mocy założenia indukcyjnego redukuj ą się wszystkie 
współczynniki w tej kombinacj i liniowej . \IV szczególności współczynnik 
przy an+l j est równy zeru, tzn. an+l (an+l (b) - al (b ) ) = O. Ponieważ 
al (b) i- an+1 (b) , więc an+1 = O .  Wobec tego równanie ( 14 . 2 ) przyjmuje 
postać : 

( 14 . 6 ) 
Jest to kombinacj a liniowa n automorfizmów. 1\ a mocy założenia in­
dukcyjnego otrzymujemy al = a2 = . . .  = an = O .  D 

Definicja  14 .3 .  �iech X będzie nie pustym zbiorem pewnych au­
tomorfizmów ciała L .  \Vtedy a E L nazywamy elementem stałym ze 
względu na X. gdy a = a (a) dla każdego a E X. Zbiór wszystkich 
elementów ciała L stałych ze \vzględu na X oznaczamy przez LX , czyli 
LX = {a E L :  V(JEX a (a) = a} . 
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Twierdzenie 14 .4 .  Niech X będzie niepustym zbiorem pewnych 
automorfizmów ciala L .  Wtedy zbiór LX jest podcia lem cia la L .  

Dowód. Z własności automorfizmów ciał mamy, że O, 1 E LX . J\'"iech 
a, b E LX . Dla dowolnego CJ E X mamy a = CJ (  a) i b = CJ (b) . Zatem 
otrzymujemy CJ(a - b) = cr(a) - CJ (b) = a - b oraz dla b =I O, CJ ( % )  = 

:i�? = % .  Stąd a - b E LX , % E LX . Zatem LX j est podciałem ciała 
L . D 

Twierdzenie 14 . 5 .  Niech X = {CJ1 , " " CJn } będzie skończonym 
zbiorem pewnych automorfizmów ciala L .  Wówczas (L : LX ) ? n . 

Dowód. Gdyby (L  : LX) < n ,  to oznaczaj ił:c przez {al . . . .  , ar } bazę 
ciała L względem LX mielibyśmy r < n. 'Wówczas układ równań 

posiadałby niezerowe rozwiązanie Xl , X2 , . . .  , xn E L. 
Z drugiej strony dowolny element a E L może być zapisany j ako 

l' 

kombinacj a liniowa elementów bazy : a = L biai , gdzie bi E LX . vVów-
i= l 

l' n 
czas CJj (a) = L b;CJj (ai ) '  Zatem L CJj (a)xj ;= 1  j=l r n 
L bi ( L CJj (ai ) Xj ) = O .  i= l j=l 

n l' 

L L biCJj (ai ) XJ j=l ;=1  

U zyskana równość pokazuje ,  że automorfizmy CJ1 , . . .  , CJn są liniowo 
zależne wbrew twierdzeniu Dedekinda 14 . 2 .  Otrzymana sprzeczność 
dowodzi , że (L : LX ) ? n. D 

Twierdzenie 14 .6 .  Niech G = {CJ1 . . . .  , CJn } będzie grupą pewnych 
automorfizmów ciała L .  Wówczas (L : LG ) � n .  

Dowód. �a mocy twierdzenia Dedekinda 14 . 2 ,  CJ t  • . . .  , CJn są liniowo 
niezależne , więc istniej e  taki element b E L,  że CJI ( b) + . . .  + CJn (b ) =I O .  
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Niech al , . . .  , an+ l E L. Pokażemy, że elementy te są liniowo zależne 
nad ciałem L G . Układ równań 

XIO"� I (al ) + x20"� I (a2 ) + . . .  + Xn+1O"� I (an+l ) = O 
ma niezerowe rozwiązanie Xl , ' . .  , Xn+l E L .  ponieważ liczba niewia­
domych j est większa od liczby równań. )'lożemy przyj ąć , że Xl =/: O .  
Ponadto ,  gdy pewien układ elementów ciała L spełnia liniowy j edno­
rodny układ ,  to spełnia go też każdy proporcjonalny układ elementów. 
\\1 szczególności elementy 

b b 

spełniaj ą układ równań. )'lożna przyj ąć , że Xl = b. 
Stosujemy automorfizm O"i do i- tego równania układu. Otrzymujemy 
wówczas 

aIO"n (X I ) + a20"n (X2 ) + . . .  + an+IO"n (xn+d = O .  

Dodając powyższe równania stronami otrzymujemy 

( 1 4 . 7) 

Udowodnimy, że w równaniu ( 1 4 . 7) współczynniki przy al , . . .  , an+ 1  
należą do  ciała LG . \V'ystarczy pokazać , ż e  są one stałe ze względu na 
automorfizmy grupy G. Gdy O"j E G, to {O"jO"I , O"j0"2 , . . .  , 00jO"n } = G. 
ponieważ przesunięcie G o element O"j j est różnowartościowym odwzo­
rowaniem grupy G na siebie . Zatem dla i = 1 ,  2, . . . . n + 1 mamy 
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a1 (Xż ) + a2 (Xi )  + . . .  + an (xi ) .  

Stąd współczynnik przy ai w kombinacj i liniowej ( 14 . 7) nie ulega zmia­
nie przy działaniu dowolnego automorfizmu aj E G, należy więc do 
ciała LG . Ponadto współczynnik przy al j est różny od zera, ponieważ 

Stąd ( 14 . 7) określa liniową zależność elementów al , " "  an+1 nad cia­
łem L G . Dowiedliśmy więc, że każdy układ n + 1 elementów ciała L 
j est liniowo zależny nad ciałem LG , czyli (L  : LG ) <; n .  D 

Wniosek 14 .7 .  Niech G będzie grupą automorfizmów ciała L taką, 
że (L : LG ) < oc lub I G I  < oc .  Wówczas I G I  = (L : LG ) .  

Dowód. Jeżeli I G I  < DO ,  to z twierdzeń 14 . 5  i 14 . 6  mamy tezę. 
Załóżmy, że s = (L : LG ) < DO. Przypuśćmy, że I G I  > s . l'\iech X 
będzie (s + l ) -elementowym podzbiorem G.  ·Wtedy z twierdzenia 14 . 5  
(L  : LX ) ;?: s + 1 .  Ale LG � LX � L,  więc s = (L  : LG ) = (L : 
LX ) (LX : LG ) ;?: s + 1 .  Otrzymana sprzeczność dowodzi , że I G I  <; s 

i z pierwszej części dowodu I G I  = (L  : LG ) .  D 

Twierdzenie 14 .8 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem ciała K, to zbiór 
wszystkich automorfizmów ciała L stałych na ciele K wraz z działaniem 
składania odwzorowań tworzy grupę. 

Dowód. Niech a, T E G(L/ K) . Ponieważ złożenie dwóch izomorfizmów 
i przekształcenie odwrotne do izomorfizmu j est izomorfizmem, więc 
aT. a- l są izomorfizmami ciała L. Pozostaje sprawdzić , czy odwzoro­
wania te przekształcaj ą tożsamościowo K na siebie .  ·Weźmy dowolny 
element a E K. ·Wtedy a(T (a ) ) = a (a)  = a .  ·Więc z dowolności wy­
boru elementu a, aT E G(L/ K) . Jeśli wiemy, że dla każdego a E K, 
a = a (  a) , to przykładaj ąc do obu stron odwzorowanie odwrotne otrzy­
mujemy a- l (a)  = a- 1 (a(a) ) = a .  Stąd a- l E G(L/K) . Zatem G(L/K) 
j est grupą. D 

Definicja 14 .9 .  Grupę opisaną w t\vierdzeniu 14 . 8  nazywamy gru­
pą Galois rozszerzenia K � L i oznaczamy G (L / K) . 
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Stwierdzenie 14 . 10 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem ciała K oraz 
a E L jest pierwiastkiem wielomianu f E K[x] , to dla każdego r7 E 
G(L/ K) , r7(a) też jest pierwiastkiem wielomianu f .  

Dowód. :\Iamy, ż e  f = ao + alx + . . .  + anxn dla pewnego n E No i dla 
pewnych ao , al , . . .  : an E K oraz 0 =  f (a) = aO+ala+ . . .  +anan . Zatem 
0 =  r7(0 ) = r7 (ao ) + r7(al ) r7 (a) + . . .  + r7 (an ) [r7 (a ) ] n . Ale r7 E G(L/K) , 
więc r7(ai ) = ai dla i = 0 , 1 , . . . . n i wobec tego ao + alrJ (a) + . . .  + 
an [r7 (a ) ] n = O ,  czyli r7 (a) j est pierwiastkiem wielomianu f .  D 

14.2 Rozszerzenia Galois 

Definicja  14 . 1 1 .  Rozszerzenie skończone ciał K � L nazywamy 
rozszerzeniem Calois , j eżeli istniej e taka grupa G automorfizmów ciała 
L ,  że K = LG . 

Twierdzenie 14 . 1 2 .  Niech K � L będzie skończonym rozszerze­
niem ciał .  Wówczas następujące warunki są równoważne: 
(i) K � L jest rozszerzeniem Galois, 
(ii) każdy wielomian nierozkładalny z K[x] i posiadający pierwiastek 
w L rozkłada się w L [x] na iloczyn wielomianów liniowych, 
(iii) L jest ciałem rozkładu pewnego wie lomianu z K[x] , 
(iv) (L  : K) = I G (L/ K) I ,  
(v) K = LG(LjK) . 

Dowód. ( i ) ::::} (ii ) . Z założenia K = LG dla pewnej podgrupy G grupy 
Aut (L) . :-Jiech f E K[x] będzie wielomianem nierozkładalnym i b E L 
będzie takie , że f (b) = O .  :-Jiech },/J będzie ciałem rozkładu wielomianu 
f nad ciałem L .  Niech b = bl • b2 ,  . . .  , bn E AJ będą wszystkimi pier­
wiastkami wielomianu f. Przypuśćmy, że nie wszystkie te pierwiastki 
należą do L. l\lożna przyjąć , że bl , b2 ,  . . . •  bj E L i bj+1 " ' "  bn !f. L 
dla pewnego j < n . 'Weźmy dowolne r7 E G. Ponieważ współczyn­
niki wielomianu f należą do K i K = LG , więc ze stwierdzenia 14 . 1 0  
{r7 (b1 ) . . . .  , r7 ( bj ) }  = { bl • . . .  , bj } ,  czyli r7 wyznacza pewną permutacj ę 
elementów bj • • . •  : bj . vVynika stąd, że r7(b1 + . . .  + bj ) = bl  + . . .  + bj , 
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a nawet więcej , j eśli Ck = 

1:<:;; i 1 <i2 < . . .  <i k :<:;;j 
wszystkich k = 1 ,  . . .  , j . Ponieważ !7 j est dowolnym elementem z G 
i L G = K, więc Ck E K dla k = 1 ,  . . .  , j .  Rozpatrzmy wielomian 
h = (x - bd (x - b2 ) . . .  (x - bj ) E L [x] . Ze wzorów Viety wynika, że 
h = xj - ClXj- l + C2Xj-2 + . . .  + (- l )j cj ' Zatem h E K[x] . Ale h (b) = O 
i st (h) < st (f ) , więc mamy sprzeczność z tym, że f j est wielomianem 
minimalnym elementu b. 

(ii ) =::;, (iii ) . Ponieważ (L : K) < 00 i ch (K) = O, więc z twierdzenia 
Abela istniej e taki element C E L,  że L = K(c) .  Kiech f E K[x] będzie 
wielomianem minimalnym elementu c. Ponieważ C E L, więc na mocy 
( ii ) wszystkie pierwiastki wielomianu f należą do L. Zatem L j est 
ciałem rozkładu wielomianu f E K[x] . 

(iii ) =::;, (iv ) . Załóżmy, że L j est ciałem rozkładu wielomianu f E 
K[x] ' którego wszystkimi pierwiastkami są al , . . .  , an . Wówczas L = 

K(al , . . .  , an ) .  Ponieważ ch (K) = O , więc z twierdzenia Abela ist­
niej e  c E L takie , że L = K(c) . Niech h E K[x] będzie wielomia­
nem minimalnym elementu c. Oznaczmy przez AJ ciało rozkładu wie­
lomianu h nad ciałem L i niech c = CI • . . .  , Cm E J\1 będą wszystkimi 
pierwiastkami wielomianu h. \Vtedy, w szczególności (L : K) = m. 
Z wniosku 1 3 . 1 8  dla każdego i = 1 ,  . . .  , m istniej e  izomorfizm ciał 
p :  K(c) --t K(Ci ) stały na K i taki , że p (c) = Ci '  Ponieważ f (Pi (aj ) )  = 

Pi (f (aj ) )  = Pi (O) = O ,  więc pż (ad , Pi (a2 ) ,  . . .  , Pi (an ) j est pewną per­
mutacj ą elementów al , a2 , · · · , an ° Stąd Pi (L) = pi (K(al , . . . . an ) )  = 

K(pż (ad , · · · , :Pi (an ) )  = K(al , " " an ) = L. Zatem każde z przekształ­
ceń :Pi j est automorfizmem ciała L stałym na K, tzn. :Pi E G(L/ K) 
'Wynika stąd ,  że I G (L/ K) I  � m = (L : K) . Ponieważ , na mocy twier­
dzenia 14 . 5  mamy, że I G (L/ K) I � (L : K) , więc (L : K) = I G (L/ K) I .  

(iv ) =::;, ( v ) . Kiech AJ = LG (LjK) i załóżmy, że AJ ::J K.  \Vtedy 
G(L/K) � G(L/NJ) oraz K C NI � L. Stąd I G (L/K) I � I G (L/]\1) I � 
(L : AJ) < (L : K) = I G (L / K) I .  co prowadzi do sprzeczności . 

(v ) =::;, (i ) . Ta implikacj a j est oczywista. D 

Wniosek 14 . 13 .  Jeżeli K � Al � L są rozszerzenzamz ciał .  
ch (K) = O i K � L jest rozszerzeniem Galais, to AJ � L jest roz­
szerzeniem Galais. 
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Dowód. Z twierdzenia 14 . 1 2  wynika, że L j est ciałem rozkładu pewnego 
wielomianu f E K [x] . Ponieważ K � Al, więc f E .1\IJ [x] i L j est ciałem 
rozkładu tego wielomianu nad ciałem M. Zatem na mocy twierdzenia 
14 . 1 2  NI � L j est rozszerzeniem Calois . D 

Przykład 14 . 14 .  Jeżeli K � Al � L i K � L j est rozszerzeniem 
Calois , to K � ivl może nie być rozszerzeniem Calois . Rzeczywiście , 
rozważmy rozszerzenia ciał Q � Q(  ij2) � Q(  ij2, i ) . Zauważmy, że 
Q � Q( ij2, i )  j est rozszerzeniem Calois , gdyż Q (  V'2, i) j est ciałem 
rozkładu wielomianu x4 - 2 E Q [x] . Z kryterium Eisensteina wynika, 
że wielomian x4 - 2 j est nierozkładalny w Q [x] . Ponadto nie wszystkie 
pierwiastki tego wielomianu należą do Q (  ij2) (np. iij2 rf- Q(  ij2)) .  
Zatem na mocy twierdzenia 14 . 1 2 ,  Q � Q (  ij2) nie j est rozszerzeniem 
Calois .  

Wniosek 14 . 1 5 .  Jeżeli K .. L, N! są podcialami cia la N oraz L 
jest skończonym rozszeTzeniem Galois ciala K .. to },II (L)  jest skończo­
nym rozszeTzeniem ciala 1vI(K) i gTupa G(NI(L) jiv!(K) ) zanUTza się 
w gTUpę G(Lj K) . 

Dowód. Na mocy twierdzenia 14 . 1 2  L j est ciałem rozkładu pewnego 
wielomianu f E K [x] . -:.Jiech al , . . . .  ar E NI będą wszystkimi pier­
wiastkami wielomianu f. 'Wtedy L = K (a l , . . . .  ar ) ,  więc Al(L) = 

NI (K) (al . . . .  , ar ) ,  czyli Al(L) j est ciałem rozkładu wielomianu f E 
NI(K) [x] . Zatem na mocy twierdzenia 14 . 1 2  N!(L) j est rozszerzeniem 
Calois ciała NI ( K) . 

Aby udowodnić drugą część wniosku definiuj emy odwzorowanie 
et :  G(N!(L) j1VI(K) ) ----+ G(LjK) , j ak następuje :  et (:p) = :p I L  dla :p E 
G(A!(L) jJvI (K) ) .  Każdy automorfizm :p E G(2\1I(L) jlvI(K) ) j est oczy­
wiście K-automorfizmem. Ponadto dla a E L istnieje  wielomian nie­
rozkładalny h E K [x] taki ,  że h (a) = O .  Ze stwierdzenia 14 . 1 0  :p (a)  j est 
pierwiastkiem h. Ale z twierdzenia 14 . 1 2  każdy pierwiastek wielomianu 
h należy do L. Zatem h (a) E L i wobec tego y (L) � L. Zamieniaj ąc 
y na :p- l uzyskamy stąd, że y-l (L) � L,  czyli L � :y (L) i ostatecznie 
y(L) = L, Zatem odwzorowanie et j est poprawnie określone . Jest ono 
oczywiście homomorfizmem grup . l\iech y E G(A!(L) jAI(K) ) oraz :p E 
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Ker a .  Wtedy 'P I L  = idL . Ale M � M(K) i 'P I M(K) = idM(K) , więc 
'P IM  = idM · Stąd 'P I M(L)  = idM(L) . Wobec tego Ker a = {idM(L) } ,  
czyli a j est zanurzeniem. D 

14.3 Twierdzenia Galois 

Niech K � L będzie rozszerzeniem ciał , F będzie zbiorem ciał M 
spełniaj ących warunek K � M � L oraz g będzie zbiorem podgrup 
grupy Calois G(L/ K) . Określamy dwa przyporządkowania: 
a : F ---t g , a (M) = G(L/M) i (3 : g ---t F, (3(H) = LH . 

Twierdzenie 14 . 16  (Calois) .  Jeżeli K � L jest skończonym roz­
szerzeniem Calois, to przyporządkowania a i (3 wyżej określone są wza­
jemnie jednoznaczne i względem do siebie odwrotne . 

Dowód. Pokażemy najpierw, że (3 o a = id:F. Niech lvf E F. Wtedy 
((3 o a) (M) = La(M) = LG(L/M) .  Ponieważ K � L j est rozszerzeniem 
Calois i K � M � L, więc na mocy wniosku 1 4 . 1 3  także M � L 
j est rozszerzeniem Calois i dlatego LG(L/M) = M. Stąd ((3 o a) (M) = 
LG(L/M) = M. Zatem (3 o a = id:F . 

Teraz pokażemy, że a o (3 = idg . Niech H E g .  Wtedy (a o (3) (H) = 
G(L/ (3(H) ) = G(L/ LH) :2 H. Z drugiej strony, ponieważ K � LH � 
L ,  więc LH � L j est rozszerzeniem Calois na mocy wniosku 14 . 1 3 . 
Zatem I G (L/ LH) I = (L : LH) ,  więc z wniosku 14 . 7 (L : LH) )  = I H I i 
wobec tego I G (L/ LH) I = I H I . Ale H � G(L/ LH) ,  więc G(L/ LH) = H, 
czyli (a o (3) (H)  = H. Zatem a o (3 = idg .  D 

Twierdzenie 14 . 1 7  (Calois ) .  Jeżeli K � L jest skończonym roz­
szerzeniem Calois oraz K � M � L, to K � M jest rozszerzeniem 
Calois wtedy i tylko wtedy, gdy G (L / AJ) jest podgrupą normalną grupy 
G(L/ K) . Jeśli G(L/ M) jest podgrupą normalną grupy G(L/ K) , to 
grupa G (lvf/ K) jest izomorficzna z grupą ilorazową G(L/ K)/G(L/ !'vI) .  
Dowód. Z twierdzenia 14 . 1 2  mamy, że L j est ciałem rozkładu pew­
nego wielomianu f E K[x] . Ale ch (K) = O, więc z twierdzenia Abela 
M = K(a) dla pewnego a E M. Niech b będzie pierwiastkiem wie­
lomianu minimalnego g elementu a nad ciałem K i niech MI będzie 
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ciałem rozkładu wielomianu g nad ciałem K. Zauważmy, że L j est cia­
łem rozkładu wielomianu f nad ciałem kIl . Z wniosku 1 3 . 2 1  istniej e 
automorfizm r ciała kIl stały na K i taki ,  że r (a) = b .  Zatem z twier­
dzenia 1 3 . 1 9  istniej e automorfizm a ciała L będący rozszerzeniem T o  
Stąd a E G(L/ K) i a (a) = b .  

Załóżmy najpierw, że K � kI j est rozszerzeniem Calois . �ależy 
pokazać , że dla dowolnych a E G(L/ K) i r E G(L/kI) j est a- Ira E 
G(L/!vI) . Ponadto K � kI j est rozszerzeniem Calois ,  więc na mocy 
twierdzenia 14 . 1 2  wszystkie pierwiastki wielomianu minimalnego ele­
mentu a należą do Al. Ponieważ a( a) j est j ednym z tych pierwiastków, 
więc a (a) E 1\;1. Ponadto r E G(L/J\II) ,  więc r (a (a) ) = a (a) i stąd 
(a- Ira) (a) = a .  Ale każdy element ciała AJ = K(a) j est kombinacj ą 
liniową potęg elementu a o współczynnikach z ciała K, więc z otrzy­
manej równości wynika, że (a- Ira) (m) = m dla każdego m E kl. 
Zatem a- Ira j est automorfizmem ciała L stałym na ciele AJ, czyli 
a- Ira E G(L/J\II) .  Stąd G(L/!vI) <l G(L/ K) . 

Załóżmy teraz , że G(L/AI) <l G(L/ K) . �Wobec tego dla dowol­
nych a E G(L/ K) i r E G(L/Al) mamy a- Ira E G(L/AI) . Zatem 
(a- Ira) (a) = a ,  skąd r (a (a) ) = a (a) , więc a (a) j est elementem sta­
łym względem grupy G (L/!vI) , a zatem a (a) E AJ, gdyż kI � L j est 
rozszerzeniem Calois na mocy wniosku 14 . 1 3 . Ale każdy pierwiastek 
wielomianu minimalnego elementu a nad ciałem K ma postać a( a) dla 
odpowiedniego a E G(L/ K) , więc !vI j est ciałem rozkładu tego wielo­
mianu, a stąd wynika,  że K � kI j est rozszerzeniem Calois na mocy 
twierdzenia 14 . 1 2 . 

Aby udowodnić ostatnią część twierdzenia zauważmy, że przypo­
rządkowując automorfizmowi a E G(L/ K) j ego obcięcie do kI, okre­
ślamy automorfizm ciała Al. Stwierdziliśmy wyżej , że a (a) E kI, więc 
aO\lI) � Al. Ale elementy a (a) i a maj ą ten sam stopień nad ciałem 
K i a (AI) = K(a (a) ) oraz kI = K(a) , więc a(1\;I) = kl. Przypo­
rządkowanie to wyznacza homomorfizm grup f :  G(L/ K) -----+ G(kI/ K) . 
Jądrem tego homomorfizmu j est zbiór automorfizmów ciała L stałych 
na Al , a vvięc G(L/M) . \Vystarczy zatem wykazać , że f( G(L/ K) ) = 

G(Al/ K) . Z algebry I mamy I f (  G(L/ K) ) I = I
lg�tjj�\ II . Ponieważ K � 

L K � 111 i 111 � L są rozszerzeniami Calois , więc na mocy twier-
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Grupa Galois wielomianu 1 4 1  

. jG(LIK) j - (L :K) A l b . I . . ' (L ' K) -dzema 14 . 1 2  jG(LIM) j - (L :I'v1) ' le z a ge ry Wlemy , ze . -
(L  : .M) (1'v1 : K) , więc ff;"�� = (NI : K) . Ponadto z twierdzenia 
14 . 1 2  (1'1'1 : K) = I G (1'vI/K) I · Zatem I f (G(L/K) ) 1 = I G (1'vI/K) I ·  Ale 
f (  G(L/ K) ) � G (1'vI/ K) , więc f (  G(L/ K) ) = G (1'vl/ K) . D 

Wniosek 14 . 1 8 .  Niech L będzie skończonym rozszerzeniem Galois 
ciała K .  Wówczas istnieje tylko skończona liczba ciał 1\11 takich, że 
K � NI � L .  

Dowód. Ponieważ I G(L/ K) I = (L  : K) , więc G(L/ K )  j est skończona 
i stąd ma skończoną liczbę podgrup . Na mocy twierdzenia Calois 14 . 1 6  
istniej e wzaj emnie j ednoznaczna odpowiedniość między podgrupami 
grupy G(L/ K) a ciałami pośrednimi między K i L. vVobec tego musi 
być skończona ilość ciał pośrednich między K i L . D 

14.4 G rupa G alois wielomianu 

Definicja 14 . 1 9 .  Kiech f E K [x] taki, że stU) > O oraz L będzie 
ciałem rozkładu tego wielomianu. 'Wówczas grupę G(L/ K) nazywamy 
grupą Galois wielomianu f .  

Twierdzenie 14 .20 .  Grupa Galois wielomianu f E K[x] jest prze­
chodnią grupą permutacji zbioru pierwiastków tego wielomianu wtedy 
i tylko wtedy, gdy f jest potęgą wielomianu nierozkładalnego w K[x] . 

Dowód. -{= .  Kiech f = gr dla wielomianu nierozkładalnego g E K[x] . 
Jeżeli f (a) = f (b) = O ,  to g (a) = g (b) = O .  vVówczas z wniosku 
1 3 . 1 8  istniej e  taki K-izomorfizm :.p : K (a)  -----+ K(b) ,  że :.p (a)  = b .  
Dany K-izomorfizm można rozszerzyć do automorfizmu :.p' ciała roz­
kładu L wielomianu f E K[x] na mocy twierdzenia 1 3 . 19 . \Vobec tego 
:.p' E G(L/ K) spełnia :.p' (a)  = b. Stąd grupa Calois wielomianu f j est 
przechodnią grupą permutacj i zbioru jego pierwiastków. 

=? Załóżmy, że wielomian f E K [x] nie j est potęgą wielomianu nie­
rozkładalnego w K [x] . vVtedy istniej ą takie wielomiany nierozkładalne 
g. h E K [:r] , że gh I f oraz (g ,  h) = 1 . vVielomiany g i h nie mają zatem 
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wspólnych pierwiastków oraz obraz pierwiastka wielomianu g przy do­
wolnym K- automorfizmie ciała rozkładu wielomianu f E K [x] j est też 
pierwiastkiem tego wielomianu . Wobec tego żaden K-automorfizm nie 
przekształca pierwiastka wielomianu g na pierwiastek wielomianu h . 
Grupa Galois wielomianu f nie j est przechodnią grupą przekształce11 
zbioru j ego pierwiastków. D 

Definicja  14 . 2 1 .  Niech L będzie rozszerzeniem Calois ciała K oraz 
grupa G(L/ K) będzie grupą cykliczną (odpowiednio abelową lub rozwią­
zalną) . Wtedy L nazywamy rozszerzeniem cyklicznym (abelowym lub 
rozwiązalnym) ciała K.  

Twierdzenie 14 . 22 .  Jeżeli K � L jest skończonym rozszerzeniem 
cyklicznym (abelowym) oraz lvI jest ciałem pośrednim między K i L ,  
t o  każde z rozszerzeń K � A1 i M � L jest cykliczne (abelowe) . 

Dowód. Każda podgrupa grupy abelowej (również cyklicznej ) j est j ej 
dzielnikiem normalnym, zatem G (L/Al) <J G(L/ K) . Z twierdzenia 14 . 1 7  
otrzymujemy, że NI j est rozszerzeniem Galois ciała K oraz z wnio­
sku 14 . 1 3  wynika, że L jest rozszerzeniem Galois ciała A1. Ponieważ 
G(L/ NI) j est podgrupą, a G(AI/ K) obrazem homomorficznym grupy 
cyklicznej (abelowej ) G (L/ K) oraz podgrupa i obraz homomorficzny 
dowolnej grupy cyklicznej (abelowej ) j est grupą cykliczną (abelową) , 
więc grupy G (L/NI) i G (NI/K) są cykliczne (abelowe) . D 

Twierdzenie 14 .23 .  Niech K � L będzie skończonym rozsze­
rzeniem rozwiązalnym. Jeżeli K � NI � L, to L jest rozszerzeniem 
rozwiązalnym ciała lvI. Jeżeli dodatkowo A1 jest rozszerzeniem Calois 
ciała K, to Al jest rozszerzeniem rozwiązalnym ciała K.  

W drugą stronę, jeżeli L jest skończonym rozszerzeniem Calois 
ciała K. K � 1�1 � L oraz rozszerzenia K � �M i NI � L są roz­
wiązalne, to L jest rozszerzeniem rozwiązalnym ciała K.  

Dowód. Ponieważ K � L j est rozszerzeniem Galois ,  zatem na mocy 
wniosku 14 . 1 3  Al � L też j est rozszerzeniem Galois .  Grupa G(LlM) 
jest podgrupą grupy rozwiązalnej G(L/ K) , zatem na mocy stwierdze­
nia 3 . 1 0  j est ona rozwiązalna. 
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Jeżeli A1 j est rozszerzeniem Galois ciała K, to grupa G(A1/ K) j est 
obrazem homomorficznym grupy rozwiązalnej , więc na mocy stwier­
dzenia 3 . 1 0  j est rozwiązalna. 

N"a odwrót , zauważmy, że G(L/fvI) <J G(L/K) na mocy twierdze­
nia 14 . 1 7 . Grupy G(L/A1) oraz G (fvI/ K) � G(L/ K)/G(L/AI) są roz­
wiązalne , zatem grupa G(L/ K) j est rozwiązalna na mocy twierdzenia 
3 . 1 1 . D 

Lemat 14 .24 .  Dla dowolnego ciała K grupa Galois wie lomianu 
xn - 1 E K[x] jest abelowa. 

Dowód. Ze stwierdzenia 1 3 . 14  wynika, że ciało rozkładu wielomianu 
xn - 1  j est równe K (s) = L oraz wszystkimi pierwiastkami ,yielomianu 
xn - 1  są 1 ,  s ,  . . .  , sn- l . Niech :p ,  'IjJ E G(L/ K) . Każdy automorfizm na­
leżący do G(L/ K) przekształca pierwiastki wielomianu xn - 1 na pier­
wiastki tego wielomianu, zatem istniej ą takie liczby naturalne r. k :( n .  
że :p(s) = ST i �) (E)  = Eh . Stąd 

a więc (:p1b) (s) = (1jJ:p) (s) . Zatem (:p1j;) (m) = (�):p ) (m) dla każdego 
m E L, czyli y'IjJ = w:p i grupa G(L/ K) j est abelowa. D 

Lemat 14 . 25 .  Niech K będzie ciałem takim, że w grupie K* ist­
nieje e lement s rzędu n . Wówczas grupa Galois wie lomianu xn - a E 
K [x] jest cykliczna. Ponadto istnieje liczba naturalna s dzieląca n 
i e lement b z ciała rozkładu L wielomianu xn - a E K [x] takie .  że 
bn = a ,  L = K(b) , bS E K, L jest ciałem rozkładu wielomianu XS -
bS E K [x] , (L : K) = s i wielomian XS - bS jest nierozkładalny 
w K[x] . 

Dowód. Teza j est oczywista dla a = O .  Kiech dalej a =1= O .  Jeżeli b j est 
pierwiastkiem wielomianu xn - a, to pozostałymi j ego pienyiastkami 
są bs . . . .  : be;n- l . Zatem ciało rozkładu L \yielomianu Tn - a E K [x] .i est 
równe K (b.  be; . . . .  : be;n- l ) .  Stąd L = K(b) . ponieważ e; E K. 

Aiech s będzie najmniej szą liczbą naturalną taką. że bS E K. Oczy­
wiście eS :( n .  gdyż bn = a E K .  Gdyby s nie było dzielnikiem n .  to 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku – kontynuacja,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki  
na podstawie umowy BIBL/SP/0040/2023/01



1 44 Teoria Calois 

n = qs + r dla pewnych q, r E N, r < s .  Ale wtedy bT = (;:;q E K, co 
przeczy minimalności s. Zatem s I n i wobec tego w grupie K* element 
w = ::: � ma rząd s .  \Vynika stąd, że wszystkimi pierwiastkami wielo-
mianu g = xS - bS E K[x] w ciele L są b ,  bw , . . .  , bws- 1 .  Zatem ciałem 
rozkładu wielomianu g E K[x] j est K(b. bu) , . . .  , b0Js- l ) = K(b) = L, bo 
w E K. �iech h E K[x] będzie unormowanym wielomianem minimal­
nym elementu b i niech t = st (h ) . \Ytedy h I g ,  bo g E K[x] i g (b) = O .  
Zatem t :( s oraz istniej ą liczby całkowite ° = lo < I I < . . .  < lt- l :( s 
takie , że h = (x - b:..) O ) (x - bwh ) . . .  (x - bu)t- l ) .  Ponadto h E K[x] , więc 
h (O )  E K. Ale h (O )  = ( _ 1 ) twlo+h+ '  . . +Zt- 1 bt oraz w E K, więc bt E K. 
Stąd z minimalności s ,  t = s oraz h = g .  Zatem wielomian g = xS - bS 
j est nierozkładalny w K[x] i wobec tego (L : K) = s. Z twierdzenia 
14 . 1 2  mamy, że I G (L/ K) I = s .  

�iech rJ E G(L/ K) . \Vtedy rJ (b) j est pierwiastkiem wielomianu g ,  
więc rJ (b) = bwl dla pewnego l = 0 , 1 ,  . . .  , s - 1 .  Poza tym L = K(b) , 
więc rJ j est j ednoznacznie wyznaczone przez rJ (b) . Ale I G (L/ K) I = s ,  
więc G(L/ K)  = {rJo , rJl . . . .  , rJs- d ,  gdzie rJl (b)  = bwl dla l = 0 , 1 ,  . . . .  
s - 1 .  Stąd uzyskujemy, że rJz = rJi dla l = 0 , 1 ,  . . .  , s  - 1 .  Zatem rJ1 
j est generatorem grupy G(L/ K) . D 

Wniosek 14 .26 .  Ciało rozkładu wielomianu xn - a E K[x] jest 
rozszerzeniem rozwiązalnym ciała K .  

Dowód. Jeżeli a = 0 ,  t o  teza wniosku jest oczywista .  Niech więc a i- O .  
Ze stwierdzenia 1 3 . 1 5  wynika, że w grupie L * istniej e  element ::: rzędu 
n. Ponadto ,  j eżeli b E L j est pierwiastkiem wielomianu xn - a, to L = 
K(b , b::: , . . . .  b:::n- 1 )  = K(b, ::: ) = (K(::: ) ) (b)  oraz L j est ciałem rozkładu 
wielomianu xn - a E K(::: ) [x] i K(::: ) j est ciałem rozkładu wielomianu 
xn - 1 E K[x] . Z lematu 14 . 24 mamy. że rozszerzenie K � K(::: ) j est 
abelowe , a z lematu 14 . 25 rozszerzenie K(::: ) � L j est abelowe . Zatem 
z h"l/ierdzenia 14 . 23 rozszerzenie K � L j est roz\viązalne . D 
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Rozdz iał 1 5  

Z astosowania t eorii Galois 

15.1 Zastosowania algebraiczne 

1 5 . 1 . 1  Rozszerzenia pierwiast nikowe 

Określimy teraz kilka klas elementów algebraicznych, które odegrały 
ważną rolę w historii badań nad elementami algebraicznymi. Rozpocz­
niemy od zdefiniowania zbioru elementów pierwiastnikowych . Poj ęcie 
to odpowiada intuicj i liczb , które daj ą się zapisać przy użyciu czterech 
działań arytmetycznych i działania pierwiastkowania. Wszystkie nasze 
rozważania dotyczą j edynie ciał charaterystyki zero . Ponadto dla usta­
lonego ciała K ustalamy j ego algebraiczne domknięcie K i wszystkie 
rozszerzenia algebraiczne ciała K traktuj emy j ako podciała ciała K. 

Definicja 1 5 . 1 .  Mówimy, że element a E K j est pierwiastnikowy 
względem ciała K ( albo ,  że wyraża się przez pierwiastniki wzglę-dem 
ciała K) , j eżeli istniej e  skończony ciąg podciał ciała K: K = Ko � 
KI � . . .  � Kr taki , że a E Kr oraz dla i = 1 , 2 ,  . . .  , r , Ki j est ciałem 
rozkładu wielomianu postaci xni - ai E Ki-dx] . 

Zbiór elementów a E K pierwiastnikowych względem ciała K ozna­
czamy przez r (K) i nazywamy domknięciem pierwiastnikowym 
ciała K. 

145 
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Rozszerzenie L ciała K nazywamy rozszerzeniem pierwiastni­
kowym ciała K, j eżeli każdy element ciała L j est pierwiastnikowy 
względem ciała K, tzn. j eżeli L � T (K) . 

Lemat 1 5 . 2 .  Jeżeli L jest ciałem rozkładu wielomianu xn - a E 
K[x] , gdzie n = T . s ,  T, S E N, T, S > 1 :  al , a2 , . . .  , a, E K są wszyst­
kimi pieTwiastkami wielomianu x' - a E K [x] ; Lo = K(al , . . .  , a, ) jest 
ciałem rozkładu wielomianu x' - a E K[x] oraz Li jest ciałem rozkładu 
wielomianu XS - ai E Li� l [x] d la i = 1 , 2 ,  . . .  , T ,  to K � Lo � LI C 
. . . � L, = L .  

Dowód. Wystarczy wykazać , ż e  L, = L. Z przyj ętych oznaczeń wy­
nika, że a� = a dla i = L 2 ,  . . .  , T . Jeżeli b j est j ednym z pierwiastków 
wielomianu xn - a ,  to a = bn = ( bs ) ' . Zatem bS j est pierwiastkiem 
wielomianu x' - a, czyli bS = ai dla pewnego i = 1 ,  . . .  , T . \Vobec tego 
b j est też pierwiastkiem wielomianu xS - ai i stąd b E Li . Tym bardziej 
b E L, . Ponieważ element b był dowolnym pierwiastkiem wielomianu 
xn - a, więc ciało L rozkładu tego wielomianu j est zawarte w L, . 

l\a odwrót , ciało rozkładu Lo wielomianu x' - a E K[x] j est za­
warte w ciele rozkładu wielomianu x's - a E K[x] . Każdy pierwiastek 
pierwszego z tych wielomianów j est bowiem s-tą potęgą odpowiedniego 
pierwiastka drugiego wielomianu . Podobnie , każdy pierwiastek wielo­
mianu xS - ai j est pierwiastkiem wielomianu x's - a� = xn - a .  Zatem 
Li � L dla i = 1 , 2 ,  . . .  , T . \V szczególności L, � L.  D 

Z lematu 1 5 . 2  i ze stwierdzenia 1 3 . 1 5  wynika, że w określeniu ele­
mentu pierwiastnikowego względem ciała K można przyj ąć , że każda 
z liczb ni j est liczbą pierwszą oraz , że (Ki : Ki� l ) :( ni dla i = 

L 2 ,  . . .  , T . 
"\Iianowicie lemat 1 5 . 2  pozwala zastąpić ciało rozkładu wielomianu 

;1:n - a ciałami rozkładu wielomianów x' - b i xS - c, gdzie T i s 
są właściwymi dzielnikami liczby n.  Stosuj ąc ten lemat wielokrotnie 
dochodzimy do przypadku, gdy stopnie rozważanych wielomianów są 
liczbami pier\vszymi . :-Jatomiast stwierdzenie 1 3 . 1 5  pozwala zastąpić 
ciało rozkładu wielomianu xn - a ciałami rozkładu wielomianów xn - 1  
i .1"" - a i przy tym stopnie odpowiednich rozszerzeń nie przekraczaj ą 
n .  
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�Wprowadzimy j eszcze pewną klasyfikację elementów pierwiastniko­
wych. 

Definicja 1 5 . 3 .  Mówimy, że e lement a E K wyraża się przez pier­
wiastniki stopni co najwyżej n względem ciała K, jeżeli istnieje skoń­
czony ciąg podciał ciała K: K = Ko � KI � . . . � Kr taki, że a E Kr 
oraz d la i = 1 , 2 ,  . . .  , r , Ki jest ciałem rozkładu wielomianu postaci 
xn; - ai E Ki- 1 [X] i (Ki : Ki-d <; n .  

Zbiór elementów ciała K wyrażaj ących się przez pierwiastniki sto­
pni co najwyżej n względem ciała K oznaczamy przez r n (K) . \V szcze­
gólności, gdy n = 2, to zbiór r2 (K) elementów wyrażaj ących się wzglę­
dem ciała K przez pierwiastniki kwadratowe składa się z elementów 
a E K, dla których istniej e taki ciąg ciał K = Ko � KI � . . .  � Kr , 
że a E Kr oraz (Ki : Ki- l ) = 2 dla i = 1 , 2 ,  . . .  , r . 

Jeżeli bowiem ch (L)  -=I- 2 ,  to każde rozszerzenie kwadratowe ciała 
L j est ciałem rozkładu wielomianu postaci X2 

- b E L [x] . 
Bezpośrednio z określenia elementów wyrażaj ących się przez pier­

wiastniki stopni nie większych od n wynika, że j eżeli a E K, to (K (a) : 
K) j est dzielnikiem liczby 

Każdy z czynników (Ki : Ki-d j est nie większy od n. Zatem każdy 
dzielnik pierwszy liczby (K (a) : K) nie przekracza n. \V szczególności ,  
j eżeli a E r2 (K) , to liczba (K(a) : K) j est potęgą dwójki o całkowitym 
nieuj emnym wykładniku . \Vynika stąd 

Twierdzenie 1 5 .4 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem skończonym ciała 
K i L � r n (K) , to każdy dzielnik pierwszy liczby (L  : K) jest nie 
większy od n .  

Wniosek 1 5 . 5 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem skończonym ciała K 
i L � r2 (K) , to liczba (L  : K) jest potęgą dwójki o całkowitym nie­
ujemnym wykładniku. 

Podamy teraz kilka podstm,vow:vch własności z bioróv,/ r (K) i rn (K) . 
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Twierdzenie 1 5 . 6 .  Dla dowolnego ciała K :  
(i) zbór r (K) jest ciałem, 
(ii) każdy e lement pierwiastnikowy względem r (K) należy do r (K) , 
(iii) jeżeli p :  K -> K jest K - izomorfizmem, to p ( r (K) ) = r (K) . 

Dowód. ( i ) . Niech a ,  b E r (K) i b ol O . Wykażemy, że a + b, a - b, ab, % E 
r (K) . Z określenia zbioru r (K) wynika, że istniej ą takie skończone ciągi 
ciał 

że a E Kr , b E Ls oraz każde z ciał Ki , Lj ( i  = 1 , 2 ,  . . .  , r ; j 
1 , 2 ,  . . .  , s ) powstaj e z ciała poprzedniego przez dołaczenie wszystkich 
pierwiastków wielomianu postaci xn - a. Rozpatrzmy ciąg ciał 

Każde z ciał tego ciągu powstaj e oczywiście z ciała poprzedniego przez 
dołączenie wszystkich pierwiastków pewnego wielomianu podanej wy­
żej postaci . Zatem Ls (Kr ) � r (K) . Ponieważ a ,  b E Ls (Kr ) i Ls (Kr ) 
j est ciałem, więc a + b ,  a - b, ab, % E r (K) . 'Wynika stąd, że r (K) j est 
ciałem. 

( ii ) . �iech xn - a E r (K) [xl . vVykażemy, że w r (K) [xl wielomian 
xn - a j est iloczynem wielomianów liniowych. Ponieważ a E r (  K) , więc 
istniej e  taki ciąg ciał 

że a E Kr i każde z ciał Ki ( i  = 1 , 2 ,  . . .  , r) powstaj e z ciała po­
przedniego przez dołaczenie wszystkich pierwiastków wielomianu po­
staci xni -aż .  vVtedy xn -a  E Kr [xl . �iech Kr+ l  będzie ciałem rozkładu 
wielomianu xn - a E Kr [xl . Z określenia zbioru r (K) wynika, że wtedy 
Kr+ l  � r (K) . vVielomian xn - a j est iloczynem wielomianów linio­
wych należących do Kr+dx] , a więc tym bardziej j est on iloczynem 
wielomianów liniowych należących do r (K) [x l .  

Z powyższego wynika, że każdy element pierwiastnikowy względem 
ciała r (K) należy do r (K) . 
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(iii ) .  Jeżeli a E r (K) , t o  istniej e taki ciąg ciał 

że a E Kr oraz dla i = 1 , 2 ,  . . .  , r  ciało Ki j est ciałem rozkładu wielo­
mianu postaci xn; - ai E Ki- J [x] . \\'tedy 

p (a) E 'P(Kr )  oraz dla i = 1 , 2 ,  . . .  , r ciało p(K; ) j est ciałem rozkładu 
wielomianu postaci xn; - 'P (ai ) E p (Ki- I ) [X] . Zatem 'P(a) E r (K) . 

'Wynika stąd ,  że p(r (K) ) � r (K) . Rozpatruj ąc automorfizm p- l 

odwrotny do 'P otrzymujemy inkluzję p- l (r (K) ) � r (K) , czyli r (K) � 
p(r (K) ) .  Zatem 'P (r (K) ) = r (K) . D 

Analogicznie można udowodnić następuj ące 

Twierdzenie 1 5 . 7 . Dla dowolnego ciała K:  
(i) zbór rn (K) jest ciałem; 
(ii) każdy element wyrażający się przez pierwiastniki stopni nie więk­
szych od n względem r n (K) należy do r n (K) ; 
(iii) jeżeli p :  K -t K jest K - izomorfizmem, to p (  r n (K) ) = r n (K) . 

1 5 . 1 . 2  Własności ciała r (K) 
::.Jiech f E K[x] i stU) > O .  �'lówimy: że ró\vnanie f (x)  = O j est roz­
wiązalne w pierwiastnikach względem ciała K, j eżeli każdy pierwia­
stek wielomianu f wyraża się przez pierwiastniki względem ciała K, 
lub , co na j edno wychodzi :  j eżeli ciało rozkładu L \vielomianu f E K[x] 
j est zawarte w r (K) . 

Badanie rozwiązalności równań \v pierwiastnikach sprowadza się 
vvięc do oplsama skończonych rozszerzeń Calois ciała K zawartych 
w r (K) . 

Lemat 1 5 . 8  (Lagrange) . Niech L będzie cyklicznym rozszerzeniem 
ciała K stopnia n i niech w grupie K* istnieje element c rzędu rL. 
Wówczas istnieje element a E L taki; że L = K(a) oraz an E K.  
Ponadto L jest ciałem rozkładu wie lomianu xn - an E K[x] . 
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Dowód. l\iech O' będzie generatorem grupy G(L/ K) . Mamy wtedy 
0 (0') = I G (L/K) I = (L : K) oraz G(L/K) = {idK , O', . . .  , O'n- l } .  
Z twierdzenia Dedekinda, wynika, ż e  istniej e element b E L taki, że 

Ponieważ c E K, więc 

O' (a) = O' (b) + c0'2 (b) + . . .  + cn- lO'n (b) = 
= c- l (cO' (b) + c20'2 ( b) + . . .  + cn- lO'n- l ( b) + b) = c- l a .  

Załóżmy, że  dla pewnego l � k < n ,  O'k (a) = c-ka .  Wówczas 
O'k+l (a) = O'(O'k (b) ) = O' (c-ka) ) = O' (c-k ) O' (a) = c-kCla = c- (k+ l ) a .  
Zatem dla dowolnego k = 1 , 2 ,  . . .  , n - l mamy, że O'k (a) = cka. Ale 
c-k =J l dla k = 1 , 2 ,  . . .  ) n - L  gdyż o(c )  = n.  Ponieważ a =J 0 ,  więc 
wynika stąd ,  że O'k (a) =J a dla k = l ,  2 ,  . . .  , n - l .  Zatem dla każdego 
automorfizmu należącego do grupy G(L/ K) różnego od automorfizmu 
tożsamościowego element a nie j est stały. Stąd G(L/K(a) ) = {idK } .  
�a mocy wniosku 14 . 1 3  L j est rozszerzeniem Calois ciała K(a) , więc 
z twierdzenia 14 . 1 2  (L : K(a) ) = I G (L/ K(a) ) 1 = l ,  czyli L = K(a) . 

Mamy też O'(an ) = [O' (a) ] n = [cl a] n = an , gdyż en = 1 .  Stąd 
O'k (an ) = an dla dowolnego k = 0 ,  l ,  . . .  , n - L  Zatem an E LG (LjK ) = 
K. Skąd a j est pierwiastkiem wielomianu xn - an E K[x] . Ciałem 
rozkładu tego wielomianu j est więc K (a, ac ) . . .  , acn- l ) = K (a, c) 
K (a) = L, bo c E K. D 

Wniosek 1 5 . 9 .  Jeżeli L jest cyklicznym rozszeTzeniem stopnia n 
ciała K, to L S;;; Tn (K) . 

Dowód. Ze stwierdzenia 1 3 . 1 4  w grupie K* istniej e element c rzędu 
n . l\a mocy wniosku 14 . 1 5  ciało L (c) j est cyklicznym rozszerzeniem 
Calois ciała K(c) i stopie!l T tego rozszerzenia j est dzielnikiem liczby n ,  
n = T · S . Zatem element eS E K(c) ma rząd T w grupie K(c) * .  Z lematu 
1 5 . 8  wynika, że L( c) j est ciałem rozkładu wielomianu postaci xr - b E 
K(c) [x] . Ciało K(c) j est oczywiście ciałem rozkładu "\vielomianu xn -
l E K[x] . 'Wobec tego na mocy stwierdzenia 1 3 . 1 5  mamy L(c)  S;;; Tn (K) 
i tym bardziej L S;;; Tn (K) . D 
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Twierdzenie 1 5 . 10 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem skończonym i roz­
wiązalnym ciała K, to L � rn (K) , gdzie n jest największym dzie lnikiem 
pierwszym liczby (L : K) . 

Dowód. Zastosuj emy indukcj ę ze względu na liczbę czynników pierw­
szych liczby (L : K) . Jeżeli stopień (L : K) j est liczbą pierwszą, to teza 
wynika z wniosku 1 5 .  g.  

l'\iech więc liczba (L  : K) będzie z łożona. Ponieważ grupa rozwią­
zalna, której rząd nie j est liczbą pierwszą ,  nie j est prosta, więc istniej e 
taki dzielnik normalny H grupy G = G(L/ K) , że 1 < I H I  < I G I .  :-Jiech 
fv1 = LH . 'Wtedy K � fv1 � L i każde z rozszerzeń K � A1 i fv1 � L 
j est rozwiązalne . l\Iamy też G(L/lvI) = H i G(A1/K) = G/H. 

Z założenia indukcyjnego wynika, że NI � rk (K)  i L � rrn (J"VI) , 
gdzie k i m są największymi dzielnikami pierwszymi liczb I G (iv1/ K) I = 

I G/ H I  i I G (L/AI) I = I H I  odpowiednio . Zatem k , m < n i stąd lvI � 
rn (K) i L � rn (NI) � rn (rn (K) ) = rn (K) . D 

Z twierdzeń 3 . 1 4  i 1 5 . 1 0  wynika od razu następuj ący 

Wniosek 1 5 . 1 1 .  Jeżeli L jest rozszerzeniem Calois ciała K i liczba 
(L : K) jest potęgą dwójki, to L � r2 (K) . 

Twierdzenie 1 5 . 1 2 .  Jeżeli L jest skończonym rozszerzeniem Ca­
lois ciała K zawartym w r (K) . to grupa G(L/ K) jest rozwiązalna. 

Dowód. Z określenia ciała r (K) wynika, że istniej e t aki ciąg ciał 

że L � Kr oraz dla i = L 2 ,  . . .  , r ciało Ki j est ciałem rozkładu wielo­
mianu postaci xn; - ai E Ki-1 [X] . 

Zastosuj emy indukcj ę względem r .  Jeżeli r = 0 ,  to K = L i teza 
twierdzenia j est ocz,vwista. �iech \vięc r � L 

Ponieważ L i KI są rozszerzeniami Galois ciała K, więc z wniosku 
14 . 1 5  ciało KI (L)  j est rozszerzeniem Galois ciała K1 (K) = K1 . Ciało 
KI (L)  j est zawarte \v r (KI ) , ponieważ L � r (K) � r (KJ ) .  :\"a mocy 
założenia indukcyjnego zastosowanego do ciała K1 (L) i ciągu ciał 
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dostaj emy, że grupa G(KI (L)/K) j est rozwiązalna. Crupa G(KI /K) 
j est rozwiązalna na mocy wniosku 14 . 26 . 

Ponieważ K � KI � Kl (L) , KI (K) j est rozszerzeniem Calois ciała 
K i każde z rozszerzeń K � KI i KI � KI (L) j est , j ak wykazaliśmy, 
rozwiązalne , więc na mocy twierdzenia 14 . 23 ciało KI (L) j est rozsze­
rzeniem rozwiązalnym ciała K. 

:Mamy też K � L � KI (L) i L j est rozszerzeniem Calois ciała 
K. Ponieważ KI (L) j est rozszerzeniem rozwiązalnym ciała K, więc na 
mocy twierdzenia 1 4 . 2 3 , L j est rozszerzeniem rozwiązalnym ciała K. 
Crupa G(L/ K) j est więc rozwiązalna. D 

Wniosek 1 5 . 1 3 .  Jeżeli L jest skończonym rozszerzeniem Calois 
ciała K i n jest największym dzielnikiem pierwszym liczby (L : K) , to 
następujące warunki są równoważne: 
(i) L � rn (K) , 
(ii) L � r (K) , 
(iii) grupa G(L/ K) jest rozwiązalna. 

Dowód. Implikacj a (i) =} (ii ) j est oczywista, implikacj a (ii ) =} (iii) 
wynika z twierdzenia 1 5 . 1 2 ,  a implikacj a (iii )  =} ( i )  z twierdzenia 1 5 . 10 .  

D 
Wniosek 1 5 . 14 .  Dla dowolnego wielomian f E K[x] dodatniego 

stopnia równanie f (x) = O jest rozwiązalne w pierwiastnikach wtedy 
i tylko wtedy, gdy grupa Calois wielomianu f E K[x] jest rozwiązalna. 

Dowód. Z twierdzenia 14 . 1 2  ciało rozkładu wielomianu f E K[x] j est 
rozszerzeniem Calois ciała K. 'Wobec tego na mocy wniosku 1 5 . 1 3  
grupa G(L/ K )  j est rozwiązalna wtedy i tylko wtedy, gdy L � r (K) , 
tzn. gdy wszystkie pierwiastki wielomianu f wyrażaj ą się przez pier­
wiastniki względem ciała K. D 

1 5 . 1 . 3 P rzykłady równań nierozwiązalnych 

w pierwiastnikach 

Lemat 1 5 . 1 5 .  Jeżeli wszystkie pierwiastki wielomianu f = xn + 
a3Xn-:3 + (I4Xn-4 + . . .  + (In E llł [.E] są rzeczywiste .  to f = xn . 
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Dowód. Niech bl , b2 , . • .  , bn będą wszystkimi pierwiastkami wielomianu 
f .  N a podstawie wzorów Vieta mamy L�I bi = O oraz LI:(i<j:(n bi bj = 
O ,  więc 

n n 
O = (L bi ) 2 = L b; + 2 L 

i= 1 i=1  I:(i<j:(n i=1 
n 

Ponieważ liczby bl , b2 , . • .  , bn są rzeczywiste, więc z równości L b� = 
i=1 

O wynika, że bl = b2 = . . .  = bn = O .  Zatem f = xn . D 

Twierdzenie 1 5 . 16 .  Jeżeli K jest podciałem ciała liczb rzeczywi­
stych, wielomian f E K[x] jest nierozkładalny nad ciałem K, stU) = p 
jest liczba pierwszą oraz f ma dokładnie p - 2 pierwiastki rzeczywiste, 
to grupą Calois wielomianu f jest :§lp . 

Dowód. Niech bl , b2 = bl będą zespolonymi , nierzeczywistymi pier-
wiastkami wielomianu f, natomiast b3 , b4 , . . .  , bp E lR będą pozostałymi 
j ego pierwiastkami . Wówczas L = K(bl , . . .  , bp) j est ciałem rozkładu 
wielomianu f E K[x] oraz L = K(bl , b2 , . . .  , bp ) .  Ale K � lR, więc 
a E L dla każdego a E L. Wynika stąd ,  że odwzorowanie a :  L --+ L 
dane wzorem a ( a ) = a dla a E L j est automorfizmem ciała L sta­
łym na K, czyli a E G(L/ K) . Ponadto a (bd = b2 , a ( b2 ) = bl oraz 
a( bk ) = kk dla k = 3 , 4 ,  . . .  , p . Zatem a wyznacza transpozycj ę  ( bl , b2 ) 
zbioru { bl , b2 , b3 , . . .  , bp } .  

Dla dowolnego T E G(L/ K )  i dla k = 1 , 2 ,  . . .  , p , T ( bk ) j est pier­
wiastkiem wielomianu f, więc T (bk ) E { bl , b2 , . . .  , bp } .  Bez zmniej szania 
ogólności możemy więc zakładać , że G(L/ K) j est podgrupą grupy :§lp . 

Ponadto mamy (K(bd : K) = stU) = p oraz K � K(bd � L .  
Wobec tego p I (L : K) = I G(L/ K) I .  Zatem z wniosku 4 . 2  G(L/ K) = 

:§lp . D 

Wniosek 1 5 . 17 .  Jeżeli k jest liczbą naturalną posiadającą dzielnik 
pierwszy q taki, że q2 ł k ,  to grupą Calois wielomianu f = x5 -2kx-k  E 
Q [x] jest §5 . 

Dowód. Wielomian f j est nierozkładalny w Q [x] na mocy kryterium 
Eisensteina. N a mocy twierdzenia 1 5 . 16  wystarczy więc udowodnić , 
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że ma on dokładnie trzy pierwiastki rzeczywiste .  Z lematu 15 . 1 5  wy­
nika, że ma on co najmniej dwa pierwiastki nierzeczywiste .  Ponadto 
1 ( -k) = -k (k4 - 2k + 1 )  < 0 , f ( - 1 )  = k - 1 > 0 , 1 (0)  = -k  < 
0 , l (k)  = k (k4 - 2k - 1 )  > 0 , więc wielomian l ma pierwiastek 
w każdym z przedziałów (-k , - 1 ) ,  ( - L  O) , (O ,  k) . M a  więc on co naj ­
mniej trzy pierwiastki rzeczywiste .  Ponieważ wielomian l ma pięć pier­
wiastków, więc ma on dokładnie trzy pierwiastki rzeczywiste .  D 

Twierdzenie 1 5 . 1 8 .  Niech K będzie ciałem i niech l E K[x] bę­
dzie wielomianem nierozkładalnym, stU) = p będzie liczbą pierwszą 
i niech grupa Calois wielomianu l będzie rozwiązalna. Wówczas ciało 
rozkładu L wielomianu l E K[x] jest generowane przez dowolne dwa 
jego pierwiastki. 

Dowód. Niech bI , b2 , . . .  , bp będą wszystkimi pierwiastkami wielomia­
nu l .  Grupę G(L/ K) można więc traktować j ako podgrupę grupy 
§p . Jest to podgrupa przechodnia, ponieważ wielomian l j est nieroz­
kładalny. �a mocy twierdzenia 4 . 8  grupa G(L/ K(bI , b2 ) )  składa się 
tylko z automorfizmu tożsamościowego ,  ponieważ każdy inny auto­
morfizm należący do grupy G(L/ K) wyznacza taką permutacj ę zbioru 
{ bI , b2 , . . .  , bp } ,  która ma co najwyżej j eden punkt stały. Zatem L = 
K(bI , b2 ) .  D 

Wniosek 1 5 . 19 .  Jeżeli K jest podciałem ciała L ,  wielomian l E 
K[x] jest nierozkładalny stopnia p, gdzie p jest liczba pierwszą oraz 
grupa Calois wielomianu l jest rozwiązalna, to liczba pierwiastków wie­
lomianu l w ciele L jest równa 0 , 1 lub p. 

Dowód. Jeżeli do L należą co najmniej dwa pierwiastki wielomianu r 
to na mocy twierdzenia 1 5 . 1 8  do L należą wszystkie pierwiastki tego 
wielomianu . D 

Twierdzenie 1 5 . 20 .  Niech p ;;::: 5 będzie liczbą pierwszą oraz l ,  s 

będą takimi liczbami naturalnymi, że istnieje liczba pierwsza q :  q I l ,  
q I s i q2 ł l .  Wtedy dla wielomianu l = xP - ( l  + s ) x  - l E Q [x] , 
równanie l (x)  = ° nie jest rozwiązalne w pierwiastnikach. 
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Dowód. Z założenia mamy, że q I l + s .  Ponieważ dodatkowo q2 t l ,  więc 
na mocy kryterium Eisensteina \vielomian f = xP - (l + s) x - l E IQ [x l 
j est nierozkładalny. Z lematu 1 5 . 1 5  wynika, że nie wszystkie pierwiastki 
wielomianu f są rzeczywiste .  Zauważmy również , że  liczby l ,  s > 1 .  
Stąd f (- l )  = ( - l )P + ( l + s ) - l  = s - l > O oraz f (O) = -l  < O .  Zatem 
z własności funkcj i ciągłych istniej e Xl E ( - 1 ,  O )  taki, że f (xd = O. 
Ponadto lim xP - ( l + s )x - l  = lim xP ( l - 1;;!1 - � ) = 00 ,  \\Oięc istniej e 

x -----+ oc, x -+ oc  x x 

liczba rzeczywista a > O taka, że f (a) > O .  Stąd istniej e  X2 E (O ,  a ) 
takie , że f (X2 ) = O .  Zatem wielomian f ma co najmniej dwa pierwiastki 
rzeczywiste .  Teza wynika więc z wniosku 1 5 . 1 9 ,  j eżeli j ako L przyjmie 
się ciało liczb rzeczywistych. D 

15.2 Konstrukcj e geometryczne 

1 5 . 2 . 1  Liczby wyrażaj ące się przez 

pierwiastniki kwadratowe 

Zastosujemy podane wcześniej pojęcia i twierdzenia teorii ciał do bada­
nia wykonalności konstrukcj i geometrycznych za pomocą cyrkla 
i linijki .  Udowodnimy, że maj ąc dany pewien układ punktó\v na płasz­
czyźnie dowolny punkt daj e  się skonstruować za pomocą cyrkla i li­
nijki wtedy i tylko wtedy, gdy j ego współrzędne wyrażaj ą się przez 
pienviastniki kwadratowe względem odpowiedniego ciała. \V związku 
z tym podamy na początku kilka własności ciała T2 (K) . \V szczególno­
ści zbadamy, które pierwiastki z j edynki należą do T2 (IQ) , tzn. wyrażaj ą 
się przez pienviastniki kwadratowe względem ciała liczb wymiernych . 
\V szystkie ciała rozpatrywane w tym paragrafie są podciałami ciała C 
liczb zespolonych . Ponieważ ciało C j est algebraicznie domknięte , więc 
można zakładać , że dla takich K. K j est podciałem ciała C Łahvo też 
zauważyć , że wówczas IQ � K. 

Lemat 1 5 . 2 1 .  Jeżeli K jest podcialern ciala liczb Tzeczywistych 
i liczba zespolona a E T2 (K) . to a E T2 (K) . 

Dowód. Ponie\yaż K � R więc sprzęganie liczb zespolonych j est auto­
morfizmem ciała C stałym na K. Zatem dla b E K mamy, że b E K. 
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Wobec tego odwzorowanie rp :  T2 (K)  -----7 K dane wzorem rp (b) = b j est 
K-zanurzeniem. Zatem na mocy twierdzenia 1 5 . 7  mamy rp(T2 (K ) ) = 
T2 (K ) . \V szczególności Ci = rp(a)  E T2 (K) . D 

Wniosek 1 5 . 2 2 .  Jeżeli K jest podcialem ciała liczb rzeczywistych, 
a, b E R, to a + bi E T2 (K ) wtedy i tylko wtedy, gdy a ,  b E T2 (K ) . 

Dowód. Załóżmy, że a ,  b E r2 (K ) . Ponieważ i E T2 (K ) oraz r2 (K ) j est 
ciałem zawieraj ącym także a i b, więc a + bi E T2 (K ) . 

Na  odwrót , niech a + bi E T2 (K ) . Wtedy z lematu 1 5 . 2 1  a + bi = 
a - bi E T2 (K ) . Ale T2 (K ) j est ciałem, więc stąd a = � [ (a + bi ) + (a ­
bi) ]  E T2 (K ) i w konsekwencj i bi = (a + bi ) - a E T2 (K ) . Ponadto 
i E T2 (K ) , więc b = ( -i )  . ( bi )  E T2 (K ) . D 

l\iech Sn będzie zespolonym pierwiastkiem pierwotnym z j edynki 
stopnia n. Można na przykład przyj ąć , że 

27r . . 27r 
Sn = COS - + l sm - .  

n n 

Z przykładu 1 2 . 1 6  wynika natychmiast prawdziwość następuj ącego 
lematu. 

Lemat 1 5 . 23 .  Jeżeli p jest liczbą pierwszą, to (Q(sp ) : Q) = p - l 
oraz (Q(Sp2 ) : Q)  = p (p - 1 ) . 

Lemat 1 5 . 24 .  (i) Jeżeli Sn E T2 (Q) , to S2n E T2 (Q) , 
(ii) Jeżeli CT ) Ss E T2 (Q) i liczby T ,  s są względnie pieTwsze, to srs E 

T2 (Q) , 
(iii) Jeżeli T, s E N oraz crs E T2 (Q) . to cr E T2 (Q) . 

Dowód. ( i ) . Ze wzoru de "\Ioivre ' a wynika, że liczba S2n j est pierwiast­
kiem wielomianu X2 - sn E T2 (Q) [X] . Zatem z twierdzenia 1 5 . 7  mamy, 
że s2n E T2 (Q) . 

( ii ) . Istniej ą liczby całkowite u , v takie , że TU + SV = 1 .  \Vobec tego 
;: = ;:1 = ;:ru ;:8v - ;: U ;:V E T (<<li) rrd\,z' T ( rrr, ) ]' ect, cI' ałem - rs � rs - rs - rs - - s � r  2 'Y:: , b ., 2 'Y:: o "  • 

(iii ) . Ponieważ T2 (Q) j est ciałem oraz ze wzoru de :"Ioivre ' a  Cr = c�s ' 

więc Cr E T2 (Q) . D 
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Lemat 1 5 . 25 .  Jeżeli p jest liczbą pierwszą nieparzystą, to cp E 

r2 (Q) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna n, że p = 
2n + 1 .  

Dowód. Załóżmy, że cp E r2 (Q) . Ponieważ cp r:f. Q, więc na mocy 
wniosku 1 5 . 5  mamy (Q(cp) : Q) = 2n przy pewnym naturalnym n . 
Z lematu 1 5 . 23 wynika więc , że 2n = p - l , czyli p = 2n + 1 .  

N a  odwrót , załóżmy, że p = 2n + 1 dla pewnego n E N. Jak wiemy, 
ciało Q(cp ) j est rozszerzeniem Calois ciała Q. Z lematu 1 5 . 23 otrzymu­
j emy (Q(cp ) : Q) = p - l = 2n . Wobec tego z wniosku 1 5 . 1 1  wynika, 
że Q(cp) � r2 (Q) , skąd cp E r2 (Q) . D 

Zauważmy j eszcze ,  że j eżeli liczba p postaci 2n + 1 j est pierwsza, to 
n = 2k dla pewnego k E No . Istotnie , gdyby liczba n nie była potęgą 
dwójki , to miałaby czynnik nieparzysty 2r + 1 > 1 ,  tzn. n = ( 2r + 1 ) · s .  

Wtedy 

Zatem liczba p byłaby złożona. 
Liczby pierwsze postaci Fk = 22' + 1 (k = 0 , 1 .  . . . ) nazywamy 

liczbami pierwszymi Fermata. Znanych j est pięć liczb pierwszych Fer­
mata:  Fo = 3 ,  FI = 5 ,  F2 = 1 7, F3 = 257 ,  F4 = 65537.  l\ie wiadomo, 
czy istniej e  co  najmniej j edna liczba pierwsza Fermata różna od wy­
żej wymienionych . Udowodniono , że dla kilkudziesięciu wartości k > 4 
liczby Fk są złożone . Już Euler zauważył ,  ż e  64 1 I F5 ' 

Twierdzenie 1 5 . 26 .  Jeżeli n jest liczbą naturalną, to en E T2 (Q) 
wtedy i tylko wtedy, gdy n ma postać n = 2aPIP2 . . .  Pr '  gdzie a , r E No 
i Pl , P2 . . . .  , Pr są różnymi liczbami pierwszymi Fermata. 

Dowód. � .  Z lematu 1 5 . 25 wynika. że cp, E T2 (Q) dla i = 1 .  2 . . . . , T . 
Z lematu 1 5 . 24 otrzymujemy więc ,  że cn E T2 (Q) . 

� .  �iech n = 2aą�l ą�2 . . .  ą:' będzie rozkładem liczby n na ilo­
czyn potęg różnych liczb pierwszych, gdzie a , .s E No oraz ki E N 
dla i = 1 .  2 ,  . . .  , s .  Udowodnimy. że kI = k2 = . . .  = ks = 1 oraz 
ąl , ą2 , . . . . ąs są liczbami pierwszymi Fermata. Z lematu 1 5 . 24 mamy, 
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że Eqj E r2 (Ql)dla i = 1 , 2 ,  . . .  , s, a więc ąi j est liczbą pierwszą Fermata 
na mocy lematu 1 5 . 25 .  Gdyby dla pewnej liczby i = 1 , 2 ,  . . .  , s  zacho­
dziło ki ;? 2, to ąi I n. Wobec tego cq; E r2 (Ql) . Z wniosku 1 5 . 5  wynika 
więc , że liczba (Ql (Cq� ) : Ql) j est potęgą dwójki . Z drugiej strony z le­
matu 1 5 . 23 otrzymujemy, że liczba ta  j est równa ąi (ąi - 1 ) .  l\ie j est ona 
potęgą dwójki, ponieważ j est podzielna przez liczbę pierwszą nieparzy­
stą ąi . Uzyskana sprzeczność dowodzi, że kI = k2 = . . .  = ks = 1 .  D 

1 5 . 2 . 2  P unkty konstruowalne 

·Wiele zadań konstrukcyjnych można sformułować w następuj ącej po­
staci .  l'\ a płaszczyźnie dane są pewne punkty i figury. Posługuj ąc się 
cyrklem i linijką należy skonstruować pewien nowy punkt lub figurę . 

Opiszemy najpierw zbiór wszystkich punktów, które mogą być 
otrzymane w ten sposób - są to tzw. punkty konstruowalne za po­
mocą cyrkla i linijki .  � astępnie udowodnimy twierdzenie charaktyryzu­
j ące punkty konstruowalne . Jak się okazuje ,  punkt j est konstruowalny 
wtedy i tylko wtedy, gdy j ego współrzędne wyrażaj ą się przez pier­
wiastniki kwadratowe względem odpowiedniego ciała. 

l'\iech na płaszczyźnie dane będą punkty H ,  P2 , . . .  , Pn i figury 
FI , F2 , · · · , Fn gdzie n ;?  2 i r ;? O .  Niech Ao = {H ,  P2 • . . .  , Pn} będzie 
zbiorem danych punktów. ·Wykonujemy następuj ące czynności : 
(* ) Przez każde dwa dane punkty prowadzimy prostą i z każdego 
z danych punktów zakreślamy okręgi, których promienie maj ą długości 
równe odległościom pewnych danych punktów. 

�iech Al będzie zbiorem punktów przecięcia narysowanych figur : 
prostych, okręgów i figur FI , F2 , . . .  , Fr ' Ponownie wykonujemy czyn­
ność ( * ) traktuj ąc Al j ako zbiór punktów danych . W wyniku otrzymu­
j emy zbiór punktów przecięcia wszystkich narysowanych figur , który 
oznaczamy przez A2 . Znów wykonujemy czynność ( * ) traktuj ąc A2 
j ako zbiór punktów danych itd .  l\ietrudno zauważyć , że Ao � Al � 
A2 � . . . .  

Punkty przecięcia narysowanych w ten sposób figur nazywamy 
punktami konstruowalnymi za pomocą cyrkla i linijki przy 
danych punktach H .  P2 , . . .  , Pn i figurach FI , F2 , . . .  , Fr lub krótko 
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- punktami konstruowalnymi . Zatem zbiorem wszystkich punktów 
oc 

konstruowalnych jest U An ' VV dalszym ciągu będziemy zakładali , że 
n=O 

układ współrzędnych na płaszczyźnie j est tak obrany, iż H = (O ,  O ) , 
P2 = ( 1 .  O) . �ie zmniej sza t o  ogólności rozważań . 

Twierdzenie 1 5 . 2 7  (\Vantzel) . Niech dane będą punkty H ,  . . . , 
Pn I gdzie � = (ai , bi ) dla i = 1 .  2 ,  . . .  , n oraz Pl = (O ,  O )  i Pl = ( 1 .  O) . 
Punkt P = (a ,  b) jest konst1'uowalny wtedy i tylko wtedy! gdy a ,  b E 

1'2 (K) , gdzie K = Q (al , bl , · . .  , an , bn ) .  

Dowód. Załóżmy, że punkt (a ,  b )  j est konstruowalny. Zatem (a ,  b) E Am 
dla pewnego m E No . Przez indukcj ę ze względu na m udowodnimy, 
że a, b E 1'2 (K) . Dla m = O mamy (a ,  b) = (ai , bi ) dla pewnego i < n .  
Zatem a ,  b E K i tym bardziej a .  b E 1'2 (K) . Załóżmy, że dla pewnego 
m E N każdy punkt zbioru Am-l ma współrzędne należące do ciała 
1'2 (K) i niech P = (a, b) E Am . 

Z określenia zbioru Am wynika, że P j est punktem przecięcia dwóch 
figur (prostych , okręgów) wyznaczonych przez punkty należące do zbio­
ru Am-l .  Są trzy możliwości : 
( 1 )  P j est punktem przecięcia prostych LI i L2 wyznaczonych przez 
punkty należące do Am-l . Z geometrii analitycznej wynika zatem, że 
równanie prostej Li ma postać AiXl  + BiX2 + Ci = O dla pewnych 
Ai , Bi , Ci E 1'2 (K) , i = 1 .  2 .  Zatem liczby a i b są rozwiązaniem układu 
równań liniowych AlXl + BIX2 + Cl = O, A2XI  + B2X2 + C2 = O. Rozwią­
zanie to można wyznaczyć za pomocą wzorów Cramera.  Zatem liczby 
a. b otrzymujemy wykonując na liczbach Al ,  A2 , Bl . B2 , CI , C2 E 1'2 (K) 
działania arytmetyczne . vVobec tego a, b E 1'2 (K) . 
( 2 )  P j est punktem przecięcia prostej LI i okręgu 01 , które są wyzna­
czone przez punkty należące do Am-l . �iech prosta LI  będzie wyzna­
czona przez punkty (Cl l .  C1 2 ) ,  (du , d12 ) E Am-l .  Z założenia indukcyj­
nego cu , C1 2 . d1 l ,  d 1 2 E 1'2 (K) . Zatem z geometrii analitycznej równanie 
ogólne prostej LI ma postać AXl + BX2 + C  = O dla pevvnych A B.  C E 

T'2 (K) . �iech środkiem okręgu Ol będzie punkt (Cl , C2 ) E Am-l ,  a dłu­
gością promienia - odległość punktów (dl . d2 ) i ( e l , (2 ) należących do 
Am-l · Z założenia indukcyjnego wynika, że CJ . C2 . dl . d2 , e l . e2 E T'2 (K) . 
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Równanie okręgu 01 ma więc postać 

Aby znaleźć współrzędne a ,  b punktu przecięcia prostej LI z okręgiem 
01 , wystarczy więc rozwiązać układ równań złożony z równana linio­
wego i równania kwadratowego . Współczynniki tych równań należą do 
ciała T2 (K) . \Vyznaczając j edną z niewiadomych z równania liniowego 
i podstawiaj ąc do równania kwadratowego otrzymujemy do rozwiąza­
nia j edno równanie kwadratowe z j edną niewiadomą o współczynnikach 
w ciele T2 (K) . Z twierdzenia 1 5 . 5  wynika, że pierwiastki tego równania 
należą do T2 (K) . Zatem a, b E T2 (K) . 
(3 )  P j est punktem przecięcia okręgów 01 i O2 wyznaczonych przez 
punkty należące do Am- l . Dla i = 1 , 2 niech środkiem okręgu Oż bę­
dzie punkt ( eż l , ei2 ) E Am-l , a długością promienia - odległość punk­
tów (di l , dż2 ) i ( ei l , ei2 ) należących do Am-l . Z założenia indukcyjnego 
wynika, że Cij . dij . eij E T2 (K) . Równania okręgów 01 i O2 maj ą postać 

(X l - Cl l ) 2 + (X2 - C12 ) 2 = (dl l  - eu ) 2 + (d12 - e12 ) 2 , 

(X l - C2d 2 + (X2 - C22 ) 2 = (d2 l - e2d 2 + (d22 - e22 ) 2 . 

Odejmuj ąc stronami pierwsze równanie od drugiego otrzymujemy 
układ równań równoważny z łożony z równania liniowego i równania 
kwadratowego . \Vspółczynniki tego układu należą do T2 (K) . Rozpatru­
j ąc przypadek (2 )  wykazaliśmy, że rozwiązania takiego układu należą 
do T2 (K) . Zatem a ,  b E T2 (K) . 

Załóżmy z kolei ,  że współrzędne punktu P = (a ,  b) należą do ciała 
T2 (K) . Udowodnimy, że punkt P j est konstruowalny. 

Ponieważ i E T2 (K) i T2 (K) j est ciałem, więc na mocy wniosku 
1 5 . 22 a + bi E T2 (K) . Istniej e zatem taki ciąg ciał 

że a + bź E Kr oraz (Kj : Kj- 1 ) = 2 dla j = 1 .  2 . . . .  , r .  Przez indukcj ę 
ze względu na j -wykażemy, że j eżeli liczba zespolona c + dź należy do 
ciała Kj , to odpowiadaj ący j ej punkt (c d) j est konstruowalny. 
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Rozpatrzmy najpierw przypadek j = O .  Niech c , d E Ko = K = 
CQl(al , bl , . . . . an , bn ) .  lVlamy udowodnić , że punkt (c , d) j est konstru­
owalny. \Vystarczy oczywiście udowodnić, że konstruowalne są punkty 
(c . O) i (d , O ) . 

Ponieważ punkty (a l , O ) , ( bI l O) ,  . . .  l (an . O) , ( bw O) są konstruowa­
lne , a każda liczba należąca do ciała K powstaj e przez wykonanie dzia­
łań arytmetycznych na liczbach al , bl , . . .  , an l bn , więc zadanie sprowa­
dza się do tego, by wykazać , że j eżeli dane są punkty (p , O) i (q ,  O) , 
to można skonstruować punkty (p + q, O) , (-q .  O) , (pq , O) . ( � .  O )  (ten 
ostatni w przypadku, gdy q -=I- O) . Pierwsze dwie konstrukcj e są oczy­
wiste ,  dwie ostatnie wynikaj ą z twierdzenia Talesa. 

Załóżmy z kolei ,  że dla pewnej liczby naturalnej j � r ,  j eżeli 
liczba zespolona należy do ciała Kj- l , to punkt j ej odpowiadaj ący 
j est konstruowalny. \�Tykażemy, że j eżeli liczba zespolona należy do 
ciała Kj , to punkt j ej odpowiadaj ący jest konstruowalny. Ponieważ 
(Kj : Kj-d = 2, więc istnieje  taka liczba zespolona z E Kj- l , że 
Kj = Kj - 1  ( yIZ) . Dowolna licz ba należąca do ciała Kj ma więc po­
stać u + wylZ , gdzie u, w E Kj- l . Z założenia indukcyjnego wynika,  że 
punkty odpovviadaj ące liczbom zespolonym u, w, z są konstruowalne .  
Mamy udowodnić , że konstruowalny j est punkt odpowiadaj ący liczbie 
zespolonej u + w ylZ . 

Zadanie sprowadza się więc do tego , by maj ąc dane d\va punkty na 
płaszczyźnie skonstruować punkt . któremu odpowiada liczba zespolona 
równa 
a ) sumie liczb zespolonych odpovviadaj ących punktom danym, 
b )  iloczynowi liczb zespolonych odpowiadaj ących punktom danym, 
c )  pierwiastkowi kwadratowemu z liczby zespolonej odpowiadaj ącej 
j ednemu z punktó,v danych . 

Konstrukcj a a) sprovvadza się do konstrukcj i sumy dwóch danych 
v,rektorów. 

Konstrukcj a b) . Zapisuj ąc w postaci trygonometrycznej liczby ze­
spolone l: i x' odpowiadaj ące punktom danym 

( + . . ) , ' ( , + . . ' ) x = r cos o z SIn o . ,T = r cos o z sm o 
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stwierdzamy, że 

xx' = rr' (cos (a + a
') + i sin (a + a

' ) ) . 

Szukany punkt odpowiadaj ący liczbie zespolonej xx' leży więc na okrę­
gu o środku w punkcie (O , O) i promieniu długości 1'1" oraz na półprostej 
o początku w punkcie ( O ,  O) , która tworzy kąt a + a ' z osią odciętych. 

Z adanie sprowadza się więc do tego , by maj ąc dane odcinki o dłu­
gościach l' i 1" skonstruować odcinek o długości 1'1" oraz maj ąc dane 
kąty a i a' skonstruować kąt a + 0:'. Pierwsza konstrukcj a wynika z 
twierdzenia Talesa ,  druga j est oczywista. 

Konstrukcj a c ) . Zapisuj ąc w postaci trygonometrycznej liczbę ze­
spoloną x odpowiadaj ącą punktowi danemu, x = 1' ( cos a + i sin a ) 
stwierdzamy, że 

a a Vi = ±yIT (cos - + i sin - ) . 
2 2 

Szukany punkt odpowiadaj ący liczbie zespolonej Vx leży więc na okrę­
gu o środku w punkcie ( O , O) i promieniu długości Vr oraz na prostej 
przechodzącej przez  punkt (O , O) ,  która tworzy kąt � z osią odciętych . 
Zadanie sprowadza się więc do tego, by maj ąc dany odcinek o dłu­
gości l' skonstruować odcinek o długości Vr oraz mając dany kąt a 

skonstruować kąt � .  Obie konstrukcje są dobrze znane . D 
Wniosek 1 5 .28 . Jeżeli dane są punkty Pi = (ai , bi ) ,  gdzie i = 

1 , 2 ,  . . .  , n oraz H = (O ,  O ) , P2 = ( 1 ,  O)  i punkt (a ,  b )  jest konstruowalny 
oraz K = Q(al ' b I l " " an , bn ) ,  to każda z liczb (K(a .  b)  : K)  i (K(a  + 
bi ) : K)  jest potęgą dwójki o całkowitym nie ujemnym wykładniku. 

Dowód. ::; a mocy twierdzenia 1 5 . 27  i wniosku 1 5 . 22 liczby a, b i a + bi 
należą do ciała r2 (K) .  Teza wniosku wynika więc z wniosku 1 5 . 5 .  D 

Wniosek 1 5 . 29 . Jeże li liczba rzeczywista a jest przestępna wzglę­
dem ciała K = Q (al , bl , . . . .  an , bn ) ,  gdzie al , bl , · · · , an , bn E lR ,  to 
punkt (a , O) nie jest  konstruowalny przy danych punktach Pi = ( ai , bi ) ,  
gdzie i = 1 , 2 ,  . . .  , n oraz Pl = (O . O) i P2 = ( L  O) .  

Dowód. \V tym przypadku stopień (K (a) : K) j est nieskończony. Xie 
.iest on \vięc potęgą dwójki o całkowitym nieuj eInnym wykładniku. Teza 
wynika więc z poprzedniego wniosku . D 
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1 5 . 2 . 3 P rzykłady zadań konst rukcyj nych 

Zastosujemy teraz twierdzenia udowodnione w poprzednich punktach 
do rozwiązania konkretnych zadań konstrukcyjnych . 
a) Podwojenie sześcianu . Dany j est sześcian o krawędzi długości 1 ,  
zbudować sześcian o dwa razy większej obj ętości . 

Udowodnimy, że za pomocą cyrkla i linijki nie można skonstru­
ować odcinka o długości a równej długości krawędzi tego sześcianu, 
tzn. a = .ij2. Istotnie , liczba (Q (  a)  : Q) = 3 nie j est potęgą dwójki ,  
a więc na mocy wniosku 1 5 . 28 odcinek o długości a nie j est konstru­
owalny. 
b)  Kwadratura koła. Dane j est koło o promieniu długości L zbudo­
wać kwadrat o polu równym polu tego koła. 

Udowodnimy, że za pomocą cyrkla i linijki nie można skonstruować 
odcinka o długości a równej długości boku tego kwadratu ,  tzn .  a = 
fi. Gdyby a E r2 (Q) , to Jr = a2 E r2 (Q) i byłby konstruowalny 
punkt P = (Jr ,  O) . Jednak F .Lindemann w r .  1 882 udowodnił ,  że liczba 
Jr j est przestępna, a więc na mocy wniosku 1 5 . 29 punkt P nie j est 
konstruowalny. Uzyskana sprzeczność dowodzi , że odcinek o długości 
fi nie j est konstruowalny. 
c) 'Trysekcja kąta. Dany j est kąt cp .  zbudować kąt i .  Dla pewnych 
kątów cp ta konstrukcj a j est wykonalna za pomocą cyrkla i linijki ,  a dla 
pewnych - nie j est . :\Iówi o tym następuj ące 

Twierdzenie 1 5 . 30 .  Kąt cp można podzie lić na trzy równe części 
za pomocą cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f = x3 -
3x - 2 cos cp jest rozkładalny w Q (  cos cp) [xl . 

Dowód. Zakładamy, j ak z\vykle , że dane są punkty (O ,  O )  i ( 1 ,  O ) . Łatwo 
zauważyć , że kąt o daje się skonstruować za pomocą cyrkla i linijki 
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt (cos o ,  O) j est konstrumvalny. Zadanie 
nasze można więc sformułować tak :  
Dane są punkty (O ,  O ) , ( 1 ,  O) , (cos p ,  O) , skonstruować punkt (cos i ,  O) . 

Z tożsamości cos 30 = 4 cos3 o - 3 cos o wynika. że 

') P P 
8 cos' - - 6 cos - - 2 cos r = O 

3 3 ·  y 
. 
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czyli liczba a = 2 cos f j est pierwiastkiem wielomianu f = x3 - 3x -
2 cos if .  

Jeżeli wielomian f j est nierozkładalny w Ql ( cos if) [x] , to licz ba  
(Ql (cos -p) (a)  : Ql (cos p) ) = 3 nie j est potęgą dwójki . a więc na mocy 
wniosku 1 5 . 28 punkt (a ,  O) nie j est konstruowalny i tym bardziej nie 
j est konstruowalny punkt ( � .  O )  = (cos f ,  O) . 

Jeżeli wielomian f j est rozkładalny w Ql (  cos if) [xl , to każdy j ego 
pierwiastek j est pienviastkiem pewnego wielomianu stopnia co naj­
wyżej drugiego o współczynnikach w ciele Ql (  cos if) . \V szczególności 
a = 2 cos f E r2 (Ql (coS if) ) .  Zatem punkt (a , O )  j est konstruowalny, 
a więc i punkt ( � ,  O) j est konstruowalny. D 

Pokażemy teraz , że kąta 'P = i nie można podzielić na trzy równe 
części za pomocą cyrkla i linijki . Wielomian f z twierdzenia 1 5 . 30 ma 
w tym przypadku postać f = x3 - 3x - 1 .  l\"ie j est on rozkładalny 
w Ql(cos ;p) [x] = Ql [x] , ponieważ każda liczba wymierna będąca pier­
wiastkiem tego wielomianu j est liczbą całkowitą i j est dzielnikiem wy­
razu wolnego . :\lamy j ednak f ( l ) ,  f (  - 1 )  i= O .  

Zatem z twierdzenia 1 5 . 30 wynika. że nie można podzielić kąta ;p = 
i na trzy równe części za pomocą cyrkla i linijki .  Tym bardziej nie j est 
konstruowalny kąt f = � = 200 • 
d) Konstrukcja wielokątów foremnych. Zbadamy, dla j akich liczb 
naturalnych n można skonstruować za pomocą cyrkla i linijki n-kąt 
foremny. 

Twierdzenie 1 5 . 3 1  (Gauss) . Za pomocą cyrkla i linijki można 
skonstruować n-kąt foremny wtedy i tylko wtedy, gdy n > 2 oraz n = 
2apl . . .  Pr . gdzie a ,  r E No oraz Pl , . . .  , Pr są różnymi liczbami pierw­
szymi Fermata. 

Dowód. Zakładamy, j ak zyvykle , że dane są punkty (O. O )  i ( 1 .  O ) . Jeżeli 
można skonstruować pewien n-kąt foremny, to można też skonstru­
ować kąt �� .  "\lożna \\"ięc skonstruować n-kąt foremny wpisany w koło 
:d + x� = 1. którego jednym z wierzchołkóv, j est punkt ( 1 .  O ) . a są­
siednim \yierzchołkiem. punkt P = (cos 271" , sin 271" ) . Zatem za pomocą 

n n 

cyrkla i linijki można skonstruO\\"ać pe\yien n-kąt foremny wtedy i tylko 
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wtedy, gdy można skonstruować punkt P. Na mocy wniosku 1 5 . 22 oraz 
twierdzenia 1 5 . 27 punkt P j est konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy 
En = COS 2; + i sin 2; E r2 (Q ) . Z twierdzenia 1 5 . 26 wynika więc teza 
twierdzenia. D 
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