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Dyskretne operatory przesuniecia z waga

Streszczenie
Rozwazamy dyskretne operatory przesuniecia z waga B w przestrzeni
12(Z). Opisujemy oszacowanie norm z dotu i z géry operatoréw odwrotnych
do B — M w zaleznosci od polozenia A w stosunku do widma ¥(B). Analiza
rodziny operatoréw przesunigcia z waga By zaleznych od od N uzyskujac
warunek na ich ograniczono$¢ badz jej brak.

1 Wprowadzenie

Niech [2(Z) bedzie przestrzenia ciagéw u = (u(k))rez, w(k) € C, z norma

llull = (3 lu(k) )2,
k

a [°°(Z) przestrzenia ciagdw ograniczonych. Operatorem przesunigcia w przestrze-
ni l2(Z) nazywamy operator postaci

(Wu)(k) = u(k +1),

natomiast operatorem przesuniecia z waga w przestrzeni 1?(Z) nazywamy opera-
tor postaci
(Bu)(k) = a(k)u(k + 1) = a(k)Wu(k), (1)
gdzie a € I1°(Z).
W ogdlnej sytuacji operatorem przesuniecia z wagg nazywamy liniowy ogra-
niczony operator B okreS§lony w przestrzeni funkcji zadanych na X, ktéry da sig
przedstawié¢ w postaci

Bu(z) = a(z)u(a(z)) = a(z)Tau(z), z€ X, (2)

gdzie o : X — X jest danym odwzorowaniem, a funkcjg okreslong na zbiorze X.

Operatory (2), algebry operatorowe nimi generowane i powigzane z nimi réw-
nania funkcyjne byly badane przez wielu autoréw w réznych przestrzeniach funk-
cyjnych, jako niezalezne obiekty i w relacji z ré6znymi zastosowaniami (np. teo-
ria uktadéw dynamicznych, caltkowo-funkcjonalnych, réznicowo-funkcjonalnych,
funkcjonalnych réwnaniach, automorfizm i endomorfizm algebr Banacha i ogdlna
teoria algebr operatorowych, itd.)

Opis widma operatora B okreSla warunki przy ktorych operator B — AI nie
jest odwracalny, ale oprécz odwracalno$ci interesujace, ze wzgledu na zastoso-
wania, jest tez badanie takich wlasnosci jak domknigto$¢ obrazu, wymiar jadra
i jednostronna odwracalno$é operatora B — Al dla A € ¥(B). Takie badania dla
pewnych odwzorowan « pojawily sie np. w [8], [6], [7], [4].

W ponizszym artykule zajmiemy sie oszacowaniem norm z géry i z dotu ope-
ratoré6w odwrotnych do operatora B— A1, dla A ¢ 3(B) oraz przytoczymy wyniki
dotyczace oszacowania norm z dotu i z gory operatoréw prawych odwrotnych do
B — )1, dla )\ € ¥(B). Wykorzystujac wczesniejsze obliczenia oszacujemy normy
operatoréw odwrotnych w przypadku rodziny operatoréw przesuniecia z waga
By = ayW, wyciagajac wniosek odnosnie ich ograniczonoéci lub nieograniczo-
noéci normy operatoréw prawych odwrotnych do By — I w zalezno$ci od warto$ci
funkcjii ay.
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DYSKRETNE OPERATORY PRZESUNIECIA Z WAGA

2 Widmo operatora

Opis widma operatora przesunigcia z waga B otrzymano w klasycznych przestrze-
niach. Ponizej przytoczymy wyniki bazujac na pracach [1],[2].

Twierdzenie 2.1. Niech X bedzie zwartq przestrzenig topologiczng, a : X — X
cigglym, odwracalnym, mierzalnym i zachowujgcym miare p odwzorowaniem oraz
a € C(X). Promieri spektralny operatora B postaci (2) w przestrzeni L2(X, p)
wyraza si¢ wzorem
R(B) = ax Sy,(a
(B) = max_5.(a)

gdzie M (X) to zbidr wszystkich miar a-niezmienniczych i ergodycznych na X,
a

S,(a) = exp (/X In(ja(=)|) du) .

Jezeli X jest a-spojng przestrzenig topologiczng a zbior punktow nieokresowych
odwzorowania « jest gesty w X i Vyex a(z) # 0 to widmo operatora B = aT,
bedzie pierscieniem

2(B) ={A: r(B) < |\ < R(B)}, (3)

gdzie

r(B) = uGIIlr/IliI(lX) Sy(a).

Aby méc zajaé si¢ operatorami B — A, gdzie A zalezy od polozenia wzgledem
widma operatora B, musimy uzwarci¢ przestrzen Z.

2.1 Operatory na zwartej przestrzeni

Zbidr Z nie jest zwarta przestrzenia, dlatego aby méc skorzystaé z twierdzenia 2.1
dla operatora dyskretnego (1) nalezy dokonaé nastepujacego uzwarcenia.

Niech A bedzie C*-podalgebra algebry [°°(Z), niezmiennicza wzgledem wa-
gi a. Przestrzeni X maksymalnych idealéw algebry A bedzie zwarta przestrzenia
topologiczng, a algebra A (z twierdzenia Gelfanda-Najmarka) jest izomorficzna
algebrze C(X). Przy wspomnianym izomorfizmie, funkcji a € A odpowiada cia-
gla funkcja na X ktérg nazywamy transformata Gelfanda dla a, oznaczamy ja
przez a. Natomiast dla odwzorowania ag(k) = k + 1 istnieje przedtuzenie na X:
homeomorfizm a : X — X, ktéry na Z C X okreSlony jest tak jak ap.

Na przestrzeni X zadajemy miare u, tak aby

Viez u(k) =1 oraz p(X\Z)=0.

Wéwezas 12(Z) = L%(X,p) oraz dla a € A operator (1) moze byé zapisany w
postaci (2) a odwzorowanie « speinia warunki z twierdzenia 2.1. Zatem to twier-
dzenie moze by¢ zastosowane do dyskretnego operatora przesunigcia z waga. Po-
szukiwanie widma sprowadza si¢ do poszukiwania zbioru M,(X).

My rozpatrujemy przypadek algebry A (oznaczmy go przez Ayp), ktérej elemen-
tami sa funkcje dla ktérych istniejg granice

kli'rfooa(k) = a(fl-oo) #0, kErPOOa(k) := a(—o0) # 0. (4)
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Woéwezas X = ZU{+oo} to przestrzen zwarta. Transformata Gelfanda @ € C(X)
ma postaé

o ak), da kez,
a(k) = { a(+o0), dla k= too, (5)

a przedtuzenie odwzorowania o to odwzorowanie o : X — X postaci:

k+1, dla keZz,
o(k) ‘{ 400, dla k= +oo. (6)

Mamy zatem zdefiniowany operator przesuniecia z waga Bu(k) = a(k)u(a(k)) na
zbiorze zwartym X. Odwzorowanie « postaci (6) jest odwzorowaniem typu Mor-
se’a - Smale’al, gdyz zbi6r punktéw statych jest skoniczony Fiz(a) = {400, —oc0}
oraz punkt —oo jest punktem odpychajacym? a punkt +oo jest punktem przy-
ciagajacym?®. Z [7] wiemy, ze widmo operatora B gdy a € Ay to zbiér

2(B) ={X:r(B) < [\ < R(B)},
gdzie
R(B) = max{|a(+o0)|, [a(=o0)[}, r(B) = min{|a(+o0)|,|a(-o0)[}.  (7)

Operator B—\I jest odwracalny, gdy A ¢ 3(B). Natomiast dla A € ¥(B) operator
B — )\I nie jest odwracalny, ale wowczas pojawiaja sie pytania o jego wlasnosci
takie jak domknigto$¢ obrazu, wymiar jadra czy jednostronna odwracalno$é¢. W
analizowanej sytuacji dyskretnego operatora przesuniecia z waga B generowanego
odwzorowaniem « typu Morse’a-Smale’a otrzymali§émy nastepujacy wynik,[4]:

Twierdzenie 2.2. Jezeli a € Ay to X(B) jest postaci (7). Jezeli
la(+00)| < A < |a(—00)],
to operator B — M jest lewostronnie odwracalny, natomiast jezeli
la(—o00)| < Al < |a(+00)|
to operator B — A1 jest prawostronnie odwracalny. W przypadku gdy
|Al = la(£o00)]

to obraz Im(B — \I) jest zbiorem niedomknietym.

3 Oszacowanie norm

Majac posta¢ widma operatora B oszacujemy normy operatoréw odwrotnych
w zalezno$ci od polozenia A wzgledem widma X(B).

1Odwzorowanie jest typu Morse’a-Smale’a <> zbiér punktéw stalych jest skoficzony i trajek-
toria dowolnego punktu zbiega do punktu statego.
Veex lim a ™(z) = —o0
n—oo

Weex lim a™(z) = 400
n—o00
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3.1 Operator odwrotny

Oszacujmy norme operatora odwrotnego do B — AI, zatem A ¢ X(B).

Warunek A ¢ ¥ (aW) ma miejsce w dwoch przypadkach, gdy |A| > R(B)
lub [A| < r(B). W kazdym z tych przypadkéw znajdziemy postaé operatora
odwrotnego i oszacujmy jego norme z gory i z dotu.

Rozwazmy sytuacje, gdy |A| > R(B) = max{|a(+00)|, |a(—0c0)|}.

Niech |a(—o0)| < |a(+00)|. Okreslmy stata M; taka, ze

sup |a(k)| < My oraz M > 1. (8)
kez Al

Stalg t; € (0,1) wybierzemy tak, aby

|a(+o00)| la(=o0)|
L Kt <1, <t <1, 9
wooSash Tosh ©)
a wartosci ki, kT, takie ze
k
Ial(/\kl)l <t;<1ljesl _ 4, |a|(/\|)| <ty <1 jesh k<ki. (10

Woéwczas liczba v; ma nastepujaca wartosé:

v = card{k : |a|(/\kl)| >t} (11)

Oszacownie z géry normy operatora odwrotnego w sytuacji gdy |\| > R(B) za-
lezy nie tylko od wartodci |a(+00)|,|a(—00)| ale tez od zdefiniowanych powyzej
wartodci My, t1, k" 1 v1.

Twierdzenie 3.1. Niech || > R(B). Operator odwrotny do B — AI jest postaci

0o 1 )
B-Ant=-%" (W) (aW ). (12)
j=0
Mamy nastepujace oszacowania normy odwrotnego:
1 =t
B - A7 > sup TSP H la(k +14)|, (13)
J
oraz M " 1 1
1
: 14
o —2021< (%) (o * v —a) 14

Dowdd. Zauwazmy, ze dla B = aW
((@W)iu)(k) = a(k)a(k+1)...a(k + j — D)u(k + j)

ponadto
aW|| = sup |a(k)],
keZ

4Oznaczmy przez ,card(A)” moc zbioru A.
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zatem i1
”(aW)j” = i‘é‘z)g, la(k +1)|.

Skoro R(B) < ||, czyli ﬂ,g) < 1 wéweczas operator (aW — AI)~! jest postaci:

(@W —AD)~! = _i (1— EAW)#I _ _if; (%)J (15)

Oszacujmy z dotu norme operatora (aW — AI)~! postaci (15). Zauwazmy, ze dla
dowolnego jy istnieje kg, takie ze

jo—1 jo—1
IT atko — jol +9)| > sup | T a((k o] +3)| — e = [|@W)*| - (16)
=0 1=0
Niech up = (0,...,0,_1 ,0,...) wéwczas
~~
ko
°°an2 ""aWj2 °°asz
W] - sl lEe -
JZ:%( A ) llull<1 Z A ;0 A
_ i aa(lko — 31 +9)|° _ |12  allko — jol +5)[*
T4 Y Mo
7=0
Jjo
2 (%) - (17)
Czyli
&, (aW ! aW\?
evikdievii:
J=0
a zatem
00 J J J
Z(‘L"‘f) > sup (ﬂ) ‘:supsupﬂw.
o\ A 320 i kez |l
Uwzgledniajac zaleznosci (8), (9), (10), (11) mamy
|a( (Ml)j e .
sup < |-——=), jesli j <y 18
,HO < (3 1 (19
k M
SupH'a‘(I/\Tz)l < (I/\ll) (t1)™, jedli j>uy. (19)

=0

Zd
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DYSKRETNE OPERATORY PRZESUNIECIA Z WAGA

Wéwczas

I

@ -0 <y

(%)
j=0 A
vy

(s -

1
RY
V1

N
=~
| I — >/|'-l
. -
sUIL
/N
=|5
N——
<
+

= ]rw_t) (3 ot w(ll— tl)) <

(%)kltk; (- it |A|<11— tl)) - @0

Oszacowanie gérne normy operatora odwrotnego zalezy od réznicy liczb k7 i k7,
a dokladniej od wprowadzonej liczby v;. a

N

Analogicznie rozwazamy przypadek drugi, gdy
|A| < r(B) = min{|a(+00)|, |a(=o0)|}.
Niech |a(—o00)| < |a(400)|. OkreSlmy stata M, taka, ze

sup —— < Ma oraz M|\l > 1. 21
b aGe] <M i e
Stalg ty € (0,1) wybierzmy tak, aby
Al 1Al
S <1, A <ty < (22)
|a(+o0)] |a(—o0)|
a wartodci k3, k5 , takie ze
BY . + AL
—— <ty <1 jesli k>kj, <ty<1 jesli k< ky (23)
la(k)| -2 Ja(k)|
Woéweczas liczba v ma nastepujaca wartosé
AL
vy = card{k : > t2}. (24)
5
Twierdzenie 3.2. Niech |\| < r(B). Operator odwrotny do B — AI jest postact
[ee]
(B-AN"1=>"(AY " aWw) . (25)
j=1

Mamy nastepujgce oszacowania norm odwrotnego:

|- > Sl;p|/\|j supH Ia(k (26)
oraz
@ —AD 7| < (alazz) ] (|/\|Mlz 17 1_1t2> ' (27)

Reasumujac, w przypadku gdy A ¢ X(aW), oszacowanie z géry normy opera-
tora odwrotnego do operatora aW — Al zalezy od wartosci v1, M1, t1 lub v, Mo,
to.

Zd
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3.2 Operator jednostronnie odwracalny

Przytoczymy wyniki dotyczace oszacowania normy operatora prawostronnie od-
wracalnego do operatora B — A, czyli przypadek A € X(B). Wéwczas operator
aW — AI nie jest odwracalny, ale moze by¢ jednostronnie odwracalny lub moze
mieé obraz niedomknigty.
Niech

a(k) #0 Viez oraz klibl:iI:loo a(k) = a(o0) # 0.

W sytuacji, gdy a(+o00) = a(—00), widmo operatora B = aW to okrag
(W) = A+ Al = la(oo) ]}

Woéweczas operator B — \I dla kazdego A € ¥.(aW) ma niedomknigty obraz. Jezeli
la(+00)| # |a(—00)| i |a(—o0)| < |A] < |a(+00)| to operator B — Al jest prawo-
stronnie odwracalny. Z [4] otrzymaliSmy nastepujace oszacowanie z gory i z dotu
operatora prawostronnie odwracalnego.

Niech q € Z, P; bedzie operatorem rzutu na podprzestrzen

Hy={u€ly(Z): u(k)=0, dlak < q}

a P bedzie operatorem rzutu postaci P;” = I —PqJr . Niech M1, M, zdefiniowanych
w (8), (21), a wartosci t1,t2 € (0,1) wybrane tak aby

Al |a(—00)|
—— <t <1, ——=<t2<1. 28
aCoo)] B 2)
Ponadto okre$lmy jeszcze wartosci k¥, takie ze
Al . N la(k)| o _
——<t1 <1 jeSli k> k™, <ty<1 jeSi E<k™, 29
(B I (29)
oraz dla q € Z liczby
+ + Al
vi(q) =vT(g;t) =card{k: k>q A 75 >t} (30)
la(k)|
k
v (g =v (g;t) =card{k: k<q A %)\[)l > t9}. (31)
Okredlmy ciagi wy , w; w nastepujacy sposéb:
. . X[ a(i) dla j<gq
= P = ”’—J ’
L o N4 []’[’:la(i)]_l dla j>q,
wy (5) = (Pwg)() = =g : (33)
0 dla j <gq.

Wéwecezas otrzymujemy nastepujaca postaé i oszacowanie z géry i z dotu normy
operatoréw prawych odwrotnych.

1stoku - kontynuacja,
dukacji i Nauki
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Twierdzenie 3.3. Dla kazdego q € Z operator Ry postaci

o0 o0
. o 1 L
Ry=Y_ N"YaW)™P} — E:W(aW)JPq, (34)
Jj=0

=1
jest prawym odwrotnym do operatora B — AI. Mamy nastepujgce oszacowanie
z gory normy operatora Rg:

M \v @ 1 1
ml< (i) Gaow* )
LY M- T —m))

uﬂq)i( 1 1)
+ (AMa) a1t is) (35)

oraz nastepujgce oszacowanie z dotu dla dowolnego operatora prawego odwrotnego

R:
1 A2B2
> |99
IR SUP 374 At By (36)

gdzie Ag = ||w]|l, Bg = llwg II-

4 Analiza rodziny operatoréw zaleznych od N

Pokazemy pewne zaleznosci w obliczeniach oszacowan z goéry i z dolu normy
operatoréw prawych odwrotnych analizujac nastepujaca rodzing.
Rozwazmy rodzine dyskretnych operatoréw przesuniecia z waga

Bnu(k) = an(k)u(k + 1),

gdzie funkcji ay zalezy od N € N. Rozpatrzymy dwie sytuacje, gdy funkcja ay
jest zdefiniowana wzorem (37) lub wzorem (38):

;3=a(-0), gdy k<-N;

B 100, gdy —N <k<0;
an(k) = ms, gdy 0<k<N; (37)
2 = a(+00), gdy k> N;
3=0a(-), gdy k<-N;
1
_ 100 gdy —N <k<0;
an(k) = 100, gdy 0<k<N; (38)

2 = a(+00), gdy k> N.
Znajdzmy oszacowanie dolne i gérne rodziny operatoréw prawych odwrotnych
R, do operatora By — A, A=1.

Wykorzystujac wyniki z poprzedniego podrozdziatu okre§limy liczby M;, Ma,
t1, to, k%, v*(q), v~ (g). W obu przypadkach mozemy okregli¢ takie same warosci
My, Ma, ty,tz, k% dla funkcji an(k), tzn.

1
M; =100, M, =100, % :tz:i, k~=-N, k*t=N, (39)
natomiast wartosci v*(g) i v~ (¢) beda rézne. I co za tym idzie otrzymujemy rézne
wyniki odno$nie mozliwo$ci oszacowania normy operatoréw prawych odwrotnych
do operatora By — I. Mozemy sformulowaé nastepujacy wniosek:

ukacji i Nauki
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Whniosek 4.1. Niech bedzie dana rodzina operatorow przesunigcia z wagq
Byu(k) = an(k)u(k + 1),
gdzie funkcja an (k) zalezy od N.

1. Jezeli funkcja an okreslona jest wzorem (87) to dowolna rodzina operatoréw
prawych odwrotnych R(N), jest nieograniczona.

2. Jezeli funkcja an okreslona jest wzorem (38) to istnieje ¢(N) (np. ¢(N) =
0) taki, ze Todzina operatoréw prawych odwrotnych R(N)yny jest ograni-
czona.

Reasumujac: jezeli wartosci funkeji an(k) z poczatku sa duze a potem mate,
to dowolna rodzina operatoréw prawych odwrotnych jest nieograniczona, nato-
miast jezeli wartoSci funkcji an (k) z poczatku sa male a potem duze, to rodzina
operatoréw prawych odwrotnych jest ograniczona.

Dow6d Wniosku 4.1 podzielimy na dwie czesci.

Dowdéd. (Czgsé 1.) Pokazemy, ze dla funkeji an (k) postaci (37) dowolna rodzina

R(N)q, operatoréw prawych odwrotnych do By — I, jest nieograniczona.

Znajdziemy oszacowanie dolne operator6w prawych odwrotnych R(N), do ope-

ratora By — I wykorzystujac (36). Potrzebujemy zatem wartosci w,'; iw,.
Niech j < ¢. Analizujemy nastepujace przypadki:

<N 1o u] =2,

I T e N
g€ (0,N] to Hw;”z - 10T21(q——1) 1 e -
>N to [ug [ = 4oy (g * 19[;09091 (1 - 10;2N)> '

Analogicznie, dla j > ¢, znajdzmy w; rozwazajac kolejne przypadki:

g<-N to qu+||2=4lq+N|(~lz+——l— 1— L ))—1

12 ' 9999 ~ 100
g€ (—N,0] to Hw,‘{”2 = 101)2,1 (1 S _
se@n o =1 (G+3) - s
qg>N to Hw;r”2 = %

Powinni$my policzy¢

2 2
o[ et |

2 2

o |+ i |

Zd
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Zauwazmy, ze dla rozwazanych przypadkéw otrzymujemy:
q< —N to lim f(Q>N) = C(Q)a
N—oo
g€(=N,0) to f(g,N)=100"

N—o00

g€ (O,N) to f(g,N)= 100" N

g>N to lim f(q,N)=ca.
N—oo

Reasumujac, ograniczenie dolne zalezy od wartosci N i g, tzn. istnieje g(INV), takie
ze

IR(N) (|l > 100V e(g).
Zatem w przypadku funkeji ay (k) zadanej wzorem (37) dowolna rodzina prawych
odwrotnych R(NN ), jest nieograniczony (dla duzych N granica oszacowania normy
operatora R(N)qn) z dotu, zbiega do nieskonicznosci). 0

Dowdd. (Czgsé 2.) Pokazemy, ze dla funkcji an(k) postaci (38) istnieje warto§é
g(N), taka ze rodzina R(N )q( N), operatoréw prawych odwrotnych do By — I,
jest ograniczona.

Wykorzystujac formute (35) na oszacowanie z géry normy operatoréw prawych
odwrotnych R, potrzebujemy wartosci My, My, t1, ta, k* (zostaty okre$lone na
poczatku w (39)) oraz wartosci v*(q), v~ (¢q). Zatem znajdujemy liczby v*(q)
i v~ (q). Zauwazmy, ze

A
vt(q) = card{k : k* > k > q, |a|(k')| >t} =card{k:q<k <N, |a(k)| < 2},
zatem
+/_ ) —q dla ¢<0,
v (Q)_{ 0 da g¢>0.
Analogicznie

la (k)|
Al

1
v (q) =card{k: k= <k <gq, > to} = card{k: —N < k <gq, |a(k)|> 5},

zatem

—,yv_J) 0 dla —¢<0,
”(q)‘{q dla ¢>0.

Woéwczas oszacowanie z gory wynosi

0 0
1007 1007t 1000 4 1000 gl g <,

”R(N)q” < plq) = { 100° , 100°

1009 , 1007
59 + iz + 9 T 12 dla ¢>0.

W tym przypadku funkcja ¢(q) nie zalezy od N, zalezy tylko od ¢ i przyjmuje
warto$§¢ minimalng w punkcie ¢ = 0, tzn.

min ¢(g, N) = min ¢(q) = ¢(0).

Reasumujac, w przypadku tak zdefiniowanej funkcji an (k) istnieje g(IN), takie ze
rodzina operatoréw prawych odwrotnych R(N)4 N) jest ograniczona. O
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u w Bialymstoku - kontynuacja,




mgr Justyna Makowska

Wyciagniety wniosek potwierdza zauwazony w [4] czy [7] wptyw relacji wigk-
szy/mniejszy miedzy warto$ciami |a(z)| a |A| a wlasno§ciami spektralnymi ope-
ratora przesuniecia z waga, ktére sg powigzane z ograniczono$cig lub nieodgrani-
czono$cig wzgledem normy rodziny operatoréw odwrotnych.
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