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ALGORYTM ZNAJDOWANIA PROMIENIA POKRYCIA
SIECI FILTROW W PROBLEMIE DETEKCJI SLABYCH
PRAWIE MONOCHROMATYCZNYCH SYGNALOW

Jednym z problemoéw pojawiajacych si¢ podczas konstrukcji efektywnych
pokry¢ sieciowych przestrzeni parametrow sygnatow w detekcji stabych i prawie mo-
nochromatycznych sygnatldw w szumie jest znalezienie promienia pokrycia sieci, czyli
minimalnego promienia sfer, ktorych srodki sa zaczepione w weztach sieci i ktore daja
pokrycie przestrzeni bez dziur. W pracy przedstawiony zostat algorytm numerycznego
znajdowania promienia pokrycia dla sieci o weztach wyznaczanych przez zadane wek-
tory bazowe.

One of the problems in the design of effective banks of templates in the detec-
tion of weak and almost monochromatic signals in noise is to find covering radius of
a given grid, i.e. the minimum radius of the spheres which centered at the nodes of the
grid cover all space without holes. We present a numerical algorithm for finding the
covering radius of the grid defined by its base vectors.

1. Wstep

Problem detekcji stabych prawie monochromatycznych sygnatéw pojawia si¢
m.in. w analizie danych zbieranych przez obecnie pracujace interferometryczne detekto-
ry fal grawitacyjnych VIRGO!, LIGO? czy GEO600°. Spodziewamy si¢, ze gdy detektory
osiggna zaktadang czutosé, w zbieranych przez nie danych bgdzie mozna wykry¢ sygnat
wywotlany przejsciem przez detektor fali grawitacyjnej pochodzacej m.in. od rotujacych
gwiazd neutronowych w naszej Galaktyce. Poniewaz amplituda rejestrowanego przez
detektor sygnatu wywotanego przejsciem przez detektor fali grawitacyjnej jest wielo-
krotnie mniejsza od amplitudy szumu wystepujacego w detektorze, to do jego wykrycia
stosujemy teori¢ statystycznego wykrywania sygnalow w szumie.

W stosowane] przez nas metodzie filtru dopasowanego, wykrycie sygnatu po-
lega na (méwiac w pewnym uproszczeniu) filtrowaniu danych tym samym sygnalem,
ktory spodziewamy si¢ wykry¢. W przypadku wykrywania prawie monochromatycznych
sygnalow metoda ta sprowadza si¢ do problemu ekstremalizacji funkcji zwanej F-staty-
styka ze wzgledu na tzw. parametry fazowe sygnatu: bezwymiarowej czestotliwosci fali,
pierwszej pochodnej czgstosci oraz po dwoch parametrach i zwigzanych z potozeniem
zrodla fali grawitacyjnej na sferze niebieskiej (tzw. all-skysearches). Bezwymiarowe
parametry i definujemy nastgpujaco:

Wo = 2mfoTo, l.l.a
wy =mfol§ 1.1.b

gdzie jest czgstotliwosciag sygnatu wzieta w chwili 7=0. Poniewaz ekstremalizacj¢ tg
mozemy przeprowadzi¢ tylko w sposob numeryczny F-statystyke wyliczamy dla wielu

' http://www.cgo-gw.it/virgodescription/
2 http://www.ligo.caltech.edu/
3 http://www.geo600.org/
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mozliwych wartosci parametréw sygnatu. Wartosci parametrow, dla ktérych obliczamy
F-statystyke tworza dyskretny zbidr punktow - sie€ -w przestrzeni parametrow sygna-
hu(zwanej tez przestrzenig filtrow; jest to przestrzen kartezjanska, o osiach zwigzanych
z parametrami fazowymi sygnatu). Wartosci F-statystyki porownujemy z tzw. progiem.
Jesli dla pewnych wartosci parametréw F-statystyka przekroczy prog to wartosci te sa
estymatorami prawdziwego (wytworzonego przez przyrodg) sygnatu.

Jednak przestrzeni parametréw sygnatlu nie mozna probkowac¢ dowolnie gesto
gdyz wigze si¢ to z duzym kosztem czasowym zwigzanym z obliczeniem wszystkich
F-statystyk. W celu wyznaczenia optymalnego sposobu probkowania przestrzeni para-
metrow postugujemy si¢ poziomicami przyblizonej funkcji autokowariancji F-statystyki
otrzymanej z rozwinigcia w szereg Taylora doktadnej funkcji autokowariancji F-staty-
styki (pelna autokowariancja F-statystyki jest niewygodna w uzyciu ze wzgledu na swa
ztozonos¢). Poziomice przyblizonej funkcji autokowariancji majg ksztatt powierzchni
hiperelipsoidy ktorej srodkiem jest punkt nalezacy do przestrzeni parametrow sygnatu.
Jesli sygnat wyprodukowany przez przyrodg znajdzie si¢ wewnatrz hiperelipsoidyto taki
sygnal (z okreslonym prawdopodobienstwem) jestesmy w stanie wykry¢. Poniewaz zwy-
kle istnieje potrzeba probkowania przestrzeni parametrow sygnatu o objgtosci znacznie
wigkszej niz objetos¢ pojedynczej hiperelipsoidy, musimy pokry¢ przestrzen parametrow
sygnatu wieloma przystajacymi (nachodzacymi na siebie) hiperelipsoidamiw taki sposo-
b,aby dostac pokrycie przestrzeni bez dziur. Ograniczajac si¢ do pokry¢ sieciowych (tzn.
takich w ktorych punktami przestrzeni parametrow sa wezly sieci otrzymane z kombi-
nacji liniowej wektoréw bazowych) efektywnos¢ pokrycia hiperelipsoidami przestrzeni
parametrow mozna wyrazi¢ za pomoca tzw. gestosci pokrycia:

_ objetos¢ hiperelipsoidy
p= objetos¢ hiperkomérki elementarnej’ 1.2.

gdzie hiperkomorka elementarng jest 4-wymiarowy rownolegloscian rozpigty na
wektorach bazowych sieci. Im mniejsza gesto$¢ pokrycia, tym bardziej efektywna
sie¢ otrzymujemy (mniejszy koszt obliczenia F-statystyk dla wszystkich weztow sie-
ci). F-statystyk¢ mozna obliczy¢ dla wielu czestotliwosci na raz (ustalajgc parametry
wszystkie poza czestotliwoscia) wykorzystujac algorytm szybkiej transformaty Fourie-
ra. Algorytm szybkiej transformaty Fouriera wymaga, aby wezty sieci w przestrzeni
parametrow sygnatu uktadaly si¢ wzdtuz prostych w taki sposob, aby odleglos¢ migdzy
dwoma sasiednimi weztami byta réwna odlegtosci pomigdzy dwoma kolejnymi czg-
stotliwosciami Fouriera . W celu uproszczenia konstrukcji sieci filtrow problem pokry-
cia hiperelipsoidami zamienia si¢ na problem pokrycia hipersferami. Zamiana ta jest
mozliwa dzigki wykorzystaniu odwzorowania ,ktore przeprowadza wektor zaczepiony
w poczatku uktadu wspotrzednych oraz koncu na powierzchni hiperelipsoidy na wektor
ktorego koniec znajduje si¢ na powierzchni hipersfery o promieniu jeden. Odwzorowa-
nie to dziata na wszystkie wektory w tym i na wektor wigz wynikajacy ze stosowania
algorytmu szybkiej transformaty Fouriera. W wyniku otrzymujemy wektor wigz o tym
samy kierunku co przed przeksztalceniem (rownolegly do osi czgstosci) lecz o nowej
dhugosci. Gestos¢ pokrycia w przestrzeni z hipersferami mozna obliczy¢ ze wzoru:
2m/2R4
PRD = T D detEy 13,

gdzie R — jest promieniem sfery w d-wymiarowej przestrzeni, £ — macierza wektorow
bazowych (rozpinajacych komorkeg elementarng), /" — funkcja gamma Eulera.

W cyklu prac [1-5] pokazano, ze dla czasow obserwacji nie dtuzszych niz kilka-
nascie dni konstruujac siec filtrow mozna uzyc¢ uproszczony model sygnatu fali grawita-
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cyjnej. Uproszczony model sygnatu ma postac funkcji sinusoidalnej o statej amplitudzie
oraz fazie liniowej w parametrach fazowych:

h(t; ho,0,§) = ho sin(@(t; §) + o), 1.4.
gdzie hy — jest amplitudg sygnatu, Y, — faza poczatkowa, @ (t; §) — faza sygnatu rowna:

2

t t
29 = o + o1 () +am® +am®, s

gdzie pq(t) i p,(t) sa znanymi funkcjami czasu opisujgcymi potozenie detektora
wzgledem srodka ci¢zko$ci Uktadu Stonecznego; jest czasem trwania obserwacji. Kon-
struujac sie¢ filtrow wykorzystamy algorytm znajdowania promienia pokrycia, ktory
zostanie omowiony bardziej szczegotowo.

2. Algorytm znajdowania promienia pokrycia sieci filtrow*

Niech konstruowana sie¢ filtrow nosi nazwg S2. Konstruujgc sie¢ S2 rozwazy-
my deformacj¢ optymalnej, znanej wliteraturze sieci . Srodki hipersfer jednostkowych
wyznaczaja wezly sieci o nastgpujacych wektorach bazowych:

ol = =, ~1./576, -1 /573, - 1V5}, 1.6.a
02 = {zl_ﬁ, %Jﬁ/z 0, 0}; 1.6.b
03 = {%ﬁ,_%\/ﬁ, m, 0}; 1.6.c
o4 =, 1576, 1 /573, 1), 1.6.d

Wektory (1.6.a — 1.6.d) zaczepione w poczatku uktadu wspotrzednych wyznaczajg kra-
wedzie boczne 4-wymiarowego sympleksu o podstawie bedacej tréjwymiarowym czwo-
ro$cianem foremnym. W dalszej czgsci pracy wektory te nazywac bedziemy wektorami
krawedziowymi. Diugos¢ wektora obliczamy w ponizszy sposob:

1[va_] := Module[ {},Simplify[Sqrt[va.va]]] 1.7.

Obliczylismy, ze dtugos$é wszystkich wektorow krawedziowych wynosi V2.
Lista wektorow krawedziowych:

lo = {ol, 02, 03, 04}; 1.8.

Os$ w, jest osig symetrii wektorow krawedziowych, tzn. Istnieje taki obrot (wokot osi wy
), ktory przeprowadza jeden wektor bazowy w drugi. Z symetrii tej wynika, ze sktadowe
rownolegle do osi wgy wszystkich wektorow krawedziowych sg takie same. Rozwazmy
taka deformacje sieci, ktdra uzaleznia wektory krawgdziowe od dwoch parametrow:
dhugosci wektorow krawedziowych dkoraz kata a jaki tworzy dowolnie wybrany wektor
krawedziowy z osia . Sktadowe wektorow bazowych réwnolegte doosi wy:

hv = Apply[Plus, lo]/4; 1.9.

Wektory krawedziowe rozpinaja 4-wymiarowy sympleks o wysokosci
h=Sqrt[hv.hv] 1.10.

tym samym wektor jednostkowy w kierunku osi wg jest nastepujacy:

*  Algorytm znajdowania pokrycia zostal zapiany w j¢zyku programu Mathematica. Wektory wyrdznione

zostaty czcionkg pogrubiona.
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hp =hv/h 1.11.

Sktadowe wektorow krawedziowych w kierunku prostopadtym do osi wy:
al =ol - hy; 1.12.

a
a2 =02 - hv; 1.12.b
a3 =03 - hy; 1.12. ¢
a4 =04 - hv; 1.12.d

Wektory jednostkowe sktadowych prostopadtych do osi wy:
alp = al/ll[al]; 1.13.

a
a2p = a2/ll[a2]; 1.13.b
a3p = a3/ll[a3]; 1.13. ¢
adp = ad/1l[a4]; 1.13.d

Wymog korzystania z algorytmu szybkiej transformaty Fouriera wymusza deformacje
sieci (1.6.a — 1.6.d) w taki sposob, aby otrzymac¢ wektory bazowe z ktorych jeden jest
réwnolegly do osi wg 1 ma dlugo$¢ Awg,. Pierwszy wektor bazowy (rownolegty do osi wg )
otrzymujemy sumujac wszystkie cztery wektory krawedziowe. Na pozostate wektory
bazowe wybieramy ostatnie trzy wektory krawedziowe (1.6.b — 1.6.d). Wykorzystujac
wiaz Awg dhugos¢ kazdego z wektorow krawedziowych uzalezniamy od kata a:

dk[a_] := 1.14.

gdzie delpOprim = Awg,.
Sktadowa réwnolegta do osi wg, zalezna od kata a:

h2[a _]:= 1.15.
Sktadowe prostopadle do osi uzaleznione od kata o:

vbl[a ] :=h2[a 1.16 a

vb2[a_]: 1.16. b

vb3[o_]:=h 1.16. ¢

vb4[a_]:=h 1.16. ¢

W celu znalezienia promienia pokrycia sieci wyznaczamy wierzchotki 4-wymiarowe;j
komorki elementarnej znajdujgc wszystkie mozliwe kombinacje liniowe (o wspotczyn-
nikach zero lub jeden) wektoréw krawedziowych(1.16.a -1.16.d):

01  k0={0,0,0,0};

02 kl[o ] =
03 k2o ] :=
04 K3[a ]:=
05 kd[a_] =
06 k5[a ] :=
07 ké6[a_] :=
08 k7[a ] :=
09 k8[a ]:=
10 k9[a ] :=
11 k10[a ] :=
12 kll[o ] =
13 k12[a_] =
14 k13[a_] =

15 k14[o ] =k
16 k15[a_] = 1.17.
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Lista wszystkich szesnastu wierzchotkow 4-wymiarowej komorki elementarne;:

kk[o_] == {kO, k1[a], k2[a], k3[a], kd[a], k5[a], k6[a], k7[a],
k8[a], k9[a], k10[a], k11[a], k12[a], k13[a], k14[a], k15[a]};  1.18.

Ponizej utworzymy funkcje ktorej celem begdzie wyznaczenie najkrotszej odlegtosci
migdzy wybranym punktem, wskazywanym przez wektor n, a wierzchotkami komorki
elementarnej danej przez wektory (1.17).

01 ssfa ,x ,y ,z,u,vp ]:=

02 Module[ {qq, tt, v1, v2, v3, v4,kj},

03 vl =kl[a];

04 v2 =k2[a];

05 v3 =Kk3[a];

06 v4 = kd[a];

07 kj = kk[a];

08 qq = Table[(tt :=

09 Sqrt[tt.tt]), {i, 1, 16}];

10 {a, Min[qq], vp+ (V1 x + v2 y + v3 z + v4u)}]; 1.19

Funkcja przyjmuje sze$¢ parametrow: kat aoznaczony tutaj przez zmienng ,,a”, czte-
ry parametry ,,x”, ,.,y”, ,,z”, ,,u” odpowiadajace za wybor punktu wskazywanego przez
wektor n oraz wektor vp otrzymany z poprzednich iteracji programu opisanego ponizej.
Wektor n jest obliczany nastgpujaco:

n=vp + (vl x +v2y+v3z+vdu) 1.20.

Wektor ten zapiszemy jeszcze raz w nastgpujacej postaci:

d
11
(@) = 1 (@) + 3y 2 ) pop(@), @ €{-2,-1,0,1,2),
p=1 1.21.

gdzie m — oznacza krok iteracji (przyjmuje wartosci catkowite zaczynajace si¢ od war-
tosci m=1; wektor Mo — wyznacza geometryczny srodek komoérki elementarne;j
(wzory 1.16.a — 1.16.d), wektor V»(@ odpowiada odpowiednio (p=1, 2, 3, 4)
wektorom z rownania (1.16.a — 1.16.d). Funkcja (1.19) zwraca liste ztozong z trzech
wartosci: kata a, minimalnej odlegtosci migdzy wybranym punktem, wskazywanym
przez wektor n, a wierzchotkami komorki elementarnej oraz wektor n. Program wyzna-
czajacy promien pokrycia:

01 list = {};

02 Timing[Module[ {ww, a, i, J, k, q, sa, sb, dd, list0, m},

03 For[a=0.1,a <=n/2,

04 (list0 = ss[a, 0, 0, 0, 0, (k1[a] + k2[a] + k3[a] + kd[a])/2];
05 sa=-1/3; sb=1/3; dd = 1/6; list1 = {0, 0, 0};

06 For[m = 1, m<= mm,

07 (For[i = sa, i<=sb,

08 For[j =sa, j <=sb,

09 For[k = sa, k <=sb,

10 For[q = sa, q<=sb,

11 (ww =ssa, i, j, k, q, listO[[3]]];

12 Hww[[2]] > list1[[2]], list] = ww, 1]);
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13 q +=ddj;

14 k +=dd];

15 j+=dd];

16 i+=dd];

17 list0 = list1;

18 sa *=1/3; sb *=1/3; dd *=1/3);

19 m++];

20 list = Append[list, list0]);

21 a+=dda};]] 1.22.

W powyzszym programie (wydruk 1.22) najbardziej zewnetrzna petla jest petla po pa-
rametrze odpowiadajacym za wybor wartos$ci kata a. Wartosci kata zmieniaja si¢ od 0.1
do /2 z krokiem dda. Dla ustalonej wartosci kata a cztery wewngtrzne pgtle po ,,i”,
s K, »q 0dpowiadaja za probkowanie wnetrza komorki elementarnej (tzn. za wybor
punktu, wskazywanego przez wektor n). Jesli w wyniku probkowania zostanie znalezio-
ny punkt, ktorego odlegtos¢ do najblizszego wierzchotka jest wigksza niz dla poprzednio
znalezionego (tzn. dla innych warto$ci parametrow ,,i”, ,.j”, ,.k”, ,,q”) , to taki nowy
punkt (w postaci wektora n) jest zapisywany w liscie tymczasowe;j listl (wiersz12).
Lista listl przechowuje ponadto jako dwa pierwsze parametry kat a oraz minimalng
odlegto$¢ migdzy koncem wektora n a najblizszym wierzchotkiem komorki elemen-
tarnej. Lista listl (poczatkowo zainicjowana zerami) przechowywana jest nast¢pnie
w liscie list0 uzywanej w kolejnej iteracji. Poczatkowymi parametrami listy listO (patrz
wiersz 4-ty) sa:poczatkowa warto$c kata, cztery poczatkowe wartosci odpowiedzialne za
probkowanie wnetrza komorki elementarnej oraz wektor stanowiacy jej geometryczny
srodek (patrz rysunek Rys 1. a)). W pierwszej iteracji (m=1) parametry ,,i”, ,j”, ,,k”, ,.q”
przyjmuja wartosci z zakresu od sa=-1/3 do sb=1/3 z krokiem dd=1/6. W kolejnych ite-
racjach parametry sa oraz sb s3 mnozone przez 1/3 (linijka 8). Zapewnia to coraz ggstsze
probkowanie wngtrza komorki elementarnej (patrz wzor (1.21); Rys. 1 b) oraz nastepne).
Wyszukiwanie promienia pokrycia dla ustalonego kata przerywane jest w momencie
gdy parametr odpowiedzialny za iteracj¢ osiggnie pewng wczesniej ustalong warto$¢
catkowitg (wiersz 6). Przed przystapieniem do znalezienia promienia pokrycia dla kolej-
nej wartosci kata a wynik dotaczany jest na koniec listy list (przechowujacej wszystkie
rozwiazania — wiersz 20; lista ta jest zadeklarowana na samym poczatku programu).
Wynik dziatania programu dla przykladowej wartosci dhugosci wektora wigza Awp =
1/19235 zostat przedstawiony na Rys. 2. Warto$¢ kata a dla ktdrego promien pokrycia
wynosi R = 1 mozna wyznaczy¢ stosujac ztozenie algorytmu znajdowania promienia
pokrycia z algorytmen znajdowania miejsca zerowego funkcji monotonicznej metoda
bisekcji. Dla przykladowej wartosci dlugosci wektora wiaza Awo = 1/19235 optymalna
warto$¢ kata a wynosi:
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Rys. 1. Algorytm znajdowania promienia pokrycia dla sieci o zadanych wektorach bazowych.
Panele a) — d) stanowig ilustracj¢ dziatania algorytmu dla przypadku 2-wymiarowej
sieci.
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Rys. 2. Minimalny promien hipersfery R (o$ pionowa) w funkc]l k%taa gos glozwma) Wykres
przedstawia wyniki dla wektora wigza o dtugosci Awy =

Warto$¢ promienia (R=1) dla ktérego szukamy kata a wynika z zalozenia, ze
oryginalng przestrzen parametrow sygnatu o poziomicach funkcji autokowariancji beda-
cymi hiperelipsoidami przeksztalcamy w przestrzen o poziomicach bgdacymi hipersfera-
mi o promieniu zawsze rownym jeden. Wektory bazowe oryginalnej przestrzeni sygnatu
otrzymujemy dziatajac odwzorowaniem odwrotnym na wektory bazowe z przestrzeni
z hipersferami.

Wektory bazowe sieci S2 wybieramy w taki sposob, aby dla znalezionej warto-
$ci optymalnego kata pierwszy wektor byl suma wszystkich czterech wektoréow krawe-
dziowych (1.16.a — 1.16.d), pozostate trzy wektory bazowe wybieramy jako identyczne
z wektorami (1.16.b — 1.16.d). Otrzymujemy w ten sposob (ze wzgledu na symetri¢
wektorow krawedziowych wzgledem osi @Wo) macierz wektorow bazowych w ktorej
pierwszy wektor bazowy spetnia wigz (Awo = 1.19235) wynikajacy ze stosowania algo-
rytmu szybkiej transformaty Fouriera przy obliczaniu F-statystyk. Macierz generujaca
sie¢ S2 dla (Awo = 1.19235) ma nastepujaca postaé:

119235 O 0 0
0.29808  1.43017 0 0
0.29808 —0.476722 1.34837 0
0.29808 —0.476722 -—0.674186 1.16772 1.24.

C, =
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3. Whnioski

Algorytm znajdowania promienia pokrycia sieci hipersferami o minimalnym
promieniu pozwolit przy ztozeniu dtugosci wektora wigza 8@ = 1.19235 na otrzymanie
sieci S2 o gestosci pokrycia réznigcej sie od gestosci pokrycia sieci optymalne JA4 o nie-
cate 4%. Jest to wynik lepszy (patrz praca [5]) od istniejacych sieci (dla Awp = 1.19235)
o ponad 12%. Uzyskany wynik pozwoli skroci¢ czas przeszukiwania ustalonego obszaru
E{zestrzeni parametréw sygnahu przynajmniej o 12%. Ggstos¢ pokrycia sieci optymalnej

4
Pa; = 1.765529, 1.25.

Podstawiajac macierz generujaca (1.24) do rownania (1.3) otrzymujemy gestos¢ pokry-
cia sieci S2:
2

=——— = 183792,
Ps2 = ZldetCy(asy)l 1.26.

Otrzymana sie¢ S2 (w przestrzeni z hipersferami) nie zalezy od efemeryd (potozenia
detektora wzgledem $rodka masy Uktadu Stonecznego). W zwigzku z tym dla ustalone;j
dlugosci wektora wigza wystarczy obliczy¢ wektory bazowe sieci tylko raz. Wektory
bazowe oryginalnej przestrzeni filtréw mozna dzigki temu otrzymac bardzo szybko dzia-
fajac odwzorowaniem odwrotnym (zaleznym od efemeryd) na raz obliczone wektory
bazowe sieci S2 w przestrzeni z hipersferami.

Publikacja powstata w ramach realizacji Podlaskiego Funduszu Stypendialnego.
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