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Wstep

Niniejsza ksigzka jest podrecznikiem do przedmiotu Algebra liniowa
I wykladanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bialymstoku
W oparciu o nastepujacy program:

Aksjomaty ciala. Pojecie ciata liczbowego. Konstrukcja ciala
liczb zespolonych, ciato liczb zespolonych. Geometryczna inter-
pretacja liczb zespolonych, trygonometryczna postaé liczb zespo-
lonych, twierdzenie de Moivre’a, pierwiastkowanie liczb zespolo-
nych. Pojecie uktadu réwnan liniowych, uklad réwnan jednorod-
nych, rozwiazanie uktadu, metoda Gaussa rozwiazywania ukla-
déw réwnan liniowych. Wyznacznik i jego wlasnosci, twierdze-
nie Laplace’a. Twierdzenie Cramera. Rzad macierzy i operacje
na macierzach nie zmieniajace rzedu. Twierdzenie Kroneckera-
Capelli’ego. Mnozenie macierzy. Twierdzenie Cauchy’ego i jego
zastosowania. Pojecie przestrzeni liniowej. Podprzestrzenie prze-
strzeni liniowej. Kombinacja liniowa wektoréw. Liniowa niezalez-
no$é¢ wektoréw, baza i wymiar przestrzeni liniowej, wspéirzedne.
Lemat Steinitza. Wymiar przestrzeni i podprzestrzeni. Suma i
przeciecie podprzestrzeni, ich wymiary. Przestrzen ilorazowa, i
jej wymiar. Przeksztalcenia liniowe przestrzeni liniowych. Jadro
i obraz przeksztalcenia liniowego. Monomorfizm, endomorfizm,
epimorfizm, izomorfizm. Zasadnicze twierdzenie o izomorfizmach
przestrzeni liniowych.

Wieloletnie do§wiadczenia autora zwigzane z wyktadaniem algebry
liniowej pokazaly, ze przedmiot ten sprawia spore trudnosci studen-
tom. Okazalo sie, ze powyzszy program nie jest latwo zrealizowaé
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Wstep 9

w trakcie pietnastu wykladéw w sposéb przystepny dla stuchaczy bez
dysponowania dobrymi materiatami dydaktycznymi. Okazalo sie tez,
ze odsylanie studentéw do literatury nie jest (z wielu powodéw) sku-
tecznym rozwigzaniem problemu. Wlasnie dlatego powstal ten skrypt.
W oparciu o material tu umieszczony mozna sprawnie prowadzi¢ wy-
ktady ubogacajac je dodatkowymi przykladami, uwagami dydaktycz-
nymi, informacjami historycznymi, ciekawostkami, zadaniami, proble-
mami, itp.

W podreczniku liczbami naturalnymi bedziemy nazywali dodatnie
liczby catkowite, za$ sam zbidér wszystkich liczb naturalnych bedziemy
oznaczali przez N. Zatem N = {1,2,...}. Ponadto Ny = {0,1,2,...}.
Koniec dowodu oznaczamy symbolem [J. /

Autor dziekuje mgr Magdalenie Sobolewskiej za pomoc w skladzie
komputerowym tego podrecznika.

Autor
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Rozdziat 1

Pojecie ciala

1.1 Dzialanie w zbiorze

Definicja 1.1. Dzialaniem w niepustym zbiorze A nazywamy
kazde odwzorowanie zbioru A x A w zbiér A. Jezeli o jest dzialaniem
w zbiorze A ia,b € A, to o((a,b)) oznaczamy przez a o b i nazywamy
wynikiem dziatania o na parze (a,b).

Dzialania bedziemy oznaczali symbolami: o, -, +, @, itd.

Przyklad 1.1. Niech m > 1 bedzie liczba naturalng oraz niech
Z, ={0,1,...,m — 1}. W zbiorze Z,, okreslamy dodawanie modulo
m oznaczane przez ®,, i mnozenie modulo m oznaczane przez ®,, w
ten sposéb, ze dla dowolnych a,b € Z,,:

a ®,, b = reszta z dzielenia a + b przez m, (1.1)
a Om b = reszta z dzielenia a - b przez m. (1.2)

Np. 2042=0,2®s4 =1, itd. O

1.2 OkreSlenie ciata; przykltady cial

Niech K bedzie zbiorem posiadajacym co najmniej dwa elementy. Niech
+ i - beda dzialaniami w zbiorze K zwanymi odpowiednio dodawaniem

10




Pojecie ciala 11

i mnozZeniem oraz niech beda wyréznione w zbiorze K dwa elementy
nazywane zerem i jedynkq i oznaczane symbolami 0 i 1 odpowiednio.
Powiemy, ze K z tymi dzialaniami i wyréznionymi elementami 0, 1 jest
ciatem, jezeli spelnione sa nastepujace warunki (aksjomaty ciala):

Al. Va,beK a+b=>b+a.

A2. Ve (a+b)+c=a+(b+c).

A3. VaGK a+0=a.

A4. VoekTiexk a+2=0.

A5. Va,ng a-b=">b-a.

A6. Vopecx (a-b)-c=a-(b-c).

AT7. VYo a-1=na.

A8. Vopeck a-(b+c)=a-b+a-c

A9. Voex\{0)Tyex a-y = 1.

Podstawowym przykladem ciala jest ciato liczb wymiernych (ze
zwyklym dodawaniem i mnozeniem liczb). Oznaczamy je przez Q.

Zbior liczb rzeczywistych ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mno-
zenia tworzy cialo. Oznaczamy je przez R i nazywamy ciatem liczb
rzeczywistych.

Definicja 1.2. Kazdy podzbiér K ciala R zawierajacy liczby 0, 1,
ktéry jest cialem ze wzgledu na zwykle dodawanie i zwykle mnozenie
liczb rzeczywistych (obciete do K) nazywamy ciatem liczbowym.

Stwierdzenie 1.1. Podzbior K C R jest ciatem liczbowym wtedy
i tylko wtedy, gdy 0,1 € K oraz dla dowolnych a,b € K: a—b € K
i dla dowolnycha € K, be K\ {0}: § € K.

Dowdéd =>. Z zalozenia 0,1 € K. Wezmy dowolne b € K. Wtedy
istnieje x € K takie, ze b+ x = 0, skad —b € K dla kazdego b € K.
Niech a,b € K. Wtedy —b € K, wieca—b=a + (-b) € K. Wezmy
dowolne b € K \ {0}. Wtedy istnieje y € K takie, ze b-y = 1,
skad ¢ € K dla kazdego b € K \ {0}. Zatem dla dowolnych a € K,
be K\ {0} mamy, ze $§ =a-¢ € K,boa,;€K.

<. Z zalozenia mamy, ze 0,1 € K. Wezmy dowolne a,b € K.
Wtedy —b = 0 — b € K, wiec aksjomat A4 jest spelniony w K oraz
a+b=a—(-b) € K, czyli dodawanie jest wykonalne w K. Poniewaz
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aksjomaty A1-A3 sa spelnione w R, wiec tym bardziej sa one spetnione
w K. Niech b € K \ {0}. Wtedy 1 € K, bo 1 € K. Wynika stad, ze
aksjomat A9 jest spelniony w K. Wezmy dowolne a € K, b € K\ {0}.
Wtedy a-b = a- 1 € K, gdyz 3 € K. Ponadto dla a € K jest
a-0=0¢K, wiecb mnozenie jest wykonalne w K. Stad aksjomaty
A5-AS8 tez sa spelnione w K i ostatecznie K jest ciatem. [

Przyklad 1.2. Niech d > 1 bedzie liczba naturalna, ktéra nie
jest podzielna przez kwadrat liczby pierwszej (np. 2,3,5,6,7,10, itd.).
Wéwezas zbiér Q(vVd) = {z + yv/d : z,y € Q} jest ciatem liczbowym,
bo0=0+0-vd, 1 =1+0-vdoraz dla z;, 22, y1,y2 € Q:

(z1 + y1Vd) — (32 +y2Vd) = (31 — 22) + (31 — y2)Vd € Q(Vd),
bo 1 — T2, y1 — Y2 € Q. Zauwazmy tez, ze dla dowolnych z,y € Q:

t4+yVd=0oz=y=0. (1.3)

Rzeczywiscie, jesli z + yv/d = 0, to dlay # 0, Vd = —g € Q, wiec
istnieja wzglednie pierwsze liczby naturalne a, b takie, ze Vid = 7, skad
b’d = a®. Aled > 1, wiec a > 11 istnieje liczba pierwsza p taka, ze p|a.
Zatem p?|bd oraz p nie dzieli b, gdyz liczby a i b sa wzglednie pierwsze,
czyli stad p?|d i mamy sprzeczno$¢ z okreSleniem liczby d. Zatem y =0
i w konsekwencji x = 0. Jedli zas§ z = y = 0, to oczywiscie z4+yvVd = 0.

Niech teraz z1, s, Y1, Y2 € Q beda takie, ze o + y2v/d # 0. Wtedy

; _ : T1+y1Vd (Tt Vd) (@2 —yavVd)
z (1.3) mamy, ze T — yov/d # 0, wiec o2+y2Vd (z2+y2V/d)(c2—y2Vd)

(@122—y1y2d)+ (Y122 —2192)Vd _ TiZy—yypd | wTa-Tin /o ¢ Q(\/c—i) Zatem

z3—dy3 z3—dy3 z2—dy3

na mocy stwierdzenia 1.1, Q(v/d) jest ciatem liczbowym. O

Przyklad 1.3. Zbiér {z + yv/2 : 2, € Q} nie jest cialem liczbo-
wym, gdyz mozna pokazaé, ze v/4 = /2- /2 nie nalezy do tego zbioru.
d

Przykilad 1.4. Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Woéw-
czas zbiér Z, z dzialaniami @, i ®, okreSlonymi w przykladzie 1.1
i z wyréznionymi elementami 0, 1 tworzy cialo, ktére ma dokladnie p-
elementéw. W dowodzie tego faktu wykorzystuje sie tzw. twierdzenie
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o dzieleniu z resztq, z ktérego wynika, ze dla dowolnej liczby calko-
witej a istnieje dokladnie jedna para (g,r) liczb calkowitych taka, ze
a=q-p+rir € Z, Wezmy dowolne a,b € Z,. Z przemiennosci do-
dawania i z przemiennoSci mnozenia liczb catkowitych od razu wynika,
ze a®pb=0®paia®,b=>bO,a Ponadto

a @, 0 = [reszta z dzielenia a + 0 = a przez p| = q,

a ®p 1 = [reszta z dzielenia a - 1 = a przez p] = a.

Jezeli a # 0, to a > 0, wiec p — a € Z, oraz
a @, (p — a) = [ reszta z dzielenia a + (p — a) = p przez p| =0

i0®,0 = 0, wiec aksjomat A4 jest spelniony. WeZzmy dowolne a, b, c €
Z,. Wtedy istnieje g, € Z takie, ze a + b = q:p + a ®p b. Ponadto
istnieje g; € Z takie, ze (a ®p b) + ¢ = gp + [(a &, b) B, ¢], wiec
a+b+c=(q1+ q)p+[(a®,b) &, ], czyli

(a @, b) @, c = reszta z dzielenia a + b + c przez p.

Podobnie pokazujemy, ze a®, (b®,c) = reszta z dzieleniaa + b + ¢
przez p, wiec (a @, b) ®p ¢ = a B, (b @, ¢). Zupelnie analogicznie
dowodzimy, ze (a®pb) Opc = a®, (bO,c) oraz a®, (bDyc) = a©,bP,
a ®p c. Wezmy teraz dowolne a € Z, \ {0}. Zauwazmy, ze elementy
a®,0,a0,1, ... ,a0,(p—1) sa parami rézne, gdyz inaczej istnieja liczby
catkowite z,y € {0,1,... ,p— 1} takie,ze z > yoraz a ©, z = a ®, y,
skad plaz — ay, czyli pla(z — y). Ale p nie dzieli a, wiec pjz — y. Lecz
x —1y jest liczba naturalna mniejsza od p, wiec mamy sprzecznos$c. Stad
wynika, ze {a ©,0,aG,1,...,a0,(-1)} ={0,1,... ,p— 1}, wiec dla
pewnego t € Z, jest a®,t = 1. Zatem aksjomat A9 tez jest spetniony
i ostatecznie Z, jest ciatem. [

Przyklad 1.5. Nie istnieje cialo, ktére ma 6 elementéw, ale ist-
nieja ciata 4-ro i 8-mio elementowe. [J
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1.3 Wlasnosci dzialan w ciele

Niech (K, +,-,0,1) bedzie dowolnym ciatlem. Wéwczas zachodza
nastepujace wlasnosci:

Wilasno$¢ 1.1. Prawa skracania réwnosci:

(a)jeSlia+c=b+c toa=b,

(b) jeSlia-c=b-cic#0,toa=0.

Dowéd. (a). Z A4 istnieje t € K takie, ze c +t = 0, wiec
(a+b)+t=(b+c)+t skad z A2: a+ (c+1t) =b+ (c+ 1), czyli
a+0=b+0iz A3: a=0b.

(b). Z A9 istnieje y € K takie, ze c-y =1, wiec (a-¢)-y=(b-¢c) -y,
skad z A6,a-(c-y)=0b-(c-y),czylia-1=0b-1, a wiecz A7, a = b.
O

Wilasnoé§é 1.2. Element z z A4 jest wyznaczony jednoznacznie
przez element a.

Dowdéd. Niech y € K bedzie takie, ze a +y = 0. Wtedy a +y =
a+ x, skad z Al i wlasnoéci 1.1(a) mamy, ze y = z. O

Uwaga 1.1. Ten jedyny element x z A4 nazywamy elementem
przeciwnym do a i oznaczamy przez (—a). Poniewaz z Al: (—a)+a =
0, wiec a jest elementem przeciwnym do (—a) i mamy wzér:

—(—a) = a.

Wlasnoéé 1.3. a-0=0.

Dowéd. Z A3: 0=0+0,wieca-0=a-(0+0)=a-0+a-0, na
mocy A8. Stadz A3i Al: 0+a-0=a-0+a-01iz wlasnosci 1.1(a),
a-0=0.0

Wtiasnoéé 1.4. 0 # 1.

Dowdéd. Poniewaz zbidr K ma co najmniej dwa elementy, wiec
istnieje a € K takie, ze a # 0 i wtedy z A7: a = a -1 oraz z wlasno$ci
1.3:a-0=0+#a, wiec0# 1. O

Wtiasnoéé 1.5. Element y z A9 jest wyznaczony jednoznacznie
przez element a.
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Dowéd. Niech z € K bedzie taki, ze a - z = 1. Wtedy na mocy
A5, z-a=y-aia#0, wiec na mocy wlasnosci 1.1(b), z = y. O

Uwaga 1.2. Ten jedyny element y z A9 nazywamy elementem
odwmtnym do elementu a # 0 i oznaczamy przez a™' lub %. Jedli
al=0,tol=a-a'=a-0=0, namocywlasnosc11310=1
wbrew wtasnosci 1.4. Zatem a™ # 0 oraz z A5, a™!-a = 1, czyli a jest
elementem odwrotnym do elementu a™! i dla dowolnego a # 0 mamy
wzOr:

(a1t =a.

Wtasnosé 1.6. (—a)-b=a-(—b) = —(a-b) oraz (—a)-(—b) = a-b.
Dowéd. Na mocy A8 i whasnoéci 1.3 mamy, ze a - (—=b) +a-b =
a-(b+(=b)) =a-0=0, wiec a- (—b) jest elementem przeciwnym do
a-b, czylia-(—b) = —(a-b). Stad i z A5 mamy, ze (—a)-b="b-(—a) =
~00) = ~(a-1) o (=) (=) = ~[(~0) ] = ~[~(a- ) =a b

Odejmowanie w ciele K okreslamy nastepujaco:
a—b% a+(-b). (1.4)

Wtlasnos$é¢ 1.7. a- (b—c)=a-b—a-c.
Dowdd. Z (1.4), A8 i z wlasnosci 1.6 mamy, ze a - (b —¢) =
a-(b+(=c)=a-b+a-(-¢)=a-b+[-(a-¢))=a-b—a-c. O

Dzielenie przez niezerowe elementy b w ciele okreslamy nastepujaco:

%déf a bl (1.5)

Wtasnos$é 1.8. Jezelia #0ib#0,toa-b#0.

Dowé6d. Wezmy dowolne a,b € K \ {0}. Jezeli a-b = 0, to na
mocy A5 i wlasnosci 1.3, a - b = 0 b, skad a = 0 na mocy wihasnosci
1.1(b) i mamy sprzecznosé. Zatem a -b# 0. [J

Uwaga 1.3. Niech a,b € K\ {0}. Wtedy z wlasnosci 1.8 jest
a-b#0oraz (a-b)-(2-3)=(a-%)-(b-3)=1-1=1, wiec mamy
wzor:
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_1

A .
ab a

=

W ciele K mozemy okresli¢ iloczyn elementu a € K przez dowolna
liczbe calkowita n w nastepujacy sposéb:

ata+...+a , gdy n jest liczba naturalng

n-a®) o0 , gdy n=20
(=a)+(-a)+...+(-a) , gdy n<O

In]

(1.6)

Mozna wykazaé (jest to zmudne), ze dla dowolnych liczb catkowi-
tych m, n i dla dowolnych a,b € K zachodza wlasnoci:

Wtlasno$é 1.9. na + ma = (n + m)a oraz na — ma = (n — m)a.
Wtlasnoéé 1.10. n(ma) = (nm)a.

Wtasnoéé 1.11. (na) - (mb) = (nm)(a - b).

Wtlasno$é 1.12. na + nb = n(a +b).

W ciele K mozemy tez okresli¢ catkowita nieujemna potege dowol-
nego elementu a € K przyjmujac, ze

a® =1 . (1.7)
a"=g-a-...-a dlanaturalnych n. (1.8)

n

Przez prosta indukcje mozna wykazaé, ze wéwczas dla dowolnych
m,n € Ny oraz dla dowolnych a,b € K zachodza wzory:

Wtasno$é 1.13. a™ - a™ = a™*™.
Wtlasno$é 1.14. (a™)™ = a™™.

Wilasno$é 1.15. (a-b)" =a™ - b".

n
Wtiasnoéé 1.16. (a +b)" = ( " > a™ k. bk,
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Dla niezerowych elementéw a ciala K mozemy rozszerzy¢ definicje
(1.7)-(1.8) na wszystkie liczby calkowite n w ten sposéb, ze dla n < 0:

a” = (zli) ”". (1.9)

Mozna wykazaé, ze wéwczas wlasnoécei 1.13-1.15 sa prawdziwe dla do-
wolnych liczb catkowitych m, n i dla dowolnych a,b € K \ {0}.

Zdigitalizowano i udostepniono w ramach projektu pn.
Rozbudowa otwartych zasobéw naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku - kontynuacja,
ki” Ministra Edukacji i Nauki
na podstawie umowy BIBL/SP/0040/2023/01
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Rozdzial 2

Ciato liczb zespolonych I

2.1 Konstrukcja ciala liczb zespolonych

W zbiorze R x R wprowadzamy dzialania + i - przy pomocy wzordw:

(al,bl) + (02,62) = (a1 + ag,bl -+ bz), (21)

(al,bl) . (GQ,bg) = (Gq Qg — bl . bz,al . bz + ag * bl), (22)

dla dowolnych a;, as, by, bs € R.

Twierdzenie 2.1. Struktura algebraiczna (C,+, -, (0,0), (1,0)) two-
rzy ciato.

Dowé6d. Sprawdzamy kolejno prawdziwos$é wszystkich aksjomatéw
ciata. Niech a, b, a;, as, as, by, by, b3 beda dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi.

A1l. Na mocy wzoru (2.1) i przemiennosci dodawania liczb rzeczy-
wistych
(az,b2)+(a1,b1) = (a2+a1,b2+bl) = ((L1+a2,b1+b2) = (al,b1)+(a2,bg).

A2. Namocy wzoru (2.1) i lacznoséci dodawania liczb rzeczywistych
[(al, b1> -+ (az, bz)] -+ (a3,b3) = ((l] -+ ag,bl + bg) -+ (03, bg) =
([a1 +a2] + as, [b1 + bz} +b3) = (a1 + [(Lz +a3], by + [bz + b3]) = (al, bl) +
(ag + az, by + bg) = (0,1, bl) + [(az, bz) -+ (a3, bg)]

18
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A3. Na mocy wzoru (2.1) i tego, ze 0 jest elementem neutralnym
dodawania liczb rzeczywistych (a,b) + (0,0) = (a + 0,b + 0) = (a, b).

A4. Na mocy wzoru (2.1) (a,b)+(—a, —b) = (a+(—a),b+ (b)) =
(0,0).

A5. Na mocy wzoru (2.2) i przemiennosci mnozenia liczb rzeczy-
wistych (ag, b2) - (a1,01) = (ag-a; — by - by,a2-by + a1 - by) =
(a1 a3 — by - by, a1 - by +ay - by) = (ay,b1) - (az, by).

A6. Na mocy wzoru (2.2), lacznodci i przemiennosci mnozenia
liczb rzeczywistych, a takze rozdzielnosci mnozenia liczb rzeczywistych
wzgledem dodawania (odejmowania) liczb rzeczywistych
[(a1,b1) - (az,b2)] - (a3, b3) = (a1as — biba, a1y + agby) - (as, bs) =
([a1a2 - ble] Qg — [a1b2 + azbl] . b3, [a1a2 - b1b2] . b3 +as- [a1b2 + azbl]) =
(a1a2a3 - b] b2a3 - a1b2b3 - a2b1b3, alagbg - b1b2b3 + a3a1b2 + a3a2b1) oraz
(a1,b1) - [(a2, b2) - (a3, b3)] = (a1, b1) - (azas — babs, agbs + asby) =
(CL1 . [a2a3 - bzbg] — b1 . [a2b3 + a3b2], a- [a2b3 + a3b2] + [a2a3 - bzbg] . bl) =
(alagag - a1b2b3 - b1a2b3 - blagbg, alagbg + alagbz + CLQClgbl — bzbgbl).
Zatem ((11, bl) . [(ag, bg) . (a3, b3)] = [(al,bl) . (0,2, bz)] . (0,3, b3)

A7. Na mocy wzoru (2.2) i réznych praw dzialan na liczbach rze-
czywistych (jakich?) (a1,b1) - (a,0) = (a;-a—by-0,a;-0+a-b;) =
(a-ay,a-by), wiec w szczegélnodci dla a = 1: (a1, by) - (1,0) = (a1, by),
gdyz 1 jest elementem neutralnym mnozenia liczb rzeczywistych.

A8. Na mocy wzoréw (2.1) i (2.2) oraz réznych praw dziatan aryt-
metycznych na liczbach rzeczywistych (jakich?)

(al, bl) . [(0,2, b2) + ((Lg, b3)] = (al, bl) . (CLQ + as, b2 + b3) =

(a1 . [a2 + Cl3] — by - [bz + b3],a1 . [bg + bg] + [a2 + (1,3] . b1) =

(a1a2 + aja3 — b1b2 - b1b3, a1b2 + a1b3 + a2b1 + a3b1) =

(a1a2 — blbz, a1b2 +a2b1) + (a1a3 — b1b3, a1b3 +a3b1) = (0,1, bl) . ((1.2, bz) +
(al, bl) : (03, bs)-

A9. Niech (a,b) # (0,0). Wtedy a # 0 lub b # 0, skad a® +b% > 0.
Zatem liczby %57 1 ﬁ sa dobrze okreSlone oraz ze wzoru (2.2)

(a', b)'(ﬁf? ;ﬁ:_bT = (a'afilﬂ _b'a(z__:gzyaa%;bbl? a2ibz b) = (%70) =
(1,0). O

Otrzymane w ten spos6b cialo oznaczamy przez C i nazywamy
cialem liczb zespolonych. Elementy ciala C nazywamy liczbami




20 Wyklady z algebry liniowej I

zespolonymi i oznaczamy literami: z, w, z;, 2o itd. Geometrycznie
liczby zespolone mozna wiec traktowac jako punkty na plaszczyznie.
Ze wzoru (2.1) wynika, ze liczby zespolone dodajemy analogicznie jak
wektory na plaszczyzZnie zaczepione w poczatku uktadu wspétrzednych.
Z tego powodu liczbe zespolona (a,b) mozemy utozsami¢ z wektorem
o poczatku w punkcie (0, 0) i koficu w punkcie (a,b). Interpretacja geo-
metryczna mnozenia liczb zespolonych jest bardziej zlozona (podamy
ja pozniej).

Z okreslen (2.1) i (2.2) i z dowodu twierdzenia 2.1 wynika od razu,
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b

(a,0) = (b,0) @ a=0b,
(a,0) + (b,0) = (a + b,0),
(a,0) - (b,0) = (a-b,0),
'“(a” O) = (—a’70)7
(a,0)"' = (%,0) dlaa # 0.

Z tego powodu dla liczb rzeczywistych a mozna dokonaé utozsa-
mienia:
(a,0) = a. (2.3)

Przy takim utozsamieniu R C C.
Liczbe zespolona

i=(0,1) (2.4)
nazywamy jednostkaq urojonq. Zachodzi dla niej bardzo wazny wzor:
2 = —1. (2.5)

Rzeczywiscie, na mocy wzoru (2.2):

Z dowodu twierdzenia 2.1 dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b
mamy, ze (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a+ bi. Zatem
dla a,b € R mozna dokonaé¢ utozsamienia:

(a,b) = a + bi. (2.6)

ialymstoku - kontynuacja,
” Ministra Edukacji i Nauki
2023/01



Cialo liczb zespolonych I 21

Otrzymujemy w ten sposéb postaé algebraicznag a+ bi liczby zespolonej
(a,b).

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych zapisanych
w postaci algebraicznej wykonuje sie zatem tak samo jak dodawanie,
odejmowanie i mnozenie wielomianéw zmiennej i, przy czym nalezy
pamieta¢ o tym, ze w miejsce i? nalezy zawsze podstawi¢ (—1). Np.
(1424)-(3—1) = 3—i4+6i—2i* = 345i+2 = 5+54, (1421)+(3—1) = 4+,
(1+2)—3—1)=-2+3i.

Natomiast przy dzieleniu liczb zepolonych wygodnie jest wykorzy-
stywaé tzw. liczby sprzezone. Jezeli a i b s liczbami rzeczywistymi, to
liczbq sprzezong do liczby z = a+ bi nazywamy liczbe Z = a — bi. Wéw-
czas z-Z= (a+bi) - (a—bi) =a? - 0?2 =a? - b (1) = a®> +b> € R.
Zatem aby podzielié¢ liczbe zespolona w przez liczbe zespolona
z # 0 nalezy licznik i mianownik ulamka % pomnozy¢ przez
liczbe sprzezona z mianownikiem tego ulamka, czyli ¥ = 22 =

2z
w3z Np 243i _ (243d)-(1=4) _ 2—-243i—3i> __ 24443 __ 5 + L
. 50

a?+b2" 1+ (+)-(—) — ~ 12412~ 2 T 2

Przyklad 2.1. Wyznaczymy wszystkie liczby zespolone z spel-
niajace rownanie:

(1+2) - (z—1)+(41-3)-1—i-2)+1+Ti=0.

Mamy, ze (1 + 2i) - (=i) = —i — 2+ (—=1) = 2 — i oraz (4i — 3) - (—i) =
—4 - (—1) + 37 = 4 + 3i. Zatem nasze réwnanie przybiera postac:

(142)-24+2—i+4i—-3+(4+3i)-2+1+7 =0,

czyli

(5+57) -z =—101.
Zatem z = F¥ = 72 = _fifl“zi) = =42 = ] - .Stad jedynym
rozwigzaniem naszego réwnania w liczbach zespolonych jest z = —1—:.
(]

Jezeli a, b sa liczbami rzeczywistymi oraz z = a+ bz, to czesciq rze-
czywistq liczby zespolonej z nazywamy liczbe re(z) = a, za$ czesciq

ontynuacja,
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urojong liczby z nazywamy liczbe (rzeczywista!) im(z) = b. Np.
re(i) = 0 oraz im(i) = 1. Latwo zauwazy¢, ze re(z+w) = re(z)+re(w)
dla dowolnych liczb zespolonych z, w. Ponadto z tych oznaczen wy-
nika natychmiast, ze dwie liczby zespolone zapisane w postaci
algebraicznej sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesci
rzeczywiste sa réwne i ich czeséci urojone sa réwne.

Przyklad 2.2. Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste z, y
takie, ze

z-(1—-19)-2+1)+2y-(2—14)%=—6+ 8.

W tym celu obliczamy najpierw (1—14)-(2+14) = 2+i—2i—(—1) = 3—1
oraz (2—1)? = 4—4i+(—1) = 3 —44. Zatem nasze réwnanie przybiera
postac:

z-(3—14)+y-(6—8i)=—6+8i,
czyli
(3z + 6y) + (—z — 8y) - i = —6 + 8i.

Zatem z poréwnania czesci rzeczywistych i urojonych uzyskujemy, ze
liczby =, y musza spelnia¢ uktad réwnan:

{ 32+ 6y=—6

—r— 8y=2~8
Z drugiego réwnania wyliczamy z = —8y — 8 i podstawiamy do réw-
nania pierwszego. W ten sposéb uzyskamy, ze y = —1 oraz x = 0. [J

Modutem liczby zespolonej z = a + bi, gdzie a,b € R nazywamy
liczbe rzeczywista nieujemna

|z| = Va? + b2 (2.7)
Z tych okreslen mamy od razu, ze

re(z) < |z| oraz im(z) < |z, (2.8)

z-Z=|z|% (2.9)

alymstoku - kontynuacja,
Ministra Edukacji i Nauki
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2.2 Wilasnosci sprzegania liczb zespolonych

Wlasnos§é 2.1. z1+ 20 +... +2n =21+ 22 + ... + Z,.

Dowdéd. Istnieja liczby rzeczywiste ay,... ,a,,by,... ,b, takie, ze
ze =ap +bhidlak =1,...,n Zatem z + ...+ 2, = (a1 + by7) +
vt (nbpt) = (a1 4. Han)+ (4. +by)i, skad 2y + ...+ 2, =
(a1+—}—an)——(b1++bn)zorazz_1++Z:(a1—b1z)++
(@n — bpt) = (a1 + ...+ an) — (b1 + ...+ by)i, skad mamy teze.[]

Wtlasno$é 2.2. z7 23 - ... 2n =21 22" ... " 25

Dowdd. Dla n = 2 istnieja liczby rzeczywiste a1, ag, by, by takie, ze
21 = a1+bii oraz 2z, = ag+byi. Stad 21-29 = (@1a2—b1b2)+(a1by+asby )i,
czyli z1 - 22 = (a1a2 — biba) — (arbe + agby)i oraz z7 - zZ3 = (a; — byi) -
(@2 — ba3) = (araz — biba) — (a1by + agby )i, czyli teza zachodzi dla n = 2.
Zalézmy teraz, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n. Wéwczas

dla liczb zespolonych zi, ..., z,, 2,41 na mocy pierwszej czesci dowodu
mamy, ze 21 - ... 2n Zntl = (21 -+ 2n) " Zn41l = 21 -+ Zp * Znals
wiec na mocy zalozenia indukcyjnego z1 .. 2z, " Zpy1 = Z1 ... 25 -

Znt1- Stad na mocy zasady indukcji mamy teze.(

Wilasnoéé 2.3. 2" = (2)".
Dowéd. Wystarczy w poprzednim wzorze podstawié

z2=2z1=...= z,.00

Wlasno$é 2.4. Gj =2, w#0.
Dowdd. Poniewaz w # 0, wiec tez W # 0 (dlaczego?). Z wlasnosci
22mamy, zezZ=w- 3 =w- (i), skad po podzieleniu obu stron przez

w uzyskamy teze.[]

2.3 Wlasnosci modutu liczb zespolonych

Wiasnoéé 2.5. |21 22+ ... 22| = |z| - |z2] - - .- - |2l

Dowéd. Na mocy (2.9) i whasnosci 2.2: |z1-...-2n|* = (21°.. .- 20)-
(21 2n) =210 2 BT = (20FD) (20 n) = |21]%-. . | zal?,
skad po spierwiastkowaniu obu stron uzyskamy teze.[]
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Wlasnosé 2.6. |Z| = 'J—;%, w # 0.

Dowdd. Poniewaz w # 0, wiec tez |w| # 0 (dlaczego?). Na mocy
wlasnosci 2.5 |2| = |w- 2| = |w| - | Z|, wiec po podzieleniu obu stron
przez |w| uzyskamy teze.OI

Wiasno$é 2.7. [2"] = |2|" .

Dowéd. Wystarczy podstawi¢ z = z; = ... = 2, w wlasnosci
2.5.00

Wtiasno$é 2.8. |21+ 22+ ... + 2| < |2z1| + |z2] + ... + |2z0].

Dowdéd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Niech n = 2. Jesli
21 + 2z = 0, to nasz wzér zachodzi. Zalézmy dalej, ze 2, + 29 # 0.

Wtedy |21 + 22| > 0. Ponadto 1 = re (—iL + —32——) =re (—ﬂ——) +
21 22 |21|

z21+22 z1+22 21422
2 ) < —
re (21+Z2) = |z1+22 z1+22 [21+22]

obu stron przez |z; + 23| uzyskamy teze dla n = 2.

+ |z,lzfi2|’ skad po pomnozeniu

Zalézmy teraz, ze nasza nieréwno$¢ zachodzi dla pewnej liczby na-
turalnej n i niech z,... ,2,+1 beda dowolnymi liczbami zespolonymi.
Wéwezas z pierwszej czeSci dowodu i z zatozenia indukcyjnego mamy,
ze |21+ ...+ zpp] = (214 o+ 20) F 2] S|z 2| 2] <
|21]+. . .+ |2n|+|2n+1], czyli nasza nieréwnos¢ zachodzi dla liczby n+1.

Stad na mocy zasady indukcji mamy teze.[]

Wiasnoéé 2.9. |z — w| = odleglosé punktu z od punktu w.

Dowdd. Istnieja liczby rzeczywiste ay, as, by, by takie, ze 2z = a; +
bt = (ay,b1) oraz w = az + byt = (ag, be). Ponadto z —w = (a1 —as) +
(b1 — ba)i, wiec |z — w| = /(a1 — ag)? + (b — b)?. Zatem z geometrii
analitycznej mamy teze.[

Zdigitalizowano i udostgpniono w ramach projektu pn.
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2.4 Pierwiastek kwadratowy z liczb
zespolonych

Funkcje znak liczby rzeczywistej x okreslamy nastepujaco:
1 jesli z>0
sgn(z) = 0 jesi z=0 . (2.10)
-1 jesli z<0

Latwo zauwazy¢, ze |z| = sgn(z)-z dla kazdego = € R oraz (sgn(z))? = 1
dla z # 0. ‘

Niech w = = + yi, gdzie z,y € R. Wtedy w? = (z + yi)? =
%+ 2zyi + y? - (1) = (22 — y?) + 2zyi. Zatem dla a,b € R:

2—y’=a

2 .
w -—a+bz¢>{ dry=b (2.11)
Twierdzenie 2.2. Niech a,b € R oraz
Va jesli b=0ia>0
w=1{ V—a-i jesli b=0ia<0
\ Y ey gan () -\ /YEEEe L jedli b # 0
(2.12)

Wtedy w? = a + bi. Ponadto {z € C: 22 = a+ bi} = {w, —w}.
Dowéd. Dlaa > 0ib = 0 mamy, ze (va)> =a = a+bi. Dla

a<0ib=0jest —a > 0oraz (v/—a-i)?=(—a) (1) =a=a+b.

Dla b # 0 mamy, ze va?+b> £ a > 0. Oznaczmy z = —————~""2;"2+“,

y = sgn(b) -/ LEEE=0 Wiedy 12 —y? = Yeiibita  Valiboa — g orag

2zy = 2sgn(b) - \/‘/“2’;"2“ L Y4B = 95gm(b) - ‘/2—1’—2 = sgn(b) - |b| = b.
Zatem z (2.11) mamy, ze (z+yi)*> = a+bi. Koifczy to dowdd pierwszej
czesci twierdzenia.

Zauwazmy, ze (—w)? = w? = a + bi. Jesli za$ z € C jest takie, ze
22 =a+bi to2? =w? skad 0 = 22 — w? = (z — w) - (2 + w), wiec
z = w lub 2 = —w. Zatem twierdzenie jest udowodnione.[]

ialymstoku - kontynuacja,
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Liczbe zespolona w nazywamy pierwiastkiem kwadratowym z liczby
zespolonej z, jezeli w? = 2. Twierdzenie 2.2 méwi zatem, ze z kazdej
liczby zespolonej mozna wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy i podaje
wzory na te pierwiastki. Czasami pierwiastek kwadratowy z liczby
zespolonej z oznaczamy przez /z, ale nalezy byé bardzo ostroznym
przy stosowaniu tego oznaczenia.

Z twierdzenia 2.2 wynika tez, ze dowolne rownanie kwadratowe
az’ +bz+c=0, (2.13)

o wspélczynnikach zespolonych a,b,c, a # 0 posiada pierwiastek ze-
spolony. Mianowicie oznaczmy A = b?> — 4ac. Wtedy istnieje liczba
zespolona w taka, ze w? = A. Ponadto az?+bz+c=a-[2?+ 22+ ¢ =
2 - 2
a-[(o+ 32 ~ i + il = a- (e )" - ] = a-[(o+ )7 - 5] =

2o . 4t .o L 2al .
a-(z4 5=+ %) (z+ % 7=), skad wynika, ze wszystkimi pierwiastkami
zespolonymi réwnania (2.13) sa:

z = “g;“’ oraz 2, = ‘g%
Zdigitalizowano i udostgpniono w ramach projektu pn.
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Rozdziat 3

Cialo liczb zespolonych 11

3.1 Postaé trygonometryczna liczby
zespolonej

Niech z bedzie niezerowa liczba zespolona. Woéwczas istnieja liczby
rzeczywiste a, b, takie, ze

z=a+b (3.1)

oraz a # 0 lub b # 0. Liczbe z mozemy traktowaé jako punkt
(a, b) ptaszczyzny, ktérego odlegloéé od punktu (0,0) jest réwna |z| =
va? + b2 Oznaczmy przez ¢ miare kata skierowanego jaki tworzy
wektor Oz z osia OX w orientacji plaszczyzny przeciwnej do ruchdéw
wskazéwek zegara. Wtedy mamy, ze ¢ € [0, 27) oraz

cCoOSQP = =&
. ZZ_ Vaat? (3.2)
sin¢ = ==
Otrzymujemy stad wzér
z = |z|(cos ¢ + isin @), (3.3)

ktéry nazywamy postaciq trygonometryczna liczby zespolonej z. Liczbe
¢ nazywamy argumentem gtéwnym liczby z i oznaczamy przez Arg(z).

27
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Natomiast kazda liczbe rzeczywista o = ¢ + 2kn dla catkowitych k
nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy przez arg(z). Oczywiscie
dla takich o mamy, ze z = |z|(cos @ + isina). Mozemy wiec napisaé
wzor |

z = |z|[cos arg(z) + isin arg(z)]. (3.4)

Na odwrét, niech r bedzie dodatnia liczba rzeczywista i niech 8 bedzie
liczba rzeczywista taka, ze z = r(cos 8 + isin ). Wéwczas |z| = |r| -
|cosB +isinf| =7 - \/sin2ﬁ+coszﬂ = r, skad cos 8 = cos ¢ oraz
sin f = sin ¢, wiec z trygonometrii mamy, ze istnieje liczba caltkowita
k taka, ze B = ¢ + 2km.

Dla niezerowych liczb zespolonych z, w réwno$¢ arg(z) = arg(w)
bedziemy dalej rozumieli w ten sposéb, ze liczby arg(z) i arg(w) réznia
sie jedynie o catkowita wielokrotno$é liczby 2.

3.2 Wilasnosci argumentu liczby
zespolonej

Wtlasno$é 3.1. Dla dowolnych niezerowych liczb zespolonych
21,29, ... , 2y zachodzi wzor:

arg(z1 - 29 ... 2n) = arg(z1) + arg(zz) + ... + arg(zn). (3.5)

Dowéd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 2 oznaczmy
arg(z1) = a, arg(z;) = f. Wtedy 21 = |z1|(cosa + isina) oraz 2, =
|z2|(cos B+isin B). Zatem z;-2zo = |z1]-|22|((cos a-cos S —sin a-sin B) +
i(cos a-sin f+cos f-sina)) = |z1||z2|[cos(a+B)+i sin(a+8)], na mocy
znanych wzoréw trygonometrycznych. Stad rzeczywiscie arg(z; - z3) =
arg(z;) + arg(z2) i wzdr (3.5) zachodzi dla n = 2.

Niech teraz wzor (3.5) zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2.

Wezmy dowolne niezerowe liczby zespolone zy, ... , zn, 2n41. Wowczas
z pierwszej czeSci dowodu i z zalozenia indukcyjnego otrzymamy, ze
arg(zy - ...  2n - Zng1) = arg((21 + - ..+ 2n) - Zng1) = arg(zr - ... 2) +

arg(zp41) = arg(z1)+. . .+arg(z,) +arg(z,+1), czyli wzor (3.5) zachodzi
dlan+ 1.

Zdigitalizowano i udostepniono w ramach pr
h Repozytorium U
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Zatem na mocy zasady indukcji wzér (3.5) zachodzi dla dowolnego
naturalnego n > 2.0J

Wtlasno$é 3.2. Podstawiajac 2y =29 = ... =2, = cosa + isina
we wzorze (3.5) i wykorzystujac (3.4) uzyskujemy natychmiast tzw.
wzor de Moivre’a:

(cosa+isina)"” =cosna+isinna dla n=1,2,3,....  (3.6)

Wtlasnoéé 3.3. Dla dowolnych niezerowych liczb zespolonych z,
w zachodzi wzér:

arg (%) = arg(z) — arg(w). (3.7)
Dowéd. Poniewaz z = w - %, wiec ze wzoru (3.5) (dla n = 2)
uzyskujemy, ze arg(z) = arg(w) + arg (£), skad mamy teze.(]
Wtasno$é 3.4. Dla dowolnej niezerowej liczby zespolonej z mamy,
ze

org(3) = arg (1) =~ arg(e). (33)

Dowéd. Zauwazmy, ze 0 jest argumentem dowolnej dodatniej
liczby rzeczywistej. Ponadto z - Z = |2|2, wiec ze wzoru (3.5):
0 = arg(z - Z) = arg(z) + arg(z), skad arg(z) = —arg(z). Ponadto ze
wzoru (3.7): arg (1) = arg(1) —arg(z) = 0—arg(z) = — arg(z). Zatem
wzor (3.8) jest udowodniony.(]

Witasno$é 3.5. Dla dowolnej niezerowej liczby zespolonej z zacho-
dzi wzor:

arg(—z) = m + arg(z). (3.9)

Dowéd. Zauwazmy, ze 7 jest argumentem liczby (-1), wiec ze
wzoru (3.5) arg(—z) = arg(—1) + arg(z) = 7 + arg(z).0]

Zadanie 3.1. Pokazaé, ze dla dowolnej niezerowej liczby zespolone;j

(a) arg(~%) = 7 — arg(2), (b) arg(iz) = T + arg(2).
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3.3 Interpretacja geometryczna mnozenia
liczb zespolonych

Ze wzoru (3.5) otrzymujemy natychmiast, ze aby pomnozy¢ niezerowe
liczby zespolone nalezy pomnozy¢ ich modutly i dodaé¢ ich argumenty.
Niech zy bedzie ustalona niezerowa liczba zespolona. Woéwczas ze
wzoru (3.5) dla n = 2 wynika, ze przeksztalcenie z — 2z, - z dla zespo-
lonych z jest ztozeniem obrotu o kat o mierze Arg(zp) i jednoktadnosci
o érodku O i skali |zp].

3.4 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Niech n bedzie dowolnga liczba naturalna. Pierwiastkiem n-tego stop-
nia z liczby zespolonej z nazywamy kazda taka liczbe zespolona w,
ze w™ = z. Latwo zauwazy¢, ze jedynym pierwiastkiem n-tego stopnia
z liczby 0 jest 0. Dla niezerowych liczb zespolonych zachodzi natomiast
nastepujace

Twierdzenie 3.1. Jesli z jest niezerowq liczbag zespolong oraz z =
|z|(cos ¢ + isin @), to istnieje doktadnie n réznych pierwiastkow n-tego
stopnia z liczby z 1 wszystkie te pierwiastki daja sie ujqé wzorem

2k 2
wr = V17| (cosﬁ—rl—z+isin£+n—m>, k=0,1,... ,n—1.
(3.10)

Dowéd. Ze wzoru de Moivre’a dla k = 0,1,... ,n — 1 mamy, ze
wi = |z|[cos(¢ + 2km) + isin(¢ + 2km)] = |z|(cos ¢ + isin @) = z, wiec
liczby (3.10) sa pierwiastkami n-tego stopnia z liczby z..Niech teraz
k,1€{0,1,...,n—1} beda takie, ze wy = w;. Wéwczas istnieje liczba
calkowita t taka, ze ﬂ%ﬂ ~ —‘2%2‘1 = 2tn, skad kK — 1 = t-n. Ale
-n<k—1l<n,wiet=01ik=1[ Zatem liczby (3.10) sa parami
rézne.

Niech teraz w bedzie pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby z. Po-
niewaz z # 0, wiec tez w # 0. Zatem istnieje liczba rzeczywista o

nstoku - kontynuacja
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taka, ze w = |w|(cosa + isin a). Stad ze wzoru de Moivre’a mamy, ze
z = w" = |w|*(cos na + isinna). Zatem |w|™ = |z| oraz na = ¢ + 2s7
dla pewnego caltkowitego s. Dzielac s przez n z reszta uzyskamy, ze
istnieje liczba calkowita ¢ i istnieje £ € {0,1,...,n — 1} takie, ze
s =gqn+ k. Zatem o = @ + 2qm, skad wynika, ze w = wy.

Konczy to dow6d naszego twierdzenia.[J

3.5 Pierwiastki pierwotne z jednosci

Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Poniewaz 1 = cos0 +isin0,
wiec ze wzoru (3.10) otrzymujemy n réznych pierwiastkéw n-tego stop-
nia z 1:
2k 2k
ck:cos—ﬂ-—i—z'sin—w, dla £=0,1,...,n—1. (3.11)
n n
Zatem zbiér C, = {z € C: 2™ = 1} posiada dokladnie n elementéw
oraz

an{cos%%+isin%7—rz k=0,1,... ,n—1}. (3.12)

Liczbe zespolona w nazywamy pierwiastkiem pierwotnym n-tego stop-
nia z jednosci, jezeli w™ = 1 oraz nie istnieje liczba naturalna m < n
taka, ze W™ = 1.

Twierdzenie 3.2. Dla liczby zespolonej w nastepujace warunki sq
rownowazne:

(i) w jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jednosci;

(11) w = € dla pewnego k wzglednie pierwszego z liczbg n;

(iii) Cp, = {1, w,w?, ... ,w"t}.

Dowéd. (i)=>(ii). Zalézmy, ze w jest pierwiastkiem pierwotnym
n-tego stopnia z jedno$ci. Zatem w™ = 1 oraz w® # 1 dla wszystkich
liczb naturalnych s < n. Ponadto istnieje k € {0,1,... ,n — 1} takie,
ze w = €. Zalézmy, ze liczby k£ i n nie sa wzglednie pierwsze. Wéowczas
istnieje liczba naturalna d > 1 oraz istnieja liczby caltkowite [ i m > 0
takie, ze k = dl oraz n = dm. Stad m jest liczba naturalna mniejsza od

n.
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n oraz ze wzoru de Moivre’a w™ = cos 3’%"1 + isin 3’“;"—" = oS 2’5% +
isin 2407 — cog(2l7) + isin(2lm) = 1 i mamy sprzecznoéé.
(ii)=>(iii). Zalézmy, ze w = ¢, dla pewnego k € {0,1,... ,n — 1}

wzglednie pierwszego z liczba n. Wtedy w” = 1, skad dla catkowitych ¢:
(W™ = (w")* = 1" = 1. Zatem {1,w,w?,... ,w"" '} C C,. Wystarczy
zatem wykazaé, ze liczby 1,w,w?, ... ,w""! sa parami rézne. Zalézmy,
ze tak nie jest. Woweczas istnieja p,q € {0,1,... ,n— 1} takie, ze p > ¢
oraz w? = w? Stad 1 = wP™9 =€ 7 = cos ﬂc@n—qj + 2sin %”T}q—)f na
mocy wzoru de Moivre’a. Zatem istnieje liczba caltkowita s taka, ze
—25—(3;—")—’5 = 2sm, skad n|k(p— q). Ale liczby n i k sa wzglednie pierwsze,
wiec z zasadniczego twierdzenia arytmetyki n|p — ¢. Ponadto p — ¢ jest
liczba naturalna mniejsza od n, wiec mamy sprzecznosc.

(ii)=(i). Zalézmy, ze C, = {1,w,w?,... ,w" '}. Poniewaz zbiér
C,, ma dokladnie n elementéw, wiec liczby 1,w, w?, ... ,w" ! sa parami
rézne, skad w™ # 1 dla liczb naturalnych m < n oraz w™ = 1. Zatem

w jest pierwiastkiem pierwotnym n-tego stopnia z jedno$ci. [J
Z powyzszego twierdzenia wynika od razu nastepujacy

Whiosek 3.1. Diak € {0,1,... ,n—1} liczba € jest pierwiastkiem
pierwotnym n-tego stopnia z jednosci wtedy 1 tylko wtedy, gdy liczby k
1 n sa wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 3.3 (Zasadnicze Twierdzenie Algebry). Dla do-
wolnej liczby naturalnej n © dla dowolnych liczb zespolonych ag, a4, . . . ,
an, takich, ze a, # 0 rownanie algebraiczne

2" + 12"V + .t az+ay =0

posiada pierwiastek zespolony.

Dowdd tego twierdzenia jest dlugi (zostanie podany dopiero na dru-
gim roku).




Rozdzial 4

Uktady réwnan liniowych

4.1 Podstawowe pojecia zwiazane z ukla-
dami réwnan liniowych

Uktadem m rownan liniowych o niewiadomych z,, zs, ..., z, nad
cialem K nazywamy uklad réwnan postaci:

anry + Q12 + ... + QpTp, = b1
TR T oT TR W
am1T1 + amaZes + ...+ GuaZn = bn
gdzie wspétczynniki a;; (dlai=1,...,m; j=1,...,n) oraz elementy
b; (dlai = 1,...,m) naleza do ciala K. Uklad ten nazywamy jedno-
rodnym, gdy by = by = ... = b, =0.
Definicja 4.1. Powiemy, ze réwnanie
1T, + 0o+ ...+ apr, = b (4.2)

jest kombinacja liniowq réwnan uktadu (4.1), jezeli istnieja cq, co, . . .
cm € K (zwane wspotczynnikami tej kombinacji) takie, ze po pomno-
zeniu stronami i-tego réwnania przez ¢; dla ¢ = 1,... ,m i dodaniu
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stronami otrzymanych réwnan uzyskamy réwnanie (4.2), tzn.

m m
b= Zcibi oraz a; = Zcia,;j dla j=1,2,...,n. (4.3)
i=1 i=1

Uwaga 4.1. Zauwazmy, ze jeSli réwnanie (4.2) jest kombinacja
liniowa pewnych réwnan ukladu (4.1), to jest ono takze kombinacja
liniowa wszystkich réwnan tego ukladu (brakujace wspdlczynniki sa
réwne 0).

Definicja 4.2. Rozwigzaniem ukladu (4.1) nazywamy kazdy taki
ciag (p1,p2,- .. ,Pn) elementéw ciala K, ze po zastapieniu w réwna-
niach tego uktadu niewiadomych z,, z,, ... , z, elementami py, p, ... , P,
otrzymamy réwnosci prawdziwe w ciele K (tj. gdy anpi +appe+...+
anpn =b;dlai=1,2,... ,m).

Twierdzenie 4.1. Kazde rozwigzanie uktadu (4.1) jest rozwigzaniem
kazdego rownania bedacego kombinacjq liniowa réwnan uktadu (4.1).

Dowéd. Zalézmy, ze réwnanie (4.2) jest kombinacja liniowa o wsp61-
czynnikach ¢i, ¢y, ... ,cpn réwnan ukladu (4.1) i niech (p1,ps,... ,0n)
bedzie rozwiazaniem ukladu (4.1). Wtedy

anpr + QP2 + ... 4+ amp, = b
anpr + axpp2 + ... + a}mpn = b
b
AmiP1 + @m2p2 + ... + GupPn = bp
wiec po pomnozeniu obu stron ¢-tej réwnosci przez ¢; dlat=1,... ,m

i dodaniu stronami otrzymanych réwnosci uzyskamy na mocy wzoréw
(4.3), ze

a1p1 +azp2 + ...+ anpn = b,
czyli (py, p2, ... ,pn) jest rozwigzaniem réwnania (4.2).0J
Y \P1, P2, yPn) )

Definicja 4.3. Dwa uklady réwnan liniowych (Uy) i (Us) z n
niewiadomymi z1, . .. , T, nad cialem K nazywamy réwnowaznymi, gdy
kazde réwnanie ukladu (U;) jest kombinacja liniowa réwnan ukladu
(Uy) i odwrotnie. Piszemy wtedy (U;) = (U,).

n.
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Z twierdzenia 4.1 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 4.2. Rownowazne uktady réwnan liniowych posia-
dajq identyczne zbiory rozwigzan.

Definicja 4.4. Uklad réwnan liniowych z n niewiadomymi z, z,
..., Tp nazywamy sprzecznym, gdy réwnanie 0-z;+0-z9+...4+0-2, =
jest kombinacja liniowa réwnan tego ukladu.

Poniewaz réwnanie 0-z; +0-z2+ ... + 0 -z, = 1 nie posiada
rozwiazania, wiec z powyzszej definicji oraz z twierdzenia 4.1 wynika
od razu nastepujace

Twierdzenie 4.3. Sprzeczny uktad réwnan liniowych nie posiada
roZWiqzania.

Lemat 4.1. Zatdzimy, zZe i-te réwnanie dla 1 = 1,...  k uktadu
réownan

! / ! —_ /

a1y + GpTy + ... 4+ apT, = by

! / / - — /

0211‘1 + (122.'E2 + e + a’2'n,‘,Ln —_— 2
, (4.4)

/! ! ! . /

g T1 + QT2 + ... 4+ 4T, = b

jest kombinacja liniowa réownan uktadu (4.1) o wspotczynnikach c;1, cio,
oo Cim. Jezeli réwnanie (4.2) jest kombinacja liniowq réwnan uktadu
(4.4) o wspdtczynnikach ci,cs,... ,cx. Wowczas réwnanie (4.2) jest
kombinacjq liniowq réwnan uktadu (4.1) o wspdtczynnikach

k k k
Zcicila Zciciz, >Zcicim-
Dowéd. Na mocy (4.3) mamy, ze dla ¢ = 1,2,... ,k: aj; =

m m k
Zc,-tatj dlaj=1,2,...,noraz b, = Zcitbt. Ponadto a; = Zciagj
i=1

t=1 t=1

k
dlaj=1,2,...,norazb=Y cb}. Zatemdlaj=12,...,n:

=1

Z

Rozbudowa otwartych z
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k m k m m k
aj—_‘E G- CitQtj =E E Cicitatj:E E CiCitQyj =

i=1 t=1 i=1 t=1 t=1 ¢=1

m k k m k m
Z (Z cicit) at; oraz b = Z (c,- . citbt) = Z Z cicithy =
t=1 =1 i=1 t=1 =1 t=1

m k m k

ZZ CiCithy = Z (Z cicit) b, skad na mocy (4.3) mamy teze. [
t=1 i=1 t=1 \i=1
Z lematu wynika od razu, ze jesli réwnanie 0-21+0-2o+...4+0-2, =
a, gdzie a # 0 jest kombinacja liniowa réwnan ukladu (4.1), to ukiad
ten jest sprzeczny. Ponadto z lematu wynikaja od razu nastepujace

twierdzenia:

Twierdzenie 4.4. Zatdzmy, ze uktady réwnan liniowych (U;)
i (Us) zn niewiadomymi 1, xs, . . . , T, $q rownowazne. Wowczas uktad
(U1) jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (Us) jest sprzeczny.

Twierdzenie 4.5. Niech (U,), (Uy), (Us) beda uktadami réwnan
lintowych z n niewiadomymsi x1,%s, ..., T, nad ciatem K. Wiwczas:

(1) (U1) = (Uh);

(11) jezeli (Uy) = (Us), to (Up) = (U);

Problem rozwigzania uktadu réwnan liniowych polega na znale-
zieniu wszystkich rozwiazan tego ukladu. Bardzo uzyteczne przy
rozwiazywaniu tego problemu sa tzw. operacje elementarne.

4.2 QOperacje elementarne nad ukladem
rownan liniowych

(i). Zamiana miejscami réwnania i-tego z réwnaniem j-tym (i # j)
oznaczana przez 1; <+ r;. Operacja odwrotna: r; < 7.

(ii). Pomnozenie i-tego réwnania przez niezerowy skalar a oznaczana
przez a - r;. Operacja odwrotna: i ‘T

(iii). Dodanie do i-tego réwnania réwnania j-tego (i # j) pomnozo-
nego przez dowolny skalar a oznaczana przez r;+a-r;. Przy tej operacji

n.
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zmieniamy tylko réwnanie i-te! Operacja odwrotna: r; + (—a) - r;.
(iv). Wykreslenie powtarzajacych sie kopii pewnego réwnania.

(v). Wykreslenie réwnan postaci 0-z; +0-z2+...+0-z, =0 (gdy
liczba réwnan jest wieksza od 1).

(vi). Zamiana kolejnoéci niewiadomych z; oraz z; (¢ # j) w kaz-
dym réwnaniu oznaczana przez z; <> z;. W wyniku zastosowania tej
operacji réwnanie

iz + ...+ T+ ezt apT, = b
przechodzi na réwnanie

a1+ ...+ az;+ ...+ ax;+ ...+ apT, = b,

Z definicji ukladéw réwnowaznych mamy zatem, ze jesli uktad (Uz)
powstaje z ukladu (U;) przez wykonanie operacji elementarnej, to
uklady (U) i (U:) sa réwnowazne. Zatem z twierdzen 4.2, 4.4 1 4.5
przez prosta indukcje otrzymujemy stad od razu nastepujace

Twierdzenie 4.6. Zaldzmy, ze uktad (U') rdwnan liniowych po-
wstaje z uktadu (U) przez kolejne wykonanie skoriczonej liczby opera-
cji elementarnych. Wowczas uktady te sq rownowazne, majq te same
zbiory rozwiqzan i uktad (U) jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
uktad (U") jest sprzeczny.

Na twierdzeniu 4.6 opiera sie metoda rozwiazywania uktadéw réw-
nan liniowych zwana metodq eliminacji Gaussa.

4.3 Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa polega na znalezieniu dla danego ukladu
(4.1), (w ktérym a;; # 0 dla pewnych ¢, j) przy pomocy operacji
elementarnych réwnowaznego mu uktadu (4.5), ktéry po ewentualnej
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permutacji niewiadomych z,, ... , z, ma postaé:

( T + Clr+1Tk41t + CinZn =d;
I + ¢ k+1SL‘k+1+ oot CopZ, = dg
Z3 +  C3k41Tk41t + CauTn =d3
< X
Ty + Ck k+1-'1:k+1+ oo+ CkpnZ, = dk
L 0 = dk+1

(4.5)

Jezeli di41 # 0, to uklad (4.5) jest sprzeczny (i z twierdzenia 4.3 nie
ma rozwiazania), a wiec na mocy twierdzenia 4.6, uklad (4.1) tez jest
sprzeczny i nie ma rozwiazania.

Jezeli dgy1 = 01 k = n, to uklad (4.1) posiada dokladnie jedno
rozwiazanie:

$1=d1,$2=d2,...,$n=dn. (46)

Jezeli dgy1 = 0 oraz k < n, to Zgy1, Tkio2, ..., Zn sa dowolnymi
skalarami (nazywamy je parametrami), za$ pozostale niewiadome wy-
liczamy z réwnan ukladu (4.5), tzn.

Tr; = d, — Cik+1Tk+1 — -+ . — CinTp dla i = 1, 2, . ,k. (47)

Aby sprowadzi¢ uklad (4.1) do postaci (4.5) nalezy najpierw przy
pomocy operacji elementarnych przeksztalcié go do ukladu postaci:

T4 alprot+ ...+ dl,z, =0
!
anTi+  agnTat+ ...+ ahy, T, = b (4.8)
’ / /
Ay Tt GaTo+ ...+ @ Tp = b,

Robimy to np. w ten sposéb, ze najpierw znajdujemy element a;; # 0,
a nastepnie przez operacje: Ty <* Tj, Ty <+ Ty, a%]— - r1 doprowadzamy
uklad (4.1) do postaci (4.8).

Nastepnie przy pomocy réwnania pierwszego eliminujemy zmienng
z; z pozostalych réwnan uktadu (4.8) przez wykonanie operacji:
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To— Q4 *T1,T3 — Ay “T1,..., Tm — Gy - T1. Otrzymamy wéwczas uklad
postaci:
1+ a’ 1222+ ...+ a’ 1nTn = b”l
(J,”221L‘2+ oot a”znl'n = b”g
(4.9)
Q" oo+ ...+ @ pnn =0

Nastepnie stosujemy nasz algorytm do uktadu:

a’ 12Z2+ ...+ a’ 1nln = b”l
” ” 7
a 99T+ ...+ GQnIIIn:bQ
(4.10)
@’ maTot ...+ Qg =b0"p

nie ruszajac pierwszego réwnania ukladu (4.9). Po skonczonej liczbie
krokéw uzyskamy uktad postaci:

)
T1 + €122 + €13T3+ ...+ enTk + e1kp1Thp1 + ..+ €Ty = fi
To + e3T3+ ...+ €T+ 2k 1Tkt + ...t €Ty = fo

4 T3+ ...+ epTk + ek 1Ther ..+ e3Tn = f3

Tk + €k k41Tht1 + ...+ €knTn = fi
\ 0 = fk+1

Jezeli fiy11 # 0, to otrzymany uktad jest sprzeczny, a wiec tez uklad
(4.1) jest sprzeczny. Jezeli za$ fyi1 = 0, to przy pomocy operacji:
1 — €1k - Tky T2 — €2k * ThyeotsTk—1 — €x—1k - Tk €liminujemy zmienna
zy z poczatkowych k£ — 1 réwnan. Po6zniej eliminujemy zmienna xy_;
z wczesniejszych réwnan przy pomocy k — 1-szego réwnania, itd.

W koncu, po skonczonej liczbie krokow, uzyskamy w ten sposéb uktad
(4.5).

Zauwazmy jeszcze, ze przy stosowaniu metody eliminacji Gaussa
liczba réwnan ukladu nie zwieksza sie. Oznacza to, ze je$li w ukla-
dzie (4.1) liczba réwnan jest mniejsza od liczby niewiadomych,
to uklad ten nie moze mie¢ dokladnie jednego rozwiazania!
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Ponadto, jesli uktad (4.1) nie ma rozwiazania, to na mocy twier-
dzenia 4.6, uklad (4.5) tez nie posiada rozwiazania, a wiec dx41 # 0.
Stad uklad (4.5) jest sprzeczny i na mocy twierdzenia 4.6 uklad (4.1)
tez jest sprzeczny. Uwzgledniajac twierdzenie 4.3 udowodniliSmy w ten
sposOb nastepujace

Twierdzenie 4.7. Uklad réownan liniowych jest sprzeczny wtedy
i tylko wtedy, gdy nie posiada rozwigzania.
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Rozdziat 5

Wyznaczniki I

5.1 Permutacje

Niech n bedzie ustalona liczba naturalna. Niech X, = {1,2,...,n}.
Kazda bijekcje f : X, — X,, nazywamy permutacjq zbioru X,. Po-
niewaz zbiér X, jest skonczony, wiec funkcja f : X, — X, jest
permutacja wtedy i tylko wtedy, gdy f jest réznowartoéciowa (lub réw-
nowaznie, wtedy i tylko wtedy, gdy f jest "na”).

Zbidér wszystkich permutacji zbioru X,, oznaczamy przez S,. Jak
wiadomo ze szkoly éredniej S, posiada dokladnie n! =1-2-...-n
elementéw. Ze wstepu do matematyki wynika, ze ztozenie permuta-
cji zbioru X, jest permutacja tego zbioru, skladanie permutacji jest
laczne, posiada element neutralny e, ktérym jest przeksztalcenie toz-
samos$ciowe zbioru X,, w siebie i ponadto kazda permutacja f € S,, po-
siada przeksztalcenie odwrotne f~!, ktére tez jest permutacja zbioru
X, (oczywiscie fo f7l = f1o f =e).

Permutacje f € S, wygodnie jest zapisywa¢ w postaci dwuwierszo-
wej tablicy

1 2 ... T ... n
— , v o), 5.1
= (st st st s o)
w ktérej w pierwszym wierszu umieszczone sa wszystkie elementy zbioru
X, (najczesciej w porzadku rosnacym), za$é w drugim wierszu umiesz-

41
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czone sa kolejne obrazy tych elementéw przy odwzorowaniu f. Zatem

na przyklad
12 ... ¢ ... n -
e“(l 2 ... n) (5:2)

Inwersja permutacji f € S, nazywamy taki podzbiér dwuelemen-
towy {i,7} zbioru X,, ze ¢ < j oraz f(i) > f(j). Zbiér wszystkich
inwersji permutacji f € S, oznaczamy przez I;. Np. I, = 0, wiec
|I| = 0, czyli permutacja tozsamo$ciowa nie posiada inwersji.

Przyklad 5.1. Niech 4,5 € X,, i < j. Oznaczmy przez (i,j)
permutacje zbioru X,,, ktéra zamienia miejscami elementy ¢, j oraz
nie zmienia pozostalych elementéw zbioru X, (takie permutacje nazy-
wamy transpozycjami). Zatem

o (1 2..4=1 0 i+1...5-1 37 j+1...n
(”)“(1 9..i=1 7 i+1..5-1 i j+1..n )" @3

Stad I;;5 = {{3,+ 1}, {3, + 2}, {4, +3}, ..., {5,5 — 1}, {4, 5},

ji—1
{i+1,50{e+2,5}1{t+3,5},... . {7—-1,j}}
(G=1)~i
Zatem |I; ;)] = (j —4) + ( — 1) —i = 2(j — 1) — 1. UzyskaliSmy wiec,
ze kazda transpozycja posiada nieparzysta liczbe wszystkich
inwersji.l]

Znakiem permutacji f € S, nazywamy liczbe sgn(f) okreslona wzo-
rem:

sgn(f) = (=1L (5.4)

Powiemy, ze permutacja f € S, jest parzysta, jesli sgn(f) = 1 oraz ze
f jest nieparzysta, jesli sgn(f) = —1. Zatem z przykladu 5.1 mamy, ze
dowolna transpozycja jest permutacja nieparzysta. Poniewaz
sgn(e) = (—1)° = 1, wiec permutacja tozsamosciowa jest parzysta.
Zbiér wszystkich permutacji parzystych f € S, bedziemy oznaczali
przez A,.

d
y BIBL/SP/0040/2023/01
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Twierdzenie 5.1. Dla dowolnych permutacji f,g € S, zachodzi
wzor:

sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g). (5.5)

W szczegdlnosci sgn(f~1) = sgn(f).

Dowéd. Oznaczmy przez P, rodzine wszystkich podzbioréw dwu-
elementowych zbioru X,. Niech h € §,. WeZmy dowolne A € P,.
Wtedy A = {4,;j} dla pewnych 3,5 € X, 1 # j. Oznaczmy sgn,(A) =

sgn (W) Okreslenie to jest poprawne, bo h(’) A = _('1_(2 ;l)(])) =

—h(iz:?(j). Ponadto A € I, & sgny(A) = —1. Wymka stad wzor:

sgn(h) = H sgny(A). (5.6)
A€P,

Latwo zauwazy¢, ze dowolna permutacja ¢ € S, wyznacza bijekcje
G : P, —» P, przy pomocy wzoru G(A) = {¢(%),9(j)} dla A = {3, 5}.
Wynika stad, ze dla dowolnych f, g € S,, zachodzi wzér:

sgn(f H sgns(G(A)). (5.7)
A€P,

Ponadto dla A € P, mamy, ze
sgng(G(A)) - sgng(A) = sgnyog(A). (5.8)

Rzeczywiscie, A = {1, j} dla pewnych i,j € X,,, i # j oraz
sgng(G(A)) = sgns({9(?),9(j)}) = sgn (f(g(’))'f(gj )) oraz sgny(A) =

9(1)—9(7)
sgn (—QM) Ale sgn(z) - sgn(y) = sgn(z - y) dla dowolnych liczb
rzeczywistych z, y, wiec

sgns(G(A)) - sgny(A) = sgn (f (g;z('g - ;" ((]s_r)(j)) _ g(iz = j(ﬂ) _

sgn <(f°g)(7’) — (fog)(])) :sgnfog(A)-

i~
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Zatem na mocy (5.6), (5.8) i (5.7) mamy, ze sgn(fog) =
1 s9mses(A) = T1 [s9n4(G(A)) - sgne(A)] = [T sons(G(4)):

A€P, A€P, A€P,
IT song(4) = T] sons(4)- I s9ne(4) = sgn(f) - sgnlg)-
A€P, A€P, A€P,

W szczegblnosci mamy stad, ze 1 = sgn(e) = sgn(f o f71) =
sgn(f) - sgn(f™1), czyli sgn(f~!) = sgn(f). Konczy to dowdd naszego
twierdzenia. [J

5.2 Okreslenie macierzy

Niech K bedzie dowolnym cialem oraz niech n i m beda dowolnymi
liczbami naturalnymi. Prostokatna tablice

aip Q2 ... Qin
asy Q9 ... QAon
(5.9)
Am1 Qm2 ... Q;p
utworzona z elementéw a;; (¢ = 1,2,...,m; j =1,2,... ,n) ciala K

nazywamy m X n-macierzq nad cialem K. Elementy a;; nazywamy
wyrazami macierzy. Rzedy pionowe nazywamy kolumnami, a poziome
- wierszami tej macierzy. Zatem element a;; stoi w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie rozpatrywanej macierzy.

n X n-macierze, nazywamy macierzami kwadratowymsi stopnia n.
Dwie macierze nazywamy réwnymi, jezeli jako tablice sa identyczne.
Oznaczenia macierzy: A, B, C, itd.

Dla macierzy (5.9) piszemy tez:

A=laglr,.m (5.10)

: goooy

Jj=1l,..,n

Macierzq transponowang AT m x n-macierzy A postaci (5.9) nazywamy
taka n X m-macierz, ktéra jako swa i-ta kolumne, dla ¢ =1,2,... ,m,
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ma -ty wiersz macierzy A. Zatem

aix a1 ... Qm1
a2 G2 ... Om2
AT=| ° 7 A (5.11)

Ay, Qop ... Qmn

5.3 OkresSlenie wyznacznika

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;];=1,. » stopnia n nad
Jj=l,..,n
cialem K nazywamy nastepujacy element ciata K:

det(4) = Y sgn(f) - aisq) - Gaf) - - * Gnfn)- (5.12)
F€Sn

Wyznacznik macierzy A = [aij];=1,.. » bedziemy tez oznaczali symbo-
j=1,...,n
lem:

apx Q2 ... QGip
Q91 Q29 ... Q42p

(5.13)
An1 Ap2 ... Qup

Stopieni macierzy kwadratowej A nazywa sie réwniez stopniem wy-
znacznika tej macierzy, za$ wiersze (kolumny) macierzy A nazywamy
wierszami (kolumnami) wyznacznika tej macierzy.

Przyklad 5.2. Udowodnimy, ze dla dowolnych elementéw a, b, ¢, d
ciala K zachodzi wzér:

b
dl—-a-d—b-c. (5.14)

a
C

Zauwazmy, ze Sy = {e, g}, gdzie g = (1,2) jest transpozycja. Zatem

sgn(e) = 11 sgn(g) = —1. Ponadto a1; = a, a1z = b, ag; = ¢, az = d,
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wiec na mocy definicji wyznacznika

a b

c d l = Z sgn(f) - a15) - a25(2)
feSs2

= sgn(e) - a1 - a2 +sgn(g) - a2 -asy =a-d—b-c. O

Przyktlad 5.3. Udowodnimy, ze nad dowolnym ciatem K zachodzi
wzor:

a;; a2 a13
Qg1 G2 Q23 | = G11092033 + Q12023031 + Q13021032 —
az1 Qazz as3

—Q13022031 — 412021033 — A11G23032.

Mamy tutaj n = 3 oraz S; sklada sie z nastepujacych elemen-

. (123 (123 (1 23
t’OWe)fl_(l32>7f2_(213>)f3'—<231>,

1 2 3 1 2 3
f4=(3 5 1)7]‘5:(3 ) 2). Ponadto sgn(e) = 1, fi, fa, f4

sa transpozycjami, wiec sgn(f;) = sgn(fs) = sgn(fs) = —1 oraz
| Ig| =21 |If| = 2, czyli sgn(fs) = sgn(fs) = 1. Zatem z definicji wy-
ap; Q2 ai3
znacznika mamy, ze | o1 Q9o dg3 | = z sgn(f)ais)a2s(2)ass3) =
as1 Qaz2 ass f€S3
sgn(e)a11a22a33+5gn(f1)a11023a30+591( f2)a12a91 as3+sgn(f3)ai2a03a31 +
39"(f4)013a22031 +sgn(f5)a13021032 = a11a20033— 011023032 — A12G21a33+
(12023031 — A13G22031 + 13021032, skad z wlasnosci dodawania w ciele
wynika nasz wzér. Jednak podany wyzej wzér na wyznacznik stopnia
3 jest zbyt skomplikowany do zapamietania. W zwiazku z tym do obli-
czania wyznacznikéw stopnia 3 stosuje sie tzw. regute Sarrusa. Polega
ona na dopisaniu z prawej strony wyznacznika dwéch jego pierwszych
kolumn i nastepnie wymnozeniu prawosko$nie wyrazéw ze znakiem +
oraz lewosko$nie ze znakiem - i dodaniu otrzymanych wynikéw. Istot-
a1 Q2 Q13 | Q11 O12
nie: | @1 G2 Q3 | Q21 G2 = (11022033 + A12023a3] + 13021032 —
as; G32 0Gz3 | G31 0432

13322031 — A11023032 — (12021A33.

Mozna sprawdzié, ze do tego samego rezultatu prowadzi tez dopi-
sywanie u dotu wyznacznika dwéch jego pierwszych wierszy. [J
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Przyktad 5.4. Udowodnimy, ze zachodzi wzor:

ap; Q2 a413 ... Qin
0 Qo9 Q93 ... Q9p

0 0 asz ... Q3n | = @11022033 . .. Qup-

0 0 0 ... ap
Niech f € S, oraz f # e. Wtedy istnieje najwieksza liczba naturalna k&

taka, ze f(k) # k. Zatem f(k+1) =k+1, f(k+2) =k+2,...,f(n) =
n, skad wynika, ze f(k) < k, czyli axsy = 0. Zatem z definicji

wyznacznika mamy, ze det(A) = Z sgn(f)aif(1)02f@) - - - Onfn) =
fESn
sgn(€)a11a2s . . . App = A11G22 . - . App. O
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Rozdzial 6

Wyznaczniki 11

6.1 Wtlasnosci wyznacznikow

Wszystkie macierze wystepujace w podanych nizej wtasnosciach sa ma-
cierzami kwadratowymi nad ustalonym cialem K, ktérego elementy
bedziemy nazywali skalarams.

Uwaga 6.1. Niech I oraz J beda niepustymi skoniczonymi zbio-
rami, niech ¢ : I — J bedzie bijekcja i niech a; € K dla j € J.
Wtedy Z%(i) = Zaj, gdyz sumujemy te same elementy, lecz byé

1€l JjeJ
moze w innym porzadku.

Wlasnos$é 6.1. Wyznacznik macierzy kwadratowej A jest réwny
wyznacznikowi jej macierzy transponowanej A7:

det(A) = det(AT).

DOWéd. Niech A= [a,-j]i,jzl,,,,,n 1 AT = [bij]i,jzl,...,n- Wtedy bij =
aj dlai,j =1,...,n. Zatem z definicji wyznacznika:

det(AT) = Z sgn(f)blf(l)bgf(g) by =
fESR

> sgn(Hasanasey: - agmn:
fESA

48
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Zauwazmy, ze dla f € S, zachodzi réwnosé

{(f(),0):i=1,2,...,n} ={(G,f7'(1): 5 =1,2,...,n}.

Ale sgn(f) = sgn(f~!) na mocy twierdzenia 5.1 oraz z przemiennoéci
i lacznoSci mnozenia w ciele mamy, ze

det(AT) = Z sgn(fHai-11)825-1(2) - - - Ang-1(n)-
feSn

Ponadto przeksztalcenie f — f~! dla f € S, jest bijekcja zbioru S,
na zbior S,, wiec z uwagi 6.1:

det(AT) = Z sgn(f)alf(l)azf(g) o Quf(n) = det(A)D
fESH

Uwaga 6.2. 7 wtasnosci 6.1 wynika, ze kazda wlasno$é wy-
znacznika sformulowana w jezyku wierszy (kolumn) jest praw-
dziwa w przetlumaczeniu na jezyk kolumn (wierszy). Z tego
powodu wszedzie dalej bedziemy dowodzili tylko jednej wersji takich
wlasnosci.

Wilasno$éé 6.2. Jezeli macierz kwadratowa B powstaje z macierzy
kwadratowej A przez pomnozenie wszystkich elementéw pewnego jej
wiersza (kolumny) przez ustalony skalar a, to

det(B) = a - det(A).

Dowéd. Niech A = [a;]ij=1,.n, @ € K i ztézmy, Ze macierz
B = [bij],-,jﬂ,.__,n powstaje z A przez pomnozenie k-tego wiersza przez
a. Wtedy bx; = aag; dla j = 1,2,... ,n oraz bj; = a;; dla 7 # k oraz

j=1,2,...,n. Zatem z definicji wyznacznika
det(B) = Z sgn(f)blf(l) cobgpy - bnpm) =
f€Sn
= Z sgn(f)alf(l) ce (aakf(k)) <o Qnf(n) =
f€Sn

=a- Z sgn(f)aisq) - - - Qkfk) - - - Onfn) = @ - det(A).00
f€Sn

n.
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Uwaga 6.3. Podstawiajac a = 0 w wlasnosci 6.2 uzyskamy, ze je-
zeli pewien wiersz (kolumna) macierzy kwadratowej A sklada sie z sa-
mych zer, to det(A) = 0.

W1iasno$¢ 6.3. Niech g € S,, i niech macierz B powstaje z macie-
rzy kwadratowej A stopnia n w ten sposéb, ze i-ty wiersz (kolumne)
macierzy A przestawiamy na miejsce o numerze g(i) dlai =1,2,... ,n.
Woéwczas

det(B) = sgn(g) - det(A).

Dowéd. Niech A = [aij]i,jﬂ,m,n oraz B = [bij]i,j=1,...,n- Wtedy

z zalozenia wynika, ze b;; = aju); dla i,5 = 1,2,...,n. Z okresle-
nia wyznacznika mamy, ze det(B) = Z sgn(f)brsyb2s2) - - - bnfn) =
J€Sn

> sgn(f)agwyr)Be@)5@) - - - Gomysmy- Ale {(9(i), £()) 11 =1,2,... ,n}
fE€Sn

={(J, (g7 o f)(4)) : 7 =1,2,... ,n}, wiec z przemiennosci i tacznosci
mnozenia w ciele mamy, ze

Gg(1)£(1)%g(2)f(2) - - - Cg(n)f(n) = G1(g~tof)(1)A2(g~ of)(2) - - - An(g=1of)(n)

dla f € S,. Ponadto z twierdzenia 5.1 wynika, ze sgn(f) = sgn(g) -
sgn(g~to f) dla f € S,, wiec

det(B) = sgn(g) - > sgn(g7" 0 f)arg-1o5)1)02(g-101)(2) - - - An(g-10f)(n)-
fESn

Ale przeksztalcenie f — g71o f dla f € S, jest bijekcja zbioru S, na
S,, wiec z uwagi 6.1

det(B) = sgn(g) - Z sgn(f)aig(1)a2(2) - - - Angn) = sgn(g) - det(A).O
f€Sn

Uwaga 6.4. Jak wiemy sgn(g) = —1 dla dowolnej transpozycji
g. Zatem z wlasnosci 6.3 wynika, ze jezeli macierz B powstaje z ma-
cierzy kwadratowej A stopnia n > 2 przez zamiane miejscami dwéch

mstoku - kontynuacja,
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jej wierszy (kolumn), to det(B) = — det(A) (czyli wyznacznik zmienia
znak!).

Wlasno$cé 6.4. Niech elementy [-tego wiersza (kolumny) wyznacz-
nika beda sumami k-skladnikéw:

Qj = Ty + Toj + ...+ Tk dlaj=12,...,n.

Woéwcezas wyznacznik jest suma k wyznacznikéw, ktére maja procz
I-tego wiersza (kolumny) te same wiersze (kolumny) co pierwotny wy-
znacznik. Natomiast [-ty wiersz (kolumna) i-tego wyznacznika dla
i=1,2,...,k ma postac:

Ti1 Tig ... Tip-

Dowdéd. Oznaczmy pierwotny wyznacznik przez W, za$ pozostale
wyznaczniki przez Wy, Wy, ... , Wi odpowiednio. Wéwczas z definicji
wyznacznika mamy, ze

W= sgn(farsq) - - - (@r0) + T2p0 + - -+ Tas@) - - - Ongim) =

FESn
Z sgn(flaipy - - Tifqy - - - Onfmy+ Z sgn(flaifay - .- T25q) - - - Onf(n)
fESn fESn
+...+ Z sgn(f)alf(l)...:ckf(l)...anf(n) =W +Wo+ ...+ W,. O
fESn

Wtlasno$é 6.5. Jedli w macierzy kwadratowej dwa wiersze lub
dwie kolumny sa identyczne, to jej wyznacznik jest réwny 0.

Dowéd. Zalézmy, ze i-ty wiersz macierzy A = [aij]ij=1,.. n jest
identyczny z k-tym (i < k) wierszem tej macierzy. Wtedy

A;5 = Qkj dla ] B 1,2, oo, n. (61)

Ale (i,k) o (i,k) = e i sgn((i, k)) = —1, wiec na mocy twierdzenia 5.1
przeksztalcenie f — f o (i,k) dla f € A, jest bijekcja zbioru A, na
zbiér S, \ A,. Zatem z uwagi 6.1 mamy, ze

Y sgn(9)aigyaz) - - - ngn) =
g€ Sn \An

- Z A1(fo(3,k))(1)@2(fo(4,k))(2) - + - An(fo(i,k))(n)s
J€AR
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gdyz sgn(g) = -1 dlag € S, \ A,. Ale dla f € A, mamy, ze
f((3,k) (@) = f(k), f((z,k)(k)) = f(i) oraz dlat # i, k jest f((4, k)(t)) =
f(t), wiec na mocy (6.1)

Q1(fo(i,k))(1) - + - Bi(fo(i,k))(3) « - - Bk(fo(i,k))(k) « « + On(fo(ik))(n) =

aif(1) - - .aif(k) - .akf(i) Ce anf(n) = alf(l) .. .aif(,-) .. .akf(k) .. .anf(n).
Stad det(A) = Z 5gn(g)a1g(1)02¢(2) - - - Ong(n) =

g€Sn
= Z sgn(g)alg(l)agg(g) . ang(n)+ Z sgn(g)alg(l)agg@) e ang(n) =
gEA, 9ESn\An
= Z A1f(1)Q2f(2) - - - Anf(n) — Z 1£(1)02{(2) - - - nf(n) = 0.0
fEAR f€An

Wlasno$é 6.6. Wyznacznik nie zmienia wartosci, gdy do elemen-
téw jednego wiersza (kolumny) dodaé¢ odpowiednie elementy innego
wiersza (kolumny) pomnozone przez ustalony skalar.

Dowé6d. Niech macierz B powstaje z macierzy kwadratowej A
przez dodanie do [-tego wiersza wiersza k-tego (I # k) pomnozonego
przez skalar a. Oznaczmy przez C macierz, ktora powstaje z macierzy
A przez zastapienie jej [-tego wiersza wierszem k-tym. Wtedy na mocy
wlasno$ci 6.5 mamy, ze det(C) = 0. Ponadto z wlasnosci 6.4 i 6.2
mamy, ze det(B) = det(A) + a - det(C) = det(A) + a - 0 = det(A4). O

6.2 Operacje elementarne na macierzy

Bardzo wazne znaczenie w algebrze liniowej odgrywaja tzw. operacje
elementarne na wierszach lub kolumnach macierzy. Niech A = [a;;]
bedzie m X n-macierza nad cialem K.

1. Operacje elementarne na wierszach macierzy A:

(i) Pomnozenie i-tego wiersza macierzy A przez niezerowy skalar a.
Przy tej operacji nie zmieniamy wierszy o numerach réznych od i, za$
kazdy wyraz i-tego wiersza mnozymy przez a. Operacje te oznaczamy
symbolem a - w;.

(ii) Zamiana miejscami i-tego wiersza macierzy A z wierszem j-tym
(¢ # j) macierzy A. Przy tej operacji nie zmieniamy wierszy o nume-
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rach réznych od ¢ oraz j. Operacje te oznaczamy symbolem w; <> w;.

(iii) Dodanie do j-tego wiersza macierzy A i-tego (i # j) wiersza
tej macierzy pomnozonego przez dowolny skalar a. Przy tej operacji nie
zmieniamy wierszy o numerach réznych od j. Operacje te oznaczamy
przez w; + a - w;.

2. Operacje elementarne na kolumnach macierzy A:

(i) Pomnozenie i-tej kolumny macierzy A przez niezerowy skalar a.
Przy tej operacji nie zmieniamy kolumn o numerach réznych od i, za$
kazdy wyraz i-tej kolumny mnozymy przez a. Operacje te oznaczamy
symbolem a - k;.

(ii) Zamiana miejscami i-tej kolumny macierzy A z kolumna j-ta
(1 # j) macierzy A. Przy tej operacji nie zmieniamy kolumn o nume-
rach réznych od i oraz j. Operacje te oznaczamy symbolem k; <> k;.

(iii) Dodanie do j-tej kolumny macierzy A i-tej (¢ # j) kolumny tej
macierzy pomnozonego przez dowolny skalar a. Przy tej operacji nie
zmieniamy kolumn o numerach réznych od j. Operacje te oznaczamy
symbolem k; + a - k;.

6.3 Obliczanie wyznacznika za pomoca
operacji elementarnych
Stosujac algorytm podobny do eliminacji Gaussa mozemy kazda ma-

cierz kwadratowa A stopnia n nad cialem K sprowadzi¢ do tzw. postaci
trajkatnej gorney:

[ by b bis ... a1 |

0 by bog ... boy

B = 0 0 b33 ... b3,
000 0 .. b

Wéwezas z przyktadu 5.4 mamy, ze det(B) = by1bg2 . .. by,. Ponadto
z wlasnoéci wyznacznika podanych w rozdziale 5 wynika, ze

det(A) # 0 < det(B) # 0.

atymstoku - kontynuacja,
Ministra Edukacji i Nauki
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Przyklad 6.1.

w3+2-w

SO O OO O

-1 1 =2 1 -1 1 =2
3 =1 3lw-wm| 0 4 —2 5
-1 4 3| -1 -1 4 3
0 -8 -13 -3 0 -8 -13
-2 1 -1 1 =2
5 wa+3w 0 4 -2 3 watwa
1 - 0 -2 5 1 N
—13 0 -3 -5 -19
1 -1 1 =2
0 1 -7 —14 | wersw
0 0 -9 -27 N
0 -3 -5 -19

1 -1 1 -2
e |01 =T —14 | w26
=90 0 1 3| T
0 0 —26 —61

-2
—14
3

17

=(-9)-1-1-1-17=-153.0




Rozdzialt 7

Rozwiniecie Laplace’a
i wzory Cramera

7.1 Rozwiniecie Laplace’a

Rozwazmy macierz kwadratowa A stopnia n > 2 nad cialem K:

a;p ... Gi; ... Qin

A= iy ... Qi ... Qip . (71)

[ Gp1 .. Qnj ... Gpp

Dla ¢ 7 =1,2,...,n oznaczmy przez A;; macierz kwadratowa stopnia
n — 1, ktéra powstaje z macierzy A przez wykreSlenie i-tego wiersza
oraz j-tej kolumny. Zatem

~ -

aiy RN a1j5-1 A1j54+1 . Ain

A = @i-11 -+ Gi-1j-1 Gi-1541 ... Gi-1n (7 2)
z _— . .
I Ai+11 -+ Qi415-1 Qiplj+1 - -- Qigln

| Op) ce Anj—1 Anj41 Ce Ann |

Zdigitalizowano i udostgpniono w ramac
v naukowych Repozytorium Unir
dofinansowanego z programu ,,Spoleczna odpowiedzialnos

rojektu pn.

u w Bialymstoku - kontynuacja,
i” Ministra Edukacji i Nauki
na podstawie umowy BIBL/SP/0040/2023/01

Rozbudowa otwartych



56

Wyklady z algebry liniowej I

Zauwazmy, ze jeSli w macierzy

-

aiy ce ayj5-1
921 N ag;j-1

TN TR0 & BRI ¢ 7 |
Ali, ] , .
(175} ce a1

Air11 -+ Gi415-1

(4751 N Gnj—1

0 ayn
0  agn
0 Ai—15+1
Qi Q41
0 aip1j41
0 Qnj+1

Qin
Aop

Qi—1n

Qitin

ann

zamienimy miejscami j-ta kolumne z kolumna j + 1-sza, nastepnie
j+ 1-sza a j + 2-ga itd., w koncu zamienimy n — 1-sza kolumne z n-ta

kolumna (wykonamy wiec n — j zamian), to otrzymamy macierz:

aiy e a1j5-1
(1531 e agj—1

.. a;—-11 ... Qj—15-1
i (] i—1j
Ali, gl = . g
;1 ce Aij—1

Qit11 -+ Gi1j-1

| Qnp1 ce Anj—1

Ponadto z uwagi 6.4 mamy, ze

a1j+1
A25+1

Ai—15+1
Qij4+1

Qit15+41

Qnj+1

QAin 0
QAop 0
Qi—1n 0
Ain aij
Giy1n O
ann 0O

det(A'li, 5]) = (=1)""7 - det(A[3, 5])-

(7.4)

(7.5)

Nastepnie w macierzy (7.4) zamiefimy miejscami i-ty wiersz z i + 1-
szym, ¢ + 1-szy wiersz z i + 2-gim itd. , w koncu zamienmy miejscami
n — 1-szy wiersz z n-tym (wykonamy wiec n — i zamian). Otrzymamy

Rozbudowa otwartych z
dofinansowanego z pro,

Zdigitalizowano i udostgpniono w ramach projektu pn
orium Uni w Bi

na podstawie umowy BIBL/SP/0040/2023/01
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wtedy macierz

aii ce ayj5-1 A1j5+1 e QA1p 0
oy PN A25-1 a25+1 e Qop, 0
A3 ] = ai—11 -+ Gi—1j-1 @i—1j41 --- @Gi-1p O (7.6)
, 11 = . .
Aiy11 ---  Oiy1j-1 Qip1j41 --- Gitin O
an1 e Anj—1 Anj+1 S Apn 0
| a;1 e Q51 Qij+1 N Qin ai; |

Z uwagi 6.4 oraz z (7.5) mamy, ze det(A"[i, j]) = (=1)""*-det(A'[i, j]) =
(1) (1) - det(A[4, j]) = (=1)7*77 - det(A[3, 7]), wiec

det(A[i, 7]) = (=1)"*7 - det(A"[i, j])- (7.7)
Ponadto z (7.2) i (7.6) mamy, ze
(A"[i, j])nn = Ayj. (7.8)

Lemat 7.1. Niech b;j dlai,j =1,2,...,n beda elementami ciata
K takimi, Ze by, =0 dlai=1,2,... ,n—1. Niech

bu b12 . bln—l 0
b21 b22 ... b2n—1

B = i i ) . Wtedy det(B) = by, - det(Bpy,).
bnl bn2 s bnn——l bnn

Dowdd. Z definicji wyznacznika mamy, ze

det(B) = Y sgn(f)bisybas) - - - bnsn)-
fESn

Niech T, = {f € Sn : f(n) = n}. Jesli f € S, \ Ty, to f(n) # n,
wiec istnieje ¢ < n takie, ze f(i) = n, skad a;f;) = 0. Zatem det(B) =

> sgn(£)big) - -bno1pm-1)bon = ban - D sgn(bisa) - b1

fE€T f€T
Ale przeksztalcenie g — g dla g € S,—; dane wzorem
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( 1 2 ... n-1 )}_}( 1 2 ... n-1 n)
9(1) ¢(2) ... g(n—-1) 9(1) 9(2) ... gln—1) n
jest bijekcja zbioru Sy, _; na zbiér Ty, przy czym I, = I;, wiec sgn(g) =
sgn(g) dla g € Sp—1. Zatem z uwagi 6.1 mamy, ze

det(B) = bup - Z 5gn(9)b1g(1)b2g(2) - - - bn—1g(n—-1) = bpn - det(Bpy,). O
gESn-1

Z (7.8),(7.7) oraz z lematu 7.1 mamy, ze

det(A[1, j]) = (=1)"7 - ay; - det(Ay;). (7.9)
Ponadto ag; = 0+...+0+ax; +0+...+0dlak =1,2,... ,n, wiec
k-1 n—k

z wlasno$ci 6.4 wyznacznika w wersji dla kolumn mamy, ze
det(A) = det(A[1, 5]) + det(A[2,5]) +... + det(A[n,j]).  (7.10)

Zatem z (7.10) oraz z (7.9) uzyskujemy nastepujace

Twierdzenie 7.1 (Laplace’a dla kolumn). Dla dowolnej ma-
cierzy kwadratowej A = [ai;)i j=1,.. n stopnian > 2 nad ciatem K i dla
kazdego j = 1,2,...,n zachodzi wzor:

det(A) =
(—1)1+ja1j det(Alj) + (—1)2+ja2j det(Agj) +...+ (—1)"+janj det(Anj).

Z wlasnosci 6.1 wyznacznika otrzymujemy stad tez nastepujace

Twierdzenie 7.2 (Laplace’a dla wierszy). Dla dowolnej ma-
cierzy kwadratowej A = [aij],-,jzl,m,n stopnia n > 2 nad ciatem K i dla
kazdego 1 = 1,2, ... ,n zachodzi wzdr:

det(A) =
(—1)i+1ai1 det(A,-l) + (—1)i+2a,~2 det(Aiz) +...+ (—1)i+n(lin det(Am)

Whniosek 7.1. Niech A = [a;j]; j=1,. n bedzie macierzq kwadra-
towq stopnia n > 2 nad ciatem K. Wowczas dla dowolnych i,7 €
{1,2,...,n}, i #j:

tymstoku - kontynuacja,
finistra Edukacji i Nauki
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(Z) ail(—l)j“ det(Aj1)+ai2(—1)j+2 det(Ajz)—i-. . .+am(—1)j+" det(Ajn)
=0 oraz

(ZZ) ah-(——l)l’“j det(Alj)+a2,-(—1)2+j det(Agj)+. . .+am~(——1)"+j det(Anj)
=0

Dowéd. Zastapmy w macierzy A wiersz j-ty wierszem i-tym.
Wéwcezas otrzymana macierz A’ ma dwa wiersze réwne, wiec z wla-
snosci 6.5 wyznacznika mamy, ze det(A') = 0. Ale Aj; = A;; dla
J = 1,2,...,n, wiec stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem j-tego
wiersza macierzy A’ uzyskamy, ze 0 = det(A’) = a;1(—1)7"! det(A;1) +
aiz(—1)7 2 det(Aj2) + ... + ain(—1)7T" det(A;,,), co koficzy dowdd (3).

Dowdd (it) jest analogiczny. O

Uwaga 7.1. Niech A = [a;}]; j=1,.. » bedzie macierza kwadratowa
stopnia n > 2 nad cialem K. Woéwczas skalar

(—1)i+j det(Aij) (711)

nazywamy dopeinieniem algebraicznym elementu a;; w macierzy A.
Whiosek 7.1 mozemy zatem wypowiedzie¢ nastepujaco: Suma ele-
mentéw jakiej$ kolumny (wiersza) pomnozonych przez odpo-
wiednie dopelnienia algebraiczne elementéw innej kolumny
(wiersza) jest réwna 0.

7.2 Wzory Cramera

Niech dany bedzie uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi z;, z,,
..., T, nad ciatlem K:

1121 + a9 + ...+ A1px, = b1
9171 + Q22%2 + ...+ QopTy = b2
................................ . (7.12)

An1Z1 + paZo + ... + AT, = by

Oznaczmy przez A; (dla i = 1,2,...,n) macierz powstajaca z macie-
rzy A tego ukladu przez zastapienie i-tej kolumny macierzy A kolumna

edzialno$¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki
/SP/0040/2023/01
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by

ba
wyrazéw wolnych |  |. Zatem

bn,
b1 aipg ... Qip a; a2 ... b1
Al: b'g a.22 a?n o 7An: a.21 asz ... bQ
b Qpo ... Gy Ani Qp2 ... by
W = det(A) nazywamy wyznacznikiem gtdwnym ukladu (7.12). Po-
nadto oznaczmy W; = det(4;) dla i = 1,... ,n. Wéwczas zachodzi

nastepujace

Twierdzenie 7.3 (Cramera). Jezeli wyznacznik gtdwny uktadu
(7.12) jest rozny od zera, to uktad ten posiada doktadnie jedno rozwigzanie
dane wzorami Cramera:

W, W, W,
ﬁ}’ xQZWE, e Ty = 2 (7.13)

Jezeli zas W = 0, ale W; # 0 dla pewnegoi=1,... ,n, to uktad (7.12)
nie posiada rozwigzania.

Dowdd. Zalézmy, ze (p1,p2,...,pn) € K™ jest rozwiazaniem
ukladu (7.12). Wezmy dowole ¢ = 1,2,... ,n i pomnézmy j-te réw-
nanie przez (—1)7**det(4;;) dla j = 1,2,...,n, a nastepnie dodajmy
stronami. Wéwczas z wniosku 7.1(ii) i z twierdzenia Laplace’a dla ko-
lumn uzyskamy, ze det(A)-p; = b1 (1) det(Ay;)+b2(—1)% det (Ag)+
oo+ b (=1)"T det(A,;). Ale stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem
i-tej kolumny uzyskamy, ze

W; = by (=1)" det(Ay) + ... + b (=1)" " det(A4,), (7.14)

ry =

wiec
W-p,=W; dla i=1,2,... ,n. (7.15)

Jezeli zatem W = 0 oraz W, # 0 dla pewnego 4, to na mocy (7.15)
mamy sprzeczno$é, czyli w tym przypadku uktad (7.12) nie posiada
rozwiazania. Jezeli zas W # 0, to p; = —V%} dlai=1,2,... ,n.
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Pozostaje zatem wykazaé, ze dla W # 0 ciag (1, z2, ... ,Z,) dany
wzorami (7.13) jest rozwiazaniem uktadu (7.12). Dla i = 1,2,...,n

. W'
na mocy (7.14) mamy, ze a;1Z; + Gi2Ts + ... + QinTp = Z a’UW] -

=1

'ia"i W Z (azJ Z be(—1)F17 det (A, )) =
j=1
7 Z E a;;be(—1) +J det(Ax;) = Z Z a;ibr(— k+j det(Ag;) =

Jj=1 k=1 k=1 j=1

—I;_/Z (bk . Z ai;(—1)F* det(Akj)) Ale na mocy wniosku 7.1(i) dla

|- =[-

k#1 bedme a;;(—1)*7 det(Ay;) = 0oraz Y a;;(—1)"" det(Ay;) =
j g

Jj=1 j=1
det(A) = W na mocy twierdzenia Laplace’a, wiec a;121 + a2 + ...+
AinZn = %W =b; dlai = 1,2,... ,n. Zatem ciag (21,22,... ,Zn)

dany wzorami (7.13) jest rozwiazaniem uktadu (7.12). O

Uwaga 7.2. Zauwazmy, ze twierdzenie Cramera nic nie méwi o
przypadku, gdy W =W, =W, = ... =W, = 0. W takim przypadku
uktad (7.12) moze nie mie¢ rozwiazania albo moze mie¢ wiecej niz jedno
rozwiazanie. Nalezy wdowczas zastosowa¢ inng metode, np. eliminacje
Gaussa.

Uwaga 7.3. Uklad réwnan (7.12), w ktérym det(A) # 0 nazywa
sie uktadem Cramera.

Z uwagi 6.3 oraz z twierdzenia Cramera mamy natychmiast nastepujacy
Whniosek 7.2. Jednorodny uktad Cramera posiada doktadnie jedno
rozwigzanie: T, = Ty = ... =z, = 0. U

Przyklad 7.1. Stosujac wzory Cramera rozwiazemy nad cialem
R uktlad réwnan:

r/uu toku - konty
l \! stra Edukacji \ \
0040/2023/01
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Z1
2.’L’1
41171

z1

+

2$2
33’)2
5(132

T2

+

I3
I3
2.’1)3
Z3

+
+

Ty
2.’134
31134

T4

-2

1

5 -
-2

Obliczamy najpierw wyznacznik gléwny naszego ukladu. Stosu-
jemy kolejno: operacje k4 + k1, k3 + ki, ky + ki, rozwiniecie Laplace’a
wzgledem czwartego wiersza, rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierw-
Szego wiersza:

1 2 -1 -1 1 3 00
3 00
12 -3 -1 o2 |2 -1 4|, ) B
W~4—523_4—167"(_1)1_ié§_
1 -1 -1 -1 1 0 0O
(<1)-3- (=11 | ¢ 7| =(=8)- (7—24) = (=3) - (~17) = 51. Stad

W = 51 # 0, wiec z twierdzenia Cramera uklad nasz posiada dokladnie
jedno rozwiazanie. Obliczamy teraz wyznacznik W) stosujac kolejno:
operacje ki + ko, k3 — ky, ko + 2 - k4, rozwiniecie Laplace’a wzgledem
pierwszego wiersza, operacje ko + k3, rozwiniecie Laplace’a wzgledem
drugiego wiersza:

-2 -1 -1 0 2 0 -1
1 -3 -1 2 -2 -3 -3 2
Mi=l 5 5 2 3|7 0 -5 -1 3|7
-2 -1 -1 -1 -3 -1 0 -1
2 13 2 13
=(-D*. (=) 0 1 -1]|=
0 1 -1 3 3 -3 0
-3 -3 0 -1
-2 -2 -3
0 0 —1| =0, bow ostatnim wyznaczniku mamy dwie iden-
-3 -3 0

tyczne kolumny. Postepujac podobnie obliczamy: Wy = 01 W3 = 51.

Zatem ze wzoréw Cramera: T,
= 1. Wyznacznika W, nie musimy juz oblicza¢, bo z pierwszego

W3
w

=W
- w

=0, To

_ W
w

= 0 oraz z3 =

rownania 4 = ; + 222 —23+2=04+0-1+2=1.0

3/01
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Rozdzial 8

Algebra macierzy

8.1 Podstawowe operacje na macierzach

Oznaczmy przez M,.n(K) zbiér wszystkich m x n macierzy nad cia-
tem K. Jezeli A € Mpxn(K), to przez [A];; bedziemy oznaczali wyraz
stojacy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy A. Przypomnijmy
tez, ze elementy ciala K nazywamy skalarama.

1. Mnozenie macierzy przez skalar. Iloczynem macierzy A €
Mp«n(K) przez skalar a € K nazywamy macierz a - A € My, (K)
taka, ze

[a- A];j = a-[A];; dlawszystkich i=1,...,m; j=1,...,n. (81)
Zatem aby pomnozy¢ macierz A przez skalar a nalezy wszystkie
jej wyrazy pomnozyé¢ przez ten skalar. Zauwazmy, ze z tego

okreslenia wynikaja od razu wzory:

(a-b)-A=a-(b-A) dladowolnych a,b € K, A€ Mpx.(K). (8.2)

1-A=A dlakazdego A € M,xn(K). (8.3)

63
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64 Wyklady z algebry liniowej I

2. Dodawanie macierzy. Sumq macierzy A,B € Mpun(K)
nazywamy macierz A + B € M,.,(K) taka, ze

[A -+ B]” = [A]U + [B]ij dla Wszystkich 1= 1, oo, My ] =1,... , M.
(8.4)

Z tego okreslenia dla dowolnych A, B,C € M, ,(K), a,b € K wyni-
kaja od razu wzory:

A+ B =B+ A. (8.5)

A+(B+C)=(A+B)+C. (8.6)

(a+b)-A=a-A+b-B. (8.7)

a-(A+B)=a-A+a-B. (8.8)

Oznaczmy przez 0,,xn taka mxn-macierz, ktorej wszystkie wspétrzedne

sa réwne 0, czyli [Omxnli; = 0 dla wszystkich ¢ = 1,...,m;j =
1,...,n. Macierz te nazywamy macierzq zerowag.

7 okreslenia dodawania macierzy wynika, ze dla dowolej macierzy
A € Mpun(K):

A+ Opxn = Opyn + A = A. (8.9)

Macierzaq przeciwng do macierzy A € My, (K) nazywamy macierz
—A € M, xn(K) taka, ze

[—Al];; = —[A];; dla wszystkichi=1,...,m; j=1,...,n. (8.10)

Z tego okreSlenia oraz z definicji dodawania macierzy wynika od razu,
ze dla dowolnej macierzy A € M, (K):

A+ (=4) = (=A4) + A= Omxn, (8.11)
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(-1)-A=—A (8.12)

3. Odejmowanie macierzy. Roznicq macierzy A,B € M,xn(K)
nazywamy macierz A — B € M,«,(K) taka, ze

[A — B],J = [A]z] - [B]U dla: = 1, U ] = 1, cee N (813)
Zatem dla dowolnych macierzy A, B € My, (K):
A—-B=A+(-B). (8.14)

4. Mnozenie macierzy. lloczyn A- B macierzy A i B o wspélczynni-
kach z ciala K okre$lamy jedynie wéwczas, gdy liczba kolumn macie-
rzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B. Niech A € M,xn(K)
i B € Mux(K). Iloczynem macierzy A i B nazywamy macierz
A - B € M, (K) taka, ze
n
[A-Blij=Y [Ala-[Bly dlai=1,...,m; j=1,...,k (8.15)
t=1
Zatem aby pomnozyé¢ macierz A € Mp,«n(K) przez macierz B €
M, «x(K) nalezy pierwszy wiersz macierzy A pomnozyé¢ (skalarnie)
przez pierwsza kolumne macierzy B, nastepnie nalezy pomnozy¢ pierw-
szy wiersz macierzy A przez druga kolumne macierzy B, itd. W ten
spos6éb uzyskamy kolejne wyrazy pierwszego wiersza macierzy A - B.
Aby otrzymaé drugi wiersz macierzy A - B nalezy pomnozy¢ drugi
wiersz macierzy A przez kolejne kolumny macierzy B. W konicu nalezy
pomnozy¢ ostatni wiersz macierzy A kolejno przez wszystkie kolumny
macierzy B.

1 0 2 2 11
Przyklad 8.1. Niech A = iB=]13 1 0 |. Wbw-
310
| 0 1 4
czas B - A nie ma sensu (gdyz ilo$¢ kolumn macierzy B nie jest réwna

2 3 9]
9 4 3)
1-240-34+2-0=2 3-24+1-3+0:-0=9
1-1+40-1+2-1=3 3-1+1-14+0-1=4.
1-140:-0+2-4=9 3-1+1-04+0:-4=3
Wynika stad, ze mnozenie macierzy nie jest na ogél przemienne. [J

bo

ilosci wierszy macierzy A) oraz A- B = [
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66 Wyklady z algebry liniowej I

Twierdzenie 8.1. Dla dowolnych macierzy A € My«n(K), B €
My« (K) zachodzi wzor:

(A-B)T = BT . AT,

Dowéd. Z okreslenia macierzy transponowanej wynika, ze AT €
Mnxm(K)y BT € kan(K) oraz [AT],']' = [A]]z dla i = 1,. .o, Nn, j =
1,... ,mi [BT]ij = [B]]z dlai = 1, ,k,j: 1, , . Zatem
BT - AT € Myym(K), (A B)T € Mjym(K). Ponadto dla wszystkich

mozliwych 2,j:
m

[(A-B)T)yy =[A-Bli=) [Al- [Blu=)>_ [A")y - [B")u =

t=1 t=1
= Z BT]zt [AT]tJ [BT AT]ZJ m
t=1
Twierdzenie 8.2. Mnozenie macierzy jest taczne tzn. dla dowol-
nych macierzy A € Mpyn(K), B € My, (K),C € M, (K):
(A-B)-C=A-(B-0C).

Dowéd. Mamy, ze A-B € M, (K), B-C € M,xs(K), (A-B)-C €
Myxs(K), A-(B-C) € Mpxs(K). Zatem macierze A-(B-C)i(A-B)-C
maja te same wymiary. Ponadto dla wszystkich mozliwych i, j:

[(A-B)-Clij=Y_[A-Bli-[Cly)_ (Z [Ala - [B]zt) [Cly =

t=1 t= 1 =1
=>"> ([l - [Blu) - ZZ[A]” (Bl - [Cyy) =
ZZ [Ala - ([Blu - [Clyy) = ([A]il . Z[B]u . [C]tj) =
=1 t=1 =1 =1

Y [Au-[B-Cly=[A-(B-O)}. O

Twierdzenie 8.3. Dla kazdego a € K i dla dowolnych macierzy
A€ Mpun(K),B € Mpur(K):

a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

pn.
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Dowéd. Dlai=1,...,m,j=1,... ,k: [(a-A) - B];; =

n n

:Z[a-A]it Z ‘[Blyj =a- E[A]it'[B]tj:

t=1 t=1
n

=a-[A-Blj=[a-(A-B)loraz [A-(a- B)li; = Y _[Alu- [a- Bl =

> [Ali- (a-[Bly) =a-Y (Al [Bly=a-[A- Bl =[a-(A-B));.
D:l t=1

Twierdzenie 8.4. Mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem
dodawania macierzy tzn.
(i) A-(B4+C) = A-B+A-C dla dowolnych A € Mpy«n(K),B,C €
M, w1 (K) oraz
(1) (B+C)-A = B-A+C-A dla dowolnych B,C € Myxn(K),A €
Mnxk (K) .
Dowdéd. (i). Wystarczy wykazaé, ze dla WSZYStleh mozliwych i, j:

[A-(B+C));; = [A-B+A-C);;. Ale [A-(B+C));; = Z [A]4[B + C)y; =

t=1
n n

> (Al - ([Blij + [Cly) = >, ([Alie - [Blyy + [Alic - [Clyy) =

> Al [Bli+ Y [Ali - [Cliy = [A-Blij+[A-Cly; = [A- B+ A-Cl.

t=1 t=1
(17) mozna udowodnié podobnie jak (7). O

8.2 Algebra macierzy kwadratowych

Bedziemy dalej pisali M,,(K) zamiast M, x,(K) oraz 0, zamiast Opxn.
Dla dowolnych A, B € M,,(K) mamy, ze A+ B,A- B € M,(K). Po-
nadto mnozenie macierzy kwadratowych jest laczne i rozdzielne wzgle-
dem dodawania macierzy.

Przyklad 8.2. Niech n > 2 oraz niech A, B € M, (K) beda takimi
macierzami, ze [A];; = 11 [A];; = 0 dla pozostalych ¢, j oraz (B, =1
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i [B];j = 0 dla pozostatych i,j. Wtedy B-A = 0, oraz A- B = B.
Zatem A - B # B - A, czyli mnozenie macierzy kwadratowych stopnia
wiekszego od 1 nie jest przemienne!. (]

Macierzq jednostkowa stopnia n nazywamy macierz I, € M,(K),
ktéra ma na gtéwnej przekatnej same jedynki, za$ na pozostalych miej-
scach same zera tzn. [I,]; = 1dlai=1,2,... ,n oraz [I,);; = 0 dla
wszystkich 7 # j.

Twierdzenie 8.5. Macierz jednostkowa stopnia n jest elementem
neutralnym mnozenia macierzy w zbiorze M, (K) tzn.

I,-A=A-I,=A
dla dowolnej macierzy A € M, (K).
Dowéd. Dla wszystkich é,j = 1,2,...,n mamy, ze [[, - A);; =

D (L [Aly = [Tl - [Aly = 1-[A); = [A]y oraz [A - L); =

Z [A]it . [In]tj = [A],,J[In]” = [A]Ul = [A],J Zatem InA = AIn =A
t=1
dla kazdego A € M,(K). O

Macierzq skalarng stopnia n nazywamy macierz postaci:

a - I, dla dowolnego a € K.

Zatem macierz skalarna ma na gléwnej przekatnej wspdlny skalar a, zas
na pozostalych miejscach same zera. Z poznanych wlasnosci mnozenia
macierzy mamy, ze dla dowolnej macierzy A € M, (K) i dla dowolnego
a € Kjest (a-I,)-A=a-(In-A) =aAoraz A-(a-1,,) = a-(A-I,) = a-A.

Twierdzenie 8.6 (Cauchy’ego). Dla dowolnych macierzy kwa-
dratowych A © B tego samego stopnia nad ciatem K zachodzi wzor:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Dowéd. Niech 4, B € M, (K). Wéwczas [A-B] = > [Al;, - [B],
s=1

dlai,j =1,2,...,n. Zatem kazdy wyraz i-tego wiersza macierzy A-B
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Algebra macierzy 69

jest suma n skladnikéw postaci [A];s - [B]s;. Oznaczmy przez H; j-ta
kolumne macierzy A-B oraz przez A; j-ta kolumne macierzy A. Wtedy
bedziemy mieli, ze

Z [A] 1s [B ]sj
> [Al[Bl; .

n

Z [A]ns [B]sj

L s=1 i

n n n

Zatem A-B = | > [Bloi- Ay O [Bloz - Asy o5 O [Blown - As, |,

s1=1 so=1 sp=1
skad z wlasnoéci 6.4 stosowanej n-krotnie bedziemy mieli, ze

det(A- B) =
>3 ) [BlaalBlaz - [Blasn det([Asy, As,, - 5 As,)).

s1=1s2=1 Sn=1

Ale jezeli dwie kolumny macierzy sa identyczne, to jej wyznacznik
jest réwny 0, wiec tylko te skladniki naszej sumy moga byé¢ nieze-
rowe, dla ktérych s; i si sa rézne dla j # k, czyli tylko te, dla ktérych
s1, S2,. .. , Sp jest permutacja liczb 1,2,... ,n. Aledla f € S, na mocy
wlasnosci 6.3:

det([As), Af@), -+ Asm)) = «SQN(f) det([A1, Az, ..., An]) = sgn(f)-
det(A), wiec det(A-B) = det(A)- Y sgn(f)[Blrun[Bls@yz - - (Bl

f€Sn
= det(A) - det(BT) = det(A) - det(B). O

Definicja 8.1. Macierzq dopetnieri macierzy A € M, (K) nazy-
wamy macierz postaci

D(A)

—1)i+j det(Aij)] .

1,7=1,2,....,n "

(8.16)

I
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Twierdzenie 8.7. Dla dowolnej macierzy A € M, (K) zachodzi
W2OT:

A-D(A) = D(A) - A = det(A) - I,.

Dowéd. Dla dowolnych 4,5 € {1,2,...,n}:

n n

[A- D(A)]i; = Y [Ala[D(A)]; = Y [Alu(—1)"" det(Ay).

t=1 t=1

Zatem z twierdzenia Laplace’a oraz z wniosku 7.1: [A-D(A)];; = det(A)
dlai=1,2,...,norazdla¢ # j: [A-D(A)];; =0. Stad A- D(A) =
det(A) - I,.

Podobnie dla i,5 € {1,2,... ,n}:

n

[A-D(A Z [D(A)]ulAly = (=1)"" det(Au)[Al,

t=1

wiec z twierdzenia Laplace’a i z wniosku 7.1, [D(A) - A);; = det(A)
dlai = 1,2,...,n oraz dla ¢ # j mamy, ze [D(A) - A];; = 0. Zatem
D(A)- A =det(A)-I,. O

8.3 Odwracanie macierzy

Definicja 8.2. Powiemy, ze macierz A € M, (K) jest odwracalna,
jezeli istnieje taka macierz B € M, (K), ze

A-B=B-A=1,. (8.17)

Uwaga 8.1. Macierz B we wzorze (8.17) jest wyznaczona jed-
noznacznie (przez macierz A). Rzeczywiscie, niech dodatkowo C €
M, (K) bedzie takie, z¢e A-C =C-A =1, Wtedy C =C -1, =
C-(A-B)=(C-A)-B=1,-B=B,czyli C = B. W zwiazku z tym
macierz B nazywamy macierzq odwrotng do macierzy A i oznaczamy
przez A7L.

bn
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Twierdzenie 8.8. Macierz A € M,(K) jest odwracalna wtedy
i tylko wtedy, gdy det(A) # 0. Jezeli det(A) # 0, to zachodzi wzdr:

1

-1 _
AT = det(A)

- D(A)T. (8.18)

Dowdéd. Zalézmy, ze macierz A jest odwracalna. Wtedy ist-
nieje macierz B € M,(K) taka, ze A- B = I,. Zatem z twierdze-
nia Cauchy’ego det(A) - det(B) = det(l,). Ale det(l,) = 1, wiec
det(A) - det(B) = 1, skad det(A) # 0.

Na odwrét, zalézmy, ze det(A) # 0. Wéwcezas z twierdzenia 8.7:

A+ (g - DAT) = gy - (A- D(AYT) = gy - (det(4) - L) = I,

i podobnie ( 2+ - D(A)T)-A = I,,. Zatem macierz A jest odwracalna
det(A)

i zachodzi wzér (8.18). O

Uwaga 8.2. Macierze A € M,(K) o wyznaczniku réznym od zera
nazywamy macierzamsi nieosobliwyms.

Twierdzenie 8.9. Dla dowolnych macierzy A, B € M,(K) naste-
pujace warunki sq rownowazne:

(i) B= A1,
(ii) A- B =1I,
(iti) B- A =1I,.

Dowd6d. Implikacja (i) = (i7) jest oczywista.

(17) = (4i7). Niech A- B = I,. Wtedy z twierdzenia Cauchy’ego
det(A) - det(B) = det(I,) = 1, skad det(A) # 0 i na mocy twierdzenia
8.8 istnieje A~!. Stad A™!-(A-B) = A7'-I,, czyli (A"1-A)-B= A7},
a wiec I, - B = A7!, czyli B = A~l. Zatem z okreSlenia macierzy
odwrotnej B - A = I,,.

(i13) = (i). Zalézmy, ze B- A = I,. Wtedy z twierdzenia Cau-
chy’ego: det(B) - det(A) = det(l,) = 1, czyli det(4) # 0. Zatem
z twierdzenia 8.8 istnieje A™! oraz (B - A) - A™! = I, - A7, wiec
B-(A-AY)=A"' skad B-I, = A"' azatem B=A"1. O
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Twierdzenie 8.10. Iloczyn macierzy odwracalnych jest macierza
odwracalng. Doktadniej, jezeli macierze A, As, ... ,An € My(K) sa
odwracalne, to zachodzi wzor:

(Ay- Ao - Ap) P = A A AT AT (8.19)

Dowdd. Zauwazmy, ze (A; - Ay - Ap) - (A7 - A - - AT =
(Ap - Apoy) (A8 - - AT = ... = Ay - AT! = I,. Zatem na
mocy twierdzenia 8.9 mamy teze. [J

8.4 (Odwracanie macierzy przy pomocy
operacji elementarnych

Z definicji mnozenia macierzy wynika, ze dla dowolnej macierzy
A € M, (K) operacji elementarnej na wierszach macierzy A odpowiada
pomnozenie macierzy A z lewej strony przez macierz, ktéra powstaje
z macierzy jednostkowej I, przez wykonanie na niej tej samej operacji.

Stosujac operacje elementarne na wierszach nieosobliwej macierzy
A mozemy ja przeksztalci¢ przy pomocy algorytmu Gaussa do macie-
rzy jednostkowej I,. Wynika stad, ze istnieja macierze By, By, ... , B,
takie, ze

By-...-By-By-A=1,. (8.20)

Zatem A~' = By;-...-By- By, czyli A = B, -...- By - By - I,,. Stad
macierz A~! powstaje z macierzy I, przez wykonanie na niej
tych samych operacji elementarnych, co na macierzy A.

W praktyce przy obliczaniu macierzy odwrotnej do macierzy nie-
osobliwej A przy pomocy operacji elementarnych na wierszach
postepujemy w sposéb nastepujacy. Z prawej strony macierzy A do-
pisujemy macierz jednostkowa I, tego samego stopnia. Na wierszach
otrzymanej w ten sposéb macierzy blokowej [A|l,] wykonujemy ope-
racje elementarne az do uzyskania macierzy blokowej postaci [I,|B].
Macierz B jest wtedy macierza odwrotna do macierzy A, tj. B = A™L.
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Rozdziat 9

Przestrzenie liniowe

9.1 Okreslenie przestrzeni liniowej

Niech K bedzie dowolnym cialem, V-niepustym zbiorem, w ktérym
okreslone jest dzialanie dodawania + i operacja o : K x V — V
mnozenia przez elementy z ciala K (przy czym dlaa € K oraz a € V
bedziemy pisali a o @ zamiast o((a,a))) oraz wyrézniony jest element

©cV.

Elementy zbioru V' bedziemy nazywali wektorami, wektor © wekto-
rem zerowym, a elementy ciala K skalarami. Uzywacé bedziemy grec-
kich liter do oznaczania wektoréw, a tacinskich do oznaczania skalaréw.

Zbiér V (z dzialaniem +, operacja o mnozenia przez skalary z ciala
K oraz wyréznionym elementem ©) nazywamy przestrzeniq liniowq
nad ciatem K, jesli spelnione sa nastepujace warunki (aksjomaty prze-
strzeni liniowych):

Al. VYygev o+ B =B+ o, tj. dziatanie + jest przemienne,

A2. Y, g cv a+ (B+7) = (a+ B) +1, tj. dziatanie + jest {qaczne;

A3. Vyev a+ 0O = a, tj. wektor © jest elementem neutralnym
dziatania +;

Ad. V,oevTsey a+ 0 = O;

A5. Yy gevVock a0 (a+ ) =aoa+aof;

A6. VocvVapek (a+b)oa=aoa+boa;

73
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AT. Vaevva,beK (G, . b) o =ao (b o} a);
AS. vaev loa =oa.

9.2 Przyklady przestrzeni liniowych

Przyktad 9.1. Zbiér jednoelementowy V = {a} z dzialaniem +
takim, ze a + o = a oraz wyrdéznionym elementem © = « jest prze-
strzenia liniowa nad dowolnym cialem K, jezeli mnozenie o okreslimy
wzorem: a o o = « dla kazdego a € K. Przestrzenie takiej postaci
nazywamy zerowymi. [J

Przyklad 9.2. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna, a K do-
wolnym cialem. Niech K™ bedzie zbiorem wszystkich ciagéw postaci
[a1,az,...,ay], gdzie ai, ... ,a, € K. Sume dwu ciagéw
a=|aj,a,...,a,), B=[b,bs,...,b,] okreSlamy jako
[a1 + b1, a9 + b, ... ,an + by]; iloczyn a o « dla a € K okre§lamy jako
[aay, aay, . .. ,aa,). Niech ponadto © = [0,0,...,0]. Latwo sprawdzié,

ze aksjomaty A1-A8 sa w tym przypadku spnelnione, a wiec zbiér K™
z tak okre$lonym dodawaniem i mnozeniem przez skalary oraz z wy-
r6znionym wektorem © jest przestrzenia liniowa nad cialem K. Prze-
strzen te oznacza sie przez K™ i nazywa n-wymiarowa przestrzenia li-
niowa wspélrzednych nad cialem K. Dla wektora [ay, ag, . .. ,a,] € K™
element a; dlat =1,2,... ,n nazywamy i-tq wspdotrzedna lub i-ta skla-
dowa tego wektora. [

Przyklad 9.3. Dla dowolnego ciala K oznaczmy przez K> zbiér
wszystkich ciagéw nieskoficzonych [aq, as, . ..] 0 wyrazach z tego ciala.
Dodawanie takich ciagdéw i mnozenie przez skalary okreSlamy nastepuja-
co:

[al,ag,...] +{b1,b2,...] = [a1 +b1,0,2+b2,...],
aolay,as,...] = [aai,aay,...].
Natomiast wektor zerowy okre§lamy jako © = [0,0,...]|. Latwo spraw-

dzié, ze wowczas aksjomaty A1-AS8 tez sa spelnione. Otrzymana w ten
spos6b przestrzen liniowa oznaczamy przez K. [J

Rozbudowa otwartych
dofinansowanego
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Przykltad 9.4. Niech L bedzie dowolnym cialem. Wéwczas pod-
zbiér K C L zawierajacy 01 1, ktory jest cialem ze wzgledu na wszyst-
kie dzialania okreslone w ciele L nazywamy podciatem ciata L. W tej
sytuacji L z dzialaniem dodawania + ciala, operacja mnozenia przez
elementy z ciala K i wyrdznionym elementem © = 0 jest przestrzenia
liniowa nad ciatem K. Oznaczamy ja przez Lix. W szczegdlnosci cialo
K jest przestrzenia liniowa nad K oraz R jest w naturalny sposéb
przestrzenia liniowa nad cialem liczb wymiernych Q oraz C jest prze-
strzenia liniowa nad cialem liczb rzeczywistych. [J

Przyklad 9.5. Zbiér R[z] wszystkich wielomianéw zmiennej
o wspélczynnikach rzeczywistych ze zwyklym dodawaniem wielomia-
néw i z naturalnym mnozeniem wielomianéw przez liczby rzeczywiste
oraz z wyréznionym elementem © = 0 jest przestrzenia liniowa nad
cialem R. Oznaczamy ja przez R[z]. O

Przyklad 9.6. Niech m i n beda ustalonymi liczbami natural-
nymi i niech K bedzie cialem. Wéwczas zbiér M,,«,(K) wszystkich
m X n-macierzy o wyrazach z ciala K z naturalnym dodawaniem ma-
cierzy i mnozeniem przez skalary oraz z wyréznionym elementem © =
Opmxn tworzy przestrzen liniowa nad cialem K. Oznaczamy ja przez
My xn(K). O

Przyklad 9.7. Zbiér wszystkich réwnan liniowych z n niewiado-
mymi x, Zs, ... , T, 0 wspOlczynnikach z ciala K, z naturalnym doda-
waniem réwnan stronami i naturalna operacja mnozenia réwnan przez
skalary oraz z wektorem © rozumianym jako réwnanie 0-z; +0 -z, +
...+ 0-x, =0 jest przestrzenia liniowa. [J

Przyklad 9.8. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem
i niech K bedzie cialem. Oznaczmy przez K* zbiér wszystkich funkcji
f: X — K. Dodawanie funkcji z tego zbioru okreslamy wzorem:

(f +9)(z) = f(z) + g(z) dla z € X.
Natomiast mnozenie przez skalary okreslamy wzorem:

(ao f)(z)=a- f(z)dlaz € X.

i
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Latwo sprawdzié, ze w ten sposéb otrzymujemy przestrzen liniowa nad
cialem K, ktéra oznaczamy przez KX. O

9.3 Wlasnosci dzialan na wektorach

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Wéwczas

Wlasnos$é 9.1. Prawo skracania réwnosci:

Va,ﬂ,—yev[a +B8=a+y=>0= 'Y]-

Dowdéd. Zalézmy, ze o+ =a+v. Z A4diz Al istnieje § € V
takie, ze § + o = ©. Zatem z A2 mamy, ze (0 + )+ 8 = (6 + ) + 7,
czyi O+ =0+, awiecz A3i Al f=1+. O

Wtlasnos$é 9.2. Dla kazdego wektora o € V istnieje dokladnie
jeden wektor 6 € V' taki, ze a 4+ § = ©.

Dowdd. Istnienie takiego wektora § wynika z A4. Jedlizas 6; € V
jest takie, ze a+9; = O, to a+6; = a+4, wiec z wlasnosci 9.1 mamy,
ze 61 =4. 0O

Uwaga 9.1. Wektor 6 € V taki, ze a + § = © nazywamy wekto-
rem przeciwnym do wektora o i oznaczamy przez —«. Poniewaz z Al
(—a) + a = O, wiec « jest wektorem przeciwnym do wektora (—a),
czyli mamy wzor:

—(—a) = a dla kazdego a € V. (9.1)

Uwaga 9.2. Mozna udowodnié, ze suma n wektoréw z przestrzeni
V nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiaséw. Ponadto z przemien-
no$ci dodawania wektorow wynika, ze suma n wektoréw nie zalezy tez
od kolejnosci sktadnikéw.

Wtasno$é 9.3. Dla dowolnych wektoréw aq, s, ... ,a, € V za-
chodzi wzér:

—(ar+ a2+ ...+ oy) =(—a1) + (—ag) + ...+ (—an). (9.2)
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Dowéd. Mamy, ze (o + ...+ ap) + [(—a1) + ... + (—an)] =
(a1 + (—an)) + ...+ (an+ (—an)) = O +... + © = O. Zatem wektor
(—a1)+. ..+ (—ap) jest wektorem przeciwnym do wektora oy +. . .+ay,
skad mamy nasz wzér. [J

Wtiasno$é 9.4. Dla dowolnych wektoréow «, 8 € V istnieje doklad-
nie jeden wektor v € V taki, ze a + v = . Mianowicie 7 = 8 + (—a).
Bedziemy go nazywali rdznicq wektorow « i § i oznaczali przez 8 — a.

Dowéd. Mamy, ze a+ [f+ (—a)] =[a+ (—a)]| +8=0+ 5= 0.
Jezeli ponadto y; € V jest takie, ze a+ v = 8, to a + v = a+ 7,
wiec z wlasnoSci 9.1 mamy, ze v, = ~. U

Uwaga 9.3. Oczywiscie dla dowolnego wektoraa € V: a—a = 0,
boa—a=a+(—a)=0.

Wtlasnosé 9.5. 0o a = © dla dowolnego wektora a € V.

Dowéd. Poniewaz 0 = 0+0, wiec na mocy A6: Qoa = (0+0)oa =
Ooa+0oa. Zatemz A3 0oa+0O© =0o0a+0oa iz whasnosci 9.1
©=00a O

Wlasnoéé 9.6. —a = (—1) o a dla dowolnego wektora o € V.

Dowdéd. Poniewaz o = loa na mocy A8, wiec z A6 a+(—1)oa =
loa+ (—1)oa=(1+(—1)) oa=0o0a = 0O na mocy wlasnosci 9.5.
O

Wlasnoséé 9.7. a0 © = O dla kazdego a € K.

Dowdéd. Z A3 mamy, ze © = O + O, wiec na mocy A5: a0 0O =
ao(0+0)=a00+ao00O, czyli namocy A3, a00+60 =a00+ao00,
wiec z wlasnosci 9.1, © = a0 0. [J

Wtasno$é 9.8. aoa # O dladowolnych 0 #a € K, ©@ £ a € V.

Dowéd. Zaléimy, z2e 0 #a € K, O #a € Viaoa=0. Wtedy
z wlasnoéci 9.7 mamy, ze © =a"lo(aoca)=(a"!-a)oa=loa=a
na mocy A7 i A8, skad a = © i mamy sprzeczno$¢. [

Uwaga 9.4. Z wlasnoéci 9.5, 9.7 i 9.8 wynika od razu, ze dla
dowolnych a € K, aa € V:

aoa=0&a=0 lub a=0].

Bialymstoku - kontynuacja,
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Wtasnosé 9.9. (—a)oa = ao(—a) = —(ao a) dla dowolnych
a€eK,aeV.

Dowéd. Na mocy A6 i wlasnosci 9.5 mamy, ze (—a)oa+aoa =
((ma)+a)oa=00a=0,skad (—a) oa = —(ao ). Ponadto z A5
i wlasnosci 9.7 ao (—a) +aoca =ao (a+ (—a)) =ao O = O, wiec
ao(—a)=—(aoa). O

Wtlasno$é 9.10. Dla dowolnego a € K i dla dowolnych wektoréw
1,09, ... ,0, € V.

ao(og+as+...+ay) =aoca;+aoaz+...+aoaq,.

Dowdéd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z A5.
Zalézmy teraz, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2
i niech ay,...,an, ane1 € V. Wtedy z zalozenia indukcyjnego

ao(ar+...+ay)=aoa;+...+aoay,.

Zatem na mocy A5 ao(a;+...+ap+any1) =ao((ar+...+ay) +
Qny1) =ao (g +...+ap)+aoay =aoa;+...+aoa,+aoan,,
czyli teza zachodzi dla liczby n+ 1. O

Z wlasnos$ci 9.10 i z A7 wynika od razu

Wtasno$é 9.11. Dla dowolnych a,a,,...,a, € K, a1,... ,0, €
V:
ao(aoar+...+ap0ay)=(a-a))oa;+...+(a-a,)oay.

Uwaga 9.5. Z udowodnionych wtasnosci dziatan na wektorach
mozna latwo wyprowadzi¢ nastepujace prawa rachunkowe dotyczace
odejmowania wektoréw:

a—(B+y)=(a=B)-ra-(B-7)=(@=-p)+,

—(a+p)=(-0)= B, —(a-p) =(-a) + 5,

ao(a—pB)=aoa—aof, (a—boa=aoca—bopf,

(—a)o(—a) =aoq.

alymstoku — kontynuacja,
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Rozdziat 10

Podprzestrzenie przestrzeni
liniowych

10.1 Okreslenie podprzestrzeni

Definicja 10.1. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem
K. Niepusty podzbiér V) przestrzeni V nazywamy podprzestrzeniq
przestrzeni V', jesli ma on nastepujace wlasnosci:

(I) suma dowolnych dwu wektoréw nalezacych do V; nalezy do Vj,

(Il) jeSlicoe Viia€e K, toaoa € ;.

Uwaga 10.1. Wektor zerowy O nalezy do kazdej podprze-
strzeni V; przestrzeni V. Rzeczywiscie, poniewaz V; # 0, wiec
istnieje o € V; 1 wéwezas z (II) mamy, ze 0o « € V}, skad z wlasnosci
9.5 jest © € V.

Uwaga 10.2. Podprzestrzen V) przestrzeni liniowej V' nad cialem
K jest przestrzenia liniowa nad cialem K wzgledem dodawania wek-
toréw zredukowanego do V) i mnozenia przez skalary zredukowanego
do V;. Sprawdzenie prawdziwosci aksjomatéw A1-A8 nie przedstawia
trudno$ci. Np. z (II) oraz z wlasnosci 9.6 wynika, ze —a € V; dla
kazdego a € V.

Kazda przestrzen liniowa V' zawiera co najmniej dwie podprzestrze-
nie: zbiér V oraz podprzestrzen ztozona tylko z wektora ©. Pierwsza
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z tych podprzestrzeni nazywamy niewtasciwg, a druga zerowaq.

Twierdzenie 10.1. Czes¢ wspdlna dowolnej niepustej rodziny pod-
przestrzeni danej przestrzeni liniowej V nad ciatem K jest podprze-
strzeniq przestrzeni V.

Dowdd. Niech W bedzie dowolna niepusta rodzina podprzestrzeni
przestrzeni liniowej V nad cialem K i niech W, = ﬂ W. Z uwagi

wew
10.1 mamy, ze © € W dla kazdego W € W. Zatem © € W,. Niech

a,B € Wy. Wtedy o,8 € W dla kazdego W € W, skad o+ 3 € W
dla kazdego W € W, wiec a + 8 € Wy. Jedli a € K oraz a € Wy, to
a € W dla kazdego W € W, skad a oo € W dla kazdego W € W,
wiec a o a € Wy. Zatem W, jest podprzestrzenia przestrzeni V. [J

10.2 Podprzestrzenie generowane i ich
wlasnos$ci

Twierdzenie 10.2. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad cia-
tem K i niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni V. Istnieje
najmniejsza (w sensie inkluzji) podprzestrzen przestrzeni V' zawierajqca
A.

Dowdd. Oznaczmy przez W rodzine wszystkich podprzestrzeni W
przestrzeni V takich, ze A C W. Rodzina W jest niepusta, bonp. V €
W. Z twierdzenia 10.1 mamy, ze W, = n W jest podprzestrzenia

w
przestrzeni V', a poniewaz A C W dla kangg(}) W e W, wiec A C W,.
Niech teraz V) bedzie podprzestrzenia przestrzeni V' taka, ze A C V;.
Wtedy V; € W, skad Wy C V;. Zatem W, jest najmniejsza w sensie
inkluzji podprzestrzenia przestrzeni V' zawierajaca zbiér A. OJ

Uwaga 10.3. Najmniejsza podprzestrzen przestrzeni liniowej V
zawierajaca zbior A C V nazywamy podprzestrzeniq rozpieta na pod-
zbiorze A lub generowanq przez podzbior A i oznaczamy przez lin(A).

Z tego okreslenia wynika od razu, ze lin(Q) = {©}.

Jesli zbidr A jest skoniczony i A = {ay, ay, ... ,ay}, to zamiast

atymstoku - kontynuacja,
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lin({a1, 02, ... ,an}) bedziemy pisali lin(ay, as, .. . , o).

Zauwazmy, ze dla kazdego a € V jest lin(a) = {aca : a € K}.
Rzeczywiscie, a = loa € {aoa: a € K} oraz dla dowolnych a,b € K
mamy, ze aoa+boa = (a+b)oaiao(boa) = (ab) o a, wiec
{aoa : a € K} jest podprzestrzenia przestrzeni V zawierajaca o.
Jezeli za§ W jest podprzestrzenia przestrzeni V' taka, ze o € W, to dla
dowolnego a € K jest aoa € W, skad {aca:a € K} C W. Zatem
linfa) ={aoa:a€ K}.

Ponadto z definicji podprzestrzeni generowanej wynika od razu, ze
jezeli Ai B sa podzbiorami przestrzeni liniowej V' takimi, ze A C B,
to lin(A) C lin(B).

Twierdzenie 10.3. Niech V1, V,,...,V, beda podprzestrzeniams
przestrzeni lintowej V' nad ciatem K. Wowczas zbior

Vi+Vo+.. .+ Vo={ar+a+...+ap:s €V, dlai=1,2,... ,n}

jest podprzestrzeniq przestrzeni V. Ponadto
Vi+Vo+. ..+ V,=lin(ViUVaU...UV,).
Dowéd. Niecho; € V;dlai =1,2,... ,n. Wtedya; =@+ ...+ 0
i—1
+0;+0+...+0,skad a; e Vi +...+V,dlai=1,2,... ,n. Zatem
| —

n—i

iu...uv, CVi+...4V, Niech o, € Vi +... +V,. Wtedy
istnieja «;,5; € Vi dlai = 1,2,... ,n takie, ze & = a; + ... + ay,
ig=p%~+...4+0Fn,skad a+ 8 = (a1 +b1) + ...+ (an + Bn) €
Vi+...+V,, boa;+8 € V;dlas = 1,2,...,n. Ponadto dla
a € K mamy, ze aoa; € V;dlai = 1,2,...,n, skad z wlasnosci
910aoca=aocoa;+...+aoca, e Vi+...+V,. Zatem V1 +...+V,
jest podprzestrzenia przestrzeni V zawierajaca zbior V; U ... U V.

Niech teraz W bedzie dowolna podprzestrzenia przestrzeni V taka,
ze Viu...uUV, C W. Wezmy dowolne a« € V; + ... +V,. Wtedy
istnieja o; € V; dlai = 1,2,... ,n takie, ze @« = a3 + ... + . Ale
oaq,...,0n € W, wiec o € W. Zatem V; + ... +V, € W. Stad
Vi+...+V, Clin(V1U...UV,). Ale lin(V1U...UV,) jest najmniejsza
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podprzestrzenia przestrzeni V zawierajaca zbiér Vi U...UV,, wiec stad
Vi+...+V,=lin(Vhu...UV,). O

Twierdzenie 10.4. Dla dowolnych wektoréw oy,... ,q, prze-
strzeni liniowej V' nad ciatem K zachodzi wzdr:

lin(ay,...,an) ={a10oa1+...4+a,0a,:a1,...,a, € K}.
Dowdéd. Poniewaz «; € lin(o;) dlai=1,2,... ,n, wiec
{oq,...,an} Clin(an) U...Ulin(ay), skad lin(ay, ... ,a,) C
lin(lin(oq)U. . .Ulin(ay)). Ponadto {a;} C {au, ... ,an}, wieclin(a;) C
lin(ay,...,an)dlai=1,2,... ,n. Zatem lin(lin(c;)U...Ulin(ay,)) C
lin(ayg,...,an). Stad lin(oy,...,an) = lin(lin(ay), ..., lin(ay,)) =
linlag) + ... +lin(an) = {a10a1+ ... +a,0a, : a1,... ,a, € K} na

mocy twierdzenia 10.3 i uwagi 10.3. OJ

Twierdzenie 10.5. Dla dowolnych podzbiorow X Y przestrzeni
lintowej V nad ciatem K zachodzi wzor:

lin(X UY) = lin(X) + lin(Y).

Dowé6d. Mamy, ze X C lin(X) Clin(XUY)1Y C lin(Y) C
lin(XUY), wiec XUY C lin(XUY). Ale lin(X UY) jest najmniejsza
podprzestrzenia zawierajaca zbidr X UY, wiec stad lin(X UY) C
lin(X) + lin(Y). Dalej, jezeli W jest podprzestrzenia przestrzeni V
zawierajaca X UY, to X C W, skad lin(X) C W oraz analogicznie
lin(Y) C W. Zatem lin(X)Ulin(Y) C W iz twierdzenia 10.3 mamy, ze
lin(X)+lin(Y) C W. Ale W jest dowolna podprzestrzenia przestrzeni
V zawierajaca zbiér X UY', wiec stad lin(X) + lin(Y) C lin(X UY).
Stad ostatecznie lin(X UY) = lin(X) + lin(Y). O

Z twierdzenia 10.5 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 10.1. Dla dowolnych wektorow oy, ... 0, B1,.-. ,Bm
przestrzens lintowej V' zachodzi wzor:

lin(ag,... 00, B1,...,Bm) = lin(aq, ... ,an) +lin(By, ..., Bm)-

Rozbudowa otwartyc]
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Twierdzenie 10.6. Dla dowolnego podzbioru X przestrzeni linio-
wej V nad ciatem K i dla kazdego wektora o € V :

a € lin(X) < lin(X U{a}) = lin(X).

Dowdéd. Zatézmy, ze lin(X U{a}) = lin(X). Poniewaz X U{a} C
lin(X U {a}), wiec stad X U {a} C lin(X), skad o € lin(X). Na
odwrét, niech teraz a € lin(X). Wezmy dowolna podprzestrzenr W
przestrzeni V taka, ze X C W. Wtedy lin(X) C Wia € lin(X), wiec
X U{a} C W, skad lin(X U {a}) C W. Ale W jest dowolna podprze-
strzenia przestrzeni V zawierajaca X, wiec stad lin(XU{a}) C lin(X).
Ponadto X C X U {a}, wiec lin(X) C lin(X U {a}) i ostatecznie
lin(X U {a}) =lin(X). O

10.3 Kombinacja liniowa wektorow

Definicja 10.2. Niech oy, ay, ..., a, beda wektorami przestrzeni
liniowej V' nad cialem K. Powiemy, ze wektor o € V jest kombinacja
lintowq wektoréw ay, as, . .. , oy, jezeli istnieja skalary aq, aq,... ,a, €

K (zwane wspotczynnikami tej kombinacyi) takie, ze
a=a0a;+ay00y+ ...+ a, o . (10.1)

Uwaga 10.4. Twierdzenie 10.4 mozemy wypowiedzie¢ nastepujaco:
lin(ay, ... ,a,) sktada sie ze wszystkich kombinacji liniowych wekto-
oW Qq,... , 0.

Twierdzenie 10.7. Niech X bedzie dowolnym niepustym podzbio-
rem przestrzeni liniowej V nad ciatem K. Wowczas lin(X) jest zbio-
rem wszystkich kombinacgi liniowych wszystkich skonczonych podzbio-
row zbioru X.

Dowéd. Oznaczmy przez V) zbidr wszystkich kombinacji liniowych
wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru X. Dla @ € X mamy, ze
a =1loa € Vi, wiecc X C V,. Poniewaz X # ), wiec V; # 0.
Niech a € K oraz a, € V;. Wtedy istnieja ay,... ,0,,81,...,0m €
X takie, zZe @« = a0 + ... +a,o0a, oraz B = byo 1 + ...+
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by © Bm. Zatem aoa = (aa;) oay + ...+ (aay)a, € V) oraz a €
lin(ag,...,an) i B € lin(B,...,Bm), wiec z wniosku 10.1 a + 3 €
lin(aq, ... ,an,B1,...,Bm), czyli na mocy uwagi 10.4 a+ 3 € V;. Stad
V1 jest podprzestrzenia przestrzeni V' zawierajaca X. Niech W bedzie
dowolna podprzestrzenia przestrzeni V zawierajaca X. Wtedy dla do-
wolnych ay,...,q, € X mamy, 7e ay,...,qa, € W, skad dla dowol-
nych a1,...,a, € K jestajoa; +...+a,0a, € W. Zatem V; C W,
czyli V] jest najmniejsza podprzestrzenia przestrzeni X zawierajaca
zbiér X. Zatem V) = lin(X).0O0

Twierdzenie 10.8. Niech a,aq,...,a,,B1,. .. ,Bm beda wekto-
rami przestrzeni lintowej V nad ciatem K. Jezeli wektor o jest kombi-

nacjq liniowq wektorow [, ..., By oraz dlai =1,2,... ,m wektor f;
jest kombinacja liniowq wektorow ay, ... , an, to wektor a jest kombi-
nacjq liniowq wektorow ay, . .. ,ay,.

Dowéd. Z uwagi 10.4 mamy, ze fi,...,0n € lin(ai,...,ay).
Zatem lin(B1, ... ,Bm) C lin(o, ... ,0y). Ale z uwagi 10.4
a € lin(B,. .., Pm), wiec stad a € lin(ay, ... ,an), czyli z uwagi 10.4
wektor a jest kombinacja liniowa wektoréw oy, ..., a,. O

Przyklad 10.1. Niech K bedzie cialem i niech n € N. W prze-
strzeni K™ okreslamy wektory

e1=1,0,0,...,0], £2=1[0,1,0,...,0], &5 =[0,0,1,...,0], ...,
en =[0,0,0,...,1]

Dla dowolnych skalaréw a,,... ,a, € K
a; o€y = [ay,0,0,...,0]
Qg O E9 = [0,&2,0,... ,O]

a3053:[0,0,a3,... ,0] y

........................

wiec po dodaniu stronami tych réwnoéci uzyskamy wzor:

[a1,az,...,an] =a1061+a0e0+...+a, 0&,. (10.2)
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Podprzestrzenie przestrzeni liniowych 85

Z tego wzoru wynika zatem, ze kazdy wektor przestrzeni K™ jest kom-
binacja liniowa wektoréw ey,... ,&,, czyli K™ = lin(eq, ... ,e,). M6-
wimy tez, ze wektory €1, ... ,€, generuja przestrzen K™.[]

10.4 Operacje elementarne na ukladach
wektorow

Niech a,...,a, beda dowolnymi wektorami przestrzeni liniowej V
nad cialem K. Wyrézniamy nastepujace operacje elementarne nad
ukladem wektoréw (a,...,a,):

O1. Zamiana miejscami wektoréw o; z o (dla ¢ # j) oznaczana
przez w; <> wj. Oczywiécie operacja ta jest do siebie odwrotna.

0O2. Pomnozenie i-tego wektora przez niezerowy skalar a € K,
oznaczenie: a-w;. Poniewaz dla a # 0 jest a™'o(aocq;) = (a7 la)oq; =
1 0 a; = oy, wiec operacja odwrotna do a - w; jest operacja a™! - w;.

03. Dodanie do wektora «; wektora a; (dla ¢ # j) pomnozonego
przez dowolny skalar a € K, oznaczenie: w; + a - w;. Poniewaz (o; +
aoqa;)+ (—a)oa; = oy +aoa; + (—(aoq;)) = a; wiec operacja
odwrotna do operacji w; + a - w; jest operacja w; + (—a) - w;.

Twierdzenie 10.9. Jezeli uktad wektordw (B, . .. , Bn) przestrzeni
liniowej V nad ciatem K powstaje z uktadu wektordw (ou,...,an)
przez kolejne wykonanie skoriczonej liczby operacyi elementarnych, to

lin(By,...,0n) =lin(oq, ..., o).

Dowdéd. Indukcja pozwala nam ograniczyé sie do jednej opera-
cji. Ponadto operacje elementarne sa odwracalne, wiec wystarczy wy-
kazaé, ze lin(Bi,...,Bn) C lin(ay,... ,an), czyli, ze {B1,...,Ba} C
lin(ay, ... ,a,). Dla operacji O1 jest to oczywiste. Dla operacji O2
mamy, ze B; = a; dla j # i oraz f; = aoa; € lin(ay,... ,a,). Dla
operacji O3 B = oy dla k # i oraz B; = o; + aoaj € lin(ay, ... ,an).
O
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Przyklad 10.2. Sprawdzimy, czy wektor [1,2, 3] nalezy do pod-
przestrzeni W = lin([1,3,2],[1,2,1],(2,5,3]) przestrzeni liniowej R3.
Po wykonaniu operacji wy — wy, wz — 2w; uzyskamy na mocy twier-
dzenia 10.9, ze W = lin([1, 3, 2], [0, -1, —1],[0, -1, —-1]) =
lin([1,3,2],[0,-1,-1]) = {z0[1,3,2] + yo [0,-1,-1] : z,y € R} =
{[z,3z—y,2z—y] : z,y € R}. Zatem [1,2,3] € W wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja z,y € R takie, ze [1,2,3] = [z,3z — y, 2z — y], czyli gdy
r=1oraz 3z —y=2r—y=-1,awiecgdy x =1iz = 0. Uzyskana
sprzeczno$¢ pokazuje, ze [1,2,3] ¢ W. O
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Rozdzial 11

Baza i wymiar przestrzeni
liniowe}j

11.1 Liniowa niezalezno$é wektoréow

Niech ay,...,a, beda dowolnymi wektorami przestrzeni liniowej V'
nad cialem K. Powiemy, ze uklad wektoréw (a, ... ,ay) jest liniowo
zalezny, jezeli istnieja skalary aq,...,a, € K nie wszystkie réwne 0
i takie, ze ay0a; + ...+ a0, = 6.

Przyklad 11.1. Wektory ©,ay,...,a, € V sa liniowo zalezne,
bonp. 1o©®+0o0a;+...+00a, =0 oraz 1 # 0. O

Uwaga 11.1. Jezeli uklad wektoréw (aq,...,an) jest liniowo za-
lezny, to dla dowolnej permutacji f € S, uktad (afq),...,apm)) tez
jest liniowo zalezny.

Przyktad 11.2. Wektory a,a,a,... ,a, sa liniowo zalezne, bo
loa+(-1)oca+0oca;+...+00a,=011%#0. 0

Definicja 11.1. Powiemy, ze uklad wektoréw (aq,...,ay,) prze-
strzeni liniowej V' nad cialem K jest lintowo niezalezny, jezeli nie jest
on liniowo zalezny, tzn.

Var,oanek [@1001 + ...+ 0,00, =0 = 0qy = ... =a, =0].
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Przyktad 11.3. Ze wzoru (10.2) wynika od razu, ze uklad wekto-
réw (g1,...,€,) przestrzeni K™ jest liniowo niezalezny. O

Uwaga 11.2. Z uwagi 11.1 wynika, ze jesli uklad wektoréw
(o, ..., ) przestrzeni liniowej V jest liniowo niezalezny (w skrécie
Inz), to dla dowolnej permutacji f € S, uklad (afq),...,afm) tez
jest liniowo niezalezny. Ponadto z przykladu 11.2 wynika, ze wtedy
a; # o dla ¢ # j. Mozemy zatem powiedzieé, ze zbidr wektoréw
{1, ..., an} jest liniowo niezalezny. Dalej, z przykladu 11.1 wynika, ze
O ¢ {aq,...,an}. Jezeli X = {B4,..., Bk} jest niepustym podzbiorem
zbioru {aq,...,a,}, to zbiér X tez jest liniowo niezalezny, gdyz w
przeciwnym wypadku istnialyby skalary by, ... , by nie wszystkie réwne
0 i takie, ze by o By + ... + by o B = O i wéwczas uzupelniajac ciag
(by,...,bx) zerami uzyskamy ciag (ai,...,a,) taki, ze a oa; + ...+
a, o o, = O, wbrew liniowej niezaleznosci zbioru {ay, ... ,a,}.00

Z uwagi 11.2 wynika zatem, ze definicje liniowej niezaleznosci mozna
rozszerzy¢ na dowolne podzbiory przestrzeni liniowe;j.

Definicja 11.2. Powiemy, ze podzbiér X przestrzeni liniowej V'
nad cialem K jest liniowo niezalezny (w skrécie Inz), jezeli kazdy skon-
czony podzbidr zbioru X jest liniowo niezalezny. Zbiér pusty wektoréw
uwazamy za liniowo niezalezny.

Z uwagi 11.2 oraz z tej definicji mamy od razu nastepujace

Twierdzenie 11.1. Dowolny podzbior liniowo niezaleznego zbioru
wektorow przestrzens liniowej jest zbiorem liniowo niezaleznym.

Przyklad 11.4. W przestrzeni V = R[z] nad cialem R zbiér
{1,z,2?, ...} jest liniowo niezalezny. (]

Zadanie 11.1. Pokazaé, ze w przestrzeni Rg zbidr
{logp : p jest liczba pierwsza} jest liniowo niezalezny.

Przyklad 11.5. Jezeli « jest niezerowym wektorem przestrzeni
liniowej V' nad cialem K, to zbiér {«} jest liniowo niezalezny. Rzeczy-
wiscie, niech a € K bedzie takie, ze a o = ©. Wtedy z uwagi 9.4
mamy, ze a = 0, czyli zbiér {a} jest Inz.0)

n.
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Twierdzenie 11.2. Jezeli uktad wektoréw (B, ... , Bn) przestrzeni
liniowej V' nad ciatem K powstaje z uktadu (a, ... ,ay) przez kolejne
wykonanie skonczonej liczby operacyi elementarnych, to uktad
(Bi, ..., Bn) jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad
(01, ... ,0p) jest liniowo niezalezny.

Dowdéd. Indukcja pozwala nam ograniczy¢ sie do jednej operacji
elementarnej. Ponadto operacje elementarne sa odwracalne, wiec wy-
starczy wykazaé, ze jezeli uklad (aq,...,a,) jest Inz, to uklad
(B1,- .-, Bn) jest Inz. Dla operacji O1 jest to oczywiste. Dla operacji
02 mamy, ze §; = «; dla j # i oraz 5; = a o a; dla pewnego a # 0.
Wezmy dowolne ay, ... ,a, € K takie, ze a0 81+ ... +a,0 8, = 6.
Wtedy a; oy + ...+ (a;a) oo + ... + a, 0y, = ©. Stad z liniowej
niezaleznosci ukladu (oq,...,0,) mamy, ze a; = a3 = ... = q;a =
..=a,=0. Alea#0,wiecstada; =...=a; =... =a, =0, czyli
uklad (B, ..., Bs) jest Inz.

Dla operacji O3 bez zmniejszania ogélnosci mozemy zakladaé, ze
by = oy +aoayoraz B; = o; dla j = 2,...,n. Wezmy dowolne
ai,...,a, € K takie, ze a0 By + ... + a, o B, = ©. Wtedy
ajo(a+aoay)+azoas+...+a,0a, =0, czylia; oa; + (a1a +
az)oay + ...+ ap o a, = 0, skad z Inz uktadu (o, ..., a,) mamy, ze
g =ma+a=a3=...=a,=0,czyliag =a=...=a, =0, a
wiec uklad (B, ... ,Bn) jest Inz. O

Twierdzenie 11.3. Niech X bedzie zbiorem liniowo niezaleznym
wektordw przestrzeni liniowej V' nad ciatem K. Wowczas dla kazdego
wektora o € V:

a € lin(X) & [a € X lub zbidr X U {a} jest liniowo zalezny).

Dowéd. <. Zalézmy, ze a ¢ lin(X). Wtedy o ¢ X, gdyz
X C lin(X). Zatem zbiér XU{a} jest liniowo zalezny. Ale zbidr X jest
liniowo niezalezny, wiec istnieja parami rézne wektory ay,... ,a, € X
takie, ze zbidér {a, a1,...,0,} jest liniowo zalezny. Zatem istnieja
skalary a,a, ... ,a, € K nie wszystkie réwne 0 i takie, ze aoa+a; o
o1+. . .+azoa, = O. Stad z liniowej niezaleznoéci wektoréw ay, ... ,a,
wynika, ze a # 0. Zatem o = (=%) ooy + ... + (=) o ap € lin(X),
czyli a € lin(X) na mocy twierdzenia 10.7 i mamy sprzeczno$é.

n.
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=. Na mocy twierdzenia 10.7 istnieja oy, ... ,a, € X oraz a4,...,
a, € K takie, ze o = @101 +. . .+a,00y,. Zatem loa+(—a;) o a;+ ...+
(—an) o a, = ©, skad wynika, ze @ € X albo a ¢ X i zbiér X U {a}
jest liniowo zalezny. [

11.2 Baza przestrzeni liniowej

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Powiemy, ze pod-
zbiér X C V jest maksymalnym zbiorem liniowo niezaleznym, jesli
X jest zbiorem liniowo niezaleznym oraz dla kazdego zbioru liniowo
niezaleznego Y C V takiego, ze X C Y jest X =Y.

Definicja 11.3. Kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbidr
X wektoréw przestrzeni liniowej V nad cialem K nazywamy bazq tej
przestrzeni.

Twierdzenie 11.4. Kazdy liniowo niezalezny zbior wektorow X
przestrzeni liniowej V' nad ciatem K mozna rozszerzyé do bazy X 2 Xq
tej przestrzeni.

Dowéd. Niech A bedzie rodzina wszystkich podzbioréw liniowo
niezaleznych przestrzeni V zawierajacych zbiér X,. Wtedy A # 0, bo
X, € A. Ponadto zbiér A jest czesciowo uporzadkowany przez inkluzje
zbioréw. Jezeli B jest tancuchem w A, tzn. dla dowolnych Y, Z € B
jest Y € Zlub Z CY, toYy = UygY tez jest zbiorem liniowo
niezaleznym, gdyz dla dowolnych a4, ... ,a, € Yy istnieja Y¥7,...,Y, €
B takie, ze o € Y; dla ¢ = 1,...,n. Wtedy istnieje k& < n takie,
ze Y; C Y, dla kazdego ¢ = 1,...,n, skad ai,...,a, € Y;. Ale
zbiér Y}, jest liniowo niezalezny, wiec zbiér {ay, ... , a,} tez jest liniowo
niezalezny. Zatem w A kazdy lancuch ma ograniczenie gdrne, wiec
z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje w A element maksymalny X,
ktéry jest szukana baza przestrzeni V zawierajaca Xo. O

Poniewaz zbiér pusty jest liniowo niezalezny, wiec z twierdzenia
11.4 mamy natychmiast nastepujace

Twierdzenie 11.5. Kazda przestrzen liniowa posiada baze. [

n.
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Twierdzenie 11.6. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowaq nad cia-
tem K. Zbior X CV jest bazq przestrzeni V wtedy 1 tylko wtedy, gdy
X jest zbiorem liniowo niezaleznym oraz V = lin(X) (tzn. X generuje
V).

Dowdéd. Zalézmy, ze X jest baza przestrzeni V. Wéwczas X
jest zbiorem liniowo niezaleznym. WeZmy dowolne a € V i zalézmy,
ze a & lin(X). Wtedy z twierdzenia 11.3 wynika, ze @ ¢ X oraz
zbiér X U{a} jest liniowo niezalezny. Zatem X nie jest maksymalnym
zbiorem liniowo niezaleznym i mamy sprzeczno$é.

Na odwr6t, zalézmy, ze zbior X jest liniowo niezalezny oraz V =
lin(X). Wezmy dowolny liniowo niezalezny zbiér Y C V taki, ze X C
Y. Gdyby X # Y, to dla pewnego o € Y byloby, ze « ¢ X i zbiér X U
{a} CY jest liniowo niezalezny. Zatem z twierdzenia 11.3 mieliby$my,
ze a & lin(X) =V, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem X =Y i zbiér
X jest baza przestrzeni V. [J

Przyklad 11.6. Poniewaz zbiér {1,z,z?, ...} generuje przestrzef
R[z] i jest liniowo niezalezny, wiec na mocy twierdzenia 11.6 jest on
baza tej przestrzeni. [J

Przyklad 11.7. Niech K bedzie dowolnym cialem i niech n € N.
Woéwcezas z twierdzenia 11.6 oraz z przykladéw 10.1 i 11.3 wynika od
razu, ze zbiér {e1, ... ,&,} jest baza przestrzeni K™. Nazywamy ja bazq
kanoniczng. [J

Z twierdzen 10.9, 11.2 i 11.6 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 11.7. Niech ay, ... , o, beda parami réznymi wekto-
rami 1 niech beta,, ... , B, beda parami roznymi wektorami przestrzeni
lintowej V. Zatdzmy, ze uktad wektoréw (B, ... , Bn) powstaje z uktadu
(01,...,0p) przez kolejne zastosowanie skornczonej liczby operacji ele-
mentarnych. Wéwczas zbidr {1, ... , Bn} jest bazaq przestrzeni V wtedy
i tylko wtedy, gdy zbior {oq, ... ,0,} jest baza tej przestrzeni. O

Twierdzenie 11.8. Niech oy, ... ,a, beda wektorami przestrzeni
liniowej V' nad ciatem K. Wowczas kazdy maksymalny (wzgledem
liczby elementéw) podzbidr liniowo niezalezny A C {ay,... ,an} jest
bazq podprzestrzeni lin(ay, ... , ).

alymstoku - kontynuacja,
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Dowdéd. Niech A C {ay, ..., a5} bedzie maksymalnym (wzgledem
liczby elementéw) podzbiorem liniowo niezaleznym. Woéwczas oczy-
wiscie lin(A) C lin(oq,...,a,) = W. Niech 1 = 1,...,n. Jeli
a; € A, to a; € lin(A); jesli za§ o; € A, to z maksymalnodci A
wynika, ze zbiér A U {a;} jest liniowo zalezny. Zatem z twierdzenia
11.3 o; € lin(A). Stad {ai,...,an} C lin(A), czyli W C lin(A)
i ostatecznie lin(A) = W. Zatem z twierdzenia 11.6 zbiér A jest baza
podprzestrzeni W. O

Twierdzenie 11.9. Niech ag,... , o, bedq parami réznymi wekto-
rami przestrzens liniowej V nad ciatem K. Wowczas 2bior {oy, ... ,a,}
jest bazq przestrzeni V wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy wektor a € V
mozna jednoznacznie zapisaé w postaci

a=a00q;+...+a,oaq, dla pewnych ay,... ,a, € K.

Dowéd. Zalézmy, ze zbiér {a,...,a,} jest baza przestrzeni V.
Woéwczas z twierdzenia 11.6 mamy, ze V = lin(ay, ..., a,) oraz zbidr
{a1,...,a,} jest liniowo niezalezny. Zatem dla dowolnego o € V
istnieja ay,...,a, € K takie, ze « = a;0oa; + ... + a, o ap. JeSli
by,...,b, € K sa takie,ze a = bjoa;+...+b,00a,, toa;0a; +...+
anoay, = bjoag+...+byoan, czyli (a1 —by)oa;+. . .+ (a, —by)oa, = O,
wiec z liniowej niezaleznosci zbioru {ey, ... , o, } mamy, ze a; — b; = 0,
czyliag; =b;dlaz=1,... n.

Na odwrét, jezeli aq,... ,a, € K sa takie,zea;0oa; + ...+ a, 0y,
=0, to a0y +...+ayoa, = Qoa;+...+00aq,, skad z jednoznacznosci
zapisu wektora a; = 0 dla ¢ = 1,...,n, czyli zbidér {ay,...,a,} jest
liniowo niezalezny. Ponadto z zalozenia V = lin(a,..., o), wiec
z twierdzenia 11.6 zbiér {cy,... ,a,} jest baza przestrzeni V. O

Definicja 11.4. Niech {ay,... ,a,} bedzie baza przestrzeni linio-
wej V nad cialem K. Wéwczas ciag (a4, ... ,a,) nazywamy bazq
uporzqdkowang przestrzeni V. Niech a € V. Wtedy na mocy twier-
dzenia 11.9 istnieje dokladnie jeden ciag (ai,...,a,) € K™ taki, ze
a=ao0aq +...+a, 0aqa, Ciag (ai,...,a,) nazywamy ciqgiem
wspdtrzednych wektora o w bazie (ay,...,ay,), a element a;, dla kaz-
dego i =1,...,n, nazywa sie i-tq wspotrzednq wektora o w tej bazie.
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Whniosek 11.1. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem

K i niech, dla pewnej liczby naturalnej n, (o, ... ,a,) bedzie bazq
uporzadkowanq tej przestrzeni. Przyporzadkujmy kazdemu wektorows:
a € V, ciag jego wspotrzednych w bazie (o, ... ,ay). Otrzymane w ten

sposob odwzorowanie ¢ jest bijekcja zbioru V na zbidr K™. Przy tym
dla;) =¢;dlai=1,...,n.0

Definicja 11.5. Odwzorowanie ¢ okre$lone w powyzszym wniosku
nazywamy uktadem wspotrzednych wyznaczonym przez baze

(aq, ..., ap).

11.3 Wpymiar przestrzeni liniowej

Lemat 11.1. Niech wektory aq,... o, tworzq baze przestrzeni V
iniecha =ajoon+...+ay 00y, przy czym a; # 0. Wowczas wektory

Apyevn , Qo1 O, Oy 1, - -, O (111)

tez tworza baze przestrzeni V.

Dowéd. Zauwazmy, ze wektory (11.1) powstaja z wektoréw aq, . . .,
a, przez kolejne wykonanie nastepujacych operacji elementarnych:
Qj Wi, Wj+0a1 Wi, . .. ,Wj+qj-1 Wj—1, W +qjp1 Wjt1, ... , Wj+0p - Wn.
Zatem na mocy twierdzenia 11.7, wektory (11.1) tworza baze prze-
strzeni V. [

Twierdzenie 11.10 (Steinitza o wymianie). Jesli wektory
ai, ... ,ap tworzq baze przestrzeni liniowej V' nad ciatem K, a wektory
Bi, ..., Bs sa lintowo niezalezne, to

(i) s < n oraz

(i) spos$rod wektordw oy, ... o, moina wybraé n — s wektorow,
ktore tacznie z wektorami [y, ... , Bs tworzq baze przestrzeni V.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem s. Dla s = 0 teza jest
oczywista. Zalézmy, ze teza zachodzi dla liczb mniejszych od pew-
nej liczby naturalnej s i rozpatrzmy s wektorow liniowo niezaleznych

ono w ramach projektu pn.
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Bi,...,0Bs. Wektory Bi,...,Bs_1 sa liniowo niezalezne, a wiec z za-
lozenia indukcyjnego s — 1 < n i istniee n —s+1 =n — (s — 1)
wektoréw sposréd wektoréw a, ... ,ay,, ktére lacznie z By,..., Bs_1
tworza baze przestrzeni V. Dla uproszczenia znakowania przyjmiemy,
ze tymi wektorami sa oy, ... ,0pn_s41.

Wykazemy najpierw, ze s—1 < n. W przeciwnym razie byloby n =
s—1 (bo s—1 < n), a zatem juz wektory By, ... , Bs—1 tworzylyby baze
przestrzeni V, a stad wynikaloby, ze 35 € lin(f,. .. , Bs-1), co na mocy
twierdzenia 11.3 prowadzi do sprzecznosci (gdyz wektory f, ... , Bs sa
liniowo niezalezne). Wobec tego s — 1 < n, a stad s < n. To dowodzi
(i).

Poniewaz wektory (i,...,08s_1,0Q1,...,0,_sy1 tworza baze prze-
strzeni V', wiec f3; jest ich kombinacja liniowa. Wobec liniowej nie-
zaleznosci wektoréw [, ..., B i twierdzenia 11.3, w kombinacji linio-
wej przedstawiajacej (s, co najmniej jeden z wektoréw aq, ... , ap_si1
wystepuje ze wspélczynnikiem r6znym od zera. Bez zmniejszania ogdl-
no$ci rozwazan mozemy przyjac, ze a,_s+1 7 0. Wtedy z lematu 11.1
wektory Bi,...,Bs—1,01, ... ,0n_s, Bs tworza baze przestrzeni V, czyli
wektory Bi,...,08s, 04, . ..,y tworza baze przestrzeni V', co konczy
dowdd twierdzenia. []

Whniosek 11.2. Jesli n-elementowy zbior jest baza przestrzeni li-
niowej V nad ciatem K, to kazda baza tej przestrzeni sktada sie z do-
ktadnie n wektorow.

Dowdéd. Niech wektory aj, ... ,a, tworza baze przestrzeni linio-
wej V nad cialem K. Niech X bedzie inna baza tej przestrzeni. Gdyby
zbiér X mial wiecej niz n elementéw, to bytyby one liniowo niezalezne
i otrzymalibySmy sprzecznos¢ z twierdzeniem Steinitza o wymianie.
Zatem |X| < n. Ale wektory aj,...,a, sa liniowo niezalezne i zbidr
skoniczony X jest baza przestrzeni V, wiec znowu z twieérdzenia Ste-
initza o wymianie n < |X|, czyli ostatecznie | X| = n.0]

Definicja 11.6. Liczbe elementéw dowolnej skoniczonej bazy prze-
strzeni liniowej V nad cialem K nazywamy wymiarem przestrzeni V
i oznaczamy przez dimg V lub dim V, jesli wiadomo nad jakim cialem
rozpatrujemy przestrzen V.
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Baza i wymiar przestrzeni liniowej 95

W ten spos6b wymiar jest okreslony dla wszystkich takich prze-
strzeni, ktore maja skonczona baze. JeSli dana przestrzen liniowa V'
nie ma skonczonej bazy, to méwimy, ze jej wymiar jest nieskoriczony
i piszemy dim V = oo. Mozna udowodnié¢, ze wszystkie bazy dowolnej
przestrzeni liniowej V' maja te sama moc. Wobec tego mozna okre-
§li¢ wymiar dowolnej przestrzeni liniowej V' jako moc dowolnej bazy
przestrzeni V.

Przyklad 11.8. Poniewaz dla dowolnego ciala K przestrzen K"
posiada baze n-elementowa (np. baze kanoniczna), wiec dimg K™ = n.

O

Przyktad 11.9. Poniewaz dla dowolnego ciala K zbidér {1} jest
baza przestrzeni liniowej Kg, wiec dimg K = 1. W szczegdlnosci
dim¢c C =1 oraz dimg C = 2, gdyz zbiér {1,:} jest baza przestrzeni
Cr. O

vPrzyklad 11.10. Poniewaz zbidr pusty jest baza przestrzeni ze-
rowej {0}, wiec dim{0©} =0. O

Przyklad 11.11. Poniewaz zbiér {1,z,22,...} jest baza prze-
strzeni R[z], wiec dimR[z] = oo. O

Przyklad 11.12. Dla dowolnego ciala K w przestrzeni liniowej
K* wektory ¢ = [1,0,0,...],&2 = [0,1,0,...],... sa liniowo nieza-
lezne. Zatem z twierdzenia Steinitza o wymianie dim K> = oco. U

Twierdzenie 11.11. Jesli przestrzen lintowa V ma wymiar n, to
kazda jej podprzestrzen W ma wymiar nie wiekszy niz n.

Dowdd. Niech X bedzie baza podprzestrzeni W. Wtedy zbiér X
jest liniowo niezalezny, wiec na mocy twierdzenia Steinitza o wymianie
I X|<n. O

Twierdzenie 11.12. Dla dowolnej podprzestrzeni W przestrzeni
lintowej V' wymiaru skonczonego rownowazne sq warunki:

(1) dimW =dimV, (i) W =V.

Dowdéd. (ii)=-(i). Oczywiste. (i)=(ii). Oznaczmy n = dimV.
Wtedy istnieje baza {ai,...,an} przestrzeni V. Ale dimW = n,

n.
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96 Wyklady z algebry liniowej I

wiec istnieje baza {f,...,0n} podprzestrzeni W. Zatem wektory
Bi, ... ,Bn sa liniowo niezalezne i na mocy twierdzenia Steinitza o wy-
mianie mozna je uzupelni¢ do bazy przestrzeni V', n—n = 0 wektorami
wybranymi spos$réd wektoréw g, ... ,a,. Zatem wektory fBi,...,[Bn
tworza baze przestrzeni V, skad V = lin(81,... ,5,) =W. O

Z twierdzenia 11.8 wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 11.13. Niech o, ... , o, bedq wektorami przestrzeni
liniowej V.. Wowczas dimlin(ay, ... ,a,) < n. Ponadto
dimlin(ay, ... ,an) = n wtedy i tylko wtedy, gdy wektory o, ... , o, sa
liniowo niezalezne. [

Twierdzenie 11.14. Niech oy, ... , a, beda wektorami przestrzen:
liniowej V- wymiaru n. Wowczas réwnowazne sq warunki:

(1) 2bior {a, ... ,an} jest bazq przestrzeni V,

(11) zbior {au, ... ,an} jest liniowo niezalezny,

(iit) zbior {u, ... ,an} generuje przestrzen V.

Dowdd. (i)=>(ii). Oczywiste. (ii)=>(iii). Wynika od razu z twier-
dzenia Steinitza o wymianie. (iii)=-(i). Z zalozenia wynika, ze V =
lin(ay, ... ,qy). Zatem dimlin(a, ... ,a,) = nina mocy twierdzenia
11.13 zbiér {av, ... , an} jest liniowo niezalezny. Zatem ostatecznie ten
zbidr jest baza przestrzeni V. OJ

Twierdzenie 11.15. Niech V; i V, bedaq skoriczenie wymiarowymi
podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' nad ciatem K. Wdowczas pod-
przestrzenie Vi NV, 1 Vi + Vi, sq réowniez skoriczenie wymiarowe i za-
chodzi wzor:

dim(Vj + V3) = dim V; + dim V5 — dim(V; N V3). (11.2)

Dowdéd. Poniewaz V; NV, jest podprzestrzenia przestrzeni skon-
czenie wymiarowej Vi, wiec z twierdzenia 11.11 przestrzen Vi NV; jest
skoficzenie wymiarowa. Niech {a,...,ax} bedzie baza przestrzeni
ViNV,. Wtedy z twierdzenia Steinitza o wymianie ten zbiér mozna
uzupelnié¢ do bazy {o4,...,an,B1,...,0Bs} przestrzeni V; i mozna go
tez uzupetnié¢ do bazy {os,...,ak,71,. .., 7} przestrzeni V,. Wtedy

Zdigitalizowano i udostgpniono w ramach projektu pn.
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Baza i wymiar przestrzeni liniowej 97

dim(ViNV,) =k, dim V] = k+sidimV, = k+r, wiec pozostaje wyka-
zaé, ze dim(Vi+Va) = k+s+r. Ale Vi+V, = lin(aq, ... o0, B1, .-, Bs)
+lin(on, ooy Oy Yy - e 5 Ye) = lin(oa, ...,k By Bsy Y15 W),
wiec wystarczy wykazaé, ze wektory ai, ..., 0k, B1,---,Bss Y1y 5 r
s liniowo niezalezne. W tym celu wezmy dowolne skalary aq, ... , a, by,
... bg 1, ..., € K takie, ze
amoa;+...+agoar+bofi+...+bs0of8,+ciom+...+¢c 0y =06.
Oznaczmy: @« = a;0a; +...+agoaqg S =by00 + ...+ bsofs,
Yy=com+...+coy. Wtdy vy = —(a+B) € VinV,. Za-
tem istnieja di,...,dr € K takie, ze v = dj ooy + ... + dg 0 oy,
skad cioy+...+c oy + (—di)oay+ ...+ (—dx) oay = O. Za-
tem z liniowej niezaleznosci wektoréw aq, ... , ok, 71,. .. , Y, Mmamy, ze
cib=...=¢ =—-dy=...=—dy=0,czyliy =0 oraz © = a +17.
Zatem z liniowej niezalezno$ci wektoréw ay, ..., a, B1,... ,Bs otrzy-
mamy, ze a; = ... = a = by = ... = b, = 0 1 ostatecznie wektory
a1, 0k By 5 Bsy Y1y - -+ 5 Yr Sa liniowo niezalezne. [

Whniosek 11.3. Niech Vi, V, bedq podprzestrzeniami przestrzent
liniowej V. wymiaru n. Wtedy dim(V; NV,) > dimV; +dim V, —n.

Dowéd. Poniewaz dim(V; + V2) < n, wiec z twierdzenia 11.15
uzyskujemy, ze dim V; + dim V5 — dim(V; N V) < n, skad mamy teze.
O
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Rozdzial 12

Izomorfizmy. Sumy proste.
Hiperptaszczyzny

12.1 Izomorfizmy przestrzeni liniowych

Definicja 12.1. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi nad
cialem K. Powiemy, ze przestrzenie V i W sa izomorficzne i piszemy
V =2 W, jezeli istnieje bijekcja f : V — W spelniajaca warunki:

(1) Yapevf(a+B) = f(a) + f(B) i (2) VeexVaev f(aoa) = ao f(a).

Takie przeksztalcenia f nazywamy izomorfizmami liniowymsa.

Twierdzenie 12.1. Niech V i W bedq przestrzeniami lintowyms
wymiary n nad ciatem K. Wtedy V = W. Jesli wektory oy, ... ,a,
tworza baze przestrzeni V', zas wektory (i,...,Bn tworzq baze prze-
strzent W, to istnieje doktadnie jeden taki izomorfizm f :V — W,
ze flag) = By dlai =1,... ,n. W szczegdlnosci kazda n-wymiarowa
przestrzen liniowa nad ciatem K jest izomorficzna z przestrzeniq K™.

Dowdd. Z zalozenia oraz z twierdzenia 11.9 wynika, ze f : V - W
dane wzorem

flagoay+...+a,00a,)=ai0B +...+a,08, dla ap,... ,a, € K
(12.1)

jest dobrze okreSlona bijekcja oraz f(o;) = B dlai=1,... ,n.
Ponadto dla dowolnych a,a,... ,a,,b:,...,b, € K oraz dla

98
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Izomorfizmy, sumy proste, hiperplaszczyzny 99

a=aqoa+...+ta,0a,18 ="boa;+ ...+ b, 0o, mamy, ze
a+pf=(ag+b)oas+ ...+ (an +by) 0on, aoa = (aay) o a; +
...+ (aa,) o an, wiec f(a+B) = (a1 +b)ofi+...+(an+b,) 0B, =
[arobi+...+ap0fp]l+b1oBfi+...+bpoB] = fla)+ f(B)
oraz f(aoa) = (aa1) o By + ...+ (aay) o B = ao (a0 P+ ...+
a, o f,) =ao f(a). Zatem f jest izomorfizmem liniowym takim, ze
flay) = B;dlai =1,... ,n. W szczegélno$ci mamy stad, ze V = W
oraz V = K". Niech teraz g : V — W bedzie izomorfizmem liniowym
takim, ze g(o;) = B; dlai = 1,... ,n. Wtedy przez prosta indukcje
wzgledem k mozna wykazaé, ze g(y1 + ... +v) = 9(m) + ... + 9(%)
dla dowolnych ~v;,... ,v € V. Zatem dla dowolnych ay,... ,a, € K
mamy, ze g(a; 00y + ... +a,00,) =glao)+...+glanoay) =
ajog(al)+...+ayog(ay) =a10f1+...+a,0p,, czylig=f. O

Whniosek 12.1. Jesli a, 5 sa niezerowymi wektorami przestrzens li-
niowej V o skonczonym wymiarze, to istnieje tzomorfizm f przestrzeni
V' na siebie taki, Ze f(a) = B.

Dowé6d. Poniewaz o # © i § # O, wiec zbiory {a} i {8} sa li-
niowo niezalezne. Z twierdzenia Steinitza o wymianie wynika zatem, ze
mozna te zbiory uzupelnié¢ do baz {a, a1,...,an-1}, {6, 51, , Bu-1}
przestrzeni V. Wtedy z twierdzenia 12.1 wynika istnienie zadanego
izomorfizmu f. UJ

Niech f : V — W bedzie izomorfizmem liniowym. Wtedy z (12.1)
mamy, ze f(©) = f(000) =00 f(©) = ©. Zatem

f(© =e.

Stad dla @ € V mamy, ze f(a) + f(—a) = f(a+ (—a)) = f(©) =06,
czyli

f(=a) = —f(a) dla kazdego o € V.

Zatem izomorfizm liniowy zachowuje dzialania dodawania wektoréw,
mnozenia przez skalary, branie wektora przeciwnego i wektor zerowy.
Stad izomorfizm liniowy zachowuje wszystkie wlasnosci algebraiczne

alymstoku - kontynuacja,
Ministra Edukacji i Nauki
01



100 Wyktlady z algebry liniowej I

(pojecie wlasnoéci algebraicznej rozumiemy tutaj w intuicyjnym sen-
sie) przestrzeni liniowych i ukladéw wektoréw. Uwaga ta moze po-
stuzy¢ do wprowadzenia $cislej definicji wtasnosci algebraicznej prze-
strzeni liniowych jako wlasnoéci zachowywanej przez wszystkie izomor-
fizmy liniowe. Mozna wykazaé, ze dla izomorfizmu liniowego f:

(I) jesli podzbiér X C V jest liniowo niezalezny (zalezny lub jest
baza), to f(X) jest liniowo niezalezny (odpowiednio zalezny, jest baza),

(I1) jesli B, a,... ,an € V i B jest kombinacja liniowa wektoréw
ai, ... ,Qn, to f(B) jest kombinacja liniowa wektoréw f(ay), ..., f(ay),

(III) jedli dimV = n, to dimW = n.

W algebrze liniowe]j utozsamia sie izomorficzne przestrzenie liniowe.

12.2 Suma prosta podprzestrzeni

Twierdzenie 12.2. Niech n > 2 bedzie liczba naturalng i niech
Vi,...,V, bedaq podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V. Nastepujace
warunki sq rownowazne:

AVin(Vi+...+Via+Vip+...+V,)={0} dlat=1,... ,n;

(i) jesli oy + ...+ o, = O, gdzie ; € V; dlat = 1,...,n, to
alz.‘.:aan‘).

Dowéd. (i)=-(ii). Wezmy dowolne o; € V; dlai = 1,... ,n takie,
zeoy+...+a, =0. Wtedy dlai =1,...,n: a; = (—oq) +... +
(—ai_1)+(—a,~+1)+. . .+(—'Ozn) S Viﬂ(Vl-l—. AV + Vi +. . +Vn) =
{6}, czylia; =0 dlai=1,...,n.

(il)=(i). Wezmy dowolne ¢ = 1,... ,n i niech
aeViNn(Vi+...+Viei+Vig +...+V,). Wtedy istnieja o € Vi dla
k=1,...,i—1,i+1,... ,ntakie, ze a = a;+.. . +;_1+a; 1 +.. .4y,
skad a1 + ...+ i1 + (—a) + @1 + ... + @ = O. Zatem o =
L=l = — = Qg = ... = o = O, skad a = O. Zatem
Vin(i+...+Via+Vin+...+V,)={6}. 0

Definicja 12.2. Méwimy, ze przestrzen liniowa V' jest suma prostq
swoich podprzestrzeni Vi,... ,V,, gdy V = Vi +...4+V, oraz spelniony
jest ktérykolwiek warunek (a wiec oba warunki) powyzszego twierdze-
nia. Piszemy wtedy V =V & ... V,. Jesli V = V; & V,, to mo6-
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wimy, ze podprzestrzen V;, jest dopeinieniem liniowym podprzestrzeni
Vi (w przestrzeni V). ’

Twierdzenie 12.3. Dla dowolnej podprzestrzeni V| przestrzeni
lintowej V' istnieje podprzestrzen W CV taka, ze V=V, ®W.

Dowdéd. 7 twierdzenia 11.5 podprzestrzen V; posiada baze X.
Zatem z twierdzenia 11.4 istnieje podzbiér Y C V rozlaczny z X
i taki, ze zbiér X UY jest baza przestrzeni V. Ponadto V; = lin(X)
oraz V = lin(X UY). Niech W = lin(Y). Wtedy z twierdzenia
10.5 mamy, ze lin(X UY) = lin(X) + lin(Y), czyli V = V; + W.
Niech o € Vi N W. Wtedy istnieja ay,... ,an, € X, 61,...,0k € Y,

A1y ... ,08n,b1, ... b € K takie, ze a = a;001+...4a,00, = b0+
oot bpof, skad ajoay +. ..+ apoan,+(—b1)ofi+. ..+ (—bg)ofr = O.
Zatem z liniowej niezaleznos$ci zbioru X UY mamy, ze a; = ... = a, =
b =...==bp=0,czylia=0iViNW = {6}. Zatem V = V;W.
0 ,

12.3 Hiperplaszczyzny liniowe

Definicja 12.3. Niech V bedzie n-wymiarows przestrzenia li-
niowa. Hiperplaszczyzng liniowq przestrzeni V nazywamy kazda pod-
przestrzen przestrzeni V o wymiarze n — 1.

Twierdzenie 12.4. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad cia-
tem K wymiaru n i niech Vi bedzie podprzestrzeniq wymiaru k. Wow-
czas Vy jest czeSciq wspolng n—k hiperplaszczyzn liniowych przestrzeni
V.

Dowéd. Niech {aj, ... ,ar} bedzie baza podprzestrzeni V,. Z twier-

dzenia Steinitza o wymianie mozemy ja uzupetnié do bazy {4, ... , ok,
Qk41,--. ,0n} przestrzeni V. Niech W; = lin(oq, ... ok, ... , Qryio1,
Qpyisl, -+ ,0n) dla ¢ = 1,... n — k. Wowczas Wy,... , W,y sa

hiperplaszczyznami zawierajacymi Vi, skad V4 € Win... N Wy_y.
Niech « € Wiy N ...N W,_,. Wtedy istnieja aq,...,a, € K takie,
Ze @ = @, 004 + ... + a, o a,. Dla liczb naturalnych ¢ < n — k
mamy, ze a € W;, wiec wektor @ mozna przedstawi¢ w postaci o =
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@i1 001 + ...+ Qikyi-1 O Qkti-1 + Qi1 © Opit1 + -+ + Qip O Q.
Z jednoznacznosci przedstawienia wektora o w postaci kombinacji li-
niowej wektoréw bazy (a, ... ,a,) wynika, ze axy; = 0 dla wszystkich
i=1,...,n—k. Wobectegoa=a,0a;+...+a;oa; €V,. Zatem
Win...NW,_r CViiostatecznie Vi =W N...NW,_. O

Twierdzenie 12.5. Niech [ bedzie liczbg naturalng. Niech Vy, ... ,
Vi bedq hiperplaszczyznami n-wymiarowej przestrzeni liniowej V. Wéw-
czas dim(Vin...NV)) >n—1.

Dowéd. Dla |l = 1 teza jest oczywiscie prawdziwa. Zalézmy, ze
teza zachodzi dla pewnego naturalnego [ = k i niech Vi, ... , Vi1 beda
hiperplaszczyznami przestrzeni V. Z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze dim(ViN...NVy) > n —k, a z wniosku 11.3 otrzymujemy
dim(Vin...NViN Vi) > dim(ViN...NVy)+n—1—n. Zatem
dim(Vin...NnViNVip) 2n—k+n—1—-n=n—(k+1). Z zasady
indukcji wynika zatem, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej [. [J

Z twierdzen 12.4 i 12.5 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 12.2. Kazda k-wymiarowa podprzestrzen W n-wymiarowej
przestrzent liniowej V' daje sie przedstawié jako przeciecie n — k, ale
nie mniejszej liczby hiperplaszczyzn liniowych. [J

12.4 Podprzestrzenie przestrzeni
wspolrzednych

Twierdzenie 12.6. Podprzestrzen W przestrzeni K™ wyznaczona
przez réwnanie a1y + ... + apx, = 0, gdzie ay,... ,a, € K i co naj-
mniej jeden ze wspolczynnikéw aq, ... ,a, jest rézny od zera, jest hi-
perplaszczyzng lintowq.

Dowéd. Zalézmy, ze wspdédlezynnik a; # 0 dla pewnego ¢ =
1,...,n. Podprzestrzen W jest r6zna od K", gdyz wektor €; nie jest
rozwigzaniem rozpatrywanego réwnania, a stad dim W < n—1. Dla do-
wodu réwnosci dim W = n—1 wystarczy wiec wskaza¢ n—1 liniowo nie-
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zaleznych rozwiagzan réwnania ayx1 +. .. +a,z, = 0. Latwo sprawdzié,
ze wektory e, — %} O, ,Ej_1— “:1—‘1 O, Eigl — “—;ﬂ Ofi,... ,En—Wog;

. ’ 0 R . 7 2 T
czynia zado$é temu zadaniu. [J

Z twierdzen 12.5 i 12.6 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 12.3. Podprzestrzeri przestrzeni K™ wyznaczona przez
uktad m réwnan jednorodnych liniowych ma wymiar nie mniejszy niz
n—m. O

Twierdzenie 12.7. Kazda hiperplaszczyzna liniowa W przestrzeni
lintowej K™ jest wyznaczona przez pewne rownanie a1y +. . .+ @, =
0, gdzie aq,... ,a, € K.

Dowéd. Niech wektory o; = [a1,... ,aim] dlai=1,... ,n—1
tworzg baze hiperptaszczyzny W i niech V bedzie podprzestrzenia opi-
sang przez uklad réwnan

a11T1 + ... + A1pTy = 0
a921T1 + ...+ QAonTy, =0 (122)
11Ty + ... + Gpo1nTn = 0

Z wniosku 12.3 wynika, ze dimV > n — (n — 1) = 1, a wiec podprze-
strzen V zawiera niezerowy wektor. Niech [by,... ,b,| bedzie nieze-
rowym wektorem podprzestrzeni V. Przestrzen Vi wyznaczona przez
réwnanie byz; + ... + bz, = 0 jest na mocy twierdzenia 12.6 hiper-

plaszczyzna liniowa. Ponadto z okreslenia wektora [by, . .. ,b,] wynika,
ze wektory a; dla j = 1,... ,n—1 naleza do hiperptaszczyzny V1, a za-
tem W = lin(ay,... ,ap—1) C V;. Poniewaz dimW =dimV; =n -1,

wiec z twierdzenia 11.12, W = V4. OO

Z twierdzenia 12.7 i z wniosku 12.2 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 12.4. Kazida k-wymiarowa podprzestrzen przestrzeni li-
niowej K™ jest wyznaczona przez uktad zlozony z n —k, ale nie mniej,
réwnan liniowych jednorodnych. [
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Rozdziat 13

Rzad macierzy

13.1 Okreslenie rzedu macierzy

Niech A bedzie mxn - macierzg nad cialem K. Wowczas wiersze macie-
rzy A mozemy w naturalny sposob traktowaé jako wektory przestrzeni
K™, za$ kolumny macierzy A mozemy traktowaé jako wektory prze-
strzeni K™. Rzedem wierszowym macierzy A nazywamy maksymalng
ilos¢ jej liniowo niezaleznych wierszy. Natomiast rzedem kolumnowym
macierzy A nazywamy maksymalng iloéé jej liniowo niezaleznych ko-
lumn. Rzad wierszowy i rzad kolumnowy macierzy A oznaczamy od-
powiednio symbolami: r,,(A) i 7,(A).

Z tego okreslenia wynika od razu, ze dla dowolnej macierzy A:
Tw(A) = 1 (AT) oraz ri(A) = (A7), (13.1)
Ponadto z okreslenia rzedu macierzy mamy natychmiast, ze

rw(omxn) = Tk(omxn) =0. (132)

Z twierdzenia 11.8 wynika od razu, ze rzad wierszowy macierzy
A jest ré6wny wymiarowi podprzestrzeni generowanej przez
jej wektory wierszowe, zas rzad kolumnowy macierzy A jest
réwny wymiarowi podprzestrzeni generowanej przez wektory
kolumnowe macierzy A.
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Ponadto z wtasnosci operacji elementarnych rzad wierszowy ma-
cierzy A nie zmienia sie przy stosowaniu operacji elementar-
nych na wierszach tej macierzy oraz rzad kolumnowy macie-
rzy A nie zmienia sie przy stosowaniu operacji elementarnych
na kolumnach tej macierzy.

Lemat 13.1. Jezeli do pewnego wiersza macierzy dodamy inny jej
wiersz pomnozony przez dowolny skalar, to rzad kolumnowy tej macie-
rzy nie ulegnie zmianie.

Dowdd. Niech A = [a;;] bedzie m X n-macierza nad cialem K.
Dla uproszczenia znakowania zalozymy, ze do pierwszego wiersza ma-
cierzy A dodano drugi jej wiersz pomnozony przez skalar a € K
i oznaczmy przez B = [b;;] macierz uzyskana w wyniku tej opera-
cji. Niech r = ri(A). Oznacza to, ze pewne r-kolumn macierzy A sa
liniowo niezalezne. Dla uproszczenia znakowania zaltézmy, ze pierwsze
r-kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne. Udowodnimy, ze wéwczas
pierwsze r-kolumny macierzy B tez sa liniowo niezalezne. Niech A;
oraz B; oznaczaja j-ta kolumne macierzy A i B odpowiednio. Wezmy
dowolne z1,... ,z, € K takie, ze zy0 By + ...+ x, 0 B, = ©. Wtedy

apy + adasy a1, + aQo,
Q21 Q2r
10 i +...4+x,0 : = Omx1,
Gm1 Ay
wiec
(an + aa12)$1 + ... —+ ((llr + aazr)x, = 0
anxy + ... —+ AT, = 0
y

a1y + ... + ey = 0

skad po odjeciu od pierwszej réwnosci rownosci drugiej pomnozone;j
przez a uzyskamy, ze 10 Ay + ... + 2, 0 A, = ©. Zatem z liniowej
niezaleznoéci kolumn A;,...,A, wynika, ze ; = ... = z, = 01 ko-
lumny By, ..., B, sa liniowo niezalezne. Zatem r¢(B) > ri(A). Ale

m Uniwersytet B
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106 Wyklady z algebry liniowej I

macierz A powstaje z macierzy B przez dodanie do pierwszego wier-
sza drugiego wiersza pomnozonego przez skalar (—a), wiec z pierwszej
czesci dowodu 74 (A) > i (B) 1 ostatecznie ri(A) = ri(B). O

Z (13.1) i z lematu 13.1 wynika od razu, ze prawdziwy jest tez
nastepujacy

Lemat 13.2. Jezeli do pewnej kolumny macierzy dodamy inng
jej kolumne pomnozong przez dswolry skalar, to rzad wierszowy tej
macierzy nie ulegnie zmianie. [

Lemat 13.3. Niech m,n > 2 i niech A = [a;] bedzie m X n-
macierzq nad ciatem K fakq, ze dla pewnycl s, t jest ag # 0 oraz
a; = 0 dla wszystkich i # 5 1 as; = 0 dla wszysi. Lich j # t. Wowezas
oraz i(A) = 1 + 1e(As) orazry,(A) =1+ rw( st)-

Dowdéd. Niech r = r(Ag). Istnicja wowezas kolumny B, ..., B,
macierzy Ay, ktére sa liniowo niezalezne i talie, ze kazda kolumna
macierzy Ay jest ich kombinacja liniowa. Oznaczmy przez A; koluwne
macierzy A powstajaca przez dcpisanie 0 w s-tym wierszu macierzy B;
dlaj=1,...,r. Niech A, oznacza t-tg kolumne macierzy A. WeZm
dowolne xy,... ,2,41 € K takie, ze z10 A} + ... + Tp31 0 Ay g == O.
Wtedy z,11a0 = 0, skad 2,4y =0 oraz zy0 B+ ...+ 2,0 B, = 0.
Zatem z liniowej niezaleznoéci By,... , B, jest t; = ... =z, = 0. Stad
kolumny Ay,..., A, sa liniowo niez alezne Niech X bedzie dowelng
kolumna macierzy A o numerze réznym od 1. Niech Y bedzie kolumna
macierzy Ay powstajaca z X przez wykreslonic s-tego wiersza (lktéry
sklada sie z jednego zera!). Wtedy istnieja ay,...,a, € K takie, zc
Y =a10B;+...4+a,0B8,,skad X = a104,+...+a,0A,. Wynika stad,
ze wszystkie kolumny macierzy A sa kombinacjami liniowymi kolumn
Ay, ... Ay, Argr. Oznacza to, ze rp(A) = r + 1 =1+ ri(Ag).

Dowod drugiej czesci lematu wy nika natychmiast z (13.1) i z pierw-
szej jego czesci.l]

Twierdzenie 13.1. Rzqd kolumnowy dowelnej macicrzy réwny
jest jej rzedowi wierszowemu.

Dowéd. Indukcja wzgledem liczby m wmrb"y macierzy. Jezeli
m =1,to A =[a; ay ... ay] dla pewnych skalaréw ai,...,a,.
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Jezelia; = ... = an, = 0, to ry(A) = 0 = rx(A). Jezeli zas a; # 0 dla
pewnego j =1,...,n, to1,(A) = 1 = ri(A). Zatem teza zachodzi dla
m = 1.

Niech teraz m bedzie liczba naturalng wieksza od 1 i taka, ze teza
zachodzi dla wszystkich macierzy nad ciatem K, ktére maja mniej niz
m wierszy. Wezmy dowolna m x n-macierz A = [a;;] nad cialem K.
Jesli A = Opyxn, t0 7y(A) = 0 = ri(A). Niech zatem A # 0yxpn. Wtedy
istnieja k, [ takie, ze ag; # 0. Jeslin = 1, to r,(A) = (A7), wiec z za-
lozenia indukcyjnego r(AT) = 1, (AT) = ri(A), czyli ry,(A) = ry(A).
Niech dalej n > 1. Niech B = [b;;] bedzie macierza powstajaca z macie-
rzy A przez wykonanie operacji elementarnych: w; — gt‘; -wy, dla wszyst-
kich ¢ # k. Wtedy r,(B) = r,(A) oraz z lematu 13.1, rx(B) = ri(A).
Niech dalej C' bedzie macierza powstajaca z macierzy B przez wyko-
nanie operacji elementarnych: k; — -2—’;5 - ky dla wszystkich j # [. Wtedy
rt(C) = ri(B) oraz z lematu 13.2, r,(C) = 7,(B). Ale z lematu 13.3
mamy, ze 7, (C) = 1+ 7,(Ck) oraz r¢(C) = 1 + m(Cri). Z zalozenia
indukcyjnego 7., (Cki) = r(Chi). Zatem 7,,(A) = 1 4 7£(Cki) = rr(A).
O

13.2 Metody obliczania rzedu macierzy

Wspélng warto$é rzedu kolumnowego i wierszowego macierzy A nazy-
wamy rzedem macierzy A i oznaczamy przez r(A). Z twierdzenia 13.1
oraz z poczatkowej czesci tego rozdzialu mamy od razu naste¢pujace

Twierdzenie 13.2. Operacje elementarne wykonywane na wier-
szach lub kolumnach macierzy nie zmieniaja jej rzedu. U

Z twierdzenia 13.1 oraz ze wzoru (13.1) wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 13.3. Dla dowolnej macierzy A: r(A) = r(AT). O

Twierdzenie 13.4. Niech A = [a;;] bedzie takq m X n-macierzq
nad cialem K, e ar # 0 dla pewnych k, | oraz ay =0 dla wszystkich

ialymstoku - kontynuacja,
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108 Wyklady z algebry liniowej 1

i # k. Wtedy r(A) =1+ r(Aw).

Dowéd. Oznaczmy przez B macierz powstajaca z macierzy A
przez wykonanie operacji elementarnych: k; — Z—’:} - k; dla wszystkich
Jj # 1. Wtedy By = Ay oraz na mocy twierdzenia 13.2, r(A) = r(B).
Ponadto z twierdzenia 13.1 i z lematu 13.3, r(B) = 1 + r(By;). Zatem
T(A) =1 +T(Akl). O

Twierdzenie 13.5. Niech A = [a;;] bedzie macierzq kwadratowq
stopnia n nad cialem K. Wéwczas réwnowazne sq warunki:

(1) 7(A) = n,
(i) det(A) # 0.
Dowdd. (i)=-(ii). Poniewaz wszystkie kolumny A,,..., A, ma-

cierzy A sa liniowo niezalezne i jest ich n, wiec tworza one baze prze-
strzeni K™. Wynika stad, ze dla kazdego i = 1,... ,n istniejg ska-
lary z;1,... ,x; € K takie, ze ;7 0 Aj + ...+ zj 0 A, = €;. Niech
X = [zijlij=1,..n- Wtedy A-X = I, skad z twierdzenia Cauchy’ego
det(A) # 0.

(i)=(i). Poniewaz det(A) # 0, wiec istnieje macierz X = [z;;] €
M, (K) taka, ze A- X = I,,. Wtedy dla kazdego i = 1,... ,n mamy,
ze € = x;3 0 Ay + ... + Tip 0 A, wiec kolumny macierzy A generuja
przestrzen K™. Stad na mocy twierdzenia 11.14 te kolumny sg liniowo
niezalezne, czyli r(A) =n. O

Definicja 13.1. Niech A bedzie m x n-macierza nad cialem K oraz
niech k bedzie liczba naturalng taka, ze k < min{m,n}. Minorem
stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowe]
stopnia k, ktora powstaje z macierzy A przez wykreslenie m—k wierszy
oraz n — k kolumn.

Twierdzenie 13.6. Rzad niezerowej macierzy jest réwny maksy-
malnemu stopniow: jej niezerowego minora.

Dowdd. Niech A bedzie niezerowg m X n-macierzg nad cialem K.
Oznaczmy przez k maksymalny stopien niezerowego minora macierzy
A oraz przez r rzad tej macierzy. Wtedy pewne r wierszy macierzy
A jest liniowo niezaleznych. Wykreélajac pozostale wiersze uzyskamy
k x n-macierz B o rzedzie r. Zatem z twierdzenia 13.1 pewne r kolumn
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macierzy B sa liniowo niezalezne. Wykreélajac w macierzy B pozostale
kolumny uzyskamy macierz kwadratowa C' stopnia r o rzedzie r. Zatem
z twierdzenia 13.4, det(C) # 0. Ale det(C) jest minorem stopnia r
macierzy A, wiec r < k.

Niech teraz D bedzie macierza kwadratowa stopnia k powstajaca z
macierzy A przez wykreslenie pewnych m — k wierszy i n — k kolumn
taka, ze det(D) # 0. Wtedy z twierdzenia 13.4 mamy, ze r(D) = k.
Niech X bedzie macierza powstajaca z macierzy A przez wykresle-
nie tych samych wierszy, co dla macierzy D. Wtedy r(X) < k oraz
wszystkie kolumny macierzy D sa liniowo niezalezne, wiec r(X) > k
i ostatecznie r(X) = k. Stad z definicji rzedu wierszowego macierzy
k < riostatecznie r = k. O

13.3 Twierdzenie Kroneckera-Capellie’go

Niech dany bedzie teraz dowolny uktad m-réwnan liniowych z n-

niewiadomymi z,, ... ,z, nad cialem K:
anTi+  apXat ...+ a1z, =b
a1Z1+ Ao+ ...+  A2Tp = by .
. . _ , (13.3)
Am1T1+ AmaT2+ ...+ AmnTn = bm

Macierzq wspdtczynnikéw uktadu (13.3) nazywamy macierz:

a1 Q12 Q1n
921 agzy ... QAon

A= . . ) . , (13.4)
Am1 Am2 ... Omn

za$ macierzq uzupetnionq uktadu (13.3) nazywamy macierz:

ain G2 ... G | by

... Qg | b
A, = | T o G (13.5)

Am1 Am2 .- QGmn bm

nuacja,

¢ nauki” Min
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Twierdzenie 13.7 (Kroneckera-Capellie’go). Ukfad (13.3) ma
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(A.). Ponadto ukiad
(13.8) ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) =
r(A,) = n.

Dowé6d. Oznaczmy przez «; j-ta kolumne macierzy A i niech
B = [bi,...,bn]. Uklad (13.3) mozna wtedy zapisaé¢ jako réwnanie
wektorowe:

rioar+...+ 2,00, =p0. (13.6)

Jezeli (ai,... ,a,) jest rozwiazaniem ukladu (13.3), to ;0o a; + ...+
an o0y, = (3, skad na mocy twierdzenia 10.4 i twierdzenia 10.6 mamy, ze
lin(ay, ..., an,B) = lin(ay, ... &), czyli r(4,) = r(A). Na odwrét,
zalézmy, ze r(A,) = r(A). Wtedy

dimlin(ay, ... ,a,) = dimlin(ay, . .. , an, B),
wiec z twierdzenia 11.12 mamy, ze lin(ay, ... , @, 8) = lin(ay, . .. , o),
skad B € lin(a,... ,an), czyli istnieja a,... ,a, € K takie, zc 8 =
a;oaq+...+a,o0ay i wobwezas (ay, ... ,a,) jest rozwiazaniem ukladu
(13.3).

Pozostaje udowodni¢ druga czesé twierdzenia. Zalézmy najpierw,
ze 7(Ay) = r(A) = n. Wowcezas kolumny oy, ... ,a, sa liniowo nie-
zalezne, wiec tworza baz¢ podprzestrzeni lin(aq, ... ,a,). Ale wtedy
dimlin(ay, ... ,0,) = dimlin(ay, ... ,a,, (), skad lin(aq, ... ,0n) =
lin(ay, ... ,an, B), czyli B € lin(ay, ... , o). Zatem z twierdzenia 11.9

istnieje dokladnie jeden ciag (ai, ... ,a,) € K™ taki, ze § =a; 0oy +
...+ a, o ay, wiec uklad (13.3) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Na
odwrét, zalézmy, ze uktad (13.3) posiada dokladnie jedno rozwigzanie
(ay,...,a,). Wowczas z pierwszej czesci dowodu r(A,) = r(A). Wy-
starczy zatem wykazaé, ze wektory aq,...,a, sa liniowo niezalezne.
Ale jezeli by, ... ,b, € K sa takie, ze byoay + ...+ b0, = 6, to
(a1 +b1)oas+...+(an+bp)oa, =aj0a1+...+a00,+ 0 = B, wiec
(a1+by, ... ,an+by,) jest rozwiazaniem uktadu (13.3), skad a;+b; = a;,
czylib; =0dlai=1,...,n, a wiec wektory oy, ... ,a, sa liniowo nie-
zalezne. [
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Z rezultatéw uzyskanych dotychczas wynika, ze mozna stosowaé
nastepujacy schemat postepowania dla znalezienia wszystkich rozwia-
zan uktadu (13.3). Najpierw obliczamy r(A) i r(A,). Jezeli r(A) #
r(Ay), to uktad (13.3) nie ma rozwigzania. Jesli zas r = r(A) = r(A,),
to uktad posiada rozwiazanie. Wyznaczamy wéwczas r liniowo nieza-
leznych wierszy w macierzy A, i wykreslamy wszystkie pozostale jej
wiersze. W otrzymanej macierzy znajdujemy k liniowo niezaleznych
kolumn. Nastepnie w przeksztalconym ukladzie réwnan przenosimy
na prawg strone wszystkie niewiadome o numerach pozostatych n — k
kolumn i stosujemy wzory Cramera dla obliczenia pozostalych nie-
wiadomych (natomiast niewiadome przenoszone na drugie strony sa
dowolnymi elementami ciata K).
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Rozdzial 14

Przestrzenie ilorazowe

14.1 Konstrukcja przestrzeni ilorazowej

Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni liniowej V nad cialem K.
W zbiorze V okres§lamy relacje ~ przyjmujac, ze dla dowolnych «, 5 €
V:

a~foa-pFeW (14.1)

Poniewaz © € W, wiec dla kazdego a € V, jest @« — o € W, skad
a ~ « i relacja ~ jest zwrotna.

Wezmy dowolne a, 8 € V takie, ze a ~ 3. Wtedy a— 3 € W, skad
B—a=—(a—p) e W,czyli B~ airelacja ~ jest symetryczna.

Wezmy dowolne «a, 3,7 € V takie, ze a ~ B i 8 ~ . Wtedy
a—-pB,0—veW,skada—y=(a—08)+(B—7) € W, czyli a ~ v
i relacja ~ jest przechodnia.

W ten sposdéb pokazali$my, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w zbio-
rze V. Dla a € V przez a + W oznaczmy klase abstrakcji relacji ~
o reprezentancie a. Pokazemy, ze

a+W={a+p8:8eW} (14.2)

Rzeczywidcie, jezeli v € a+ W, to v ~ o, skad vy —a = 3 € W oraz
v = a + . Na odwrdt, jezeli v = a + 3 dla pewnego 8 € W, to

112
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y—a=peW,skady~aiyea+W.

Dla o € V zbiér a + W bedziemy dalej nazywali warstwa o repre-
zentancie a wzgledem podprzestrzeni W. 7 wlasnosci klas abstrakeji
relacji réwnowaznosci wynika, ze dowolne dwie warstwy wzgledem pod-
przestrzeni W sq albo réowne albo rozlaczne oraz przestrzen V jest sumaq
roztgczng pewnych swoich warstw wzgledem W.

Zauwazmy, ze dla dowolnych «,F € V:
a+W=p+Woea-pecW (14.3)

Rzeczywiscie, a + W =+ W S a~fFoa- e W.
Ponadto

O+W =W, (14.4)

bo@+W={0+p:eW}={p:eW}=W.
Ze wzordéw (14.3) i (14.4) wynika od razu, ze dla kazdego a € V:

a+W=WeacW (14.5)

Zatem jedna warstwa moze mie¢ wiele reprezentantéw! Warstwe W
bedziemy nazywali warstwq zerowq. Zbiér wszystkich warstw prze-
strzeni V wzgledem podprzestrzeni W bedziemy oznaczali przez V/W.
Zatem

VIW={a+W:aeV}. (14.6)

Dla dowolnych a, 3 € V okreslamy sume warstw o + W i 8+ W przy
pomocy wzoru:

(a+W)+B+W)=(a+p5)+W. (14.7)

Sprawdzimy, ze wzor (14.7) nie zalezy od wyboru reprezentantéw warstw.
W tym celu wezmy dowolne ay,3; € V takie, ze a; ~ ai 1 ~ (.
Wtedy oy —a, /1—0 € W, skad (a1+51)—(a+0) = (a—a)+(5—P) €

alymstoku - kontynuacja,
Ministra Edukacji i Nauki
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W, czyli (o + 51) + W = (a + 8) + W na mocy wzoru (14.3).

Teraz okreslimy iloczyn warstwy a + W przez skalar a € K:
ao(a+W)=aoa+W. ~(14.8)

Sprawdzimy, ze to okreslenie nie zalezy od wyboru reprezentantéw
warstw. W tym celu wezmy dowolne a; € V takie, ze a; ~ a. Wtedy
ay—a € W,skad ao (o —a) € W, czyliaoa; —aoa € W, wiec
aooy + W =aoa+ W namocy (14.3).

Twierdzenie 14.1. Dia dowolnej podprzestrzent W przestrzeni li-
niowej V' nad cialem K z2biér V/W z dodawaniem warstw okreslonym
wzorem (14.7) i mnozeniem warstw przez skalary okreslonym wzorem
(14.8) oraz z warstwg zerowq W tworzy przestrzen liniowq nad cia-
tem K (nazywamy jg przestrzenig ilorazowa przestrzeni V wzgledem
podprzestrzeni W ).

Dow6d. Wezmy dowolne «, 3,7 € V. Al. Poniewaz a + 8 =
B+a, wiecc(B+W)+ (a+W)=B+a)+W = (a+8)+W =
(a+ W)+ (8+W). A2. Poniewaz (a + ) +v = a+ (8 + ),
wiec [(a + W)+ (B+W)]+(v+W) =[(a+B)+ W]+ (v+ W) =
(a+B)+y+W=la+B+N+W=(a+W)+[B+7)+W]=
(a+W)+[(B+W)+ (y+ W)]. A3. Poniewaz a + © = a, wiec
(a+W)+W=(a+W)+(O+W)=(a+0)+W =a+W. A4
Poniewaz a+(—a) = ©, wiec (a+W)+((—a)+W) = [a+(—a)|+W =
O+ W =W. Stad dla a € V mamy wzor:

(@t W) = (—a) + W. (14.9)

A5. Poniewaz dla a € K jest ao (a+ ) = aoa + ao [, wiec
aofla+W)+(B+W)] =aolla+p)+W]=ao(a+p)+W =
(aca+aofB)+W = (aca+W)+(aof+W) = ao(a+W)+ao(8+W).
A6. Poniewaz dla a,b € K jest (a+b)oa = aoa+boa, wiec
(a+b)o(a+W) = (a+b)oa+W = (aca+boa)+W = (aca+W)+
(boa+W) =ao(a+W)+bo(a+W). A7. Poniewaz dla dowolnych
a,b € K jest (ab)oa = ao(boa), wiec (ab)o(a+W) = (ab)oa+W =
ao(boa)+W =ao(boa+W)=aolbo(a+W). A8. Poniewaz
loa=q,wieclo(a+W)=1loa+W=a+W.
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14.2 Baza i wymiar przestrzeni ilorazowej

Twierdzenie 14.2. Niech W i U bedq podprzestrzeniami prze-
strzeni liniowej V' nad cialem K takimi, 2e V = W ® U. Wowczas
przeksztalcenie f : U — V/W dane wzorem f(a) = a+W dlaa € U
jest izomorfizmem liniowym. W szczegdlnosci

V/W U,

Dowdd. Z okreélenia f mamy, ze dla dowolnych o, 8 € U, a € K
jest fla+p) =(a+B)+W = (a+ W)+ (B+W) = f(a) + f(B)
oraz flaca) =aoa+W =ao(a+ W) = ao f(a). Jezeli zas
fla) = f(B),toa+W =p+W,skada—03 € W. Ale o, € U,
wiecca—f e WnNU ={6},czylia-F=01a=p Zatem f
jest réznowartos$ciowe. Dowolna warstwa przestrzeni V/W ma postaé
a+ W dla pewnego a € V. Ale V = W + U, wiec istnieja 6 € W i
v € U takie, ze @ = B+~. Stad a—v € W, wiec a+W = v+W = f(7).
Zatem f jest "na’i ostatecznie f jest izomorfizmem liniowym. O

Poniewaz izomorfizm liniowy przeksztalca baze na baze, wiec z twier-
dzenia 14.2 oraz z dowodu twierdzenia 12.3 mamy natychmiast nastepu-

jace

Twierdzenie 14.3. Niech X bedzie bazq podprzestrzeni W prze-
strzeni lintowej V' i niech Y C V bedzie zbiorem liniowo niezaleznym
roztacznym z X takim, ze X UY jest bazq przestrzeni V. Wiedy dla
dowolnych o, 3 € Y mamy, ze a + W = [+ W wtedy ¢ tylko wiedy,
gdy o = B oraz zbiér {a+W : v € Y} jest bazq przestrzeni ilorazowej
V/w. O

Twierdzenie 14.4. Niech W bedzie podprzestrzeniq skoriczenie
wymiarowej przestrzeni liniowej V. Wowczas zachodzi wzor:

dim(V/W) = dimV — dim W.

Dowdd. Z twierdzenia 12.3 istnieje podprzestrzen przestrzeni V
taka, ze V=W @ U. Zatem W NU = {6}, wiec na mocy twierdzenia
11.15 mamy, ze dimV = dimW + dimU. Ale na mocy twierdzenia
14.2 jest V/W = U, wiec dim(V/W) =dimU =dimV — dimW. [J




116 Wyktady z algebry liniowej I

Przyktad 14.1. Wyznaczymy baze i wymiar przestrzeni ilorazowe;j
RY/W dla W = lin([1,1,1,1],[1,2,3,4]). W tym celu najpierw za po-
mocy operacji elementarnych wyznaczamy baze podprzestrzeni W. Po
wykonaniu operacji w, —wy uzyskamy, ze W = lin([1,1,1, 1], 1[0, 1,2, 3])
oraz wektory [1,1,1,1], [0, 1,2, 3] tworza baze podprzestrzeni W, gdyz
wektory [1,1,1,1], [0,1,2,3], [0,0,1,0], [0,0,0,1] tworza baze prze-
strzeni R%. Zatem z twierdzenia 14.3 wektory [0,0, 1,0]+W, [0,0,0, 1]+
W tworza baze przestrzeni ilorazowej R*, skad dim(R*/W) = 2. O

Przyktad 14.2. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni Q3
generowana przez wektory [1,2,3] i [0, 1,0]. Sprawdzimy, czy zachodzi
réwnoéé warstw [1,0, 1] + W oraz [2,4, 5]+ W. Na mocy (14.3) mamy,
ze [2,4,5]+W = [1,0,1]+W < [2,4,5]—[1,0,1] € W < [1,4,4] € W.
Ale wektory [1,2,3] i [0,1,0] tworza baze podprzestrzeni W, wiec
[1,4,4] € W < (wektory [1,2,3],[0,1,0],[1,4,4] sa liniowo zalezne).
Lecz po wykonaniu operacji ws — wy, ws — 2w, uzyskamy z tych wekto-
réw baze {[1,2,3],[0,1,0],[0,0, 1]} przestrzeni Q?, wiec wektory [1,2, 3],
[01,0], [1, 4, 4] sa liniowo niezalezne i wobec tego [1,0, 1]4+W # [2,4, 5]+
w. O

Przyktad 14.3. Niech K = Z,, V = K* oraz W bedzie podprze-
strzenia przestrzeni V generowana przez wektory [1,0,1,1], [1,1,0,1],
[0,1,1,0]. Wypiszemy wszystkie elementy przestrzeni ilorazowej V/W.
Po wykonaniu operacji we — w; uzyskamy, ze
W = lin([1,0,1,1],[0,1,1,0]) oraz wektory [1,0,1,1], [0,1, 1,0] tworza
baze podprzestrzeni W, gdyz wektory [1,0,1,1], [0,1,1,0], [0,0,1,0],
[0,0,0,1] tworza baze przestrzeni V. Zatem z twierdzenia 14.3 wek-
tory [0,0,1,0]4+ W 1 [0,0,0,1] + W tworza baze przestrzeni ilorazowej
V/W. Poniewaz K = {0,1}, wiec stad przestrzen ilorazowa V/W
ma doktadnie 4 elementy: W, [0,0,1,0] + W, [0,0,0,1] + W oraz
(0,0,1,0] + W) + ((0,0,0,1] + W) = [0,0,1,1] + W. °

Ponadto W = {]0,0,0,0],[1,0,1,1],[0,1,1.0},[1,1,0,1]}, wiec na
przyktad [0,0,1,0] + W = {[0,0,1,0],[1,0,0,1],[0,1,0,0], [1, 1,1, 1]}.
d




Rozdzial 15

Przeksztalcenia liniowe 1 ich
zastosowania

15.1 Przeksztalcenia liniowe 1 ich
wlasnosci

Definicja 15.1. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad
cialem K. Przeksztalcenie f : V — W speliajace warunki:
(I) Vagev fla+B) = f(a)+f(B) oraz (II) VaevVaeck f(aca) = ao f(a)

nazywamy przeksztalceniem liniowym przestrzeni V w przestrzen W.

Stwierdzenie 15.1. Zilozenie przeksztalcen liniowych jest prze-
ksztalceniem liniowym.

Dowdd. Niech f: V — Wig: W — U beda przeksztalceniami
liniowymi. Wobwczas dla dowolnych a,8 € V jest (go f)(a + B) =
9(f(a+B) = g(f(a) + f(B)) = g(f(e)) + g(f(B)) = (g f)(a) +
(g o f)(B) oraz dla dowolnych a € V, a € K jest: (go f)(aca) =
9(f(aca)) =glao f(a)) =aog(f(a)) =ao(go f)(a). Zatem go f

jest przeksztalceniem liniowym. O

Stwierdzenie 15.2. Niech f : V — W bedzie przeksztalceniem
lintowym przestrzeni liniowej V' nad ciatem K w przestrzen liniowg W
nad ciatem K. Wowczas:

117
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(1) f(©) =9,

(ii) f(—a) = —f(a) dla kazdego a € V,

(i1i) fla —B) = f(a) — f(B) dla dowolnych o, €V,

(iv) flagoan +...+apoay) =ajo f(a;) + ...+ a0 flay) dla
dowolnych ay,... ,an, € K, aq,... ,a, € V i dla dowolnego n € N.

Dowdéd. (i). Na mocy (II) jest f(©) = f(000) =00 f(O) =0O.
(if). Namocy (I) i (i) mamy, ze f(a)+f(-a) = f(a+(-a)) = f(0) =
0, wiec f(—a) = —f(a).
(it)). Na'mocy (1) i (ii) jest f(a—B) = f(a+(~B)) = f(a) + f(~B) =
£(@) + (= £(B) = f(a) — £(B).
(iv). Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika z (II).
Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech
ai,... ,0n41 € K oraz ag,... ,a,y1 € V. Wtedy na mocy (I), (II)
i zalozenia indukcyjnego mamy, ze f(a;joay + ...+ Gpy1 © Qpyy) =
fllaoar+...+an0a,)+ant10ans1) = f(aoar+...+a,00,) +
f(any10Qni1) = a10 f(aa) + ...+ ano f(an) + ant1 0 f(antr1). Zatem
teza zachodzi dla liczby n + 1. O

Stwierdzenie 15.3. Niech f : V — W bedzie przeksztatceniem
liniowym przestrzeni liniowej V' nad ciatem K w przestrzen liniowq
W nad cialem K. Woiwczas zbiér Ker(f) = {a € V : f(a) = 6}
zwany jadrem f jest podprzestrzeniq przestrzeni V. Ponadto f jest
réznowartosciowe (tzn. f jest monomorfizmem liniowym) wtedy i tylko
wtedy, gdy Ker(f) = {6}.

Dowéd. Na mocy stwierdzenia 15.2(1) mamy, ze © € Ker(f).
Niech a € K, «, 3 € Ker(f). Wtedy na mocy (I) f(a+ 8) = f(a) +
f(B) =©+0 =06, wiec a+ 3 € Ker(f) oraz na mocy (II) f(aoca) =
ao f(a) =ao® = 0, skad ao a € Ker(f). Zatem Ker(f) jest
podprzestrzenia przestrzeni V. ‘

Zalézmy, ze f jest r6znowartosciowe i niech a € Ker(f). Wtedy
f(a) = ©. Ale na mocy stwierdzenia 15.2(i) jest © = f(©), wiec
f(a) = f(©), skad @ = ©. Zatem Ker(f) = {©}. Na odwrot,
zatézmy, ze Ker(f) = {©} i wezmy dowolne o, 3 € V takie, ze f(a) =
f(B). Wtedy na mocy stwierdzenia 15.2(iii) jest © = f(a) — f(8) =
fla—P), czylia — B € Ker(f). Zatem a— (3 =0, skad a = (1 f

jest monomorfizmem. [
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Uwaga 15.1. Kazda podprzestrzenn W przestrzeni liniowej V' nad
cialem K jest jadrem pewnego przeksztalcenia liniowego okreslonego
na V. Rzeczywiécie, niech f : V — V/W bedzie przeksztalceniem
danym wzorem f(a) =a+W dlaa e V. Wtedy dlaa,8€ V,a € K
mamy, ze f(a+ ) = (a+B)+W = (a+ W)+ (B+ W) = f(a)+ f(8)
oraz flaoca) =aoca+W =ao(a+ W) =ao f(a). Zatem f jest
przeksztalceniem liniowym. Ponadto dowolna warstwa z przestrzeni
V/W jest postaci o+ W = f(«) dla pewnego a € V, wiec f jest "na”.
Dla o € V mamy, ze a € Ker(f) @ a+ W =W & a € W. Zatem
Ker(f) = W. Oznacza to, ze podprzestrzenie przestrzeni liniowej V
sa to dokladnie jadra pewnych przeksztalcen liniowych okreslonych na
V. O

Przyklad 15.1. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni li-
niowej V' nad cialem K. Wtedy z twierdzenia 12.3 istnieje podprze-
strzen U przestrzeni V taka, ze W @ U = V. Stad kazde @ € V
mozna zapisaé w postaci @ = 3 + v dla pewnych 8 € W oraz v € U.
Jesli 51,8, € W i v,y € U sa takie, ze f; + 1 = P2 + 7o, to
Br—Pe=v—m € WNU = {6}, skad f; = 2 i 11 = ¥2. Oznacza
to, ze przeksztalcenie f:V — U dane wzorem f(a) =y dlaa € V
takiego, ze « = B+ i3 € W oraz v € U, jest dobrze okre$lone. Niech
ay, a0 € V, a € K. Wtedy istniejg [1,08: € W, 71,7 € U takie, ze
oy =P+ 10 =P+, skad a; + a2 = (61 + f2) + (11 + 72) oraz
Bi+082 € Wiyi+v, € U. Zatem f(aj+as) = 71+7 = f(ar)+ f(az).
Ponadto aoa; =ao ) +aovy orazaofy € Wiaovy €U, wiec
flaoay) =aovy = ao f(a;). Stad f jest przeksztalceniem linio-
wym. Nazywamy je rzutem przestrzeni V na podprzestrzen U wzdiuz
podprzestrzeni W. Poniewaz dlay € U jest y =0 +71 0 € W, wiec
f(7) =~. Zatem f jest "na”. Dla § € W mamy, ze 8 = §+©10© € U,
wiec f(8) = ©, skad W C Ker(f). Jesli za$ o € Ker(f), to istnieja
BeEWiyeUtakie,zea=08+v10 = f(a)=v,skada=08€W.
Zatem ostatecznie W = Ker(f). O

Stwierdzenie 15.4. Niech f : V — W bedzie przeksztatceniem
liniowym przestrzeni liniowej V' nad ciatem K w przestrzen liniowg W
nad ciatem K. Wéwczas zbiér Im(f) = f(V) = {f(a) : @ € V} 2wany
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obrazem f jest podprzestrzeniq przestrzeni W.

Dowdd. Ze stwierdzenia 15.2(i) mamy, ze ©@ = f(0) € f(V).
Niech o, 8 € f(V). Wtedy istnieja oy, 3, € V takie, ze a = f(a;)
if=f(b1) Zatem a+ B = f(a1) + f(B1) = f(ea + B1) € f(V) oraz
dlaag e K: aoa=ao f(oq) = flaoa) € f(V). Zatem f(V) jest
podprzestrzenia przestrzeni W. [J

Stwierdzenie 15.5. Niech f : V — W bedzie przeksztaiceniem
liniowym przestrzeni liniowej V' nad cialem K w przestrzen liniowq
W nad cialem K. Woéwczas dla dowolnych wektoréw oy, ..., 0, €
V. jezeli wektory f(ay),. .., f(oy) sa liniowo niezaleine, to wektory
ay, ..., tez sq liniowo niezaleine. Jezeli dodatkowo f jest mono-
morfizmem, to wektory ai,...,q, € V sq liniowo niezaleine wtedy
i tylko wtedy, gdy wektory f(au),. .., f(an) sa liniowo niezalezne.

Dowéd. Niech ay,... o, € V. Zalézmy, ze wektory f(ay),...,
f(ay) sa liniowo niezalezne. Wezmy dowolne ay,...,a, € K takie,
ze o+ ...+ a,0a, = 0. Wtedy na mocy stwierdzenia 15.2
mamy, ze a; o f(a1) + ... + a, o f(a,) = O, skad z Inz wektoréw
flay),..., flay) jest a3 = ... = a, = 0, czyli wektory ay, ... ,ay, tez
sg liniowo niezalezne.

Niech teraz dodatkowo f bedzie monomorfizmem. Zaltdézmy, ze
wektory aq,...,qa, s3 Inz i wezmy dowolne ay,... ,a, € K takie, ze
a;o floq) + ...+ ano f(o,) = ©. Wtedy ze stwierdzenia 15.2 mamy,
ze flagoa;+...+a,oay,) = f(©),skadajoay +...+a,0a, = 06.
Zatem z lnz wektoréw ay,...,a, wynika, ze a; = ... = a, = 0, czyli
wektory f(a),..., f(an) sa liniowo niezalezne. O

Definicja 15.2. Przeksztalcenie liniowe f : V — W nazywamy
epimorfizmem, jezeli f(V) = W (tzn. f jest "na”). Przeksztalcenie
liniowe f : V — V przestrzeni V w siebie nazywamy endomorfizmem
przestrzeni V.

Uwaga 15.2. Z tych okredlen wynika od razu, ze izomorfizm li-
niowy jest to taki monomorfizm, ktéry jest jednoczesnie epimorfizmem.
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Stwierdzenie 15.6. Niech f : V — W bedzie izomorfizmem
przestrzeni liniowych V i W nad tym samym ciatem K. Jezeli wek-
tory o, . .. , o, tworzq baze przestrzeni V., to wektory f(ou), ... , f(an)
tworzq baze przestrzeni W.

Dowéd. Ze stwierdzenia 15.5 wynika od razu, ze wektory f(ay),. ..
f(an) sa liniowo niezalezne. Wezmy dowolne § € W. Wtedy istnieje
a € V takie, ze § = f(a). Zatem istnieja a,...,a, € K takie, ze
o =a;00 + ...+ a, oay,, skad na mocy stwierdzenia 15.2 jest, ze
B=aiof(ar)+...+a,0f(a,). Zatem wektory f(ay),..., f(ay) gene-
ruja przestrzen W i sa liniowo niezalezne, czyli tworza baze przestrzeni
w. QO

15.2 Twierdzenie o izomorfizmie

Twierdzenie 15.1 (o izomorfizmie). Niech f:V — W bedzie
przeksztalceniem liniowym. Wowczas

V/Ker(f) = Im(f).

Dowéd. Niech F : V/Ker(f) — Im(f) bedzie przeksztalceniem
danym wzorem: F'(a + Ker(f)) = f(a) dlaa € V. Jedlio,8 € V sa
takie, ze o + Ker(f) = 8+ Ker(f), to a — 8 € Ker(f), czyli
0 = fla—pB) = f(a) = f(B), skad f(a) = f(B). Wynika stad, ze
przeksztalcenie F' jest dobrze okreslone (nie zalezy od wyboru repre-
zentantow warstw). Dalej, dla o, 8 € V i a € K mamy, ze
F((a+ Ker(f))+(B+ Ker(f))) = F((a+ )+ Ker(f)) = fa+8) =
f(@) + f(B) = F(a+ Ker(f)) + F(B + Ker(f)) oraz
F(ao(a+ Ker(f))) = Flaoa+ Ker(f)) = f(aoa) = ao f(a) =
ao F(a+ Ker(f)). Zatem F jest przeksztalceniem liniowym. Wezmy
dowolne B € Im(f). Wtedy istnieje « € V takie, ze § = f(a) =
F(a + Ker(f)). Zatem F jest epimorfizmem. W koficu dla @ € V
mamy, ze o + Ker(f) € Ker(F) & f(a) = © & a € Ker(f) &
a+ Ker(f) = Ker(f). Stad na mocy stwierdzenia 15.3 F' jest mono-
morfizmem i ostatecznie F jest izomorfizmem liniowym. [
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Twierdzenie 15.2. Niech f : V — W bedzie przeksztatceniem li-
niowym. Jezeli przestrzen V jest skoniczenie wymiarowa, to przestrzen
Im(f) tez jest skoriczenie wymiarowa 1 zachodzi wzdr:

dimV = dim Ker(f) + dim Im(f).

Dowéd. Z twierdzenia o izomorfizmie V/Ker(f) = Im(f). Z twier-
dzenia 14.4 mamy, ze dim(V/Ker(f)) = dimV — dim Ker(f). Zatem
na mocy stwierdzenia 15.6 mamy, ze dim I'm(f) = dim V —dim Ker(f),
skad dim Im(f) + dim Ker(f) =dimV. O

Twierdzenie 15.3. Niech wektory ag, ... ,q, tworzq baze prze-
strzeni liniowej V' nad cialem K i niech (1,... 03, beda dowolnymi
wektorami przestrzensi liniowej W nad ciatem K. Wowczas istnieje do-
ktadnie jedno przeksztalcenie liniowe f : V. — W takie, ze f(o;) = 5

dla kazdego i = 1,... ,n. Ponadto takie f jest dane wzorem:
flagoar+...+a,0ay) =a10B1+...+a,0p0, (15.1)
dla a1,...,a, € K. Przeksztalcenie f jest monomorfizmem wtedy

i tylko wtedy, gdy wektory By, ... , Bn sa liniowo niezalezne. Ponadto f
jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory By, ... , Bn generujg
przestrzen W oraz f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
B, ..., 0Bn tworzq baze przestrzeni W. ,
Dowé6d. Dla przeksztalcenia f danego wzorem (15.1) mamy, ze
f(ai) = Bi przy i = 1,... ,n. Wezmy dowolne o, 8 € V i dowolne
a € K. Wtedy istnieja ay,...,a,,b1,...,b, € K takie, ze a =
a o0y +...+azoay, oraz B =bjoay+...+by0a,. Zatem f(a+p3) =
f((a1+b1)oar+...+(an+by)oay) = (a1 +by)ofi+. ..+ (an+by)oB, =
(@aofi+...4+an008,)+ (biofi+...+byo L) = fla) + f(B) oraz
f(aoa) = f((aar)oas+...+(aay)oay,) = (aa;)ofi+...+(aay) 0B, =
ao(ayofy+...+a,00,) =ao f(a). Zatem f jest szukanym prze-
ksztalceniem liniowym. Jezeli g : V' — W jest przeksztalceniem
liniowym takim, ze g(o;) = 3; dla¢ = 1,... ,n, to ze stwierdzenia 15.2
mamy, ze g(aj oo + ... +a0a,) =a10g(ay) +... +ap0g(ay,) =
amofi+...+a,00, = flagoag + ...+ a, 0 o) dla dowolnych
ai,...,a, € K. Poniewaz {a1,... ,a,} jest baza przestrzeni V, wiec

stad g = f.
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Jezeli f jest réznowartos$ciowe, to na mocy stwierdzenia 15.5 wek-

tory 81 = f(au),. .., Bn = f(an) sa liniowo niezalezne. Na odwrét, za-
l6zmy, ze wektory i, . .. , B, sa liniowo niezalezne. Niech a € Ker(f).
Wtedy istnieja aq, ... ,a, € K takie, ze « = a,0a;1+...+a,0a,, skad
O=fla)=a10B+...4a,00,, czyliag =...=a,=01ia=0.

Zatem na mocy stwierdzenia 15.3 f jest monomorfizmem. .

Jezeli f jest epimorfizmem, to dla kazdego 8 € W istnieje a € V
takie, ze § = f(a). Ale a = a;0a; + ... + a, o a, dla pewnych
a,...,a, € K, wiec ze wzoru (15.1) f=a1 00, + ... + a, o By, czyli
wektory 01,..., 0B, generuja przestrzen W. Na odwrét, zalézmy, ze
wektory By, ..., B, generuja przestrzen W. Wezmy dowolne g € W.
Wtedy istnieja ay,... ,a, € K takie,ze B =a1001+ ...+ a, 008, =
flagoa;+ ...+ a,o0wy), czyli f jest epimorfizmem.

Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika z jego pierwszej czesci. [J

15.3 Przyklady i zastosowania
przeksztalcen liniowych

Przyktad 15.2. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad
tym samym cialem K. Wbéwczas przeksztalcenie f : V — W dane
wzorem f(a) = © dla a € V jest przeksztalceniem liniowym, bo dla
a,3€V,ae K: fla+8) =6 =06+0 = f(a) + f(B) oraz
flaoa) = ©® = ao® = ao f(a). Przeksztalcenie to nazywamy
zerowym lub trywialnym. O

Przyktad 15.3. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem
K. Niech a € K bedzie dowolnym ustalonym elementem ciata K.
Wtedy przeksztalcenie ¢, : V — V dane wzorem ¢,(c) = a o a dla
a € V, jest liniowe, gdyz dla o, 8 € V, b € K mamy, ze ¢,(a + ) =
ao(a+B8) =aoa+aof = ¢s(a)+ ¢a(B) oraz go(boa) = ao(boa) =
(ab)oa = (ba)oa = bo(aoa) = bog,(ar). To przeksztalcenie nazywamy
homotetiq o wspétczynniku a.0J

Przyklad 15.4. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni li-
niowej V nad ciatem K. Woéwczas przeksztatcenie f : W — V dane
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wzorem f(a) = a dla a € W jest oczywiscie liniowe. Jest ono po-
nadto monomorfizmem podprzestrzeni W w przestrzen V. W szcze-
gélnosci przeksztatcenie identycznosciowe idy : V' — V dane wzorem
idy(a) = a dla a € V, jest przeksztatceniem liniowym. O

Przyktad 15.5. Opiszemy wszystkie przeksztalcenia liniowe
f: K™ — K™ dla ustalonego ciata K i dla dowolnych ustalonych liczb
naturalnych m, n. Poniewaz wektory €,,¢€9,... ,€, tworza baze prze-
strzeni K™ oraz dla dowolnych z,...,z, € K jest [z1,...,Zy]
T10€ + ...+ T, 0 €&y, wWiec na mocy twierdzenia 15.3 wszystkimi
przeksztalceniami liniowymi f : K™ — K™ sa jedynie przeksztalcenia
f postaci:

f(z1,. - zp]) =z1001 + ... + Ty 0 By,

dla dowolnych ustalonych ﬁl,... B € K™ Aledlaj =1,...,n
istnieja a;; € K (i = 1,... ,m) takie, ze §; = [aij, agj, - .. , Gm;], Wiec
stad otrzymujemy tzw. wzor analityczny na dowolne przeksztalceme
liniowe f : K* — K™:

f(z1, -y za]) = lanz1 + ...+ Q1nZny - -« 811 + . oo F G ).
(15.2)

Zauwazmy ponadto, ze jezeli aj; € K dlai=1,...,m, j=1,...,n
sg takie, ze przeksztalcenie f dane wzorem (15.2) spelnia wzér

f(z1y .- za)) =@z + ...+ ), Tn, . .. a2+ ..+ 0y, T0], to dla
B; = ay;, as;s - - - @il 3= 1,... ,n, bedziemy mieli, ze B = f(g;) =
B;, czyli a;; = a;; dla wszystkich ¢, j. Wynika stad, ze przeksztalcenie
liniowe f : K™ — K™ jest jednoznacznie wyznaczone przez m X n
macierz A = [a;;]. Ponadto z definicji mnozenia macierzy mamy, ze
dla przeksztalcenia f danego wzorem (15.2) zachodzi wzdr:

x1
T2

f(z1, ... ,za)) = A- | - (15.3)

Tn
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Przy tych oznaczeniach mamy tez, ze f(K™) = lin(fy,. .., 5,) oraz
wektory f, ... , B, mozemy traktowaé jako kolumny macierzy A, wiec
stad dla przeksztalcenia f mamy wzor:

dim Im(f) = r(A). (15.4)

Zatem z twierdzenia 15.2 mamy, ze n = dim K" = dim Ker(f) +
dim Im(f), wiec na mocy wzoru (15.4): :

dim Ker(f) = n — r(A). (155)
Zauwazmy tez, ze [aq,...,a,] € Ker(f) wtedy i tylko wtedy, gdy
[a1, ... ,an] jest rozwiazaniem ukladu jednorodnego
anzTi+ apret ...+ a1aT, =0
0,211'11'1—'— a22:‘c2+ L aanfL =0 (15.6)
Am1T1+ AmaTot+ ...+ AT, =0

Wiynika stad nastepujace

Twierdzenie 15.4. Zbidr rozwigzan uktadu jednorodnego (15.6)
0 macierzy wspotczynnikow A jest podprzestrzeniq przestrzeni liniowej
K™ wymiaru n — r(A). O

Podamy teraz drugi sposéb wyznaczania jednorodnego uktadu réow-
nan liniowych o zadanej podprzestrzeni rozwigzan. Niech K bedzie
ustalonym cialem i niech V bedzie dowolng podprzestrzenia przestrzeni
liniowej K™. Wyznaczamy najpierw baze i wymiar podprzestrzeni
V. Niech wektory «g, ... ,as tworza baze podprzestrzeni V. Wtedy
dimV = s. W praktyce wyznaczamy baze V w takiej postaci, aby
mozna bylo ja uzupelni¢ w prosty sposéb do bazy przestrzeni K™
pewnymi wektorami bazy kanonicznej przestrzeni K". Niech wektory
a1, ... ,0Qs 01, .. ,Pos tworza baze przestrzeni K™. Na mocy twier-
dzenia 15.3 istnieje dokladnie jeden epimorfizm f : K® — K"7°
taki, ze f(a;) = © dla wszystkich ¢ = 1,... ,s oraz f(§;) = ¢; dla
j =1,...,n—s. Z okredlenia f mamy, ze V C Ker(f). Ponadto
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dim Im(f) = dimK™™® = n — s, wiec z twierdzenia 15.2 mamy, ze
n = dim K™ = dim Ker(f) + dim I'm(f), skad dim Ker(f) = s. Ale
dimV = s oraz V C Ker(f), wiec stad V = Ker(f). Pozostaje za-
tem wyznaczy¢é wzér analityczny na przeksztalcenie f i w ten sposéb
uzyskamy natychmiast zadany uktad jednorodny.

Przyktad 15.6. Znajdziemy ukiad jednorodny réwnan liniowych
nad cialem R, ktérego przestrzenia rozwiazan jest ‘
V = lin([1,-1,1],[1,1,—1]). Najpierw znajdujemy baze przestrzeni

1 =1 1]we—wn [1 =1 1]3w|[1 =1 1
V.[ = = [0 1 _1}.Zatem

1 1 -1 - 0o 2 -2 =
baza przestrzeni V jest {[1,—1,1],[0,1,—1]}.
Nastepnie uzupelniamy znaleziong baze przestrzeni V do bazy calej
przestrzeni R® przy pomocy wektora (0,0, 1]. Istnieje przeksztalcenie
liniowe f : R® — R takie, ze f([1,—1,1]) = 0, f([0,1,-1]) = 0,
f([0,0, 1]) = 1. Wtedy f([o? 1’0]) = f([oa 1, _1])+f([0> 0, 1]) =0+1=
1 oraz f([1,0,0]) = f([1,—1,1]) = f([0,1,—-1]) = 0—0 = 0. Zatem dla
dowolnych z,z2,z3 € R mamy, ze f([x1,22,23]) = z1 - f([1,0,0]) +
zg - f([0,1,0]) + x5 - f([0,0,1]) = z2 + z3. Ale dim(Im f) = 1, wiec
dim(Ker f) =3 —1=2. Ponadto V C Ker f oraz dim(V) = 2, wiec
V = Ker f. Stad szukanym ukladem réwnan jest:

xo+x3=0.0

Przyklad 15.7. Znajdziemy uktad jednorodny réwnanliniowych
nad cialem R, ktérego przestrzen rozwiazan jest generowana przez wek-
tory: [1,-1,1,-1,1}, [1,1,0,0,3], [3,1,1,-1,7], [0,2,-1,1,2].

Znajdujemy najpierw baze podprzestrzeni V generowanej przez
wektory: [1,-1,1,-1,1], [1,1,0,0,3], [3,1,1,-1,7], [0,2,—1,1,2].

1 1 0 03 1 1 0 0 3
1 =1 1 =1 1 | we-wiws=3w | 0 =2 1 —1 —2
3 1 1 —-17 = 0 -2 1 -1 =2
0 2 -1 1 2 0 2 -1 1 2
11 00 3
w2+w4,:w3+w4 00 0 0O — 11 0 0 3 Zatem baza
= 00 00O ~]02 =112}
02 -1 1 2
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V jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2]} oraz dimV = 2. Poniewaz nasze
wektory maja 5 wspolrzednych, wiec szukany uklad réwnan bedzie sie
sktadal z 5 — 2 = 3 réwnan.

Ponadto baza przestrzeni R® jest {[1,1,0,0,3],[0,2,—1,1,2],
[0,0,1,0,0],[0,0,0,1,0],[0,0,0,0, 1]}, wiec istnieje przeksztalcenie li-
niowe f : RS — R3 takie, ze :

£([1,1,0,0,3]) = [0,0,0], s
£(0,2,-1,1,2)) = [0,0,0], (15.8)
£([0,0,1,0,0]) = [1,0,0], (15.9)
£([0,0,0,1,0]) = [0,1,0], (15.10)
£([0,0,0,0,1]) = [0,0, 1]. (15.11)

Poniewaz wektory [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] tworza baze przestrzeni R®
oraz naleza do f(R%), wiec f(R5) = R3, czyli dim f(R®) = 3. Ale 5 =
dimR® = dim Ker(f) + dim f(R®), wiec dim Ker(f) =5 —3 =2. Po-
nadto z (15.7) i (15.8) mamy, ze V = lin([1,1,0,0,3],[0,2,-1,1,2]) C
Ker(f) oraz dimV = 2, wiec V = Ker(f). Pozostaje zatem wy-
znaczyé wzor analityczny na takie przeksztalcenie f. Niech & =
[1,0,0,0,0], &2 = [0,1,0,0,0], &5 = [0,0,1,0,0], &5 = [0,0,0,1,0],
g5 = [0,0,0,0,1]. Wtedy dla dowolnych z1, x2, 3,24, 5 € R:

[71, T2, T3, T4, T5] = L1 0€1 + T2 062 + T3 03 + T4 0 €4 + T5 0 E5.

Zatem z linjowosci przeksztatcenia f mamy, ze f([z1,Z2, T3, T4, T5]) =
z10 f(e1) + z2 0 fle2) + 3 0 f(e3) + x40 fe4) + x50 f(e5).

Ze wzoru (15.8) mamy, ze 2 o f(e2) — f(es) + f(es) +20 f(es) =
[0,0,0], wiec 20 f(e2) — [1,0,0] + [0,1,0] + 20 [0,0,1] = [0,0, 0], skad
fle2) =3, —3,—1].

Ze wzoru (15.7) mamy, ze f(g1) + f(€2) + 30 f(es) = [0,0,0], czyli
fler) + (3,3 —1+30[0,0,1] = [0,0,0], skad f(e1) = [~3, 3 —2]-
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Stad
f([mla Z2,T3, T4, 3.';'5]) = xlo[——%a %’ —2]+$20[%, _%7 —1]+.’II3O[1, O, O]+IE4O
[O, 1, O] + 50 [0, 0, 1] = [—%371 + %332 +Z3, %$1 — %.’Ez + 24, ——2(131 —T9 +CE5].
Zatem V = Ker(f) jest zbiorem rozwigzan ukladu réwnan:

o + 3 = 0
To + x4 0
—2ry — I + x5 = 0

O

[ ] L
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