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W prowadzenie 

Problematyka formalnego opisu wiedzy była i j est przedmiotem in
tensywnych badań. Współcześnie badania te maj ą znaczenie szczególne , 
ze względu na bardzo szybki rozwój technologii informatycznych. Żyjemy 
w świecie , w którym są gromadzone , przetwarzane i eksplorowane ogromne 
zasoby wiedzy l . Zasoby te nie są stałe, lecz mogą ulec - i zwykle ulegają 
- zmianom. Rozwój cywilizacyjny zazwyczaj sprzyja ich przyrostowi . Zda
rza się jednak również ,  że zasoby wiedzy zmniejszają się . Dzieje się tak 
na skutek rewizj i wiedzy, zapominania (wiedza nieużywana zanika) , bądź 
utracenia wiedzy zapisanej np. ze względu na utratę nośników, na których 
wiedza została zapisana, bądź niemożność ich odczytu 2. Zmiany zasobów 

1 \Vzrostowi wiedzy sprzyj a  rozwój technologii sieciowych , służących do wymiany infor
macj i .  Szczególne znaczenie dla wspomnianego wzrostu ma powstanie i rozwój Internetu. 
Od kilku lat do kodyfikowania i przetwarzania wiedzy stosuje  się tzw. cłlIllury obliczeniowe 
(ang. clou d computing) . 

2 \\' spółcześnie ,  j ednym z ważniej szych problemów informatycznych jest zapewnienie kom
patybilności czytników i nośników informacj i zapisanej cyfrowo. Archeolodzy, znaj dując sta
rożytne tabliczki lub papirusy nie mają problemu z dostępem do zapisanych na nich znakóv,;. 
Znaki te są dostępne , chociaż niekoniecznie muszą być zrozumiałe. 1Iogą być bowiem zapi
sane w jednym z nieznanych języków reliktowych. Gdy jednak wyobrazimy sobie analogiczną 
sytuację  np. za 1000 lat .  w której rolę tabliczki glinianej , czy papirusu, będzie pełnił j e
den z używanych obecnie nośników informacj i zapisanej w formie cyfrowej (dyskietka. dysk 
twardy, pamięć FLASH, płyta CD, DVD itp . ) , to archeolodzy w przyszłości mogą mieć 
problem nie tylko ze zrozumieniem zapisanych informacj i ,  ale przede wszystkim z ich od
czytaniem. \V odległej przyszłości do odczytania obecnie stosowanych nośników informacj i 
cyfrowej potrzebne będą urządzenia kompatybilne zarówno ze współczesnymi nośnikami j ak 
też formatami zapisanej informacj i .  Brak takich urządzeń może w dużym stopniu utrudnić 
ich odczyt bądź stanowić przyczynę utraty pewnych zasobów wiedzy, jeśli wiedza ta wraz 
z postępem technologicznym nie będzie sukcesywnie i w całości konwPl'towana na nowsze 
formaty i zapisywana na nowszych nośnikach . 
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10  Wprowadzenie 

wiedzy dokonują się w czasie i przestrzeni . W dalszych rozważaniach weź
miemy pod uwagę jedynie aspekt czasowy owych zmian. Będziemy rozważać 
o wiedzy zmieniającej się w czasie . Gdy stawiamy problem reprezentacj i lo
gicznej takiej wiedzy, to pierwszym i naturalnym spostrzeżeniem jest , że 
do tego celu można wykorzystać dwie istniej ące aparatury formalne logiki . 
Pierwsza wykorzystywana jest do formalizacj i pojęcia wiedzy. Mamy tu na 
myśli logiki epistemiczne . Druga natomiast służy do formalizacj i zagadnień 
dotyczących czasu. Chodzi o logiki temporalne . 

Okres bardzo dużego zainteresowania środowiska filozoficznego proble
matyką opisu wiedzy za pomocą aparatu pojęciowego logiki przypada na 
lata 60 . XX wieku. Głównym problemem badawczym było uchwycenie i za
pisanie w postaci formalnej podstawowych własności wiedzy. Formalizacj a 
logiczna miała się przyczynić do znalezienia poprawnych odpowiedzi na 
dwa fundamentalne pytania: Co zasługuje na miano wiedzy? W jaki sposób 
można wiedzę opisywać formalnie? 

Pytanie pierwsze jest dobrze osadzone w tradycj i filozoficznej , gdyż j est 
głównym zagadnieniem epistemologii 3 . Pytanie drugie, w kontekście histo
rii filozofii , stosunkowo nowe , to pytanie , na które filozofowie staraj ą się 
znaleźć właściwą odpowiedź zaledwie od kilku dekad . Idea, aby pojęcie wie
dzy poddać analizie logicznej poj awiła się w pracy von Wrighta [Wri5 1 ] .  
Jednak fundamentalne znaczenie dla tego obszaru badań miały dociekania 
J. Hintikki opublikowane w książce Knowledge and Belie! [Hint62] , która 
ukazała się w 1962 roku. W pracy tej Hintikka podjął problematykę wiedzy 
i przekonań j ako modalności , a do formalnego opisu wymienionych pojęć 
zastosował aparat pojęciowy logiki modalnej . Podej ście Hint ikki do pro
blematyki formalnego opisu pojęć wiedza i przekonanie leży u podstaw 
współczesnej logiki epistemicznej . 

Zagadnieniem o wiele starszym jest problematyka logicznego opisu 
rzeczywistości z uwzględnieniem jej temporalnego aspektu. Zagadnienie 
to absorbowało filozofów już od starożytności . Rozważania dotyczące 
tej problematyki znajdujemy u filozofów szkoły megarejskiej , u stoików 
i u Arystotelesa. Istotny wzrost zainteresowania problematyką tempo
ralną nastąpił w latach 40. XX wieku. Nicolas Rescher [Resch71 , s. 1 2] 
dopatruje się trzech powodów tego wzrostu. Pierwszym powodem były 
studia nad logiką stoików i logiką średniowieczną [Kne38] , [Mat53] , 
[Moody53] . Drugim była logiczna analiza czasów gramatycznych dokonana 

3 Rozważania na ten temat znajdujemy już u Platona [Plat99] . 
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Wprowadzenie 1 1  

przez H. Reichenbacha [Reich47] . Trzecim zaś powodem wymienianym przez 
N. Reschera były próby stworzenia przez polskiego logika Jerzego Łosia 
formalnego systemu logiki temporalnej oraz zastosowanie tego systemu do 
analizy wybranych problemów filozofii nauki , w szczególności do analizy 
kanonów indukcj i Milla [Łoś4S] . Za prekursora logiki temporalnej uznaje 
się A.  N .  Priora, którego , j ak czytamy u N .  Reschera [Resch71 ] , zain
spirowała m. in .  praca Łosia. Oprócz Priora, ogromny wpływ na rozwój 
i popularyzację tematyki związanej z różnymi systemami logik temporal
nych miały prace wspominanego już N .  Reschera [Resch6S] , [Resch71 ] , 
E .  J .  Lemmona [Lem77] , D .  Scotta [Scott70] , N .  B .  Cocchiarelli [Cocch66] ,  
R. P. McArthura [McArt74] ,  [McArt79] , S .  McCalla [McCa1l66] i wielu in
nych znakomitych logików czy filozofów. Z punktu widzenia zastosowań lo
giki temporalnej w informatyce fundamentalną rolę odegrały prace A. Pnu
elliego [Pnu77] ' [PnuSl ] , [PnuS5] , [PnuSS] . 

W piśmiennictwie polskim jest jedynie kilka pozycj i książkowych zwią
zanych z tematyką logik temporalnych 4. N a ten temat pisali m. in .  E .  Haj
nicz [Haj96] , R. Klimek [Kli99] , K. Trzęsicki [TrzS6] ,  [TrzOS] , M. Tkaczyk 
[Tkacz09] , czy J .  Waj szczyk [Waj 95J 5 . 

Niniejsza monografia podejmuje problematykę zastosowania aparatury 
formalnej logiki do reprezentacj i i eksploracj i wiedzy zmieniaj ącej się w cza
sie . Przez wspomnianą aparaturę formalną logiki rozumiemy systemy, które 
są kombinacją systemów modalnej logiki epistemicznej , służących do opisu 
wiedzy oraz systemów logiki temporalnej , umożliwiaj ących wyrażenie kon
tekstu czasowego . Do opisu wiedzy zmieniaj ącej się w czasie będziemy zatem 
stosować różne systemy epistemicznej logiki temporalnej . 

Monografia podzielona jest na siedem rozdziałów. Przedmiotem rozwa
żań pierwszego rozdziału jest , wymienione w tytule , pojęcie wiedzy. Poda
jemy przykłady określeń wiedzy6 oraz wskazujemy podstawowe różnice w jej 
rozumieniu w wybranych dyscyplinach szczegółowych. W wypadku klasycz-

4 Większym zainteresowaniem cieszyła się problematyka z zakresu logik modalnych. 
Prace dotyczące tej tematyki publikowali m.in.: .T. Perzanowski [Perz89], K. Świrydowicz 
[Świryd04] oraz ostatnio A. Indrzejczak [Indrz06] i R. P. Katarzyniak [KatO?]. 
5 Nie oznacza to jednak, że w środowisku polskich logików czy filozofów nie było za

interesowania tematyką logik temporalnych. 'Wręcz przeciwnie. Rezultaty te były jednak 
publikowane w czasopismach anglojęzycznych. 

6 Celowo nie używamy tu pojęcia definicji, gdyż podawane w różnych dziedzinach nauki 
rozumienia wiedzy nie zawsze spełniają warunki wymagane od definicji, w takim sensie, jaki 
nadaje im logika. 
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nego pojmowania wiedzy przytaczamy argumenty Gettiera wskazujące na 
słabość tego rozumienia .  Rozdział pierwszy nie stanowi jednak komplet
nego wykładu teorii wiedzy. Należy go traktować raczej w kategoriach za
sygnalizowania głównych idei oraz problemów związanych z pojmowaniem 
i definiowaniem wiedzy. Aby dokonać pełniejszej analizy pojęcia wiedzy po
trzebna byłaby osobna monografia poświęcona temu zagadnieniu 7. 

W rozdziale drugim zajmujemy się formalizacją pojęcia wiedzy. Kon
centrujemy się głównie wokół zagadnień związanych z logikami modalnymi , 
w szczególności z aparatem formalnym modalnych logik epistemicznych . 
Omawiamy więc podstawowe systemy logiki epistemicznej . Podajemy pod
stawowy aparat pojęciowy modalnej logiki epistemicznej dotyczący wie
dzy pojedynczego podmiotu poznającego oraz aparat pojęciowy związany 
z problematyką wiedzy grupy podmiotów poznających. Omawiane języki 
formalne nadają się do opisu wiedzy statycznej , wiedzy niepodlegającej 
zmlanom. 

Naszym celem j est opis formalny wiedzy zmieniaj ącej się w czasie . Mu
simy więc wzbogacić aparat formalny modalnej logiki epistemicznej o ta
kie komponenty, które umożliwią formalizację kontekstu czasowego. Do for
malno-logicznego opisu zagadnień dotyczących czasu służy język logiki tem
poralnej, będący przedmiotem rozważań rozdziału trzeciego . W rozdziale 
tym przypomniane są podstawowe systemy logiki temporalnej nadbudowy
wane nad klasycznym rachunkiem zdań oraz dyskutowane są podstawowe 
własności tych systemów. Omawiane logiki są wykorzystane do temporali
zacj i  systemów logicznych za pomocą metody opisanej w rozdziale czwar
tym, a także do budowy na ich podstawie systemów epistemicznej logiki 
temporalnej dyskutowanych w rozdziale piątym. 

W rozdziale czwartym podejmujemy problem metod temporalizacj i  sys
temów logicznych. Omawiamy dwie podstawowe metody temporalizacj i :  
temporalizację  wewnętrzną oraz temporalizację zewnętrzną. Ze  względu na 
możliwości zastosowań koncentrujemy się na metodzie temporalizacj i ze
wnętrznej . Opisujemy metodę Fingera-Gabbay'a dodawania do systemu lo
gicznego wymiaru temporalnego oraz wskazujemy warunki , j akie powinny 
być spełnione , aby łącząc dwa systemy logiczne z zastosowaniem wspomnia
nej metody nowo powstały system logiczny zachował metawłasności syste
mów składowych . l\Iamy tu na myśli własności takie j ak niesprzeczność , 

7 Przykładem monografii teorii wiedzy jest [Lemo07]. l'vIonografią poświęconą wybranym 
aspektom wiedzy jest np. [Tuch95]. 
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pełność i rozstrzygalność . Omawiamy także uogólnienie metody Fingera
-Gabbay'a zaproponowane przez Fingera i Weiss. 

W rozdziale piątym prezentujemy wybrane systemy epistemicznej logiki 
temporalnej . Przegląd wybranych systemów epistemicznej logiki temporal
nej rozpoczynamy od takich , których języki mają mniejszą siłę ekspresj i .  
Omawiamy dwa systemy epistemicznej logiki temporalnej czasu liniowego 
powstałe w wyniku temporalizacj i  systemu S5 metodą opisaną w rozdziale 
czwartym. Poddajemy analizie klasy systemów, których semantyka bazuje 
na systemach interpretowanych oraz badamy własności epistemicznej logiki 
temporalnej czasu alternującego . Ponadto ,  w rozdziale podajemy przykłady 
zastosowań omawianych systemów w filozofii , informatyce i teorii gier . 

W rozdziale szóstym dyskutujemy na temat możliwości analizy wiedzy 
za pomocą języka zdaniowej logiki temporalnej nadbudowanej nad logiką in
tuicjonistyczną. Wykazujemy, że intuicjonistyczną logikę temporalną można 
traktować j ako epistemiczną logikę temporalną. Ze względu na fakt , że jest 
to jedyny omawiany w niniejszej pracy system epistemicznej logiki tem
poralnej nienadbudowany nad klasycznym rachunkiem zdań, poświęcamy 
temu systemowi cały rozdział . Dodatkowym powodem takiej decyzj i jest 
fakt , że w literaturze polskojęzycznej problematyka konstrukcj i oraz wła
sności systemów intuicjonistycznej logiki temporalnej w zasadzie nie były 
dyskutowane . Analizujemy system minimalnej intuicjonistycznej logiki tem
poralnej zaproponowany przez Ewalda [Ew86] . Wykazujemy, że podane ak
sjomaty tworzą układ aksjomatów zależnych. Proponujemy własną, zredu
kowaną aksjomatykę systemu, a także własną wersję semantyki dla mini
malnej intuicjonistycznej logiki temporalnej . Badamy podstawowe własno
ści tego systemu oraz wskazujemy podstawowe różnice między skonstruowa
nym systemem a jego klasycznym odpowiednikiem , czyli systemem Kt . 

W rozdziale siódmym podejmujemy zagadnienia związane z tempo
ralno-epistemiczną formalizacj ą wiedzy algorytmicznej . 

Ostatni rozdział stanowi podsumowanie niniejszej monografii . Praca 
zawiera także Dodatek, w którym zamieszczono tezy klasycznej oraz tezy 
intuicjonistycznej logiki zdań wykorzystywane w dowodach . Ponadto. za
mieszczono dowody wybranych tez i własności systemów Kt i IKt . 

Niektóre wyniki omawiane w niniejszej pracy były wcześniej prezen
towane na seminariach i konferencjach naukowych . W rozdziale piątym 
wykorzystano wyniki opublikowane wcześniej w [SurOl b, Sur04 , Sur05b . 
SurlO ,  Sur 12a] , natomiast w rozdziale szóstym wykorzystano wyniki opu
blikowane w [Sur05a, Sur1 2b]. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



14  Wprowadzenie 

Chciałbym podziękować wszystkim anonimowym recenzentom oraz 
uczestnikom dyskusj i ,  których cenne uwagi przyczyniły się do uniknięcia 
wielu błędów. Chciałbym także wyrazić wielką wdzięczność wszystkim ko
legom i współpracownikom z Katedry Logiki , Informatyki i Filozofii Nauki 
Uniwersytetu w Białymstoku za ich spostrzeżenia i uzupełnienia. 

Wyrażam ogromną wdzięczność recenzentom wydawniczym tej roz
prawy prof. Andrzejowi Indrzejczakowi (UL) oraz prof. Kazimierzowi Trzę
sickiemu (UwB) za ich wnikliwe recenzje i bardzo cenne uwagi . 

Profesorowi Kazimierzowi Trzęsickiemu dziękuję ponadto w sposób 
szczególny za wieloletnią opiekę naukową oraz za zainteresowanie mnie te
matyką logik temporalnych. 
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Rozdział 1 

Wiedza 

Poprawne zdefiniowanie wiedzy sprawiało i nadal sprawia trudności . 
W literaturze możemy znaleźć wiele jej określeń. Filozofowie , psycholodzy, 
ekonomiści czy informatycy - każda z wymienionych grup inaczej definiuje 
wiedzę, określa warunki oraz akcentuje te jej aspekty, które są najważniejsze 
z punktu wiedzenia dyscypliny szczegółowej . Różność ta przejawia się nie 
tylko w przypadku, gdy wiedza jest definiowana z uwzględnieniem warun
ków charakterystycznych dla poszczególnych dyscyplin. Występuje nawet 
wtedy, gdy definiujemy wiedzę możliwie ogólną l. 

Rozważymy kilka określeń wiedzy. Podamy wybrane kryteria jej klasy
fikacj i oraz dokonamy krótkiej analizy klasycznego rozumienia wiedzy. 

1 . 1 .  Rozumienie wiedzy 

Rozważania rozpoczniemy od określeń , w których wiedzę próbuje się 
scharakteryzować w sposób możliwie ogólny. Taką postać mają zwykle hasła 
encyklopedyczne i słownikowe . Jeśli określeniom tym nadamy status defini
cj i ,  to będziemy mieli do czynienia z definicj ami encyklopedycznymi bądź 
słownikowymi 2 . W encyklopediach bądź słownikach możemy przeczytać , że 
wiedza, to :  

l Mamy tu na myśli określenia słownikowe bądź encyklopedyczne wiedzy. 
2 \V definicjach tego typu, z punktu widzenia logiki, często popełniane są błędy w defi

niowaniu. Podawane definicje są bowiem bądź za wąskie, bądź za szerokie, bądź za szerokie 
i za wąskie zarazem. Hasła słownikowe czy encyklopedyczne podają zazwyczaj jakie jest 
rozumienie danego wyrażenia w języku potocznym. 
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• zespół przekonań zgodnych z rzeczywistością, ogół umiejętności ludz
kich danego umysłu; erudycja ,  uczoność , nauka . . .  [MSJP, s. 891 ] ,  

• ogół wiadomości zdobytych dzięki badaniom, uczeniu się , czyli jest to 
zasób informacj i z j akiej ś dziedziny [SJP] , 

• zorganizowana informacja stosowana do rozwiązywania problemów 
[Woolf90] .  
Już na przykładzie tych trzech przytoczonych określeń daje się zauwa

żyć , że akcentuje się w nich różne aspekty wiedzy. W pierwszym z przywoła
nych określeń wymaga się , aby przekonania ,  stanowiące wiedzę były zgodne 
z rzeczywistością . Tego wymogu jasno nie formułują  dwa pozostałe okre
ślenia . Drugie z określeń ogranicza wiedzę tylko do wiadomości , które daje 
się uzyskać za pomocą badań. Jest to zatem ograniczenie wiedzy tylko do 
wiedzy naukowej . Nie mieści się w tym określeniu wiedza, którą posiadamy, 
ale której nie można wyrazić słowami . W określeniu trzecim wiedza jest in
formacją zorganizowaną, która służyć ma rozwiązywaniu problemów. Te j ej 
aspekty, czyli zorganizowanie i użyteczność w rozwiązywaniu problemów, 
nie były brane pod uwagę w dwóch pierwszych określeniach. Zatem nawet 
wtedy, gdy wiedza charakteryzowana jest w sposób możliwie ogólny, ency
klopedyczny akcentowane są różne własności przypisywane wiedzy. Różno
rodność w jej definiowaniu staje się jeszcze bardziej widoczna, gdy dokona 
się analizy określeń wiedzy podawanych z punktu widzenia różnych dyscy
plin. Na nasze potrzeby dokonywanie takiej analizy nie jest konieczne , jed
nak aby lepiej scharakteryzować wiedzę oraz zrozumieć trudności związane 
z jej formalizacj ą ,  w dalszej części niniejszego rozdziału krótko omówimy 
w j aki sposób wiedza jest pojmowana w wybranych dziedzinach nauki . 

W psychologii wyróżnia się dwa znaczenia terminu wiedza: ogólne 
i ścisłe. Wiedza w znaczeniu ogólnym, to informacje przyswajane przez 
człowieka za pomocą dostępnych mu zmysłów, bądź informacje ,  które kreuje 
on na podstawie informacj i j uż posiadanych 3 . ·Według Nęcki , Orzechow
skiego i Szymury [NOS06] wiedza w znaczeniu ścisłym, to określona 
kategoria struktur poznawczych trwale zawartych w umyśle i zapisanych 
w sposób uporządkowany w systemie pamięci długotrwałej 4. 

3 W psychologii poznawczej przyjmuje się, że umysł jest systemem poznawczym tworzą
cym wiedzę i wykorzystującym tę wiedzę w procesach decyzyjnych. 

4 Przez pamięć długotrwałą psycholodzy rozumieją tzw. trwały magazyn śladów pa
mięciowych, którego pojemność informacyjna oraz czas przechowywania informacji są teo
retycznie nieograniczone. 
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W badaniach dotyczących systemów ekspert owych wiedza nie jest 
tylko zorganizowaną informacją . Przypisuje się wiedzy dodatkowe cechy j ak 
np . zrozumiałość , stosowalność .  Przykładem definicj i  wiedzy z tego punktu 
widzenia będzie definicj a podana przez Turbana [Tur92 , s .  7] , według któ
rego "wiedza, to informacja ,  która została zorganizowana i przeanalizowana 
w celu uczynienia j ej zrozumiałą i stosowalną w rozwiązywaniu problemów 
lub podejmowaniu decyzj i" . Akcent położony jest więc nie tylko na zorgani
zowanie informacyjne wiedzy, ale także na jej użyteczność . Systemy eksper
towe tworzone są dla określonych zadań. Pełnią rolę eksperta w procesach 
decyzyjnych, w zakresie wyznaczonym zasobami informacyjnymi, do któ
rych system ma dostęp oraz zestawem stosowanych przez system reguł wnio
skowania. Szybkość działania takiego systemu zależy m. in .  od jego zasobów 
informacyjnych. Między zasobami informacyjnymi systemu a jego zakresem 
decyzyjnym oraz trafnością podejmowanych decyzj i zachodzi proporcjonal
ność prosta .  Im zasoby informacyjne systemu są większe, tym większy jest 
zakres decyzyjny takiego systemu , a podejmowane decyzje są trafniej sze . 
Traktując o większych zasobach informacyjnych systemu mamy na my
śli zasoby informacj i użytecznych, stosowanych w procesach decyzyjnych. 
Można bowiem wyobrazić sobie bardzo rozbudowaną bazę wiedzy systemu 
ekspertowego , zawierającą fakty zbędne , nienależące do rozważanej dzie
dziny wiedzy, bądź fakty wielokrotnie duplikowane . Występowanie faktów 
tego rodzaju w bazie wiedzy systemu powoduje ,  że czas podejmowania przez 
system decyzj i się wydłuża, ponieważ rośnie - niepotrzebnie - ilość operacj i ,  
które system musi wykonać przed podjęciem decyzj i .  

Pod koniec XX wieku rozwinęła się dziedzina badań , znana obecnie j ako 
zarządzanie wiedzą, w której przedmiotem dociekań stała się wiedza ,  j ako 
element wyjściowy w procesie analizy funkcjonowania organizacj i .  Celem 
badań tego rodzaju było j ak naj lepsze wykorzystanie i zrozumienie wiedzy 
dostępnej w organizacj i .  W zarządzaniu wiedzą znajdujemy m.in . następu
j ące jej określenia: 

1 .  Wnioskowanie z informacj i i danych w celu umożliwienia rozwiązy
wania problemów, podejmowania decyzj i ,  uczenia się i uczenia in
nych [Beck97] .  

2 .  Zasób poglądów, doświadczeń i procedur , które są postrzegane jako 
prawidłowe i prawdziwe , i które przez to kieruj ą myślami , zachowaniami 
i komunikacją międzyludzką [SpSiO l ] .  

3 .  Zbiór prawd i przekonań , perspektyw i pojęć , ocen i oczekiwań, meto
dologii i umiejętności praktycznych [Wiig96] . 
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Jak pokazują przytoczone przykłady, nie ma jednomyślności teoretyków za
rządzania wiedzą co do zespołu cech , które należałoby przypisać wiedzy. 
W określeniu pierwszym akcentuje się zastosowanie wiedzy do rozwiązywa
nia problemów. Własność ta nie pojawia się j uż w dwóch pozostałych okre
śleniach. Pojawia się w nich za to wymóg prawdziwości informacj i ,  które 
można uznać za wiedzę . Tej cechy brakuje jednak w określeniu pierwszym. 
Nie będziemy wskazywać wszystkich różnic występujących w przytoczonych 
określeniach . Widać jednak, że nie są one równoznaczne . Nie są nawet zbli
żone , a wręcz przeciwnie , różnią się zasadniczo . 

W ekonomii , j ako nauce , wiedza ma status dwojaki : wiedza to infor
macje i wiedza to aktywa. W pierwszym przypadku za wiedzę uznaje 
się informacje ,  które mogą podlegać procesom ich przetwarzania i mogą 
być przesłankami w procesach podejmowania racjonalnych decyzj i ekono
micznych. W drugim przypadku wiedza stanowi dobro ekonomiczne . Jest 
towarem,  który podlega takim samym prawom obrotu towarowego j ak każdy 
inny towar . Może być zatem przedmiotem handlu: za przekazanie wiedzy 
należy zapłacić , bądź wymienić na inny towar . 

Dla dalszych rozważań najważniej sze i najbardziej interesuj ące jest poj
mowanie wiedzy w filozofii i w metodologii nauki . Filozofowie również jed
nak nie są w pełni zgodni jeśli chodzi o sformułowanie j ednoznacznych i po
wszechnie uznawanych kryteriów wiedzy. Wyróżnia się wiedzę w rozumieniu 
epistemologicznym oraz wiedzę w rozumieniu metodologicznym 5. 

Według Wójcickiego wiedza w rozumieniu epistemologicznym, to 

"tyle co zbiór przekonań, które po pierwsze zostały należycie uzasadnione , 
po drugie zaś ,  są prawdziwe" [Wój03 , s .  235 . ] . 

Przytoczone epistemologiczne rozumienie wiedzy jest w zasadzie de
finicj ą klasyczną wiedzy przyjmowaną w epistemologii . Definicję tę oraz 
dyskusję ,  którą wywołała rozważymy w dalszej części niniej szego rozdziału .  

Przez wiedzę w rozumieniu metodologicznym Wójcicki rozumie 

"zbiór krytycznie rozwij anych systemów przekonań, np. teorii naukowych, 
których twierdzenia (sądy) pozostaj ą względem siebie w określonych zależ
nościach - zarówno treściowych (np. dotyczą tej samej klasy zj awisk) . j ak 
i formalnych - sądy, z j akich składają się różne systemy przekonań, na
leżące do tej samej «dziedziny wiedzy» (np .  dyscypliny badawczej ) ,  łączą 
zależności logiczne" [\Vój03. s .  235 . ] . 

Ó Rozróżnienie wiedzy na epistemologiczną i metodologiczną przytaczamy za R. \\'ójcickim 
[Wój03]. 
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1 .2 .  Rodzaje wiedzy 

W rozważaniach dotyczących wiedzy, w zależności od kryteriów, j akie 
zostały przyjęte wyodrębnia się różne rodzaje wiedzy. Ze względu na wa
runek intersubiektywności 6 wiedzę dzielimy na wiedzę racjonalną i wiedzę 
irracjonalną [SuchSzcz99] : 

• wiedza racjonalna - spełnia zasadę intersubiektywności , 
• wiedza irracjonalna - jest nieuchwytna dla rozumu, sprzeczna z ro

zumowaniem [SuchSzcz99] . 
Ze względu na zasadę racjonalnego uznawania przekonań 7 wiedzę dzielimy 
na naukową i potoczną. 

• wiedza naukowa - spełnia zasadę racjonalnego uznawania przeko
nań 8 , 

• wiedza potoczna - nie spełnia zasady racjonalnego uznawania prze
konań . 

Ze względu na kryterium doświadczenia empirycznego wiedzę dzielimy na 
wiedzę a priori i wiedzę a posteriori . 

• Wiedza a priori jest niezależna od doświadczenia. Wiedza ta dotyczy 
prawd absolutnych, uniwersalnych 9. 

• Wiedza a posteriori jest nabyta za pomocą zmysłów. Wiedza tego 
rodzaju może być weryfikowana (potwierdzana lub obalana) poprzez 
obserwacje lub doświadczenia. 

Ze względu na sposób utrwalenia wyróżnia się wiedzę skodyfikowaną oraz 
nieskodyfikowaną· 

6 Such i Szcześniak [SuchSzcz99, s. 40] wyróżniają zasadę intersubiektywnej komunikowal
ności oraz zasadę intersubiektywnej sprawdzalności. Zasada intersubiektywnej komu

nikowalności wymaga, aby wiedza mogła być zrozumiana przez każdy podmiot poznający 
o odpowiednich kwalifikacjach. Zasada intersubiektywnej sprawdzalności zakłada moż
liwość kontroli wiedzy przez podmiot dysponujący odpowiednimi kwalifikacjami, środkami 
technicznymi i czasem. 

7 Zasada racjonalnego uznawania przekonań traktuje, że stopień przekonania 
z jakim głosi się dane twierdzenie nie może być większy od stopnia jego uzasadnienia 
[SuchSzcz99, s. 36]. 
8 'Wiedza naukowa jest znacznie pewniejsza niż wiedza potoczna. V/iedzę tę charakte

ryzuje wysokie usystematyzowanie, wysoki poziom uteoretycznienia, wysoka moc progno
styczna, wysoka moc eksplanacyjna, znaczny stopień samokrytycyzmu oraz samokontroli 
[SuchSzcz99, s. 38]. 
9 Za takie prawa niektórzy uznają prawa logiki czy matematyki. 
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20 Rozdział l.  Wiedza 

• Wiedza skodyfikowana, jest utrwalona w takiej postaci , która umoż
liwia jej łatwy transfer. 
Jest to więc wiedza utrwalona w postaci różnego typu piśmiennictwa 
bądź przekazów multimedialnych. Dystrybucja tego rodzaju wiedzy na
stępuje nie tylko przez zapoznanie się z wiedzą zapisaną, ale też poprzez 
odczyty, nauczanie , dyskusje .  

• Wiedza nieskodyfikowana istnieje w umysłach ludzi i nie jest utrwa
lona w j akiejkolwiek innej formie . 

Ze względu na możliwość wyartykułowania, wiedzę dzielimy na jawną i nie
j awną· 

• Wiedza jawna, może być wyrażona za pomocą słów i liczb. 
Wiedza j awna zazwyczaj jest łatwa w artykulacj i ,  transferowaniu i ko
piowaniu. 

• Wiedza niejawna, inaczej nazywaną wiedzą ukrytą, lub też wiedzą 
milczącą, to taka wiedza ,  o której nie wiemy, że j ą  posiadamy. 
Wiedza niej awna czasami nazywana jest wiedzą intuicyjną. Jest zwią
zana z unikalnymi umiejętnościami i doświadczeniem. Jej przykładem 
może być wiedza ekspertów, która nie daje  się zwerbalizować . 

Rodzaj podmiotu własności wiedzy determinuje podział na wiedzę jako 
dobro publiczne oraz j ako dobro prywatne . 

• Wiedza jako dobro publiczne jest ogólnie dostępna np . w postaci 
piśmiennictwa (w szczególności naukowego) .  
Wiedza tego rodzaju j est wytwarzana w instytucjach naukowych finan
sowanych ze środków publicznych. Może być ona wykorzystywana przez 
wielu użytkowników bez utraty swojej wartości [ChojO l , s. 81 ] . 

• Wiedza jako dobro prywatne jest publicznie niedostępna, wytwo
rzona w komercyjnych placówkach badawczych. 
Wiedza ta zazwyczaj ma charakter technologiczny i służy unowocze
śnianiu istniej ących, bądź kreacj i nowych procesów produkcyjnych. 
Wiedza tego typu ma wartość rynkową i jest przedmiotem obrotu go
spodarczego. 

Ze względu na stosunek do faktów mówimy o wiedzy faktualnej i rozumowej . 
• Wiedza faktualna 1 0, to zbiór faktów. Wiedza faktualna jest podstawą 

innych rodzajów wiedzy. 

1 0 \Viedzę faktualną nazywa się też wiedzą pierwotną. 
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• Wiedza rozumowa 11 jest uzyskiwana w procesie rozumowania. Ro
zumowanie może , ale nie musi ,  obejmować analizę faktów. Może być 
bowiem rozumowaniem całkowicie ignorującym wiedzę faktualną. Ro
zumowanie takie jest rozumowaniem czystym. 

Problem uzyskiwania poprawnej wiedzy rozumowej z wiedzy faktualnej oraz 
wiarygodność wiedzy rozumowej , uzyskiwanej za pomocą rozumowań czy
stych jest jednym z podstawowych problemów epistemologii . Największą 
wiarygodność przypisuje się wiedzy uzyskiwanej za pomocą wnioskowań 
dedukcyjnych. Mniej sza wiarygodność jest udziałem wiedzy otrzymywanej 
w wyniku wnioskowań indukcyjnych ( indukcja niezupełna) , bądź wniosko
wań statystycznych. 

Wiedza jest jednym z głównych przedmiotów badań w sztucznej in
teligencj i .  Jest szczególnie wyróżniona, gdyż występuje w opisie każdego 
z głównych obszarów jej zainteresowań : 

• percepcja - podmiot poznający otrzymuje wiedzę o środowisku poprzez 
interpretację sygnałów z sensorów, 

• planowanie - podmiot poznający działa na podstawie swojej wiedzy 
o konsekwencjach jego potencjalnych działań , 

• rozumowanie - podmiot poznający wyprowadza wnioski na podstawie 
posiadanej wiedzy lub poczynionych założeń, 

• uczenie się - powiększanie wiedzy poprzez doświadczanie , 
• komunikacja - wymiana wiedzy przez mówiącego i słuchacza. 

W sztucznej inteligencj i wyróżnia się wiedzę komputerową, czyli 
przetwarzaną za pomocą komputerów i zawartą w komputerowych bazach 
wiedzy. Jest ona przedmiotem intensywnych badań również w informa
tyce teoretycznej . Problem właściwej reprezentacj i wiedzy tego rodzaju j est 
wciąż jednym z głównych problemów badawczych informatyki i do tej pory 
nie doczekał się właściwego , uniwersalnego rozwiązania. W bazach wiedzy 
bardzo szybko następuje eksplozja kombinatoryczna i niekontrolowane po
większanie się bazy o fakty będące duplikatami posiadanych już informa
cj i 12, np. j eżeli p 1\ q j est uznane w bazie wiedzy, to również uznane są 
p 1\ q 1\ q , P 1\ q 1\ q 1\ q , P 1\ q 1\ q 1\ q 1\ q ,  itd .  Ilość pamięci potrzebnej do 
przechowania tego rodzaju informacj i rośnie bardzo szybko (jest to przyrost 

11 Wiedzę rozumową nazywa się też wiedzą wtórną. 
12 Zwracaliśmy już uwagę na ten problem przy omawianiu definicji wiedzy z punktu wie

dzenia teorii systemów ekspertowych, której problematykę także zalicza się do problematyki 
sztucznej inteligencji. 
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22 Rozdział 1 .  \Viedza 

wykładniczy) , jednak powiększanie zasobów wiedzy o duplikaty nie zwięk
sza posiadanej wiedzy. 

Wśród różnych rodzajów wiedzy wyodrębnia się ponadto wiedzę dekla
ratywną, wiedzę proceduralną oraz metawiedzę . 

• Wiedza deklaratywna, czyli inaczej wiedza że13. 
Wiedza ta dotyczy faktów, zdarzeń, np . kwadrat ma cztery boki , pada 
deszcz . 

• Wiedza proceduralna, czyli wiedza jak. 
Ten rodzaj wiedzy służy do opisu jak realizować j akieś zadania, wyko
nywać j akieś czynności . Wiedza proceduralna zazwyczaj jest trudna do 
werbalizacj i .  Przykładami tego rodzaju wiedzy są: umiejętność prowa
dzenia samochodu , umiejętność pływania. 

• Metawiedza, to wiedza o tym, co wiemy lub czego nie wiemy, inaczej 
wiem, że wiem, lub wiem, że nie wiem. 
Metawiedza jest więc wiedzą, że coś wiemy (czegoś nie wiemy) 14 lub że 
coś potrafimy (czegoś nie potrafimy) 15 . 
Wiedza deklaratywna i wiedza proceduralna różnią się jednak od siebie 

nie tylko pytaniem o wiedzę , lecz także sposobem jej nabywania. Używa
jąc pewnego rodzaju przenośni , można powiedzieć , że wiedza deklaratywna 
nabywana jest w sposób dyskretny. Wystarczy bowiem przeczytać , obej
rzeć, bądź usłyszeć informację na temat X,  aby nabyć pewną wiedzę de
klaratywną dotyczącą X. Wiedza proceduralna przyswajana jest natomiast 
w sposób ciągły, poprzez wielokrotne ćwiczenie procedur realizacj i j akiej ś 
czynności o charakterze umysłowym lub motorycznym. 

1 . 3 .  Wiedza wielu podmiotów poznających 

\V wielu zastosowaniach16 istnieje potrzeba rozważania modeli , w któ
rych występuje więcej niż jeden podmiot poznający. Są one nazywane mo
delami wielopodmiotowymi (multiagentowymi) , a ich użyteczność jest do
strzegana w sposób szczególny w procesach przetwarzania wiedzy, w któ-

13 Pojęcie wiedzy w tym rozumieniu jest bardzo bliskie pojęciu informacji. 

14 �\iViedza o wiedzy deklaratywnej. 
1 5 v'Viedza o \viedzy proceduralnej. 
16 Mówiąc o zastosowaniach mamy zwykle (chociaż nie zawsze) na myśli zastosowania for

malnej teorii wiedzy w dziedzinie szeroko pojętej sztucznej inteligencji, do analizy procesów. 
które w jakiś sposób próbują się ze sobą komunikować. Mogą to być np. systemy złożone 
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rych ważna jest analiza interakcj i między stronami , wiedza na temat tego 
co wiedzą inni . Kwestie te są istotne np. w procesie analizy konwersacj i ,  
negocjacj i ,  przy podejmowaniu decyzj i ekonomicznych, czy w procesie ana
lizy protokołów komunikacyjnych w rozproszonych systemach komputero
wych 17 . Są to przykłady sytuacj i ,  w których występuje  więcej niż jeden pod
miot poznający. Podmiot poznający, który jest w grupie innych podmiotów 
poznających musi brać pod uwagę nie tylko prawdy o świecie , lecz także 
wiedzę innych podmiotów. Modele wielopodmiotowe są stosowane nie tylko 
w przypadku rozważań na temat tego , co podmiot poznaj ący wie o świe
cie , lecz także wtedy, kiedy zadajemy pytania typu: Co podmiot poznający 
wie o tym co inny podmiot poznający wie? Czego inny podmiot poznający 
nie wie? 18 

Omówimy teraz trzy podstawowe rodzaje wiedzy, które rozważa się 
poddając analizie wiedzę więcej niż jednego podmiotu poznającego . Są to :  
wiedza grupy, wiedza wspólna i wiedza rozproszona. 

Wśród modeli wielopodmiotowych zdarzają się modele , w których roz
waża się takie grupy podmiotów poznających , gdzie każdy z rozważanych 
podmiotów ma wiedzę na temat tego samego faktu lub zbioru faktów. Mó
wimy wtedy o wiedzy grupy. Na przykład w społeczności kierowców pożą
dane jest , aby każdy kierowca wiedział , że czerwone świat ło na skrzyżowaniu 
oznacza, że należy się zatrzymać , natomiast zielone światło oznacza ,  że na
leży jechać . Załóżmy, że każdy kierowca zna te reguły i się do nich stosuje .  
Powstaje pytanie , czy jeśli wszyscy kierowcy znają wspomniane reguły, to  

z wielu robotów, systemy komunikacyjne człowieka z maszyną, w szczególności może to 
być nawet pojedynczy robot. za którego sterowanie odpowiada system rozproszony. Ana
liza języka naturalnego, rozproszona sztuczna inteligencja (inteligentne podmioty poznające 
kooperujące ze sobą), analiza procesów komunikacji w rozproszonych systemach kompute
rowych itp. Każdy z tych obszarów badawczych potrzebuje formalnego modelu w celu uzy
skania odpowiedzi na pytanie: Co proces A wie o wiedzy procesu B? \\' systemach sztucznej 
inteligencji (może z wyłączeniem programów automatycznego dowodzenia twierdzell mate
matycznych) istnieje potrzeba, aby system coś wiedział o ś\viecie, w którym funkcjonuje. 
Inteligentny robot np. powinien mieć wiedzę (nawet. gdy ta wiedza jest bardzo ograniczona) 
na temat własnych sensorów. 
1 7 Przez podmioty poznające możemy rozumieć np. strony biorące udział w negocjacjach, 

roboty komunikacyjne. bufory wiadomości w skomplikowanych systemach komputerowych 
bądź procesory komunikujące się w systemie rozproszonym. 
18 Sprzedawca samochodów np. w procesie negocjacji ceny samochodu musi rozv;ażać co 

kupujący wie na temat kwoty, za którą sprzedawca skłonny jest sprzedać samochód. Ku
pujący musi także rozważać. co sprzedający wie na temat tego. co kupujący wie na temat 
kwoty, za którą sprzedawca skłonny jest sprzedać samochód. etc. 
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24 Rozdział 1 .  Wiedza 

czy kierowca przejeżdżający przez skrzyżowanie może czuć się bezpieczny? 
Odpowiedź brzmi nie , dopóki przejeżdżający przez skrzyżowanie kierowca 
nie wie , że każdy inny kierowca zna wspomniane reguły i się do nich sto
suje .  W innym przypadku kierowca może rozważać kwestię następującą: j a  
znam przepisy ruchu drogowego , ale jest możliwe , ż e  j akiś kierowca nie zna 
tych przepisów i może przejechać przez skrzyżowanie na czerwonym świe
tle .  Rozważanemu podmiotowi poznającemu potrzebna jest zatem wiedza 
na temat tego , co wie każdy inny podmiot poznaj ący. 

W wielu zastosowaniach jednak nawet taki stan wiedzy, w którym każdy 
podmiot poznający wie , że każdy podmiot poznający wie nie jest wystarcza
j ący. W pewnych przypadkach niez będne jest rozważanie sytuacj i ,  w których 
jednocześnie każdy zna fakt ip, każdy wie , że każdy wie , że ip, każdy wie , że 
każdy wie , że każdy wie , że ip, etc .  W takim przypadku mówimy o wiedzy 
wspólnej ( ang. common knowledge) o ip19. 

Oprócz wiedzy wspólnej rozważa się także wiedzę rozproszoną (ang. 
distributed knowledge) . Grupa ma wiedzę rozproszoną o ip, gdy wiedza o ip 
jest podzielona między członków grupy w taki sposób , że członkowie grupy 
współdziałaj ąc ze sobą mogą wywnioskować ip, mimo tego , że żaden z człon
ków grupy indywidualnie nie wie , że ip. Na przykład , j eśli podmiot pozna
jący A wie , że podmiot poznający B posiada samochód marki Mercedes 
lub marki BMW, natomiast podmiot poznaj ący C wie , że podmiot pozna
jący B nie posiada samochodu marki BMW, to podmioty poznające A i C 
mają wiedzę rozproszoną o tym, że podmiot poznaj ący B posiada samochód 
marki Mercedes, chociaż ani podmiot poznający A, ani podmiot poznający 
B indywidualnie takiej wiedzy nie mają. Wiedza wspólna i wiedza rozpro
szona są użyteczne w lepszym zrozumieniu oraz analizie wiedzy i interakcj i 
zachodzących w grupach podmiotów poznających. 

1 .4. Wiedza deklaratywna a inne rodzaje wiedzy 

W literaturze , w zdecydowanej większości przypadków przedmiotem 
rozważań jest ten rodzaj wiedzy, który określiliśmy j ako wiedza dekla
ratywna, czyli wiedza, że. Wiedza tego rodzaju będzie też przedmiotem 
naszych dalszych analiz ,  chyba że będzie podane inne znaczenie terminu 
wiedza. 

19 Pojęcie wiedzy wspólnej jako pierwszy poddał analizie Lewis w pracy [Lew69]. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



1.4. Wiedza deklaratywna a inne rodzaj e wiedzy 25 

Powstaje pytanie , j ak ma się wiedza deklaratywna do innych rodzajów 
wiedzy? Czy którykolwiek z wymienionych wcześniej rodzajów wiedzy da 
się sprowadzić do wiedzy deklaratywnej ? Rozważmy za Palczewskim [Pal] 
wybrane opozycje ,  w których występuje wyrażenie wiedzieć2o : 

1 .  wiedzieć, że a wiedzieć jak, 
2 .  wiedzieć, 
3 .  wiedzieć, 
4 .  wiedzieć, 
5 .  wiedzieć, 

że a wiedzieć czy, 
że a wiedzieć co (kto, kiedy, gdzie itp .) 21, 
że a wiedzieć z dopełnieniem bliższym (np. wiedzieć o kimś) , 
że . . .  A . . .  (gdzie A - jest terminem jednostkowym) a wiedzieć 

o A, że . . . . .  

Ad. (1) 
Zdanie A wie jak wykonać x można zinterpretować j ako : A posiada 

określone, trudne do zwerbalizowania, umiejętności potrzebne do wykona
nia x. Zdanie A możemy również interpretować j ako : A zna odpowiedź na 
pytanie:  Jaki ciąg czynności należy wykonać, aby otrzymać x? Pierwsze zna
czenie nie może być zredukowane do wiedzy deklaratywnej 22, drugie zaś jest 
redukowalne do wiedzy deklaratywnej poprzez koniunkcyjny opis stanów 
rzeczy prowadzących do otrzymania X23 . 

Ad. (2)  
wiedzieć czy redukuje się do wiedzieć, że  ponieważ zdanie A W2e czy 

p jest równoważne (A wie, że p) lub (A wie, że nie-p) . 

Ad.(3)  
W przypadku redukcj i tego typu, nie zakłada się , że  pytany odpowiada 

twierdząco lub przecząco (tak lub nie) , lecz wskazuje poprawną (adekwatną 
do wiedzy pytanego) odpowiedź , wybraną spośród odpowiedzi możliwych , 
które można wyrazić za pomocą środków logiki formalnej w sposób nastę
pujący: 

3x(F(x) A A wie, że F(x)) 

20 Pierwotnie analizę tego typu przeprowadził Hintikka w pracy [Hint75]. 
21 Konstrukcje tego typu w języku angielskim określa się jako wh-questions. 

22 Oponenci redukcji wiedzy proceduralnej do wiedzy deklaratywnej stoją na stanowisku, 
że wiedza proceduralna jest nie tylko nabywana w inny sposób niż wiedza deklaratywna 
ale też powinna być reprezentowana w sposób odmienny od sposobu reprezentacji wiedzy 
deklaratywnej. Jeśli bowiem ktoś opanował jakąś umiejętność, np. lepienie garnków, to jego 
wiedza może być przechowywana w postaci zestawu określonych reguł postępowania. 
23 Za redukcją wiedzy proceduralnej do wiedzy deklaratywnej argumentuje również W. Pa

tryas w pracy [Pat87]. 
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oraz 

Vx(F(x) -----t A wie, że F(x)) 

Ad.(4) 
Redukcję tego typu można przedstawić w sposób analogiczny do reduk

cj i z punktu (3 )  i (5 ) , np . 

3x(A wie, że B = x) 

Ad.(5) 
Zdanie np . A wie o B, że jest żonaty można wyrazić: 

3x(x = B /\ A wie, że x jest żonaty) 

Rozważania powyższe wskazują na prymat wiedzy deklaratywnej . 

1 . 5 .  Tradycyjna definicja wiedzy 

Główne problemy rozważań filozoficznych na temat wiedzy, to po
prawna definicj a wiedzy oraz właściwe kryteria wiedzy. Badania filozoficzne 
mające za swój przedmiot wiedzę posiadają długą i znakomitą tradycję .  
Próbę zdefiniowania wiedzy znajdujemy już u Platona w dialogu Teajtet , 
gdzie " . . .  wiedza to jest sąd prawdziwy ściśle ujęty. A sąd nieściśle ujęty nie 
należy do wiedzy. I czego ściśle ująć nie można, tego i wiedzieć nie można. 
A tylko to , co się da ująć ściśle , to można wiedzieć" [Plat99 ,  201C-D] . 

Wiedza definiowana jest j ako prawdziwe uzasadnione przekonanie. Ta
kie pojmowanie wiedzy nazywamy klasycznym 24 . Wzbudzało ono jednak 
i nadal wzbudza wiele kontrowersj i .  Krytyce poddawane są nie tylko uka
zane w dialogu Teajtet kryteria wiedzy, ale także sposoby interpretacj i Pla
tona definicj i wiedzy. Jak pisze Werner " . . .  Po pierwsze , Platon odróżniał 
episteme i doxa. Wiedza we właściwym sensie to episteme. Jednakże na
leży spytać , czy w sensie episteme ktokolwiek, cokolwiek, kiedykolwiek wie
dział? Oczywiście , że nie . Jesteśmy tymczasem gotowi przypisywać pewną 
(niebagatelną!) wiedzę Kopernikowi czy Newtonowi , j ak również współcze
snym naukowcom, którzy, podobnie j ak swoi poprzednicy, w wielu sprawach 
z pewnością się mylą" [Wer07] .  

24 Określenie klasyczna w odniesieniu do podanej definicji pojawia się u Chishol
ma [Chish66]. 
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W wieku XX filozofowie analityczni np. [Ayer56] , [Chis57] , zaadapto
wali definicję Platona. Podawane przez nich definicje wiedzy były nieco 
odmienne od tej sformułowanej przez Platona 25, jednak pomijaj ąc pewne 
różnice , mieściły się w ramach trój członowej , klasycznej koncepcj i wiedzy 26. 
Wspólną cechą podawanych definicj i była więc akceptacja trzech klasycz
nych warunków pozwalających na stwierdzenie , kiedy S wie , że P. Warunki 
te są następujące : 

• P jest prawdziwe , 
• S jest przekonany, że P,  
• S ma uzasadnienie dla przekonania, że P. 

Podane warunki powinny być spełnione łącznie . Jeśli chociaż jeden z wy
mienionych warunków nie j est spełniony, to nie jest prawdą, że S wie , że P. 
Takie kryteria wiedzy rodzą jednak liczne problemy i wątpliwości . Niektóre 
z podanych kryteriów klasycznego rozumienia wiedzy były bardziej , inne 
mniej krytykowane . W roku 1963 ukazała się praca Gettiera [Get63] poka
zująca, że rozumienie wiedzy w jego klasycznym sformułowaniu "nie ustala 
wystarczającego warunku tego , że ktoś wie , że jest tak j ak mówi j akieś zda
nie" [Get63] . Uzasadnieniem dla odrzucenia tego rozumienia wiedzy były 
podane przez Gettiera kontrprzykłady. Autor argumentuje ,  że może się tak 
zdarzyć , że S ma uzasadnienie dla przekonania ,  że P,  P jest prawdziwe , 
a jednocześnie nie jest tak, że S wie , że P w kontekście klasycznego rozu
mienia wiedzy. 

Praca Gettiera dała początek nowemu obszarowi badań epistemologicz
nych mających na celu uzasadnienie poprawnych kryteriów wiedzy i usu
nięcie niej asności w definiowaniu wiedzy jako uzasadnionego prawdziwego 
przekonania .  W obszernej literaturze poświęconej analizie przykładów przy
toczonych przez Gett iera można wyróżnić kilka stanowisk. 

25 Chisholm wiedzę definiował następująco: "S wie, że P" wtedy i tylko wtedy, gdy 
1. 8 uznaje P 
2. P jest dla 8 oczywiste oraz 
3. P jest prawdziwe. 

Natomiast według Ayera warunki konieczne i wystarczające wiedzy są następujące: ,,8 wie, 
że p" wtedy i tylko wtedy, gdy 

1. P jest prawdziwe 
2. 8 jest pewien, że P jest prawdziwe oraz 
3. 8 lIla prawo być pewnym, że P jest prawdziwe. 

26 Niektórzy filozofowie używają w odniesieniu do tak sformułowanej definicji wiedzy okre
ślenia tradycyjna definicja wiedzy, [8kyr67, s. 3731. 
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Pierwsze stanowisko , to podejmowanie prób wykazania błędów wnio
skowań zawartych w przykładach Gettiera. 

Drugie , to podejmowanie prób wykazania indyferentności przytoczo
nych przykładów względem klasycznej definicj i wiedzy. 

Trzecie stanowisko , to próby uzupełnienia podanej definicj i  o kolejne 
warunki konieczne dla wiedzy (zawężenie zakresu definicyjnego tak, aby 
powyższe przykłady nie dały się zrekonstruować) .  

Kolejne stanowisko , to wzmocnienie warunku dotyczącego uzasadnie
nia, czy wreszcie stanowisko głoszące , że przykłady Gettiera ukazują nie
istotność pojęcia wiedzy. 

Dyskusję na temat możliwości innego zdefiniowania wiedzy oraz różne 
argumentacje kwestionujące konieczność jednoczesnego spełnienia trzech 
warunków klasycznego rozumienia wiedzy znajdujemy np. w pracach Ac
kermanna [Acker72] , Lenzena [Lenz78] , Iraniego [Ira64] , Radforda [Rad66] ,  
Kaplana [Kap85] czy Sartwella [Sart92] . Nie będziemy tu jednak podawać , 
czy analizować argumentów, bądź kontrargumentów przytaczanych przez 
wymienionych autorów. Nie jest bowiem naszym celem przeprowadzanie 
szczegółowej dyskusj i nad słusznością, bądź nie , proponowanych w defi
nicj i klasycznej kryteriów wiedzy. Taka dyskusja od wielu lat toczy się 
na łamach piśmiennictwa filozoficznego. Chcemy jedynie krótko zasygna
lizować ewentualne problemy i wątpliwości podnoszone przez niektórych 
filozofów dotyczące trzech kry terów konstytuuj ących wiedzę w jej klasycz
nym ujęciu 27 . 

1 .6 .  Podsumowanie 

Rozważania niniej szego rozdziału dotyczyły kluczowego dla naszych do
ciekań pojęcia wiedzy. Opisaliśmy różne rozumienia wiedzy w zależności od 
dyscypliny poznawczej , czy przyjętych kryteriów wiedzy. W skazaliśmy też 
na prymat wiedzy deklaratywnej w stosunku do innych jej rodzajów. W kon
kluzj i rozważań tego rozdziału przytoczyliśmy klasyczne rozumienie wiedzy 
i pokazaliśmy, że przyjęte kryteria wiedzy w jej klasycznym rozumieniu nie 
są kryteriami oczywistymi i budzą wątpliwości . Głównym problemem na-

27 Czytelnik zainteresowany szczegółową analizą argumentów za przyjęciem, bądź odrzu
ceniem niektórych warunków podawanych w klasycznej definicji wiedzy, może się z taką 
dyskusją zapoznać m.in. w pracach [Pal], [Lechll]. 
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szych rozważań jest reprezentacja logiczna wiedzy zmieniaj ącej się w czasie . 
Najpierw jednak podejmiemy problem reprezentacj i w języku logiki wiedzy 
statycznej ,  czyli wiedzy, w której komponent temporalny nie jest brany 
pod uwagę . Problem reprezentacj i wiedzy w językach formalnych będzie 
przedmiotem rozważań rozdziału kolejnego . 
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Rozdział 2 

Logiki epistemiczne 

Nasze rozważania koncentrują się wokół problematyki związanej z re
prezentacj ą logiczną wiedzy zmieniaj ącej się w czasie . Zanim jednak przej
dziemy do konstrukcj i systemów logicznych pozwalających na wyrażenie 
w języku formalnym wiedzy tego rodzaju ,  omówimy wybrane systemy lo
giki wiedzy, w których kontekst czasowy nie był brany pod uwagę . 

W niniej szym rozdziale zaprezentujemy wybrane systemy logiki episte
micznej oraz podstawowe zagadnienia logiki modalnej w jej wersj i episte
micznej . 

2 . 1 .  Systemy logiki epistemicznej 

Wśród logik epistemicznych rozróżnia się logiki epistemiczne sensu 
stricto, czyli logiki , za pomocą których formalizowane są problemy doty
czące wiedzy, od logik doxastycznych l, czyli logik, które służą do formali
zacj i problematyki dotyczącej wiary w prawdziwość zdań 2 . Ponieważ poru
szana przez nas problematyka koncentruje się wokół formalnego opisu wie
dzy zmieniaj ącej się w czasie , z oczywistych względów będziemy bardziej 
zainteresowani logikami epistemicznymi sensu stricto. 

l Przykładem logiki doxastycznej jest np. logika stwierdzania A. Wiśniewskiego opisana 
w pracy [Wiśn95] i obszernie skomentowana w [Świryd04]. 

2 \V logikach doxastycznych formalizuje się znaczenie takich funktorów jak np. wie

rzy, że ... , myśli, że ... , sądzi, że ... , stwierdza, że ... itp. 
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2. 1 .1 .  System Łosia 

Jak stwierdza N .  Rescher [Resch68 , s .  262-263] , pierwszym systemem 
logiki epistemicznej był system Ł skonstruowany przez J. Łosia i opubli
kowany w pracy [Łoś48bj . Publikacja miała na celu wykazanie , że możliwa 
jest formalizacj a funktora intensjonalnego "x uznaje ,  że" . 

Definicja 2. 1. 1  (S łownik języka 'cL ) 

1 .  Pl , P2 , P3 , . . .  , 
2 .  -' , -t , 
3 .  V, 

5 .  L. 

Pl , P2 , P3 , . " , to litery zdaniowe . Zbiór wszystkich liter zdaniowych bę
dziemy oznaczać Ap 3.  -' ,  -t ,  to spójniki klasycznej logiki zdań. V to kwan
tyfikator uniwersalny. Xl , X2 , X3 , . . .  , to zmienne nazwowe przebiegające zbiór 
osób . L to operator uznawania. 

Definicja 2. 1.2  (zbioru formuł języka 'cL ) 

1 .  AP � FOR('cL ) , 

2 .  Jeżeli lP E FOR('cL ) ,  to -'lP, (lP -t 'l/J) , LxlP E FOR('cL ) .  

3 .  Nie ma innych formuł języka 'cL oprócz wyrażeń dających się skon
struować zgodnie z warunkami 1 i 2 w skończonej liczbie kroków. 

LxlP czytamy X uznaje lP, gdzie lP E FOR('cL ) . 

Aksjomaty: 

1 .  Lxp +--+ -,Lx-'p 
2 .  Lx ( (p -t q) -t ( (q -t r ) -t (p -t r ) ) ) 
3 .  LAp -t (-,p -t q) )  
4 .  Lx ( ( -,p -t p) -t p) 
5 .  Lx (p -t q) -t (Lxp -t Lxq) 
6 .  VxLxp -t p 
7 .  LrLxP +--+ L.rP 

3 Skrót pochodzi od atomie propositions. 
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Reguły: 
MP: 

cp 
E N. 

cp(p;/ 'ljJ) 

Pierwszy aksjomat systemu Ł wyraża pewną formę zasady niesprzecz
ności . Z aksjomatu tego wynika (wraz ze "zwykłą" niesprzecznością) , że 
dla dowolnego zdania p uznane jest bądź zdanie p, bądź jego zaprzecze
nie , czyli zdanie ,p ( akceptacyjna zasada zupełności) . Na podstawie tego 
aksjomatu wnioskujemy też , że nie można uznać dwóch zdań wzajemnie 
sprzecznych . Zatem aksjomat ten postuluje wszechwiedzę podmiotu x. Ak
sjomaty 2 ,  3 ,  4 wyrażaj ą uznawanie aksjomatów implikacyjno-negacyjnego 
rachunku zdań Łukasiewicza, a w konsekwencj i uznawanie wszystkich tau
tologii klasycznego rachunku zdań. Aksjomat 5 wyraża dystrybutywność 
operatora Lx względem implikacj i .  Zgodnie z aksjomatem 6 zdanie , które 
jest uznawane przez wszystkich jest tezą systemu Ł. Aksjomat ten odnosi 
się więc do wiedzy grupy. Witold Marciszewski [Marc72] nazywa ów ak
sjomat kolektywną nieomylnością. W ostatnim aksjomacie stwierdza się , że 
iterowana operacja uznawania jest równoważna nieiterowanej operacj i uzna
wania. Formuła 

nie jest tezą systemu Ł.  Wyrażenie to głosi , że j eśli zdania p i q są rów
noważne logicznie , to j eśli x uznaje p, to x uznaje q .  W systemie Łosia 
dopuszczalna jest zatem sytuacj a ,  że zdania p i q są równoważne logicz
nie , x uznaje p i jednocześnie x nie uznaje q. Operator Lx nie jest więc 
operatorem ekstensjonalnym. 

System Ł opisuje akceptatora idealnego , czyli takiego , który jeśli nie 
uznaje zdania p, to uznaje zdanie ,p. Własność taka zwykle nie jest przy
pisywana uznawaniu w jego potocznym rozumieniu. W tym sensie sys
tem Łosia wykracza poza podstawowe intuicje uznawania. Aksjomaty sys
temu Ł są niezależne , a sam system jest niesprzeczny i wielowartościo
wy [Łoś48] . 
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2 . 1 .2 .  System von Wrighta 

G .  H.  von \Vright [Wright5 1 ]  rozważa następuj ące modalności episte
miczne : 

• V p - p jest (pozytywnie) zweryfikowane , 

• Fp - p jest sfalsyfikowane (przy czym zachodzi : Fp f-+ V -,p) , 

• -, V P 1\ -, V -,p - p jest nierozstrzygnięte .  
Aksjomaty systemu von Wrighta są następujące : 

l .  -,F(p V q) f-+ (-,Fp V -,Fq) , 

2 .  -,Fp V -,F-,p, 

3 .  VD(p f-+ q) ---+ D(Fp f-+ Fq) . 
Reguły: MP, Rpod oraz 
RW: f- p 

f- Vp 
Symbol D oznacza operator konieczności . W systemie von Wrighta mo

dalności epistemiczne używane są do opisu własności sądów. Sądy te mogą 
być jednak interpretowane j ako wiedza czy przekonanie [Hint62] . 

2 . 1 .3 .  Systemy Reschera 

Rescher przedstawia pięć systemów. Oznacza je: Al ,  A2, A3, A4 i A5. 
Systemy te mają służyć do formalnej charakterystyki asercj i .  Przyjmuje się 
w nich aparaturę formalną klasycznego rachunku predykatów oraz wprowa
dza dodatkowy operator specyficzny A ,  operator asercj i 4. Wyrażenie Axp 
czytamy j ako x stwierdza sąd p. Na operator asercj i Rescher nakłada dwa 
warunki : 

l .  Jeżeli Axp oraz p implikuje q ,  to A:x q ,  

2 .  -,3Ax (p 1\ -,p) . x 
Warunek pierwszy jest rozumiany następująco : jeśli asertor coś stwier-

dza, to stwierdza również to , co jest implicite zawarte w tym co stwierdził , 
nawet , gdy tego explicite nie wyraża. \Varunek drugi wyraża zaś postulat ra
cjonalności , czyli że żaden asertor nie stwierdza sprzeczności . Aksjomatyka 
systemu Al Reschera jest następująca. 

4 Rescher w swoich systemach rozumie asercję jako stwierdzanie. 
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Aksjomaty Al 

1 .  V ::J Axp, x p 
2 .  (Axp i\ Axą) ----7 Ax (p i\ ą) , 
3 .  -,Ax (p i\ -,p) , 

Reguły: 

R1 : 
p f- ą 

Aksjomat 1 j est formalnym zapisem sformułowania: każdy asertor coś 
stwierdza. Aksjomat 2 głosi tyle , że jeśli asertor stwierdza dwa zdania, to 
stwierdza również ich koniunkcję .  Aksjomat 3 jest zapisem warunku 2) na
łożonego przez Reschera na asercję ,  natomiast reguła R1 odpowiada warun
kowi 1 )  nałożonemu przez Reschera na asercję .  Na podstawie aksjomatu 1 
oraz reguły R1 otrzymujemy następującą regułę: 

R2 : 

Według reguły R2 , jeśli coś jest prawdą logiki , to każdy asertor to 
stwierdza. Czyli każdy asertor stwierdza każdą prawdę logiki . 

System A2 Rescher otrzymuje poprzez wzbogacenie systemu Al o ak
sjomat : 

4 .  -,p ----7 ::J-,Axp, x 
który głosi , że jeśli coś jest nieprawdziwe , przynajmniej j eden asertor tego 
nie stwierdza. 

Ponadto w systemie A2 daje się wyprowadzić następującą regułę : 

R3 : f- p wtedy i tylko wtedy, gdy f- VArp. r 
System A3 powstaje poprzez wzbogacenie systemu Al o aksjomat : 

5 .  p ----7 ::JAxp. :r 
Aksjomat ten głosi tyle , że każda prawda jest stwierdzana przez kogoś. 

Zatem wspomniany aksjomat jest kodyfikacją zbiorowej wszechwiedzy. Jeśli 
coś jest prawdą, to jest to przez kogoś stwierdzone . 
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System A4 dostajemy po uzupełnieniu aksjomatyki systemu A3 o ak
sjomat : 

6 .  AxAxp <--+ Axp. 
Aksjomat ten wyraża fakt , że iterowany operator asercj i jest równo

ważny operatorowi nieiterowanemu. 
Ostatni z systemów proponowanych przez Reschera otrzymujemy po

przez uzupełnienie aksjomatyki systemu Al o aksjomat 6 oraz aksjomat 
7 .  --,Axp --) Ax --'p. 

Aksjomat 7 wyraża zupełność asertora. Jeśli asertor nie stwierdza jakie
goś zdania, to stwierdza jego negację .  System A5 Reschera jest równoważny 
systemowi Łosia [Resch68, s .  263] .  

2 . 1 .4 .  System Hintikki 

Inspiracj ą do badań epistemologicznych w nowym obszarze badaw
czym, j akim była formalizacja w języku logiki pojęć wiedza i przekonanie , 
była książka Hintikki Knowledge and BeZieJ: An  Introduction to the Logic 
oj the Two Notions [Hint62] . Hintikka badał pojęcia wiedzy i przekonania 
j ako modalności . W analizach stosował i rozwij ał składnię i semantykę logiki 
modalnej , buduj ąc tym samym fundamenty współczesnej logiki modalnej . 
W pierwotnej wersj i systemu, Hintikka operował następuj ącymi modalno
ściami : 

• PxP - P jest możliwe ze względu na wiedzę podmiotu x , 

• Kxp - x wie , że p, 
• Bxp - x wierzy, że p. 

Hintikka posługuje się pojęciem zbioru modelowego . 

Definicja 2 . 1 .3 (zbioru modelowego) 
Zbiór modelowy f1 to zbiór formuł spełniaj ący warunki : 

1 .  Jeśli p E f..L , to --,p rt. f1 . 

2 .  Jeśli p 1\ q E f1 , to P E f1 oraz q E f..L . 
3 .  Jeśli p V q E f..L , to P E f..L lub q E f1 . 
4 .  Jeśli --,--,p E f..L , to P E f1 . 
o .  Jeśli --, (p 1\ q) E f1 , t o  --,p E f1 lub --'q E f..L . 
6 .  Jeśli --, (p V q) E f..L , to --,p E f..L oraz --,q E f1 .  
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Zbiór /1 to cząstkowy opis możliwego stanu rzeczy. Aby dokonać cha
rakterystyki pojęcia wiedzy należy do warunków określaj ących zbiór mode
lowy dodać warunki charakteryzujące pojęcie systemu modelowego. System 
modelowy, to zbiór zbiorów modelowych z określoną na nim relacj ą alterna
tywności . Zbiory modelowe pozostaj ące w relacj i alternatywności do danego 
zbioru modelowego /1 nazywa się zbiorami alternatywnymi względem /1 .  
Zbiory te stanowią cząstkowy opis stanów rzeczy mogących się zrealizować 
zamiast stanu opisywanego przez /1 [Lech1 1 ] . 

Niech M będzie systemem modelowym oraz /1 E M .  Pojęcie wiedzy 
charakteryzowane jest za pomocą warunków: 

1 .  Jeśli PxP E /1 ,  to istnieje alternatywny zbiór modelowy /1' ( E  M)  (ze 
względu na x ) taki, że p E /1' . 

2 .  Jeśli Kxp E /1 i /1' ( E  M)  jest alternatywny względem /1 (ze względu 
na x ) , to Kxp E /1' . 

3 .  Jeśli Kxp E /1 ,  to p E /1 .  
4 .  Jeśli -,Kxp E /1 , to Px-'P E /1 .  
5 .  Jeśli -,PxP E /1 ,  to Kx-'p E /1.  
6 .  Jeśli Kxp E /1 i /1' ( E  M) jest alternatywny względem /1 (ze względu 

na x) , to P E /1' . 
Warunek 1 stwierdza, że epistemiczna możliwość , to prawdziwość 

w pewnym zbiorze modelowym. Warunek 2 stwierdza, że wszystko co x wie 
w stanie rzeczy opisywanym przez /1, wie także w każdym alternatywnym 
względem /1 zbiorze modelowym. Warunek 3 głosi prawdziwość wiedzy. Wa
runki 4 i 5 stwierdzają ,  że K j est operatorem dualnym do P i odwrotnie . 
Warunek 6 stwierdza, że wiedza implikuje ,  poza prawdziwością zdania Kxp 
w każdym możliwym zbiorze modelowym, także prawdziwość w każdym 
możliwym zbiorze modelowym samego zdania p [Lech1 1 ,  s. 206] .  

2 .2 .  Elementy logiki modalnej 

Zdaniowa logika modalna bada własności dwóch operatorów modal
nych : konieczne jest to, że oraz możliwe jest to, że 5 •  Zwykle na ozna
czenie wyrażenia konieczne jest to, że używa się symbolu D, natomiast na 
oznaczenie wyrażenia możliwe jest to, że używa się symbolu (; .  Zarówno 

5 Do operatorów modalnych zalicza się także niemożliwe jest to, że oraz niekonieczne 

jest to, że. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



2.2 .  Elementy logiki modalnej 37 

w języku naturalnym, j ak i w systemach logiki modalnej nadbudowywanych 
nad klasyczną logiką zdaniową możliwość i konieczność są wzajemnie defi
niowalne 6 • Jeśli za pierwotny przyjmiemy operator konieczności , to operator 
możliwości możemy zdefiniować w sposób następujący: możliwe jest to,  
że 'P to tyle , co : nie jest konieczne, aby nie było tak, że 'P .  Symbolicznie 
fakt ten zapisujemy: 

Jeśli natomiast za pojęcie pierwotne przyjmiemy pojęcie możliwości , to 
konieczność definiujemy j ako : konieczne jest to, że 'P to tyle , co nie jest 
możliwe, aby nie było tak, że 'P, co symbolicznie zapisujemy: 

Wyróżnia się modalności 7 :  
1 .  aletyczne (np. konieczne , możliwe) , 
2 .  deontyczne (np. obowiązkowe , dozwolone , zakazane) , 
3 .  epistemiczne (np. wiadomo, że . . .  , stwierdzono , że . . .  ) ,  
4 .  temporalne (np. zawsze będzie . . .  , zawsze było tak, że . . .  , przynajmniej 

raz będzie tak, że . . .  , przynajmniej raz było tak, że . . .  ) ,  
5 .  boulomatyczne (np. obawia się , że . . .  ) ,  
6 .  przyczynowe (np. istniej ący stan rzeczy doprowadzi do tego, że . . .  ) ,  
7 .  aksjologiczne (np. j est dobre to ,  że . . .  , jest złe , to , że . . .  , j est piękne to ,  

że . . .  , jest brzydkie to ,  że . . .  ) ,  
8 .  dowodowe (np. jest dowodliwe w arytmetyce Peano to, że . . .  ) . 

Z uwagi na to , że nasze rozważania koncentrują się wokół pojęć wiedzy 
i czasu, z naszego punktu widzenia najbardziej interesujące są modalności 
epistemiczne oraz modalności temporalne . 

Pierwsze systemy logiki modalnej pojawiają się w pracach C .  I Le
wisa. Pierwotna intencj a Lewisa była ,  co prawda, inna. Dążył on bowiem 
do stworzenia systemu logiki dla implikacj i ścisłej , stawiając sobie za za
danie podanie pełnej aksjomatyki . W swoim systemie j ako jednego z ope
ratorów pierwotnych użył operatora możliwości do zdefiniowania implika-

6 W przypadku nadbudowywania logiki modalnej nad intuicjonistycznym rachunkiem 
zdań taka wzajemna definiowalność nie ma miejsca. 

7 Modalności wymieniam za R. Palczewskim [Pal, s. 5] i K. Świrydowiczem [Świryd04, 
s. 39]. 
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cj i ścisłej 8 . Faktycznie więc Lewis opisał pewien system logiki modalnej . 
Mocniej sze systemy charakteryzujące implikację ścisłą zostały przedsta
wione w pracy [Lew32] . Systemy te były oznaczone symbolami odpowiednio 
od SI  do S5 .  Współczesny sposób opisu systemów logiki modalnej nadbu
dowywanych nad klasycznym rachunkiem zdań, polegaj ący na oddzieleniu 
klasycznego rachunku zdań od części modalnej , po raz pierwszy został za
prezentowany przez K .  Gódla w pracy [Gód33] 9 . 

Syntaktyka 

Systemy zdaniowej logiki modalnej zwykle nadbudowywane są nad kla
syczną logiką zdań. Język logiki modalnej otrzymujemy więc wzbogacając 
język klasycznej logiki zdań o dwa jednoargumentowe operatory modalne : 

• D (konieczne jest to , że . . .  ) , 
• O (możliwe jest to ,  że . . .  ) . 

Język logiki L będziemy oznaczać przez �L , natomiast zbiór formuł 
poprawnie zbudowanych j ęzyka �L będziemy oznaczać przez FOR(�L ) .  

Zbiór formuł języka logiki modalnej L definiujemy następuj ąco : 

Definicja 2.2. 1 (zbioru FOR(�L ) )  
Dla dowolnego rp E �L : 

1 .  Jeśli rp E AP, to rp E FOR(�L ) '  

2 .  Jeśli rp , 1/; E FOR(�d , t o  ,rp, (rp 1\ 1/;) , (rp V 1/;) , (rp ----t 1/;) , (rp +-+ 1/;) ,  
Drp, O rp  E FOR(�d · 

3 .  Nie ma innych formuł języka �L oprócz wyrażeń, które dadzą się 
skonstruować w skończonej liczbie kroków zgodnie z warunkami 
wymienionymi w punktach 1 i 2 .  

8 Implikację ścisłą Lewis definiuje w sposób następujący : 

p --< q == ,O (p /\ ,q) . 
Zapis ten należy rozumieć następująco: p --< q jest prawdą, wtedy i tylko wtedy. gdy. nie jest 
możliwe, aby p było prawdą, a q fałszem. Implikacja ścisła, zgodnie z zamierzeniem Lewisa, 
miała być formalną rekonstrukcją wynikania. 

9 Gadel podał aksjomatykę systemu S4 jako sumę zbioru aksjomatów klasycznej logiki 
zdań, zbioru formuł modalnych K. T. 4 oraz reguły ukonieczniania, czyli reguły : 

c.p 

Dc.p 
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Dowód rozumiemy w zwykły sposób , czyli : 

Definicja 2 .2 .2  (dowodu) 
Niech � będzie dowolnym zbiorem formuł języka 'cL . Ciąg formuł 'Po , 
'Pl , · · ·  , 'Pn jest dowodem formuły 'P ze zbioru � ,  � f-L 'P , wtedy i tylko 
wtedy, gdy 'P = 'Pn oraz dla dowolnego i takiego , że O � i � n spełniony 
jest przynajmniej jeden z następuj ących warunków: 

1 .  'Pi jest aksjomatem logiki L ,  

2 .  'P i  E � ,  

3 .  istniej ą j ,  k < i takie , ż e  'Pk jest formułą postaci 'Pj ---t 'P, 
4 .  istniej ą j, k < i takie , że 'Pk jest formułą postaci D'Pi , 
5 .  istniej ą j ,  k < i takie , że 'Pk jest formułą postaci o 'Pi 10 . 

Definicja 2 .2 .3  (wynikania syntaktycznego) 
Ze zbioru formuł � wynika syntaktycznie ( inferencyjnie) na gruncie 
logiki L formuła 'P, � f-L 'P , wtedy i tylko wtedy, gdy z przesłanek � ,  
zgodnie z regułami dowodu, daje się wyprowadzić 'P. 

Korzystając z wynikania syntaktycznego zdefiniujemy rozszerzenie kon
serwatywne teorii : 

Definicja 2 .2 .4  (rozszerzenia konserwatywnego) 
Niech S l i S2 będą teoriami sformułowanymi odpowiednio w językach 
'cl i 'c2 , gdzie 'cl � 'c2 1 1 . Teoria S2 jest rozszerzeniem konserwa
tywnym teorii S l wtedy i tylko wtedy, gdy S l � S2 i dla dowolnego 
zdania 'P E 'cl 

jeśli S2 f- 'P ,  to S l f- 'P . 

W teorii S2 będącej konserwatywnym rozszerzeniem teorii Sl nie udo
wodni się więc żadnych nowych twierdzeń języka 'cl .  

10 W niniejszej definicji dowodu przyjęliśmy język z operatorami D ,  O . W przypadku języka 
operatorów modalnych Dl,  D2, " " Dm warunki 4 i 5 zastępujemy warunkiem: 

6. istnieją j < i ,  1 :S s :S m takie, że epi jest formułą postaci D s ep .  
1 1  Język 'c2 może być językiem bogatszym niż język 'cl.  
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Reguły inferencj i  

Modus Ponens (MP) : 

Reguła monotoniczności (RM) : rp ----'t 1j; 12 
Orp ----'t 01j; 

Reguła regularności (RR) : 

1\ L- ----'t 1j; 
1\ DL- ----'t 01j; 

, gdzie L- =I- 013 .  

Reguła ukonieczniania 14 (RN) : 

Reguła ekstensjonalności (RE) : 

rp 
Orp 

rp +---+ 1j; 
D rp +---+ D 1j; 

Powyższe reguły dają podstawę podziału logik modalnych . Wyróż
niamy logiki kongruencyjne, logiki monotoniczne , logiki regularne 
oraz logiki normalne. O przynależności danej logiki modalnej do określo
nej klasy rozstrzygamy stwierdzając , na którą regułę inferencj i logika ta jest 
domknięta. 

Definicja 2 .2 .5  (klas logik modalnych) 
Dla dowolnej logiki modalnej L:  

• L jest logiką kongruencyjną wtw L jest domknięta na RE, 
• L j est logiką monotoniczną wtw L jest domknięta na RM, 
• L j est logiką regularną wtw L jest domknięta na RR, 
• L jest logiką normalną wtw L jest domknięta na RR i RN. 

Każda logika normalna jest logiką regularną. Każda logika regularna 
jest logiką monotoniczną, a każda logika monotoniczna jest logiką kongru
encyjną. Naj silniej szą spośród wymienionych klas logik modalnych jest więc 

12 Reguła RM jest szczególnym przypadkiem reguły RR. 
13 Zapis A � (= {'Pl , 'P2 . . . . •  'Pn})  jest skrótem dla 'Pl  1\ 'P2 1\ . . .  1\ 'Pn · 
14 Regułę tę nazywa się też niekiedy regułą Godla i oznacza RG. 
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klasa logik normalnych. Najsłabszą zaś klasą j est klasa logik kongruencyj
nych. 

Stworzono ogromną liczbę różnych systemów logiki modalnej . Po
wszechnie stosowanym sposobem oznaczania systemów logik modalnych jest 
sposób zaproponowany przez Lemmona w pracy [Lem77] . Najmniej szą lo
gikę modalną oznaczamy 15 K. Jeśli 'Xo' , . . .  , '  Xn' są nazwami pewnych for
muł modalnych, wtedy 'KXO . . .  Xn' jest kodem Lemmona dla najmniejszej 
normalnej logiki modalnej zawierającej Xo, . . .  , Xn . W konwencj i Lemmona 
zakłada się , że formułom przypisane są nazwy. Poniżej przedstawiamy listę 
najbardziej znanych formuł modalnych i ich standardowe nazwy. W przy
padku niektórych formuł podajemy ich sformułowania alternatywne . Pierw
sza wersj a jest wersj ą podstawową. Druga wersj a jest sformułowaniem prost
szym, bardziej intuicyjnym. 

Tablica 2. 1. Wybrane formuły modalne i ich nazwy 

Nazwa Formuła 

(Inc) J.. 
(K) O( 'P ---+ 'ljJ) ---+ (O'P ---+ 0'ljJ) 
(Dual) O'P <--t -,o""''P 
(4) OO'P ---+ O'P 

O'P ---+ OO'P 
(04) O (O'P ---+ O0'P) 
(4C) OO'P ---+ O'P 
(D) OT 

O'P ---+ O'P 
O'P ---+ ....,O""''P 

(OD) O (O'P ---+ O'P) 
(B) 'P ---+ OO'P 
(OB) O ( 'P ---+ OO'P) 
(T) 'P ---+ O'P 

O'P ---+ 'P 
(OT) O(O'P ---+ 'P) 
(E. ) (5 )  O'P ---+ OO'P 

15 Dla uhonorowania Saula Aarona Kripkego. 
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Nazwa Formuła 

(De) alt 1 O rp ---t D rp 
(Orp 1\ 0'IjJ) ---t O ( rp 1\ 'IjJ) 

(M) ( l )  DOrp ---t ODrp 
(Gl ) (2)  ODrp ---t DOrp 
(H) (3) ( Orp 1\ 0'IjJ) ---t (O ( rp 1\ 0'IjJ) v O ( 'IjJ 1\ Orp) v O ( rp 1\ 'IjJ) ) 

D(Drp ---t 'IjJ) v D(D'IjJ ---t rp) 
(W) (GL) (G) D (D rp ---t rp) ---t D rp 

Orp ---t O ( rp 1\ -,0 rp ) 
(Grz) D (D (rp ---t D rp) ---t rp) ---t rp 

rp ---t O ( rp 1\ D ( -, rp ---t D -, rp) ) 
(L) D(Drp 1\ rp ---t 'IjJ) v D(D'IjJ 1\ 'IjJ ---t rp) 
(F) D(Drp ---t 'IjJ) v (OD'IjJ ---t rp) 
(R) O D rp ---t (rp  ---t D rp ) 
(Tr.)  (Drp) +-+ rp 
(Ver. )  Drp 
(FIs . )  -,Drp 
(Go) D (D (rp ---t D rp) ---t rp) ---t D rp 
(Dum. ) D (D (rp ---t D rp) ---t rp) ---t (O D rp ---t rp) 
altn /\i,n+ l Orpi ---t Vi<j<i+1 O (rpi 1\ rpj ) 
trsm o�mrp ---t o�m+l rp 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Indrz06]. 

Nazwa formuły D wywodzi się od logiki deontycznej . Jest ona podsta
wowym postulatem tej logiki . Nazwa formuły G pochodzi od pierwszej litery 
nazwiska Kurta Godla. Formuła G powiązana jest z logiką wywodzącą się 
z interpretacj i operatora D j ako dowodliwe w Arytmetyce Peano (PA) . For
muła ta jest też oznaczana GL. Litera L w nazwie tej logiki występuje dla 
uhonorowania M. H. Laba, który podał aksjomatykę logiki z operatorem D 
rozumianym jako jest dowodliwe w PA 1 6 . Nazwa formuły Grz wywodzi 
się od nazwiska polskiego logika i filozofa Andrzeja Grzegorczyka. Zwykle 
logika S4.Grz nazywana jest logiką Grzegorczyka. Niekiedy na oznacze-

1 6 R. 8010vay [80176] pokazał, że jeśli operator modalny D interpretowany jest jako jest 

dowodliwe w PA, to logika takiego operatora modalnego jest dokładnie logiką K4. G .  
Z logiką tą można zapoznać się w pracy [B08a9 1]. 
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nie K4.G używa się G natomiast na oznaczenie S4.Grz używa się Grz 
(K. G i K.Grz zawierają bowiem formułę 4 . ) . Formuła 1 jest znana j ako 
aksjomat McKinsey'a (oznaczany niekiedy przez M) , natomiast formuła 2 
jest nazywana aksjomatem Geacha. Dla rozważań teoretycznych bardzo 
ważne są dwie nieskończone serie schematów formuł ,  które w naszej ta
beli oznaczone są j ako altn oraz trsm .  Pierwsza z wymienionych formuł 
zachodzi w strukturach Kripkego wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny punkt 
w strukturze ma przynajmniej n następników. Druga zachodzi w struktu
rach Kripkego wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny punkt w strukturze może 
być osiągnięty w m krokach. 

Wśród wielu logik modalnych , jest pewna liczba logik , które są ważne 
z historycznego punktu widzenia, ale nie tylko . Logiki te są ważne rów
nież ze względu na ich zastosowania. Niektóre logiki mają swoje nazwy. 
W tabeli przedstawionej poniżej wymienione są ważniej sze logiki mo
dalne [GabGue02 ,  s. 1 9] :  

Tablica 2 .2 .  Kod Lemmona dla wybranych logik modalnych 

Kod Lemmona Opis 

KT=T system Gadla/Feysa/Von Wrighta 
KT4=S4 
KT4B=KT4E=S5 
KD deontyczna wersj a systemu T 
KD4 deontyczna wersj a systemu S4 
KD4E deontyczna wersj a systemu S5 
KTB system Brouwera 
KT4M=S4. 1 
KT4G=S4.2 
KT4H=S4.3 
KT4Dum=D logika Prior Diodorowa 
KT4Grz=KGrz system Grzegorczyka 
KT4W=KW system Laba 
K4GL system G6dla-L6ba 
KTr=KT4BM system trywialny 
KV system verum 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [GabGue02]. 
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Semantyka możliwych światów 

Semantyką, która wyraża pewne intuicj e filozoficzne dla logiki modalnej 
jest semantyka relacyjna, zwana też semantyką możliwych światów, bądź 
semantyką Kripkego. W terminach możliwych światów konieczne j est to, co 
zachodzi we wszystkich możliwych światach, natomiast możliwe jest to, co 
zachodzi w przynajmniej jednym możliwym świecie . Przy czym przez świat 
możliwy 17 rozumie się świat alternatywny 18 do danego świata. 

Definicja 2 .2 .6  (struktury relacyjnej )  
Niech W będzie niepustym zbiorem, a R (� W x W)  będzie relacją 
binarną na W.  Struktura relacyjna J' to para (W, R) . 

Elementy zbioru W to światy , natomiast R to relacja osiągalności. 
Zapis wRw' oznacza ,  że świat w' jest światem osiągalnym ze świata w. 
Mając daną strukturę J' można zbudować model bazuj ący na tej strukturze . 
Model taki będziemy nazywali modelem na strukturze J'. 

Definicja 2 .2 .7  (modelu na strukturze) 
Model 9J1 na strukturze J'( = (W, R) ) , to para (J', V) , 
gdzie V : AP ---t 2w . 

Funkcja V przypisuje literom zdaniowym podzbiory zbioru W.  Intuicyj
nie , elementami tych podzbiorów są te światy, w których dana litera zda
niowa jest spełniona. Zbiór wszystkich modeli na strukturze J' to MOD(J') .  

Definicja 2 .2 .8  (spełniania w świecie) 
Dla dowolnych: modelu 9J1 ( = (W, R, V) ) ,  formuły 'P, świata w (E W) , 
spełnianie formuły 'P w świecie w, w modelu 9J1 definiujemy indukcyj
nie 19 : 
1 .  9J1, w F 'P 
2 .  9J1, w F "''P 
3 .  9J1, w F 'P 1\ 'IjJ 

w E V('P) , jeżeli 'P E AP, 
9J1, w � 'P , 
9J1, w F 'P i 9J1, w F 'IjJ,  

1 7  Zwykle to, czym jest możliwy świat nie jest istotne dla rachunku modalnego. Świa
tami możliwymi mogą więc być zbiory zdań, rozszerzenia Lindenbaurna, stany epistemiczne, 
tablice Betha, stany komputera itp. 
18 Zamiast alternatywny używa się określeń :  dostępny, osiągalny. 

19 Symbol == jest skrótem dla wtedy i tylko wtedy, gdy. 
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4 .  9Jt, W F cP V 'IjJ 

5 .  9Jt, W F cP -+ 'IjJ 

6 .  9Jt, W F Ocp 

7 .  9Jt, W F Ocp 

2 .2 .  Elementy logiki modalnej 

9Jt, W F cP lub 9Jt, W F 'IjJ ,  

9Jt, W ft= cP lub 9Jt, W F 'IjJ ,  

dla każdego w' E W takiego , ż e  wRw' : 
9Jt, w' F cP, 
dla pewnego w' E W takiego , że wRw' : 
9Jt, w' F cp. 

Definicja 2 .2 .9  (spełniania w modelu) 

45 

9Jt F cP, cP jest spełnione w modelu 9Jt( = (W, R, V) )  wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla dowolnego W E W: 9Jt, W F cp. 

E(9Jt) , zawartość modelu 9Jt, to zbiór wszystkich i tylko formuł speł
nionych w 9Jt. 

Definicja 2 .2 . 10  (zawartości modelu) 
E(9Jt) , zawartość modelu 9Jt, to zbiór {cp : 9Jt F cp} . 

9Jt'P to zbiór wszystkich modeli , w których cp jest spełnione , czyli 

9Jt'P = {9Jt : 9Jt F cp} . 
Jeżeli cp jest spełnione w każdym modelu struktury �, to powiemy, że 

j est spełnione w tej strukturze . 

Definicja 2 .2 . 1 1  (spełniania w strukturze) 
� F cp, cp jest spełnione w strukturze � (= (W, R) )  wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla dowolnego 9Jt ( E  MOD(�) )  jest tak ,  że 9Jt F cp. 

E (�) ,  zawartość struktury, to zbiór wszystkich i tylko formuł spełnio
nych w tej strukturze . 

Definicja 2 . 2 . 12  (zawartości struktury) 
E (�) , zawartość strukt ury �, to zbiór {cp : � F cp} . 

Definicja 2 .2 . 13  (spełniania w klasie struktur) 
K F cp, cp jest spełnione w klasie struktur K wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla każdej struktury relacyjnej � E K jest tak ,  że � F cp. 
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Definicja 2 . 2 . 14 (prawdziwości) 
F rp, rp jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej klasy JC 
mamy JC F rp. 

Zdaniowe logiki modalne zwykle nadbudowywane są nad klasyczną lo
giką zdań. W języku ,l; nadbudowanym nad j ęzykiem klasycznej logiki zdań 
wyróżniamy tautologie klasycznej logiki zdań języka ,l;. 

Definicja 2 .2 . 15  (tautologii klasycznej logiki zdań języka ,l;) 
Niech rp będzie tautologią klasycznej logiki zdań języka klasycznej lo
giki zdań . Tautologią klasycznej logiki zdań języka ,l; jest każda formuła 
i tylko formuła, którą można otrzymać przez podstawienie formuł ję
zyka ,l; w miej sce liter zdaniowych występujących w rp w taki sposób , że: 

1 . za te same litery podstawiamy te same formuły, oraz 
2 . podstawienia dokonuje się j ednocześnie 20 . 

Tautologią klasycznej logiki zdań języka klasycznej logiki zdań jest np. 

(p 1\ q) ----+ p. 

Tautologią klasycznej logiki zdań języka logiki modalnej będzie więc np. 

(Op 1\ q) ----+ Op, 

nie będzie zaś wyrażenie 

(Op 1\ q) ----+ p. 

Istotną własnością systemu logicznego, zwłaszcza w kontekście jego za
stosowań praktycznych , jest rozstrzygalność . System logiczny jest rozstrzy
galny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje procedura dająca odpowiedź na py
tanie , czy dana formuła jest tezą systemu , czy też nie jest . Rozstrzygalności 
systemu dowodzić można wykorzystując własność skończonego modelu oraz 
fakt , że jeśli system logiczny posiada taką własność, to jest rozstrzygalny. 

Definicja 2 .2 . 16  (własności skończonego modelu) 
Logika L ma własność skończonego modelu 21 wtedy i tylko wtedy 
każda formuła języka ,l;L logiki , która ma model , ma model skończony. 

20 
Definicję  tę  podajemy za K. Trzęsickim [TrzOS. s .  2 16] . 

21 \V literaturze na oznaczenie tej własności używa się skrótu FAiP, od określenia tej 
własności w języku angielskim, czyli Finite Model Property. 
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Jednym z podstawowych pytań stawianych przy analizie systemów lo
gicznych jest pytanie o to ,  czy dany system jest adekwatny względem okre
ślonej klasy struktur. Jest to pytanie o zachodzenie dla danego systemu 
i danej klasy struktur twierdzenia o adekwatności . Aby sformułować treść 
tego twierdzenia niezbędne jest wprowadzenie pojęcia wynikania seman
tycznego. 

Definicja 2 .2 . 1 7  (wynikania semantycznego) 
Formuła cp wynika semantycznie ze zbioru formuł 2:: na gruncie lo
giki L wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego modelu 9J1: jeśli wszyst
kie formuły z 2:: są spełnione w 9J1, to formuła cp również jest spełniona 
w 9J1, czyli : 

jeżeli 9J1 PL 2:: , to 9J1 PL cp. 

Jeśli w systemie logiki modalnej wynikanie syntaktyczne jest równo
ważne wynikaniu semantycznemu, to mówimy, że dla tego systemu zachodzi 
twierdzenie o adekwatności . 

Twierdzenie 2 . 1  (o mocnej adekwatności) 

2:: f-L cp wtedy i tylko wtedy, gdy 2:: PL cp . 

Jeśli równoważność wynikania syntaktycznego i wynikania semantycz
nego zachodzi , gdy zbiór założeń jest zbiorem pustym (2:: = 0) , to mówimy, 
że zachodzi twierdzenie o słabej adekwatności . 

Twierdzenie 2.2 (o słabej adekwatności) 

f-L cp wtedy i tylko wtedy, gdy PL cp22. 

Dla pewnych klas struktur istnieje charakterystyka modalno-logiczna. 
Niektóre formuły języka logiki modalnej są prawdziwe tylko w określonych 
klasach struktur. Formuły te charakteryzują te klasy. 

Definicja 2 .2 . 18  (modalno-logicznej charakterystyki klasy struktur) 
Formuła cp języka logiki modalnej L charakteryzuje klasę JC struktur 
wtedy i tylko wtedy, gdy 

J PL cp wtedy i tylko wtedy, gdy J E JC .  

2 2  Zamiast pisać 0 f-L -P, czy 0 �L -P, piszemy odpowiednio f-L '-P oraz �L '-P.  
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Formuła <p charakteryzuje więc klasę JC struktur wtedy i tylko wtedy, 
gdy <p jest spełnione w strukturze J jedynie wtedy, gdy struktura J jest 
elementem klasy JC .  

W zależności od aksjomatyki przyjętej dla danej logiki modalnej , logika 
ta może być adekwatna względem różnych klas struktur relacyjnych , w któ
rych relacj a osiągalności ma określone własności . Powstaje pytanie o wyra
żalność w języku logiki modalnej określonych własności relacj i osiągalności . 
Aby na to pytanie odpowiedzieć wprowadzimy pojęcie korespondencji .  

Definicja 2 .2 .19 (korespondencj i) 
Niech <p będzie formułą j ęzyka ,8L logiki modalnej L ,  a Q będzie formułą 
języka logiki pierwszego rzędu. 
<p koresponduje z Q wtedy i tylko wtedy, gdy w strukturze Kripkego J 
spełnione jest <p tylko wtedy, gdy w strukturze tej spełnione jest Q .  

W świetle powyższej definicj i zachodzą następujące korespondencje .  

Tablica 2 .3 .  Przykładowe korespondencje formuł modalnych i własności 
relacj i osiągalności 

Aksjomat Własność w logice pierwszego rzędu Opis 

D Vx3y (xRy) serialność 
OD Vxy (xRy ----+ 3z (yRz) ) prawie-serialność 
T Vx (xRx) zwrotność 
OT Vxy (xRy ----+ yRy) prawie-zwrotność 
B Vxy (xRy ----+ yRx) symetria 
OB Vxyz ( (xRy /\ yRz) ----+ zRy) prawie-symetria 
4 Vxyz ( (xRy /\ yRz) ----+ xRz) przechodniość 
04 Vxyzv ( xRy ----+ ( (yRz /\ zRv) ----+ yRv) ) prawie-przechodniość 
4C Vxy (xRy ----+ 3z (xRz /\ zRy) )  gęstość 
2 Vxyz3w ( (xRy /\ xRz) ----+ (yRw /\ zRw) )  zbieżność 
alt1 Vxyz ( (xRy /\ xRz) ----+ y = z) prawie funkcyjność 
.5 Vxyz ( (xRy /\ xRz) ----+ yRz) euklidesowość 
(3) Vxyz ( (xRy /\ xRz) ----+ 

(yRz V y = z V zRy) ) 
F-spójność słaba 

3F Vxyz ( (xRy /\ xRz) ----+ (yRz V zRy) ) F-spójność mocna 
3P Vxyz ( (yRx /\ zRx) ----+ (yRz V zRy) ) P-spójność mocna 
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Aksjomat Własność w logice pierwszego rzędu Opis 

LP \:fxyz ( (yRx /\ zRx) ---t 
(yRz V zRy V y = z) )  

P-spójność słaba 

F \:fxyz ( (xRy /\ -,yRx) ---t (xRz ---t zRy) )  F 
R \:fxyz ( (xRy /\ x i= y) ---t (xRz ---t zRy) )  R 
Grz -,:3xo , Xl , X2 , . . .  \:fi (XiRxi+ l /\ Xi i= Xi+ l ) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Indrz06] . 

Fuzja logik modalnych 

Logiki modalne , które znalazły zastosowania praktyczne , to logiki z wie
loma operatorami modalnymi , czyli logiki multimodalne . Jeśli za kryterium 
podziału spektrum logik multimodalnych przyjmiemy zachodzenie interak
cj i między operatorami modalnymi, to możemy dokonać dychotomicznego 
podziału tego spektrum na dwie grupy logik. Do pierwszej grupy zaliczymy 
logiki , w których zachodzą wzajemne interakcje między operatorami modal
nymi. Grupę drugą będą konstytuować te logiki multimodalne , w których 
operatory modalne nie wchodzą w interakcje .  Opiszemy teraz jedną z metod 
łączenia logik modalnych w celu konstrukcj i logik modalnych bardziej zło
żonych, w których operatory modalne łączonych logik nie wchodzą ze sobą 
we wzajemne interakcje .  Metodą tą jest fuzja, znana też j ako niezależne 
połączenie . Jest to najbardziej naturalny sposób na tworzenie kombinacj i 
logik modalnych. 

Definicja 2 .2 .20 (fuzj i logik modalnych) 
Niech Ln i Lm będą dwiema logikami modalnymi sformułowanymi w ję
zykach odpowiednio 'cLn oraz 'cLm mających rozłączne zbiory operato
rów modalnych odpowiednio {Dl , . . .  , Dn } oraz {Dn+l , . . .  , Dn+m } . Fuzją 

Ln E9 Lm 
logik Ln i Lm jest najmniejsza (n + m) - modalna logika Ln+m zawiera· 
j ąca logiki Ln i Lm , W której operatory modalne {Dl , . . .  , Dn } spełniaj ą 
aksjomaty logiki Ln zaś operatory modalne {Dn+1 , . . .  , Dn+m } spełniaj ą 
aksjomaty logiki Lm . 
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Można zauważyć, j eśli logiki Ln i Lm są aksjomatyzowane przez zbiory 
zdań odpowiednio I:n i I:m , to Ln EB Lm jest aksjomatyzowana przez I:n U I:m .  
Oznacza t o ,  ż e  oprócz aksjomatów logiki L n  i aksjomatów logiki Lm , do ak
sjomatów I:n U I:m logiki Ln EB Lm nie ma potrzeby dodawać żadnych dodat
kowych aksjomatów formułowanych w językach �Ln bądź �Lm zawierających 
operatory modalne . 

Pojęcie fuzj i możemy uogólnić na dowolną liczbę logik . Dla dowolnej 
liczby naturalnej n � 2 fuzję n logik modalnych definiujemy następuj ąco : 

Będziemy też stosować zapis skrócony EBi:s:n Li , który oznacza fuzję 
n logik modalnych. W przypadku logiki L = EBi:S:n Li operator Di spełnia 
postulaty logiki Li . Zauważmy, że dobrze znane logiki multimodalne takie 
j ak Kn , czy S5n mogą być rozpatrywane j ako fuzje logik unimodalnych , 
czyli : 

Kn = K EB K EB K . . .  EB K,  
, ł V n 

S5n = S5 EB S5 EB S5 . . .  EB S5 . 
, Vi 

� n 

Tworząc nowy system logiki modalnej za pomocą operacj i  fuzj i logik modal
nych, otrzymujemy system, który posiada określone metawłasności w zależ
ności od tego , j akie metawłasności posiadały logiki modalne podlegające fu
zj i .  Podamy teraz kilka twierdzeń użytecznych w określaniu metawłasności 
logiki wynikowej w zależności od metawłasności komponentów składowych 
fuzj i .  

Thomason pokazał , że: 

Twierdzenie 2.3 ( [Thom80] ) 
Jeżeli logiki Ll i L2 są niesprzeczne , to L = Ll EB L2 jest niesprzecznym 
rozszerzeniem logik Ll i L2 23 . 

23 Thomason [Thom80] podaje  też uogólnienie tego wyniku na dowolną, przeliczalną liczbę 
logik podlegających fuzj i .  
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Inną własność fuzj i logik modalnych pokazuje twierdzenie kolejne . 

Twierdzenie 2 .4 ( [FiSch96] ) 
Jeżeli logika modalna LI jest adekwatna względem klasy /CI , a logika 
L2 jest adekwatna względem klasy /C2 , przy czym klasy KI i /C2 są 
domknięte ze względu na sumy rozłączne i kopie izomorficzne , to fuzja 
LI EB L2 jest adekwatna względem klasy 

KI EB /C2 = { (W, Rl , . . .  , R" , SI , . . .  , Sn ) : 
(W, Rl , . . .  , R,, ) E /CI , (W, Sl , . . .  , Sn ) E K2 }  

Twierdzenie 2 . 5  ( [KrWo91 ] )  
Jeżeli logiki LI i L2 posiadają własność skończonego modelu , t o  logika 
LI EB L2 posiada własność skończonego modelu . 

Kracht i Wolter uzyskali też interesujący wynik odnoszący się do związ
ków dotyczących rozstrzygalności fuzj i z rozstrzygalnością jej komponentów. 

Twierdzenie 2 .6  ( [KrWo91 ] ) 
Jeżeli logiki LI i L2 są rozstrzygalne , to logika LI EBL2 jest rozstrzygalna. 

2 .3 .  Modalne logiki epistemiczne 

Modalna logika epistemiczna to logika ,  w której operator konieczności 
jest interpretowany j ako operator wiedzy (operator epistemiczny) . Trady
cyjny punkt wyjścia w modelowaniu wiedzy wywodzi się z obserwacj i ,  że 
wiedza pociąga za sobą relację między podmiotem poznającym oraz pew
nymi faktami (obiektami wiedzy) . Relację między podmiotami poznają
cymi i obiektami wiedzy będziemy wyrażać za pomocą operatora episte
micznego K. Wyrażenie Krp jest rozumiane j ako : podmiot poznający wie, 
że rp. Naszym celem nie jest argumentowanie , że opis wiedzy za pomocą ję
zyka modalnej logiki epistemicznej jest j edynym, właściwym modelem opisu 
wiedzy statycznej .  Z naszego punktu widzenia ten rodzaj opisu jest jed
nak naj ciekawszy i najbardziej interesujący, a modalne logiki epistemiczne 
stosowane są - z dużym powodzeniem - do formalizacj i operatorów odno
szących się do postaw mentalnych lub kognitywnych, czyli np . operatorów: 
wiadomo, że . . .  , wie ,  że . . .  , wierzy, że . . .  itp .  
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W terminach epistemicznej logiki modalnej rozpatrujemy także po
jęcie możliwości epistemicznej . Ze względu na wiedzę podmiotu poznają
cego <p jest epistemicznie możliwe , gdy podmiot ten nie wie , że -'<p ,  
co formalnie zapisujemy -,K -'<p. Zdanie Nie wie, że  <p mówi tyle , co 
Rozważa zarówno <p jak i -'<p jako możliwe. Wprowadzimy skrót defini
cyjny: 

M <p : = -,K -'<p .  

Zapis M <p czytamy: jest możliwe, z e  względu na  aktualną wiedzę podmiotu 
poznającego, że <p.  

Przykładowa epistemiczna interpretacj a wybranych formuł modal
nych 24 jest następująca: 

Tablica 2.4. Przykładowa epistemiczna interpretacja wybranych formuł 
modalnych 

Nazwa Formuła/Interpretacj a 

K K(<p -+ 'l/J) -+ (K<p -+ K'l/J) 
Rozdzielność operatora wiedzy względem implikacj i .  

D K<p -+ M'l/J 
Wiem to, czego możliwość epistemiczną dopuszczam. 

T K<p -+ <p 
Wiem to (tylko) , co zachodzi. 

B <p -+ KM<p 
Zachodzi to ,  o czym wiem, że jest możliwe . 

4 K<p -+ KK<p 
Jeżeli wiem, że <p ,  to wiem, że wiem, że <p. 

5 M<p -+ KM<p 
Jeżeli dopuszczam możliwość <p ,  to wiem o tym. 

R M<p -+ K<p 
Jeżeli dopuszczam możliwość <p ,  to wiem, że <p .  

24  Interpretację  t ę  podaję za R .  Palczewskim [Pal , s .  2 1-22J . 
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Nazwa Formuła/Interpretacja 

M KMc.p -+ MKc.p 
Pierwsze prawo przemienności .  

c.p -+ K c.p 
Jeżeli zachodzi c.p ,  to wiem, że c.p .  

Gl MKc.p -+ KMc.p 
Drugie prawo przemienności . 

Triv K c.p ...... c.p 
Wiem, że c.p wtedy i tylko wtedy, gdy c.p .  

Ver Kc.p 

RI 

Dl 

NI 

Wiem wszystko .  
c.p -+ (MKc.p -+ Kc.p) 

Jeśli zachodzi c.p ,  to jeśli możliwe jest , że wiem, że c.p ,  
to wiem, że  c.p .  

K(Kc.p -+ 'lj;) V K(K'lj; -+ c.p) 
Wiem, że jeśli wiem, że c.p ,  to zachodzi 'lj; lub wiem, 

że jeśli wiem, że 'lj; ,  to zachodzi c.p. 
K(K(c.p -+ Kc.p) -+ c.p) -+ (MKc.p -+ c.p) 
Skoro wiem, że j eśli wiem, że zachodzi c.p ,  to wiem, że c.p ,  
to zachodzi c.p , to jeśli jest możliwe , że wiem, że c.p ,  to c.p .  

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Pal] . 

2 .3 . 1 .  S5 jako przykład logiki epistemicznej 

53 

Rozważmy modalną logikę S5, w której operator modalny D inter
pretowany jest j ako operator wiedzy. Logika ta jest epistemiczną wersj ą 
logiki S5 .  Dla odróżnienia tej wersj i logiki S5 od "zwykłej " , modalnej lo
giki S5 ,  w epistemicznej wersj i logiki S5 operator modalny D zastąpimy 
operatorem epistemicznym K.  

Budując zestaw aksjomatów dla systemów inwariant nych , czyli syste
mów bez reguły podstawiania za litery zdaniowe , oprócz specyficznych sche
matów aksjomatów, bierze się bądź wszystkie tautologie klasycznej logiki 
zdań, bądź tylko wybrane schematy tautologii , wybrane jednak w taki spo
sób , aby można było otrzymać z nich wszystkie tautologie klasycznej logiki 
zdań. W niniejszej pracy zastosowaliśmy wariant pierwszy i na potrzeby 
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naszych rozważań dotyczących S5 przyjmiemy następującą aksjomatykę 25 
tego systemu: 

Aksjomatyka 

Dla dowolnego cp E FOR(5:,S5 ) : 

1 .  cp, jeżeli cp jest tautologią klasycznej logiki zdań języka 5:,55 , 
2 . (Kcp /\ K(cp -+ 'IjJ) ) -+ K'IjJ, 

3 .  Kcp -+ cp, 

4 .  Kcp -+ KKcp, 

5 .  -,K cp -+ K -,K cp. 

Reguły: 

MP: 

RN: 
cp 

Kcp 

Aksjomat 2 stwierdza, że operator wiedzy jest domknięty na implikację .  
Jeżeli znana jest implikacja cp -+ 'IjJ oraz znany jest jej poprzednik, czyli cp , 
to znany jest też jej następnik, czyli 'IjJ .  Jest to bardzo wyidealizowana wła
sność wiedzy. Przyjęcie jednak takiej własności j est bardzo istotne ,  aby 
do formalizacj i wiedzy podmiotów poznających można było używać języka 
modalnych logik normalnych. Aksjomat 3 stwierdza, że podmiot poznający 
wie tylko to , co jest prawdziwe . Aksjomat ten odróżnia pojęcie wiedzy od 
pojęcia przekonania . Nie można wiedzieć czegoś, co jest fałszywe . Można 
natomiast być o czymś takim przekonanym. Aksjomaty 4 i 5 stwierdzają ,  że 
podmiot poznający jest introspektywny, a dokładniej wyrażają odpowied
nio pozytywną i negatywną introspekcję .  

25 System aksjomatyczny jest jedną z wielu możliwych postaci systemu dedukcyjnego. 
Takie ujęcie systemu dedukcyjnego ma wiele zalet jeśli chodzi o badania metodologiczne. 
W przypadku systemów aksjomatycznych pojawiaj ą się jednak problemy, gdy chodzi o prak
tyczne dowodzenie. Jest to spowodowane niestrukturalnością systemów aksjomatycznych. 
Budowa formuły nie wskazuje bowiem na sposób dowodzenia formuły. \V przypadku in
nych ujęć systemu dedukcyjnego np. rachunku sekwentów, dedukcji naturalnej czy tablic 
semantycznych , jest inaczej . Reguły są wyznaczone przez formułę, do której się stosuj ą. 
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Aksjomaty 3, 4 i 5 charakteryzują też określone własności relacj i osią
galności . Są to odpowiednio : zwrotność , przechodniość oraz euklidesowość . 
Ponieważ łącznie aksjomaty te implikują symetrię , więc relacj a osiągalności 
w 85 jest relacj ą równoważności . Można łatwo wykazać , że aksjomat 2 jest 
równoważny aksjomatowi K. Fakt ten zapiszemy w postaci lematu .  

Lemat 1 
f-S5 ( (Kip 1\ K (ip --+ 1/;) ) --+ K 1/;) +--+ (K (ip --+ 1/;) --+ (Kip --+ K 1/; ) ) 

Dowód. 
N ależy udowodnić dwie implikacje :  

A) f-S5 ( (Kip 1\ K(ip --+ 1/;) ) --+ K1/;) --+ (K(ip --+ 1/;) --+ (Kip --+ K1/;) ) 
B) f-S5 (K(ip --+ 1/;) --+ (Kip --+ K1/;) ) --+ ( (Kip 1\ K(ip --+ 1/;) ) --+ K1/;) 

Implikację A) otrzymujemy z tezy Tz7 26 poprzez dokonanie stosownych 
podstawień. Analogicznie z tezy Tz6 otrzymujemy implikację B ) . D 

W systemie 85 jeżeli j akaś podformuła ip formuły cp jest równoważna 
formule 1/;, wpisanie w formule cp w miej sce formuły ip j ako napisu formuły 1/;, 
cp( 1/; j ip) , daje formułę równoważną formule cp. 

Twierdzenie 2 . 7  
Jeżeli I; f-S5 ip +--+ 1/; ,  to  I; f-S5 cp +--+ cp(1/;jip) . 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy przez indukcję ze względu na długość for

muły cp. Niech I; f-S5 ip +--+ 1/; . 
Niech cp będzie literą zdaniową p. Jedyną podformułą formuły cp jest 

litera zdaniowa p.  Zatem ip jest równe p.  Wynikiem zastąpienia ip w for
mule cp przez 1/; będzie więc formuła 1/;. Ponieważ z założenia I; f-S5 ip +--+ 1/; ,  
wobec tego : 

26 Lista tez wykorzystywanych w dowodach została zamieszczona w Dodatku. 
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Jako założenie indukcyjne przyjmujemy, że dla dowolnej formuły cPi o dłu
gości nie większej niż k teza j est prawdziwa, czyli 

Pokażemy, że teza ta jest prawdziwa również dla formuł o długości k + 1 .  
Niech cP będzie formułą -'cPi o 

Niech ciąg ZPI , ZP2 ,  o o o ,  ZPn ( = cPi +-+ cPi ( 1J; / zP ) )  będzie dowodem formuły: 
cPi +-+ cPi (1J; / zp) o Do dowodu tego dopisujemy formuły następujące : 

n + 1 .  -'cP; ( 1J; / zp) +-+ -'cPi TRANSP,n 

n+2.  (-'cPi (1J;/ZP) +-+ -'cPi )  -+ (cPi +-+ cPi (1J;/zp) )  aksjomat 1 

n+3. cPi +-+ cPi (1J;/ZP) n+l ,n+2,MP 

Formuła -'cPi ( 1J; / zp) to formuła (-'cPi )  ( 1J; / zP ) ,  zatem: 

Niech teraz cP będzie formułą postaci cPi -+ cPj , przy czym formuły cPi i cPj 
spełniaj ą założenie indukcyjne ,  czyli : 

oraz 

� f-S5 cPj +-+ cPj (1J; / zp) o 
Niech ciąg ZPI ,  ZP2 ,  0 0 0 ' ZPk ( = cPi +-+ cPi (1J;/ZP) ) będzie dowodem formuły: 
cPi +-+ cPi (1J;/ZP) ,  natomiast ciąg ZPk+I , ZPk+2 , o o o , ZPn ( = cPj +-+ cPj (1J;/zP) )  bę
dzie dowodem formuły: cPj +-+ cPj (1J;/zP) o  Do ciągu formuł ZPI , ZP2 ,  0 0 0 ' zPk , ZPk+l , 
ZPk+2 , 0 0 0 ' ZPn dopisujemy formuły: 

n + 1 .  (cPi +-+ cPi ( 1J; / zp) )  -+ ( ( cPj +-+ cPj ( 1J; / zP ) )  -+ 
( (cPi -+ cPj ) +-+ (cPi (1J;/ZP) -+ cPj (1J;/ZP) ) ) ) aksjomat 1 

n+2.  (cPj +-+ cPj (1J;/zP) )  -+ ((cPi -+ cPj ) +-+ (cPi (1J;/zP) -+ cPj (1J;/ZP) )) k,n+l ,l\lP 

n+3. ( (cP; -+ cPj ) +-+ (cPi (1J;/zP) -+ cPj (1J;/zP) ) ) n,n+2 ,MP 

cPi (1J; / zp) -+ cPj (1J; / zp) to formuła (cPi -+ cPj ) (1J; / {J) , więc otrzymaliśmy dowód 
tego , że 

Dowody dla pozostałych dwuargumentowych spójników zdaniowych języka 
klasycznej logiki zdań przeprowadza się analogicznie o Rozważmy teraz przy-
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padek, gdy formuła <P jest formułą postaci K <Pi , przy czym formuła <Pi jest 
formułą spełniaj ącą założenie indukcyjne ,  czyli 

Niech ciąg CPl , CP2 , . . .  , CPn będzie dowodem formuły <Pi +--+ <Pi ( 'IjJ / cp) ze z bioru � .  
Do  dowodu dopisujemy: 

n + 1 .  K <Pi +--+ K <Pi ( 'IjJ / cp) . 
K <Pi ('IjJ / cp) to formuła (K <Pi ) ('IjJ / cp) . Otrzymaliśmy więc dowód tego , że 

� I-S5 K <Pi +--+ K <Pi (1jJ /:.p) . D 

Twierdzenie 2 . 7  wykorzystamy w dowodzie następnego twierdzenia, 
które głosi , że w systemie S5 regułą wnioskowania jest reguła zastępowania 
definicyjnego REQ. Reguła ta jest regułą bardzo użyteczną w dowodzeniu 
tez systemu S5 27. 

Twierdzenie 2 .8  
Reguła REQ :  

Jeżeli � I-S5 cp +--+ 'IjJ,  to 

Dowód. 

<p( 'IjJ / cp) 

Niech � I-S5 cp +--+ 'IjJ oraz niech � I-S5 <p. Zgodnie z twierdzeniem 2 . 7  
istnieje dowód formuły <P +--+ <P (cp/'IjJ) z e  zbioru � .  Do dowodu tej for
muły dopisujemy dowód formuły <p. Do powstałego ciągu dowodowego, j ako 
ostatni wyraz dopisujemy formułę <p (  cp / 'IjJ) , będącą wynikiem zastosowania 
reguły MP do formuł :  <P i <P ----+ <p( cp / 'IjJ) . D 

Semantyka 

Podmiot poznający, który nie ma pewności co do prawdziwości for
muły :.p musi uznać dwie możliwości : możliwość , że zachodzi cp oraz moż
liwość , że cp nie zachodzi . Formalnie możemy to wyrazić za pomocą mo
delu Kripkego , w którym w świecie aktualnym podmiot poznający rozważa 

27 \V dowodach twierdze!l 2 . 7 , 2 . 8  nie korzystamy z żadnych aksjomatów specyficznych 
systemu S5 .  Reguła REQ jest więc także regułą systemu K oraz systemów będących jego 
rozszerzeniem. 
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światy alternatywne takie , że w jednym z nich spełnione jest 'P, natomiast 
w innym świecie alternatywnym 'P nie jest spełnione . Mamy więc tu bar
dzo intuicyjne zastosowanie semantyki możliwych światów. Formuła 'P jest 
znana podmiotowi poznającemu wtedy i tylko wtedy, gdy formuła 'P jest 
spełniona we wszystkich światach osiągalnych ze świata aktualnego przez 
podmiot poznający. 

Definicja 2 .3 . 1 (modelu Kripkego modalnej logiki epistemicznej S5)  
Modelem logiki epistemicznej S5 28 jest trójka: 

9Jt = (W, R, V) , 
gdzie : 

• W jest niepustym zbiorem, 
• R C W x W jest relacj ą epistemicznej dostępności . Zakładamy, 

że R jest relacj ą równoważności . 
• V :  AP --+ 2w j est wartościowaniem. 

Zbiór W to zbiór światów (stanów) . Światy epistemiczne dostępne z da
nego świata są postrzegane j ako epistemiczne alternatywy dla tego świata. 
Relacj a binarna R to relacja epistemicznej dostępności . Zachodzenie rela
cj i R między światami w i w' , co zapisujemy wRw' , wskazuje ,  że świat w' 
jest alternatywnym światem z punktu widzenia tego , co podmiot poznający 
wie w świecie w. W każdym świecie wyróżnia się zbiór formuł spełnionych 
w tym świecie . Pewne z tych formuł nie zawierają operatora K,  więc ich 
wartość logiczna w danym świecie zależy tylko od tego , j akie wartości lo
giczne , w rozważanym świecie mają występujące w nich formuły atomowe . 
W przypadku, gdy formuła zawiera operator K,  jej wartość logiczna w da
nym świecie zależy od tego j aką wartość logiczną w światach epistemicznie 
dostępnych z rozważanego świata mają formuły będące w zasięgu opera
tora K. Podmiot poznający, będący w pewnym świecie rozważa zbiór al
ternatyw, z których każda jest alternatywą innej , natomiast jedna z tych 
alternatyw jest stanem aktualnym 29 .  Wartościowanie V działa analogicznie 
j ak w przypadku "zwykłej " logiki modalnej . 

28 Modele te w skrócie będziemy nazywać S5-modelami . 
29 Dla przekonań, takie założenie j est za mocne. W szczególności dla przekonań nie j est 

rozsądne założenie, że podmiot poznaj ący zawsze rozważa j ako alternatywy prawdziwe prze
konania. Może przecież być w błędzie. Dla przekonań przyjmuje się słabsze założenia, które 
pomimo wszystko prowadzą do wielu interesuj ących wyników. 
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Ponieważ rozważana logika jest epistemiczną wersj ą logiki 55, zatem 
spełnianie formuły 'P w świecie , w modelu oraz prawdziwość 'P definiuje się 
tak, j ak definiowaliśmy to w przypadku logiki modalnej . Przy czym zapis : 

9J1, w F K'P == dla każdego w' takiego , że wRw' : 9J1, w' F 'P 

należy rozumieć następująco : w świecie w, w modelu 9J1 jest spełnione , że 
podmiot poznający wie , że 'P wtedy i tylko wtedy, gdy 'P jest spełnione 
w modelu 9J1 we wszystkich epistemicznych alternatywach, które podmiot 
poznający rozważa w świecie w . 

Pokażemy teraz , że epistemiczne wersje aksjomatów logiki 55 są praw
dziwe w dowolnym modelu Kripkego , w którym relacj a dostępności episte
micznej jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. 

Twierdzenie 2 .9  
Dla dowolnych formuł 'P ,  'ljJ oraz dla dowolnego modelu Kripkego 9J1, 
w którym relacj a osiągalności R jest relacj ą równoważności : 

1 . 9J1 F (K'P /\ K('P --t 'ljJ) ) --t K'ljJ, 

2 .  jeśli 9J1 F 'P ,  to 9J1 F K 'P, 

3 .  9J1 F K'P --t 'P, 

4 .  9J1 F K'P --t KK'P, 

5 .  9J1 F ...,K'P --t K...,K 'P.  

Dowód. 
1 .  Jeżeli 9J1, w F K'P /\ K('P --t 'ljJ) , to w dowolnym świecie w' takim, że 

wRw' mamy 9J1, w' F 'P oraz 9J1, w' F 'P --t 'ljJ. Zatem w dowolnym 
świecie w' takim,  że wRw' zachodzi 9J1, w' F 'ljJ .  Z definicj i operatora 
K otrzymujemy 9J1, w F K'ljJ. Ponieważ w było dowolne , więc 9J1 F 
(K'P /\ K('P --t 'ljJ) )  --t K'ljJ. 

2 .  Jeżeli 9J1 F 'P ,  to 'P jest spełnione w dowolnym świecie modelu 9J1. 
W szczególności dla dowolnego świata w' , takiego , że wRw' mamy 
9J1, w' F 'P .  Zatem z definicj i operatora K mamy 9J1, w F K 'P. Po
nieważ świat w jest światem dowolnym, więc z definicj i  prawdziwości 
zdania w modelu otrzymujemy 9J1 F K 'P. 

3 .  Jeśli 9J1, w F K'P to, z definicj i operatora K,  dla dowolnego w' takiego , 
że wRw' mamy 9J1, w' F 'P. Ponieważ R jest relacj ą zwrotną, zatem, 
w szczególności 9J1, w F 'P. 

4 .  Załóżmy, że dla dowolnego , ale ustalonego w mamy 9J1, w F K 'P. 
Rozważmy dowolne w' takie , że wRw' oraz dowolne w" takie , że 
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Wf Rw" . Ponieważ relacja R jest relacj ą równoważności , więc R jest 
przechodnia. Z przechodniości relacj i R otrzymujemy, że wRw" . Po
nieważ 9J1, w F K rp, więc z tego , że wRw" oraz definicj i operatora 
K dostajemy, że 9J1, w" F rp. Zatem dla dowolnego Wf takiego , że 
Wf Rw" mamy 9J1, Wf F K rp. Czyli , w efekcie końcowym otrzymujemy, 
że 9J1, w F KK rp. Ponieważ w było dowolne , zatem 9J1 F K rp ----t KK:.p. 

4 .  Załóżmy, że 9J1, w F -,K rp. Wtedy, dla pewnego świata Wf takiego , że 
wRwf mamy 9J1, Wf F -'rp. Niech w" będzie takim światem, że wRw" . 
Ponieważ relacja R jest symetryczna, więc zachodzi w" Rw. Relacja 
R jest także przechodnia, więc zachodzi także w" Rwf • Otrzymujemy 
zatem, że 9J1, w" F -,K rp. Ponieważ w" jest dowolnym światem osią
galnym ze świata w,  więc 9J1, w F K -,K:.p. D 
Z powodów historycznych wymienione wyżej własności wiedzy pod

miotów poznających nazywane są SS-własnościami. Powyższe twierdzenie 
pokazuje ,  że prawdziwość aksjomatu T gwarantowana jest przez własność 
zwrotności relacj i R. Prawdziwość aksjomatu wyrażającego pozytywną in
trospekcję wynika z faktu ,  że relacj a R jest przechodnia. Prawdziwość ak
sjomatu wyrażającego introspekcję negatywną jest konsekwencją założenia, 
że relacja R jest euklidesowa. Pomimo tego , iż założenie , że relacja R jest re
lacją równoważności wydaje się uzasadnione i ma wiele zastosowań, można 
sobie wyobrazić, że przyjmujemy j ako relację osiągalności taką relację ,  która 
ma własności odmienne od wymienionych. Modyfikując własności relacj i R 
możemy otrzymać różne pojęcia wiedzy. 

Dla epistemicznej wersj i logiki SS zachodzi twierdzenie o mocnej ade
kwatności . 

Twierdzenie 2 . 10  (Mocna adekwatność SS)  
Logika SS jest mocno adekwatna względem klasy modeli , w których 
relacja epistemicznej osiągalności jest relacją równoważności 30 . 

Podamy teraz kilka użytecznych definicj i ,  lematów i twierdzeń . 

Definicja 2 .3 .2 (podmodelu) 
Dla dowolnych SS-modeli 9J11 ( = (W1 , R1 ,  Vi ) ) ,  9J12 ( = (W2 , R2 , V2) ) ,  
model 9J11 jest podmodelem modelu 9J12 , 9J11 � 9J12 , wtedy i tylko 
wtedy, gdy W1 � W2 , R1 � R2 oraz Vi � V2 . 

30 Twierdzenie to przytaczamy bez dowodu. Dowód tego twierdzenia można znaleźć w wielu 
publikacjach dotyczących logiki modalnej , m. in .  w pracy [Świryd04] . 
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Modele możemy sumować . 

Definicja 2 .3 .3 (sumy modeli) 
Dla dowolnych S5-modeli 9J11 ( = (W1 , R1 , Vi ) ) ,  9J12 ( = (W2 , R2 ,  1;2 ) ) ,  

9J1 ( = (W, R, V ) )  = 9J11 U 9J12 , 

gdy W = W1 U W2 , R = R1 U R2 , V(cp) = Vi (cp) U 1;2 (cp) . 

Definicja 2 .3 .4 (zbioru faktów znanych w modelu) 
Niech 9J1 będzie S5-modelem. K(9J1) to zbiór faktów znanych w 9J1: 

K(9J1) nazywamy także teorią 9J1 lub wiedzą w 9J1. Można wykazać , że 

Wiedza w modelu 9J1 to formuły prawdziwe w 9J1. 
Na potrzeby dalszych rozważań wprowadzimy pojęcie zbioru stabil

nego 31 .  

Definicja 2 . 3 . 5  (zbioru stabilnego) 
Niech � będzie zbiorem formuł języka 'cL modalnej logiki epistemicz
nej L. � jest zbiorem stabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy � spełnia 
następujące warunki : 

1 .  wszystkie tautologie klasycznej logiki zdań języka 'cL są elemen-
tami � ,  

2 .  jeżeli cp E � oraz cp ---t 'lj; E � ,  t o  'lj; E � ,  

3 .  jeżeli cp E � ,  t o  K cp E � ,  

4 .  jeżeli cp rf. � ,  t o  K cp rf. � ,  

3 1  Pojęcie zbioru stabilnego j ako pierwszy wprowadził Stalnaker w niepublikowanym ma
nuskrypcie. Własności zbiorów stabilnych były intensywnie badane przez Moore 'a  [Moo85J . 
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Elementarne własności zbioru stabilnego wyraża następujące twierdze-
nie : 

Twierdzenie 2 . 1 1  ( [Basc06] ) 
Dla dowolnego zbioru stabilnego 2: :  

1 .  Jeżeli K rp E 2: ,  to rp E 2: .  

2 .  Jeżeli K rp � 2: ,  t o  rp � 2: ,  jeżeli 2: jest niesprzeczny. 

3 .  K rp V 7jJ E 2: wtedy i tylko wtedy, gdy rp E 2: lub 7jJ E 2: .  

4 .  , rp  V 7jJ E 2: wtedy i tylko wtedy, gdy rp � 2: lub 7jJ E 2: .  

Moore [Mo085] udowodnił interesujące własności zbioru K(9J1) .  Wła
sności te zapiszemy w postaci dwóch kolejnych twierdzeń. 

Twierdzenie 2 . 1 2  ( [Mo085] ) 
Teoria 2: (= K(9J1) )  jest zbiorem stabilnym. 

Twierdzenie 2 . 13  ( [Mo085] ) 
Każdy stabilny zbiór 2: formuł epistemicznych determinuje S5-model 
Kripkego 9J1I; , taki , że L = K(9J1I;) . 

�Wnioskiem z powyższego twierdzenia jest : 

Wniosek 2 .3 . 1  ( [Mo085] ) 
Jeśli zbiór liter zdaniowych jest zbiorem skończonym, a zbiór 2: jest 
zbiorem stabilnym, to model 9J1I; jest jedynym S5-modelem takim, że 
2: = K(9J1I: ) .  

W języku modalnej logiki epistemicznej wyróżnia się dwa rodzaje for
muł : formuły obiektywne i subiektywne . 

Jeżeli każda litera zdaniowa występująca w formule rp, znajduje się 
w zasięgu operatora K, to formułę rp będziemy nazywali formułą subiek
tywną· 

Definicja 2 .3 .6 (formuły subiektywnej ) 
Formuła rp jest subiektywna wtedy i tylko wtedy, gdy każda litera 
zdaniowa występująca w rp, znajduje się w zasięgu operatora K.  
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Zbiór Sb("L.) to zbiór wszystkich i tylko formuł subiektywnych należą
cych do zbioru "L. .  

Definicja 2 . 3 . 7  (formuły obiektywnej ) 
Formuła obiektywna, to formuła, która nie jest subiektywna. 

Zbiór Ob("L.) to zbiór wszystkich i tylko formuł obiektywnych należą
cych do zbioru "L. .  

Formułą subiektywną będzie np . formuła -,KpI\K(q --> p) , podczas gdy 
formuła K(p 1\ q) V s nie będzie taką formułą, ponieważ litera zdaniowa s 
nie jest w zasięgu działania operatora K. 

Lemat 2 ( [HMT94] ) 
Dla dowolnych S5-modeli 9Jt1 i 9Jt2 : 

1 .  Jeżeli 9Jt1 � 9Jt2 , to Ob(K(9Jt2 ) )  � Ob(K(9Jt1 ) ) . 
2 .  Jeżeli AP jest zbiorem skończonym, to: 

Między zbiorem stabilnym, a jego formułami obiektywnymi zachodzi 
ścisły związek. 

Twierdzenie 2 . 14  ( [HMT94] ) 
Zbiór stabilny jest jednoznacznie determinowany przez jego formuły 
obiektywne . 

2 . 3 . 2 .  Systemy wielopodmiotowe 

Nasze dotychczasowe rozważania dotyczyły problematyki zastosowania 
logiki modalnej do opisu wiedzy pojedynczych podmiotów poznających . 
W dalszej części tego rozdziału rozważymy kwestie związane z problema
tyką opisu , w języku logiki , wiedzy wielu podmiotów poznających . Systemy 
logiczne , w których występuje więcej niż jeden podmiot poznający nazy
wamy systemami wielopodmiotowymi . Opis wiedzy społeczności inteligent
nych podmiotów poznających jest bardziej skomplikowany od opisu wiedzy 
pojedynczego podmiotu poznającego , ale jednocześnie jest też bardziej in
teresujący. Formalizm stosowany do opisu systemów wielopodmiotowych 
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zwykle tworzy się poprzez modyfikację formalizmów służących do opisu sys
temów jednopodmiotowych. Modyfikacj i takiej dokonuje się na kilka sposo
bów. Jedną z metod jest indeksowanie operatora wiedzy. Uzyskuje się w ten 
sposób operatory wiedzy poszczególnych podmiotów poznających . Zamiast 
jednego operatora epistemicznego K mamy w języku operatory Ki , gdzie 
Ki jest operatorem wiedzy i-tego podmiotu poznającego . Przykładem takiej 
logiki jest n-modalna logika S5n. 

Inną metodą tworzenia logiki epistemicznej służącej do opisu wiedzy 
wielu podmiotów poznających jest wzbogacenie systemu logiki epistemicz
nej , pierwotnie służącej do opisu wiedzy pojedynczego podmiotu poznają
cego , o nowe operatory epistemiczne dla każdego podmiotu poznającego 
oraz o operatory epistemiczne służące do opisu wiedzy więcej niż j ednego 
podmiotu poznającego 32. W wyniku takiego zabiegu otrzymuje się logikę 
multimodalną, której modele , z oczywistych powodów, są bardziej złożone , 
ale mają też większą siłę ekspresj i .  

Używając języka logiki epistemicznej z indeksowanym operatorem K,  
czyli z operatorami Ki , możemy wyrażać w prosty sposób nawet skompli
kowane zdania. Na przykład zdanie : 

głosi , że podmiot poznający 1 wie , że podmiot poznający 2 wie , że 'P ,  ale 
podmiot poznający 2 nie wie , że podmiot poznający 1 wie , że podmiot 
poznający 2 wie , że 'P .  

Rozważmy zdanie bardziej złożone : Jan nie  wie, czy Marek wie, że  Jan 
wie, że Marek wie, że Stefan włamał się do sklepu. Jeśli Jan to podmiot 
poznający 1 natomiast Marek, to podmiot poznaj ący 2, a p to zdanie Stefan 
włamał się do sklepu, to rozważane zdanie może być zapisane następująco : 

Można także , o czym wspominaliśmy już wcześniej , wprowadzać ope
ratory wiedzy, które dotyczą grup podmiotów poznających. Operatory te 
pozwalaj ą na formalizację pojęć wiedzy grupowej i wiedzy wspólnej . 

Operator każdy w grupie wie, czyli operator wiedzy grupowej , ozna
czymy EGr , natomiast operator wiedzy wspólnej oznaczymy GGr . N a 
potrzeby dalszych rozważań zdefiniujemy też dodatkowe operatory: 

32 Mamy tu na myśli operatory wiedzy grupowej , wiedzy wspólnej czy wiedzy rozproszonej . 
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Definicja 2 .3 .8 

• Egr'P = 'P ,  
• E��l 'P = EE�r'P .  

Szczegółową dyskusję na temat wiedzy wspólnej i wiedzy grupowej 
przedstawia Barwise [Barw85] . Przyjmiemy, że grupa ma wiedzę wspólną, 
że 'P wtedy, i tylko wtedy, gdy nie tylko jest tak, że każdy w grupie wie , 
że 'P,  ale każdy wie, że każdy wie, że każdy wie, . . .  , że 'P (nieskończenie wiele 
razy) 33 . Operator wiedzy wspólnej grupy Gr można zatem zdefiniować na
stępuj ąco : 

Definicja 2 .3 .9  (operatora wiedzy wspólnej ) 

CCr'P = ECr'P 1\ E&r'P 1\ . . . 1\ E�r'P· · ·  

Zauważmy, że j eśli ECr'P reprezentuje stwierdzenie każdy w grupie Gr 
wie, że 'P, a CCr'P reprezentuje stwierdzenie 'P jest wiedzą wspólną grupy Gr,  
to operatory te dają się zdefiniować w strukturach Kripkego. 

W przypadku, gdy rozważaną grupą podmiotów poznających będzie 
zbiór wszystkich podmiotów poznających danego systemu, zamiast pi
sać ECn będziemy pisać po prostu E. 

Intuicje związane z wiedzą grupy i wiedzą wspólną zilustrujemy nastę
pującym przykładem. 

Przykład 2 .3 . 1  
Załóżmy, że  podmiot poznający j odebrał list od podmiotu pozna

j ącego i potwierdzaj ący spotkanie 'P,  natomiast podmiot poznający i nie 
otrzymał potwierdzenia od podmiotu poznającego j .  Możemy tę sytuację 
formalnie opisać za pomocą formły: 

Ki'P 1\ Kj'P 1\ KjKż'P 1\ -,KiKj'P . . .  

33 W systemach, w których nie jest zagwarantowana komunikacja między podmiotami po
znaj ącymi wiedza wspólna jest nieosiągalna. Gwarancja komunikacji między podmiotami po
znaj ącymi systemu jest warunkiem koniecznym zaistnienia wiedzy wspólnej w systemie, nie 
jest jednak warunkiem wystarczaj ącym. W systemach, w których dana jest gwarancja komu-

. 

nikacj i między podmiotami poznaj ącymi , wiedza wspólna j est nieosiągalna dopóty, dopóki 
istnieje  j akakolwiek nieokreśloność co do czasu dostarczania wiadomości między poszczegól
nymi podmiotami . Z tych względów w praktycznych rozwiązaniach dotyczących systemów 
rozproszonych (np . systemy komunikacj i międzyludzkiej bądź wieloprocesorowe systemy roz
proszone) wiedza wspólna jest nieosiągalna. 
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Czyli 
E{i ,j } 'P 1\ KjE{i ,j } 'P 1\ .KiE{i ,j } 'P . ' . 

Z drugiej strony, jeśli podmiot poznający i otrzymał informację od pod
miotu poznającego j potwierdzającą spotkanie 'P,  to w przyjętym formali
zmie moglibyśmy zapisać ten fakt następująco : 

E{i ,j } 'P 1\ Efi ,j } 'P 1\ . . .  1\ Efi ,j } 'P · · ·  
Czyli 

• 

W systemach wielopodmiotowych z operatorami wiedzy wspólnej i wie
dzy grupowej definicję zdania epistemicznego wzbogacamy o dodatkowy 
warunek: 

• jeżeli 'P jest formułą, to ECr'P oraz CCr'P są formułami . 

W tak wzbogaconym języku możemy wyrażać zdania, których nie dałoby się 
wyrazić w języku uboższym. W języku systemu jednopodmiotowego, bądź 
w języku systemu wielopodmiotowego , w którym występuj ą jedynie indek
sowane operatory epistemiczne Ki nie da się zapisać np. zdania, że podmiot 
poznający 1 wie, że 'P nie jest wiedzą wspólną podmiotów poznających 2 i 3. 
Zdanie to da się natomiast zapisać w języku systemu wielopodmiotowego 
z indeksowanymi operatorami epistemicznymi Ki oraz operatorami E i e 
w następujący sposób : 

Wprowadza się ponadto operator rozproszonej wiedzy grupy DCr . 
Podobnie j ak to czyniliśmy w przypadku operatorów E i e, jeśli grupę będą 
stanowić wszystkie podmioty poznające systemu, będziemy pomijać Gr , in
deks grupy. Intuicyjnie , grupa ma rozproszoną wiedzę , że 'P, gdy z sumy 
wiedzy podmiotów poznających wchodzących w skład grupy daje się wy
wnioskować 'P .  Sumowanie wiedzy podmiotów poznających należących do 
grupy powoduje eliminowanie ze spektrum światów możliwych tych świa
tów,  które nie są przez poszczególne podmioty poznające postrzegane j ako 
możliwe . Dzięki takiemu połączeniu wiedzy ilość alternatyw epistemicznych 
się zmniej sza. Grupa ma zatem rozproszoną wiedzę 'P , jeśli w wyniku sumo
wania wiedzy podmiotów poznających należących do grupy, j ako alterna
tywy epistemiczne pozostaną jedynie te światy, w których 'P jest spełnione . 
Za pomocą operatora DCr możemy dokonać zapisu np. tego , że 'P jest wie-
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dzą rozproszoną w grupie Gr, ale nie jest wiedzą wspólną w tej grupie . 
Zdanie to zapisujemy następuj ąco : 

DCrrp /\ ,CCrrp .  
Rozproszona wiedza grupy jednoelementowej jest oczywiście tożsama 

z wiedzą pojedynczego podmiotu poznającego wchodzącego w skład grupy, 
czyli : 

F D{ż}rp +-> Kżrp .  
Zwiększanie ilości podmiotów wchodzących w skład grupy powoduje  wzrost 
wiedzy rozproszonej grupy. Zachodzi więc następujący fakt : 

F DCrrp --+ DCr'rp ,  jeśli Gr � Gr' . 

Dla n-podmiotowej logiki epistemicznej przyjmujemy semantykę bazu
jącą na n-podmiotowych strukturach Kripkego . 

Definicja 2 .3 . 10  (modelu n-podmiotowego) 
Model n-podmiotowy M to struktura (W, RI , . . .  , Rn , V) ,  gdzie : 

• W jest niepustym zbiorem , 
• Rż � W x W, 
• V :  AP --+ 2w . 

Poszczególne komponenty modelu rozumiemy tak samo j ak w przy
padku modelu modalnej epistemicznej logiki jednopodmiotowej . Zakłada 
się , że � jest relacj ą równoważności . Spełnianie formuły w modelu definio
wane jest indukcyjnie . 

Definicja 2 .3 . 1 1  
Niech M = (W, RI , . . .  , Rn , V) , Gr � { l ,  2 , . . .  , n } .  Spełnianie formuły rp 
w modelu M, w świecie w,  M, w F rp ,  definiowane jest następująco : 

1 .  M, w F rp w E V(rp) , dla rp E AP, 
2 . M, w F ,rp 
3 .  M, w F rp /\ 'IjJ 
4 .  M, w F rp V 'IjJ 
5 .  M, w F rp --+ 'IjJ == 
6 .  M, w F Kżrp 

7. M, w F ECrrp 

M, w � rp ,  
M, w F rp i M, w F 'IjJ ,  
M, w F rp lub M, w F 'IjJ ,  
M, w � rp ,  lub M, w F 'IjJ ,  
dla każdego w'  E W takiego , ż e  wRżw' :  
M ,  w '  F rp ,  
dla każdego i E Gr : M,  w F Kżrp ,  
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8 .  9)1, W F CGr'P 
9 .  9)1, W F DGr'P 

Rozdział 2 . Logiki epistemiczne 

dla każdego k E N : 9)1, W F E�r'P ,  
dla każdego w'  E W takiego , że  w U Ęw' : 
9)1, w' F 'P .  iEGr 

Pewne światy mogą być epistemicznie dostępne podmiotowi poznają
cemu i ,  inne nie . Świat epistemicznie niedostępny podmiotowi poznają
cemu i może być epistemicznie dostępny podmiotowi poznającemu j .  Można 
zatem stawiać pytanie o zbiór światów epistemicznie dostępnych grupie 
podmiotów poznaj ących. W celu scharakteryzowania tego zbioru wprowa
dzimy pojęcie epistemicznej dostępności grupowej , którą będziemy nazywać 
Gr-dostępnością· 

Definicja 2 .3 . 12  (Gr-dostępności w k krokach) 
wR�rw' , świat w' jest Gr-dostępny z w w k krokach (k 2: 1 ) ,  wtedy 
i tylko wtedy, gdy istnieje ciąg WO , Wl , W2 " " , Wk taki , że Wo = W, Wk = 

w' oraz dla dowolnego j (O :S j :S k - 1 )  istnieje i E Gr takie , że 
Wj RiWj+l . 

Mając zdefiniowane pojęcie Gr-dostępności w k krokach możemy zde
finiować pojęcie Gr-dostępności . 

Definicja 2 .3 . 13  (Gr-dostępności) 
wRGrw' , świat w' jest Gr-dostępny wtedy i tylko wtedy, gdy wR�rw' , 
dla pewnego k 2: 1 .  

Intuicyjnie, jeśli na strukturę Kripkego popatrzymy j ako na graf, to 
w' jest Gr-dostępny ze świata w, j eśli ze świata w istnieje  w grafie skończona 
ścieżka do świata w' taka, której węzły są etykietowane przez elementy 
grupy Gr . 

W przypadku szczególnym, kiedy grupa Gr jest zbiorem wszystkich 
podmiotów poznających , będziemy mówić po prostu ,  że świat w' jest do
stępny ze świata w .  

Zachodzi następujący lemat : 

Lemat 3 
1 .  9)1, w F E�r'P wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego w' takiego, że 

wR�rw' : 9)1, w' F 'P,  
2 .  9)1, w F CGr'P wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego w' takiego , że 

wRGrw' : 9)1, w' F 'P.  
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Dowód punktu 1 uzyskuje się za pomocą indukcj i po zmiennej k .  Na
tomiast punkt 2 dowodzimy z wykorzystaniem punktu 1 .  

Twierdzenie 2 . 1 5  
Dla dowolnych formuł 'P, 1j; , dla dowolnego modelu M n-podmiotowej 
logiki epistemicznej , dla dowolnego niepustego zbioru Gr (<:;;; { l ,  . . .  , n} ) : 

1 .  M F ECr'P +-+ /\ Ki'P ,  iECr 
2 .  M F CCr ('P ---+ 1j; ) ---+ (CCrrp ---+ CCr1j;) , 
3 .  M F CCrrp ---+ rp, 
4 .  M F CCrrp ---+ CCrCCrrp ,  
5 .  M F ,CCrrp ---+ CCr 'Cc,. rp , 
6 .  M F CCrrp ---+ EcrCcrrp ,  
7 .  M F CCr (rp ---+ ECrrp) ---+ (rp  ---+ CCrrp) , 
8 .  M F CCrrp +-+ ECr (rp 1\ CCrrp) , 
9 .  Jeżeli M F rp ---+ ECr (1j; 1\ rp) , to M F rp ---+ CCr1j; . 

Dowód. 
Udowodnimy jedynie punkty 1 ,  8 i 9 powyższego twierdzenia. 

Ad. 1 
Dowód otrzymujemy bezpośrednio z definicj i spełniania dla opera

tora ECr . 

Ad. 8 
Załóżmy, że M, w F CCrrp .  Wtedy dla dowolnego Wf takiego , że wRcrwf 

M, Wf F rp .  W szczególności , jeśli wRbru ,  to M, u F rp oraz M, Wf F rp, dla 
dowolnego Wf takiego , że uRcrwf . Ponieważ M, u F rp 1\ CCrrp dla wszyst
kich u takich , że wRbru ,  więc M, w F ECr (rp 1\ CCrrp) · 
Załóżmy teraz , że zachodzi Ecr (rp 1\ CCrrp) , wRcrwf oraz że u jest pierw
szym wierzchołkiem po w na ścieżce od w do Wf , której wierzchołki są 
etykietowane elementami grupy Gr. Ponieważ M, w F ECr (rp 1\ CCrrp) , więc 
M, u F rp 1\ CCrrp .  Zatem albo u = Wf albo Wf jest osiągalne z u . W przy
padku pierwszym M. Wf F rp, ponieważ M, u  F rp .  W przypadku drugim zaś 
M, Wf F 'P na podstawie lematu 3 oraz faktu .  że  M, u F CCrrp .  Ponieważ 
M, Wf F rp dla dowolnego Wf takiego , że wRCrwf , więc M, w F CCrrp .  
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Ad. 9 
Załóżmy, że 9Jt F cp ---t ECr ('IjJ 1\ cp) oraz 9Jt, w F cp .  Pokażemy przez 

indukcję po k, że dla dowolnego k oraz dla dowolnego u ta
kiego , że wR�ru zachodzi 9Jt, u F 'IjJ 1\ cp.  Załóżmy, że wRhru .  Ponieważ 
9Jt, w F cp ---t ECr ( 'IjJ 1\ cp) więc 9Jt, w F ECr ('IjJ 1\ cp) . Z faktu, że w Rhr u oraz 
lematu 3 otrzymujemy 9Jt, u F 'IjJ 1\ cp. Jeśli k = m +  1 , to istnieje z, takie , że 
wRCrz i zRhru .  Na podstawie założenia indukcyjnego mamy 9Jt, z F 'IjJ 1\ cp .  
Stosując tę  samą argumentację ,  którą stosowaliśmy dla k = 1 otrzymujemy, 
że 9Jt, u F 'IjJ 1\ cp, co kończy indukcyjną cześć dowodu. Ponieważ 9Jt, u F 'IjJ 
dla dowolnego u takiego , że wRcru ,  więc 9Jt, w F CCrcp .  D 

Prawdziwość pierwszej formuły wyraża fakt , że operator wiedzy wspól
nej jest rzeczywiście tym, na co wskazuje nazwa tego operatora. Kolejne 
cztery formuły wyrażają następujące własności wiedzy wspólnej : wiedza 
wspólna jest domknięta na implikację ,  wiedza wspólna jest prawdziwa, pod
mioty j ą  posiadające mają własność zarówno pozytywnej j ak i negatywnej 
introspekcj i .  Własność szósta wyraża stwierdzenie , że wiedza wspólna jest 
znana wszystkim. Ostatnia formuła wyraża pewnego rodzaju zasadę in
dukcj i .  Jeśli bowiem wiemy, że cp ---t Ecr (cp 1\ 'IjJ) jest prawdziwe w mo
delu , to za pomocą indukcj i po k możemy wykazać , że dla dowolnego 
k : cp ---t E�r ( cp 1\ 'IjJ) . Z tego faktu możemy natomiast wywnioskować praw
dziwość formuły cp ---t CCr'IjJ w modelu . 

2 .3 .3 .  Istotność relacj i  epistemicznej dostępności w modelu 
Kripkego 

Zauważmy, że struktury Kripkego mogą być reprezentowane za po
mocą etykietowanych grafów skierowanych, których wierzchołki odpowia
dają światom, natomiast dwa światy są połączone ze sobą na grafie tylko 
wtedy, gdy jeden z nich jest osiągalny z drugiego . Zilustrujemy to przykła
dem. Niech przedmiotem naszych rozważań będzie graf przedstawiony na 
rysunku 2 . 1 .  

Graf ten składa się z trzech wierzchołków, czyli W = {Wl , W2 , w� } .  
Przypuśćmy, że mamy dwa podmioty poznaj ące : podmiot poznaj ący 1 
i podmiot poznający 2 . Załóżmy ponadto, dla uproszczenia, że w języku 
mamy tylko jedną literę zdaniową p. Niech p to zdanie W Warszawie 
jest słoneczna pogoda. Światy epistemicznie dostępne podmiotowi pozna
jącemu 1 wskazane są krawędziami narysowanymi linią ciągłą ,  natomiast 
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światy epistemicznie dostępne podmiotowi poznającemu 2 wskazane są kra
wędziami narysowanymi linią przerywaną. Można postawić pytanie: Co mo
żemy stwierdzić o wiedzy podmiotu poznającego 1 i wiedzy podmiotu po
znającego 2 analizuj ąc strukturę Kripkego zilustrowaną za pomocą powyż
szego grafu? Możemy stwierdzić , że w świecie Wl jest słoneczna pogoda 
w Warszawie , lecz podmiot poznający 1 tego nie wie (ponieważ rozważa 
zarówno świat Wl j ak i świat W2 j ako światy możliwe) . Z drugiej strony 
podmiot poznający 1 wie , że podmiot poznający 2 wie czy w Warszawie 
jest słoneczna pogoda, czy pada deszcz (ponieważ oba światy są możliwe 
i podmiot poznający 2 zna pogodę w każdym świecie) . Podmiot pozna
j ący 2 wie , że w Warszawie jest słoneczna pogoda, lecz nie wie , że podmiot 
poznający 1 nie zna tego faktu (ponieważ podmiot poznający 2 rozważa 
świat W3 j ako możliwy, a w świecie W3 podmiot poznający 1 tego nie wie) . 
Formalnie możemy zapisać to następująco : 

Zauważmy, że w przedstawionym modelu zdanie p w światach Wl oraz W3 ma 
taką samą wartość logiczną. Można zatem byłoby pokusić się o stwierdzenie , 
że światy Wl oraz W3 są takie same i jeden z nich mógłby być wyelimino
wany w celu uproszczenia modelu . Nie j est to jednak prawdziwe . Wartości 
logiczne zdań atomowych nie charakteryzują bowiem w pełni danego świata. 
Do jego pełnej charakterystyki potrzebna jest relacja epistemicznej dostęp
ności . W rozważanym modelu w świecie Wl podmiot poznający 1 nie wie , 
że p, podczas ,  gdy w świecie W3 podmiot poznaj ący 1 wie , że p. Świat W3 

jest bowiem jedynym światem epistemicznie dostępnym podmiotowi po-
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znającemu 1 ze świata 3 .  Nawet w przypadku , gdy rozważamy modele tylko 
z jedną literą zdaniową, istniej ą nietrywialne modele z nieskończoną ilością 
światów możliwych 34. 

2.4 .  Trudności w logicznej formalizacj i  wiedzy 

Niektóre aksjomaty epistemicznej wersj i logiki S5 budzą kontrower
sje ,  bądź prowadzą do rezultatów, uznawanych w pewnych sytuacjach j ako 
niepożądane . Opiszemy teraz , w dużym skrócie , kontrowersje i problemy, 
które były podnoszone w literaturze w stosunku do wybranych aksjomatów 
epistemicznej wersj i logiki S5 .  

2 .4 . 1 .  Negatywna introspekcja podmiotu poznającego 

Rzeczywiste podmioty poznające mają ograniczoną samoświadomość 
wiedzy. W zależności od typu podmiotu ,  może on wiedzieć, lub nie wie
dzieć , że coś wie , lub czegoś nie wie . Akceptując aksjomaty wyrażające 
introspekcję podmiotu poznającego akceptuje się zarazem samozwrotność 
wiedzy tego podmiotu .  Samozwrotność wiedzy stanowi jednak podstawę 
pewnych problemów. 

Rozważmy dla przykładu trudności związane z charakterystyką wiedzy 
podmiotu poznającego , gdy posiada on wiedzę tylko na temat jednego zda
nia atomowego p. Zakładamy, że podmiot poznający jest idealnym podmio
tem poznającym, czyli zna wszystkie logiczne konsekwencje swojej wiedzy 
(w rozpatrywanym przez nas przypadku , podmiot poznający zna wszystkie 
logiczne konsekwencje zdania p) i może dokonać introspekcj i swojej wie
dzy. Powstaje pytanie , czy wiedza o p oraz logiczne konsekwencje zdania p 
stanowią całą wiedzę rozważanego przez nas podmiotu poznającego? In
tuicyjnie wydaje się , że tak. Załóżmy więc , że q jest zdaniem atomowym, 
różnym od p. Podmiot poznający, zgodnie z przyjętym na wstępie za-

34 Pojęcie wiedzy zdefiniowane powyżej ma wiele interesujących technicznych własności . 
.\Iożna wykazać np. że jeśli formuła r.p jest spełniona w pewnym modelu , to jest spełniona 
w modelu, który ma co najwyżej 2" światów, gdzie n jest długością formuły r.p (z faktu 
tego wynika rozstrzygalność logiki epistemicznej ) .  Procedura decyzyjna rozstrzygająca pro
blem prawdziwości bądź fałszywości zdania. w przypadku logiki epistemicznej dla jednego 
podmiotu poznaj ącego jest NP-zupełna. 
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łożeniem, ma wiedzę tylko o zdaniu p, zatem podmiot ten nie ma wiedzy na 
temat zdania q. Możemy więc stwierdzić , że ,K q. Założyliśmy jednak, że 
rozważany podmiot poznający po pierwsze , jest idealnym podmiotem po
znającym, po drugie , może dokonać introspekcj i swojej wiedzy. Podmiot ten 
posiada zatem wiedzę na temat swojej niewiedzy o zdaniu q, czyli K ,K q .  
Z powyższego wynika zatem, że  chociaż założyliśmy, że  podmiot poznający 
ma wiedzę jedynie na temat zdania p, to wie on także , że ,K q. Przy czym 
,K q nie jest logiczną konsekwencją zdania p. 

Jeszcze bardziej interesującą jest sytuacja ,  gdy do spektrum naszych 
rozważań dodamy jeszcze jeden podmiot poznający. Dla odróżnienia pod
miotów poznających "starego" i "nowego" przypiszemy im indeksy, odpo
wiednio 1 i 2 .  Ponieważ z założenia, podmiot poznający 1 ma wiedzę tylko 
o zdaniu p, więc prawdziwe jest zdanie ,K1q .  Podmioty poznające mają 
wiedzę tylko o zdaniach prawdziwych. Zatem, ponieważ zdanie Kl q jest zda
niem fałszywym, więc podmiot poznający 2 nie wie , że K1q ,  czyli prawdą 
jest , że ,K2K1q .  Stosując do ostatniej formuły regułę ukonieczniania dla 
operatora K otrzymujemy, że podmiot poznający 1 wie , że podmiot pozna
j ący 2 nie wie , że podmiot poznający 1 wie , że q, czyli K1,K2K1q .  Podmiot 
poznający 1 , pomimo wiedzy ograniczonej jedynie do zdania p, zna nietry
wialny fakt , dotyczący wiedzy podmiotu poznaj ącego 2 .  

Trudności , j akie pojawiły się w rozważanym przez nas przykładzie , czę
ściowo spowodowane są negatywną introspekcją podmiotów poznających , 
czyli wiedzą na temat własnej niewiedzy. Jeśli odrzucimy założenie o ne
gatywnej introspekcj i ,  konstruowany model , służący do charakterystyki po
jęcia wiedzy, staje się modelem prostszym i pozbawionym, przynajmniej 
niektórych , sprzeczności . Założenie pozytywnej i negatywnej introspekcj i 
ma jednak sens , gdy rozważanymi inteligentnymi podmiotami poznającymi 
będą podmioty poznające sztuczne , albo z racj i ich finitarnej natury, albo 
z powodu pewnej ich idealizacj i .  W przypadku założenia, że podmiotami po
znającymi będą ludzie , przedstawiony model ma wiele wad , jednak, gdy cho
dzi o formalny opis wiedzy, model ten zupełnie dobrze nadaje się do niektó
rych zastosowań informatycznych np . do analizy systemów rozproszonych. 

2 .4 .2 .  Paradoks Fitcha 

Fitch w pracy [Fit63] argumentował , że jeśli istniej ą prawdy nie
znane , to istniej ą także prawdy niepoznawalne . Argument wywołał oży
wioną i długą dyskusję wśród filozofów i epistemologów. Przedstawimy 
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jedną z możliwych rekonstrukcj i przeprowadzonego przez Fitcha rozumo
wania. 

Niech p będzie dowolne , ale prawdziwe i nieznane , czyli p /\ ,Kp. Fakt 
ten jest znany, czyli K(p /\ ,Kp) lub nie jest znany, czyli ,K(p /\ ,Kp) . 
Jeśli K (p /\ ,Kp) , to stosując do tej formuły regułę K ( i.p /\ 1jJ) f- (K i.p /\ K 1jJ) 
otrzymujemy Kp /\ K ,Kp. Prawdziwe są zatem formuły Kp oraz K ,Kp. 
Stosując jednak do formuły K ,Kp regułę K i.p f- i.p otrzymujemy ,Kp. 
Wykazaliśmy, że przy założeniu , że K(p /\ ,Kp) wyprowadzalne są for
muły Kp oraz ,Kp, czyli otrzymujemy sprzeczność . Nie może być więc 
tak, że K(p /\ ,Kp) . 

Załóżmy, że ,K(p /\ ,Kp) . Stosując do formuły ,K(p /\ ,Kp) re
gułę G6dla otrzymujemy D,K(p /\ ,Kp) . Na podstawie wzajemnej de fi
niowalności operatorów konieczności i możliwości i reguły REQ dostajemy 
,O" K(p /\ ,Kp) . Z formuły tej , na podstawie prawa podwójnego prze
czenia i reguły REQ otrzymujemy: 

( 1 ) 

Formuła ( 1 ) jest zapisem stwierdzenia, że nie j est możliwe poznanie formuły 
p /\ ,Kp. Czyli , jeśli p jest prawdziwe i nieznane , to fakt , że p jest prawdziwe 
i nieznane jest prawdą niepoznawalną. 

Jeśli akceptujemy zasadę , że jeśli coś jest prawdziwe , to możliwe jest 
jego poznanie , czyli i.p -----) OK i.p, to podstawiając za i.p formułę p /\ ,Kp 
otrzymujemy: 

(2) (p /\ ,Kp) -----) OK(p /\ ,Kp) . 
Na podstawie (2 ) , Tz28 oraz reguły MP: 

(3 )  

Na podstawie (3 ) , ( 1 ) oraz reguły MP otrzymujemy 

(4) 

Stosując regułę MP do formuł (4) oraz Tz25 otrzymujemy formułę: 

(5 )  p -----) Kp, 
która jest zapisem stwierdzenia: jeżeli p jest prawdziwe , to p jest znane . 
Rekonstrukcj a rozumowania przebiegałaby analogicznie w przypadku , gdy
byśmy p zastąpili dowolną formułą prawdziwą i nieznaną. Wnioskiem z po
wyższego rozumowania jest , że wszystkie prawdy są znane . Jest to oczywi-
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ście wniosek nieintuicyjny i niezgodny z rzeczywistością, w której żyjemy. 
Nie znamy bowiem wszystkich prawd, ponieważ nie zostaliśmy obdarowani 
własnością wszechwiedzy. 

Rekonstrukcja argumentu Fitcha nie mogłaby być przeprowadzona 
gdybyśmy nie założyli akceptowalności dwóch, istotnych dla tej rekonstruk
cj i ,  reguł : reguły dystrybutywności operatora wiedzy względem koniunkcj i 
K(!.p !\ 1jJ) f--- (K!.p !\ K1jJ) oraz reguły faktualności wiedzy K!.p f--- !.p.  Wy
daje się , że odrzucenie dowolnej z tych dwóch reguł wystarczyłoby do tego, 
aby argument Fitcha nie mógł być zrekonstruowany. Takie podejście jest 
jednak niesatysfakcjonuj ącym z kilku powodów. Po pierwsze , obie reguły 
mają dobre uzasadnienie w systemach wiedzy. Reguła faktualności wiedzy 
była szeroko dyskutowana w literaturze i jest przez zdecydowaną większość 
badaczy uznawana za warunek konieczny wiedzy. Reguła dystrybutywno
ści jest zaś regułą bardzo intuicyjną i odrzucaj ąc tę regułę otrzymalibyśmy 
pojęcie wiedzy o bardzo specyficznych własnościach. Po drugie zaś , odrzu
cenie tych reguł nie jest warunkiem wystarczającym do odrzucenia możli
wości rekonstrukcj i argumentu Fitcha. Reguły te nie są bowiem regułami 
koniecznymi dla rekonstrukcj i tego argumentu. Tennant w pracach [Tenn97] 
oraz [TennOl ]  pokazuje ,  że możliwa jest rekonstrukcja argumentu Fitcha bez 
angażowania reguły faktualności wiedzy. Williamson w pracy [WilOO] formu
łuje taką wersję zasady poznawalności , na podstawie której można wypro
wadzić sprzeczne konsekwencje bez odwoływania się do dystrybutywności 
operatora wiedzy względem koniunkcj i 35 . 

2 .4 .3 .  Problem wszechwiedzy 

\V rozważaniach dotyczących modalnych logik epistemicznych nie spo
sób uniknąć dyskusj i dotyczącej problemu wszechwiedzy logicznej podmio
tów poznających. Charakterystyka pojęcia wiedzy w terminach normalnych 
logik modalnych ma tę zaletę, że budowane w tym celu systemy logiczne 
cechuje zazwyczaj elegancja i prostota. Przyjmując jednak jako logikę wie
dzy normalną logikę modalną musimy niestety zaakceptować leżące u jej 
podstaw założenia, że podmiot poznający zna wszystkie prawa klasycznej 
logiki zdań oraz wszystkie konsekwencje logiczne swojej wiedzy. Pierwsze 
z tych założeń realizowane jest poprzez nadbudowywanie normalnych logik 

35 Argument Fitcha był również dyskutowany na gruncie logiki intuicjonistycznej [WiI82] 
oraz na gruncie logiki parakonsystentnej [BeallOO] . 
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modalnych nad klasyczną logiką zdań. Drugie założenie wyraża podsta
wowy aksjomat normalnych logik modalnych K ('P -----) 7jJ) -----) (K 'P -----) K 7jJ) .  
Wspomniane założenia są nieracjonalne w stosunku do rzeczywistych pod
miotów poznających (np. ludzi) lub podmiotów poznających z ograniczo
nymi zasobami pamięci (np. procesory w systemach komputerowych) .  Jeśli 
założymy, że podmiot poznający zna algorytm rozkładu liczb na czynniki 
pierwsze, to podmiot poznający, przy powszechnie czynionych założeniach 
w systemach formalnych, służących do opisu wiedzy, powinien znać roz
kład na czynniki pierwsze wszystkich liczb naturalnych. Trudno takie za
łożenie obronić w odniesieniu do realnych podmiotów poznających 36 . Nie 
oczekujemy bowiem, aby realny podmiot poznający znał rozkład na czyn
niki pierwsze wszystkich liczb naturalnych, które mają np. pięćset tysięcy 
cyfr .  Modalne operatory wiedzy postrzegane są więc j ako idealizacj a ope
ratorów wiedzy stosowanych w rozumowaniach dokonywanych przez realne 
podmioty poznające . 

Podmioty poznające rozważane w systemach modalnych logik epi
stemicznych są idealizowanymi podmiotami poznaj ącymi. Znają bowiem 
wszystkie logiczne konsekwencje posiadanej przez siebie wiedzy. W przy
padku opisu wiedzy realnych podmiotów poznających model opisu wiedzy 
za pomocą języka modalnej logiki epistemicznej byłby modelem niewłaści
wym i nierealistycznym, chociaż mógłby stanowić pierwszą, akceptowalną 
aproksymację modelu właściwego . 

W celu odrzucenia kwestionowanych własności podmiotów poznaj ą
cych (np. ich logicznej wszechwiedzy) ,  wynikających z opisu wiedzy tych 
podmiotów za pomocą języka modalnej logiki epistemicznej , proponowane 
są różne modyfikacje systemów logiki modalnej . 

Propozycja Konolige 

Jednym z proponowanych sposobów odrzucenia logicznej wszechwiedzy 
podmiotów poznających jest podejście syntaktyczne ,  w którym przyjmuje 
się , że to, co podmiot poznający wie , jest reprezentowane przez arbitralny 
zbiór formuł [NIoHe79] , [Eber74] . Zbiór , o którym mówimy powinien być 
konstruowany w taki sposób , aby był domknięty na logiczną konsekwencję 
oraz zawierał wszystkie podstawienia schematów aksjomatów. Tak sformu
łowane pojęcie wiedzy nie prowadzi do problemu paradoksu wszechwiedzy 

36 Czyli np. ludzi, procesorów itp. 
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logicznej , jednak wiedza rozumiana w ten sposób jest bardzo trudna do 
analizy. Jeśli bowiem wiedza jest reprezentowana przez arbitralny zbiór 
formuł ,  nie mamy żadnych wskazówek, w j aki sposób przeprowadzać ana
lizę takiej wiedzy. Konolige w pracy [Kon084] podaje propozycję  sposobu 
konstrukcj i takiego zbioru. W podej ściu autora wiedza podmiotu pozna
jącego reprezentowana jest przez zbiór faktów bazowych , który jest do
mknięty na reguły wnioskowania. W tym przypadku problem wszechwie
dzy logicznej rozwiązany został poprzez przyjęcie niezupełnego zbioru reguł 
wnioskowania. 

Światy niemożliwe 

Podejmowane były też próby rozwiązania problemu wszechwiedzy lo
gicznej przez wzbogacenie standardowej semantyki możliwych światów 
o tzw. światy niemożliwe , czyli o światy niestandardowe , w których nie 
zachodzą reguły wnioskowania logiki klasycznej . Świat niemożliwy, to taki , 
w którym formuły uzasadnione niekoniecznie muszą być prawdziwe , bądź 
świat , w którym prawdziwe są formuły sprzeczne . Światy niemożliwe są 
światami j edynie wzbogacającymi zbiór alternatyw epistemicznych. Nie są 
światami logicznie możliwymi, lecz mogą być traktowane przez podmioty 
poznające jako możliwe [Lech 1 1  , s. 238] . Przy tym podej ściu podmiot po
znający może nie znać wszystkich tautologii logiki klasycznej , ponieważ 
mogą istnieć światy niemożliwe , rozważane przez podmiot poznający j ako 
możliwe , w których pewne formuły będące tautologiami logiki klasycznej 
nie są prawdziwe . 

Propozycję semantyki , w której zbiór światów możliwych został uzu
pełniony o światy niemożliwe podał np. Levesque [Lev84] . Autor rozważa 
taki model możliwych światów, w którym w danym świecie zdanie ato
mowe może być prawdziwe , fałszywe , jednocześnie prawdziwe i fałszywe , 
czyli sprzeczne , oraz niemające żadnej z wymienionych własności . Levesque 
podaje konstrukcję logiki wewnętrznych ( implicite) i zewnętrznych ( expli
cite) przekonań. U zyskane wyniki można jednak rozszerzyć na przypadek 
wiedzy [Halp86 , s. 8] 37 . Przekonania explicite implikują przekonania impli
cite, ale nie odwrotnie . W logice Levesque 'a nie występuje problem wszech� 

37 Wiedza explicite może być pojmowana np. j ako zbiór formuł magazynowanych w bazie 
danych , natomiast wiedza implicite, to wiedza składająca się ze wszystkich konsekwencj i 
logicznych wiedzy explicite. 
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wiedzy logicznej , ponieważ nie jest tak, że jeśli <p jest tautologią , to za
chodzi B<p38 . 

Semantyki , w których dopuszcza się istnienie światów niemożliwych 
opisane są ponadto w pracach np . [Cres73] , [Rant82] , [ReBr79] . 

2 .5 .  Podsumowanie 

Przedmiotem rozważań tego rozdziału była reprezentacj a wiedzy w ję
zykach formalnych. Omówiliśmy podstawowe logiki epistemiczne , czyli sys
temy Łosia , von Wrighta, Reschera i Hintikki . Wykazaliśmy, że do repre
zentacj i wiedzy w językach formalnych nadaje się modalna logika episte
miezna. Rozwiązanie to nie j est jednak pozbawione pewnych wad. Za pro
stotę i klarowność opisu systemów tego rodzaju musimy zapłacić cenę , 
j ak się wydaje wysoką. Uznając bowiem podstawowe aksjomaty normal
nych logik modalnych wyposażamy podmioty poznające we wszechwiedzę 
logiczną. O ile w rozważaniach teoretycznych nie musi to być wielkim pro
blemem, o tyle w rozwiązaniach praktycznych sprawia poważne kłopoty, 
powodując np . eksplozję kombinatoryczną wiedzy. Omawiając podstawowe 
problemy związane z uznaniem pewnych aksjomatów logiki modalnej (ak
sjomat K ,  czy aksjomaty wyrażające introspekcję podmiotu poznającego) 
opisaliśmy także proponowane sposoby rozwiązania tych problemów. Zapre
zentowane w rozdziale systemy formalne służą do opisu wiedzy statycznej 
za pomocą języka logiki . Jeżeli chcemy opisywać wiedzę dynamiczną, zmie
niającą się w czasie , powinniśmy być wyposażeni w aparat formalny służący 
do opisu zagadnień dotyczących czasu. Konstrukcje  systemów formalnych 
służących do opisu czasu będą przedmiotem rozważań kolejnego rozdziału. 

38 Levesque pokazał, że dla pewnej klasy formuł jego logiki , mianowicie formuł postaci 
BlP --+ B�),  gdzie lP i l/J  są zdaniami w koniunkcyjnej postaci normalnej , problem stwierdzenia 
prawdziwości formuły o tej postaci jest rozstrzygalny w czasie wielomianowym. \Vynik ten 
sprawia, że logika Levesque 'a  może być postrzegana j ako użyteczne narzędzie modelowania 
(za pomocą narzędzi informatycznych) zaproponowanego przez niego pojęcia wiedzy. 
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Logiki temporalne 

Problematyka logicznego opisu rzeczywistości z uwzględnieniem jej 
aspektu temporalnego absorbowała już filozofów starożytnych . Tematykę tę 
znajdujemy m.in. w rozważaniach filozofów ze szkoły megarej skiej (np. Dio
dora Kronosa) , u stoików i u Arystotelesa 1. Współcześnie istotny wzrost za
interesowań tematyką temporalną nastąpił w późnych latach 40. XX wieku 2 . 
Bardziej szczegółowo o historii i motywacj ach dla konstrukcj i logiki tempo
ralnej można przeczytać w [Trz08, s .  9-18] . 

Logika temporalna to ta , w której j ęzyku występują, j ako stałe 
logiczne , wyrażenia, a ich znaczenie jest określane przez odwołanie się 
do czasu 3 . Jak pisze K. Trzęsicki [Trz08] : " Zadaniem logiki temporalnej 

1 Dyskutowane przez niego w IX rozdziale Hermeneutyki zagadnienie wartości logicznej 
zdań odnoszących się do przyszłych zdarzeń przygodnych. 

2 O ile tematyka logik temporalnych, począwszy od lat 60. XX wieku, jest znakomicie 
reprezentowana w literaturze światowej , o tyle w literaturze polskojęzycznej przez długi 
czas tematyka ta była reprezentowana raczej skromnie. Pod koniec XX wieku w piśmien
nictwie polskim z zakresu logiki , problematyka logik temporalnych w szerszym wymiarze 
poruszana była w zasadzie w kilku pracach: [Trz86] , [Waj 95] , [Kli99] oraz [Haj96] . Ostatnia 
z wymienionych prac nie jest jednak jednolitym wykładem problematyki związanej z logi
kami temporalnymi , a raczej prezentacją różnych systemów logik temporalnych, służących 
do reprezentacj i logicznej wiedzy zmieniaj ącej się w czasie. W ostatnim okresie poj awiło się 
kilka interesujących prac polskojęzycznych dotyczących wspomnianej problematyki . Są to: 
[Świryd04] , [Indrz06] , [Trz08] , [Tkacz09] . Dwie pierwsze publikacje koncentrują się na zagad
nieniach związanych z logikami modalnymi , lecz występuj ą w nich także odwołania do logik 
temporalnych . Tematyką trzeciej z wymienionych pozycj i  jest w zasadzie - poza wstępnym, 
szczegółowym omówieniem problematyki samego czasu - problematyka logik temporalnych . 
Ostatnia praca dotyczy problemu konstrukcj i logiki temporalnej czasu empirycznego. 

3 W naj szerszym rozumieniu logika temporalna obejmuje wszystkie logiczne problemy 
reprezentacj i temporalnej informacj i [Trz08 , s. 9] . 
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jest określenie i systematyzacja reguł wnioskowania dla rozumowań prze
prowadzanych w języku, w którym to samo co do kształtu wyrażenie służy 
do wypowiedzenia zdań , których wartość logiczna może nie być taka sama 
w różnych temporalnych kontekstach ich użycia" . 

Prekursorem logik temporalnych był A. N .  Prior . Jedną z jego podsta
wowych koncepcj i była temporalna interpretacj a operatorów modalnych . 
Język logiki temporalnej miał umożliwiać formalizację rozumowań doty
czących sytuacj i zmieniaj ących się w czasie . Pierwotnie , logika temporalna 
miała być narzędziem służącym do formalizacj i rozważań filozoficznych, lin
gwistycznych i semiotycznych. Obecnie , poza zastosowaniami logiki tem
poralnej w filozofii, lingwistyce , czy semiotyce logika ta znajduje  również 
szerokie zastosowania w informatyce 4 • 

Wśród logik temporalnych wyróżnia się logikę tensalną, tj . taką, w ję
zyku której jedynymi specyficznymi operatorami czasowymi są operatory 
czasów gramatycznych. Jeżeli w języku logiki występują operatory czasowe 
niebędące operatorami czasów gramatycznych, to logikę taką będziemy na
zywać po prostu logiką temporalną. 

3 . 1 .  Język logiki tensalnej 

W języku logiki tensalnej występują wyrażenia, których wartość lo
giczna zależy od temporalnego kontekstu użycia. Interpretacj a tych wyrażeń 
wymaga więc jakiegoś odniesienia się do czasu. Wyrażenia takie określamy 
jako wyrażenia temporalne . Kazimierz Trzęsicki wyrażenie temporalne de
finiuje następuj ąco : 

4 vV informatyce wyróżnia się kilka obszarów zastosowań logiki temporalnej . Pierwszy 
obszar, to zastosowanie logiki temporalnej w inżynierii oprogramowania, głównie w specyfi
kacji i weryfikacj i programów. Powstało wiele systemów wspomagających dowodzenie wła
sności programów i służących m.in. do badania protokołów komunikacyjnych, układów scalo
nych itp. Każdy program (proces obliczeniowy) tworzy ciąg zdarzeń usytuowanych w czasie. 
vVykonywanie kolejnych instrukcj i  programu powoduje  zmiany stanu systemu. Obliczenia 
mają więc wyraźnie temporalny charakter. Drugi obszar, to zastosowanie logiki temporal
nej w problematyce dotyczącej temporalnych baz danych oraz tworzenie języków kwerend 
z zaimplementowanymi operatorami temporalnymi . Trzeci obszar , to zastosowanie logiki 
temporalnej w rozważaniach dotyczących problematyki związanej ze sztuczną inteligencj ą· 
Logika temporalna ma tutaj zastosowanie, ponieważ prawie wszystkie systemy sztucznej 
inteligencj i  wprowadzają czas bezpośrednio j ako jeden z parametrów. 
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Definicja 3 . 1 . 1  
Przez wyrażenie temporalne rozumiane jest takie wyrażenie danego 
języka, które użyte w zdaniu prowadzi do zrelatywizowania wartości 
logicznej tego zdania (sądu , który wskazuje to zdanie w momencie jego 
użycia) do wartości logicznej sądów (bądź sądu) odnoszących się do 
faktów mających miej sce w czasie wskazywanym przez to wyrażenie 
[Trz86 , s. 1 1 7] .  

Język � logiki tensalnej to język zdaniowy z operatorami czasów gra
matycznych . 

Słownik języka logiki tensalnej 

Słownik języka � logiki tensalnej składa się z następujących elementów: 

1 .  PO , Pl , P2 , P3 , . . .  , 
2 .  , , 1\ , V ,  -t ,  +--+ , 
3 . G , F, H, P, 

4 .  ) , ( .  
PO , Pl , P2 , P3 , . . .  " t o  litery zdaniowe . , , 1\ , V ,  -t ,  +--+ , t o  spójniki logiczne 

klasycznej logiki zdaniowej , G, F, H, P, to operatory czasów gramatycznych 
(operatory tensalne) . W klasycznych logikach tensalnych przyjmuje się ope
ratory tensalne : F, G ,  P, H rozumiane w sposób następujący: 

Frp będzie tak, że rp, 

Prp było tak, że rp,  

Grp zawsze będzie tak, że rp, 

H rp zawsze było tak, że rp. 

Zwykle operatory F i G oraz operatory P i H są wzajemnie definio
walne 5 . 

Definicj a zbioru formuł poprawnie zbudowanych języka � logiki tensal
nej jest następująca: 

5 Wzajemna definiowalność operatorów F i G oraz P i H występuje  w logikach tensal
nych opartych na logice klasycznej . W intuicjonistycznych i wielowartościowych logikach 
tensalnych wzajemna definiowalność tych operatorów zwykle nie ma miejsca. 
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Definicja 3 . 1 . 2  (zbioru FOR(�) )  
Dla dowolnych 'P ,  'l/J E � :  

1 .  Jeśli 'P E AP, t o  'P E FOR(�) .  

2 .  Jeśli 'P, 'l/J E FOR(�) , to ''P ,  ( 'P  V 'l/J) , ( 'P  1\ 'l/J) , ( 'P  ---t 'l/J) , ( 'P  +-+ 'l/J) , 
C'P , F'P , H'P, Pip E FOR(�) , 

3 .  Nie ma innych formuł języka � oprócz wyrażeń, które dadzą się 
skonstruować w skończonej liczbie kroków zgodnie z warunkami 
wymienionymi w punktach 1 i 2 .  

3 .2 .  Semantyka logiki tensalnej 

W rozważaniach przyjmujemy, że czas jest czasem punktowym 6 , czyli 
że jest strukturą złożoną ze zbioru (punktów czasowych 7) oraz relacj i za
chodzących między elementami tego zbioru. Dwuczłonową relację między 
punktami czasowymi rozumiemy jako relację wcześniej-później. 

Definicja 3 .2 . 1  (czasu) 
Czas ':t, to para (T, R) , gdzie T jest niepustym zbiorem, a R � T x T. 

Zbiór T jest zbiorem momentów czasowych, natomiast R jest relacj ą 
wcześniej-później. 

Język logiki tensalnej jest nadbudowany nad językiem klasycznej lo
giki zdań. Wartościowanie w wypadku takiego języka jest rozumiane stan
dardowo, j ako przypisanie literom zdaniowym wartości logicznej . Wartość 
logiczna może być j ednak przypisana tylko takim zdaniom, które mają zna
czenie . W języku logiki tensalnej występują wyrażenia ,  które uzyskują zna
czenie po określeniu parametru czasu. Przyporządkowanie wartości logicz
nej literom zdaniowym polega więc na wskazaniu momentu, w którym te 
litery zdaniowe są zdaniami prawdziwymi. Wartościowanie V jest zatem 
funkcj ą ze zbioru T momentów czasowych do klasy wszystkich podzbiorów 
zbioru AP liter zdaniowych [Trz08, s. 1 56] . 

6 Konstruuje  się również logiki temporalne bazujące na czasie przedziałowym. Logiki tego 
rodzaju nie są jednak przedmiotem rozważań niniejszej monografii . 

7 Punkty czasowe będziemy również nazywać momentami czasowymi bądź chwilami . 
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3.2. Semantyka logiki tensalnej 

Definicja 3 .2 .2  (wartościowania) 
Wartościowanie to funkcja V : T -+ 2AP . 

83 

W tej wersj i wartościowanie momentom czasowym przyporządkowuje 
podzbiory liter zdaniowych (prawdziwych w danym momencie) . W dalszych 
rozważaniach w ten właśnie sposób będziemy rozumieli wartościowanie . 
Znane są jednak inne definicje wartościowania. 

Definicja 3 .2 .3 
Wartościowanie to funkcja V : AP -+ 2T . 

Przy takim rozumieniu wartościowanie literom zdaniowym przyporząd
kowuje podzbiory zbioru momentów czasowych. Zbiór momentów czaso
wych przyporządkowany danej literze zdaniowej , to zbiór tych momentów, 
w których jest ona prawdziwa. Jeszcze inna postać wartościowania jest na
stępuj ąca: 

Definicja 3 .2 .4 
Wartościowanie , to funkcja V : AP x T -+ {T , ..l} . 

Wszystkie rozumienia wartościowania są wzajemnie j ednoznacznie 
przekładalne [Trz08] . 

Definicja 3 .2 .5  (modelu) 
Niech 'I = (T, R) będzie czasem, a V :  T -+ 2AP będzie wartościowa
niem. Modelem jest trójka 9J1 = (T, R, V) . 

Model 9J1 = (T, R, V) (= ('I, V) ) bazuje na czasie 'I = (T, R) .  Model 
rozumiany w ten sposób to model Kripkego . W naszych rozważaniach przyj
mujemy, że semantyki logik temporalnych są semantykami w stylu Kripkego . 
Semantyki tego typu nie są jedynymi semantykami dla logik temporalnych . 
Budowane są dla tych logik również semantyki algebraiczne 8 lub topolo
giczne g .  

8 W takim przypadku logika traktowana jest j ako algebra Boole 'a  z operatorami . 
Por. np. [Vene06] . 

g McKinsey i Tarski wykazali , że system 84 jest pełny ze względu na przestrzenie topo
logiczne. Udowodnili także , że 84 jest logiką modalną liczb rzeczywistych [McKinTar44] . 
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Semantyczne znaczenie operatorów F, G, P, H określamy następująco : 

1 .  9J1, t F Fep dla pewnego t ' takiego , że tRt' : 9J1, t' F ep. 
2 .  9J1, t F Gep dla każdego t' takiego , że tRt' : 9J1, t' F ep. 
3 .  9J1, t F Pep dla pewnego t' takiego , że t' Rt : 9J1, t' F ep. 
4 .  9J1, t F Hep dla każdego t '  takiego , że t '  Rt : 9J1, t '  F ep .  

Definicja 3 .2 .6 (stanu świata) 
Stan świata (T, R, V, ti , w modelu 9J1 ( = (T, R, Vi ) ,  w chwili t, to zbiór 
{ep : 9J1, t F ep} .  

Stan świata w momencie t to  zbiór zdań spełnionych w modelu 9J1 
w tym momencie . 

Definicja 3 .2 .7  (spełniania formuły w modelu) 
Formuła ep jest spełniona w modelu 9J1 ( = (T, R, Vi ) wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla każdego t E T 

9J1, t F ep .  

o spełnianie formuły można również pytać bez względu na wartościo
wanie . Gdy pytamy o spełnianie formuły w jakimś momencie czasowym bez 
względu na wartościowanie , to pytamy o spełnianie formuły w chwili . 

Definicja 3 .2 .8 (spełniania formuły w chwili) 
'T, t F ep, ep jest spełniona w czasie 'T ( = (T, Ri ) ,  w chwili t wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego modelu 9J1 ( = (T, R, Vi ) 

9J1, t F ep .  

o formułach, które są spełnione we wszystkich momentach czasowych , 
bez względu na wartościowanie będziemy mówić , że są prawdziwe w czasie . 

Definicja 3 .2 .9  (prawdziwości formuły w czasie) 
'T F ep, ep jest prawdziwa w czasie 'T = (T, Ri wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla dowolnego modelu 9J1 ( = (T, R, Vi ) 

9J1 F ep. 

Formuły prawdziwe w dowolnym czasie to formuły prawdziwe . 
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Definicja 3 .2 . 10  (prawdziwości formuły) 
F rp, rp jest prawdziwa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego 'I : 
'I F rp. 

Formuły prawdziwe w dowolnym czasie , to formuły języka minimalnej 
logiki tensalnej , czyli takiej , w semantyce której nie dokonuje się żadnych 
założeń co do własności czasu. Zwykle jednak przyjmujemy, że czas ma 
j akieś własności . Własności czasu mają wpływ na to ,  czy dane wyrażenie 
tensalne jest spełnione , czy nie . Można zatem pytać o prawdziwość formuł ze 
względu na klasę czasów o określonych własnościach. Prawdziwość formuły 
w klasie czasów definiowana jest następująco : 

Definicja 3 .2 . 1 1  (prawdziwości formuły w klasie czasów) 
Niech J( będzie klasą czasów. 

JC F rp wtedy i tylko wtedy, gdy 'I E JC : 'I F rp 

Formuła rp jest zatem prawdziwa w klasie czasów JC wtedy i tylko wtedy, 
gdy jest prawdziwa w dowolnym czasie z tej klasy. Formuła prawdziwa 
w j akiej ś klasie czasów jest oczywiście prawdziwa w dowolnej podklasie tej 
klasy. 

Twierdzenie 3 . 1  ( [Trz08] ) 
Jeżeli JC � JC1 , to dla dowolnego rp E 'c: 

jeżeli JC1 F rp, to JC F rp 

3 .3 .  Operatory tensalne 

Operatory czasów gramatycznych zwane są operatorami tensalnymi . 
Mają one wyrażać te intuicje znaczeniowe , które zwykle przypisane są cza
som gramatycznym. Operatory te , to wspomniane już operatory G,  F, H, P. 
Można postawić pytanie : Czy można zredukować liczbę operatorów ten
salnych? W systemach logiki tensalnej nadbudowywanych nad logiką kla
syczną zwykle operatory czasu przyszłego (G i F) j ak też operatory czasu 
przeszłego (H i P) są wzajemnie definiowalne . Można zatem pytać da
lej : Czy za pomocą operatorów tensalnych czasu przeszłego da się zdefi-
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niować operatory tensalne czasu przyszłego? Oprócz przypadku szczegól
nego , tj . przypadku , gdy czas semantyczny jest czasem kołowym, operato
rów czasu przyszłego nie da się zdefiniować za pomocą operatorów czasu 
przeszłego i na odwrót . 

Twierdzenie 3 .2 ( [TrzOS] ) 
Operatory G i F nie są definiowalne za pomocą operatorów H i P. 

Dowód. 
Aby wykazać niedefiniowalność operatorów G i F za pomocą operato

rów H i P należy wskazać dwa modele , w których w pewnym momencie cza
sowym t wszystkie formuły zbudowane za pomocą operatora G i wszystkie 
formuły zbudowane za pomocą operatora F będą miały takie same wartości 
logiczne w obu modelach, natomiast pewna formuła zbudowana za pomocą 
operatora H będzie miała w momencie t, w obu modelach, różne wartości 
logiczne . 

Niech zbiór momentów czasowych T będzie zbiorem liczb natural
nych N, a relacj a R wcześniej-później będzie zwykłą relacj ą mniej szości < ,  

czyli 1" = (N, < ) . 
Niech V1 będzie takie , że dla dowolnego t E N : 9]11 , t F p, natomiast 

112 będzie takie , że 9]12 , O F p oraz dla dowolnego t > O : 9]12 , t F p. 
Graficznie , modele 9]11 i 9]12 można zilustrować następująco : 

p p p p p p p 

o 2 3 4 5 6 
Rysunek 3 . 1 .  Niedefiniowalność G i F za pomocą H i P .  Model 9]11 

p p p p p p 

o 2 3 4 5 6 
Rysunek 3 .2 .  Niedefiniowalność G i F za pomocą H i P .  Model 9]12 

Wykażemy, że dla dowolnej formuły cp zbudowanej za pomocą opera
tora G (G-formuły) zachodzi : 

jeżeli t > O ,  to (9]11 , t F cp wtedy i tylko wtedy, gdy 9]12 , t F cp) . 
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Na podstawie konstrukcj i modeli mI i m2 otrzymujemy, że dla dowolnej 
litery zdaniowej q ,  

jeżeli t > 0 ,  to (mI , t F q wtedy i tylko wtedy, gdy m2 ,  t F q) . 

Jest oczywiste ,  że formuły zbudowane z liter zdaniowych za pomocą klasycz
nych spójników boolowskich mają, w odpowiadających sobie momentach 
czasowych, w obu modelach, takie same wartości logiczne . Jeżeli formuły 
zbudowane za pomocą operatora G są takie , że dla t >  o : 

mI ,  t F 'Pl wtedy i tylko wtedy, gdy m2 ,  t F 'Pl 

oraz 

mI , t F 'P2 wtedy i tylko wtedy, gdy m2 ,  t F 'P2 , 

to formuła zbudowana z formuł 'Pl i 'P2 za pomocą spójników boolow
skich ma, w odpowiadających sobie momentach czasowych, w obu mode
lach, takie same wartości logiczne .  Należy pokazać jeszcze, że formuły, zbu
dowane za pomocą operatorów czasu przyszłego , mają takie same wartości 
logiczne w obu modelach , w odpowiadających sobie momentach czasowych . 
Ograniczymy się do operatora F. Niech t będzie dowolnym momentem cza
sowym większym od zera (t >  O) . Z definicj i operatora F mamy: 

mI , t F F'P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t' > t , takie , że mI ,  t' F 'P . 

Ponieważ t' > 0 ,  więc z założenia indukcyjnego mI , t' F 'P jest równo
ważne temu,  że m2 ,  t' F 'P. Z definicj i operatora F otrzymujemy więc , 
że m2 ,  t F F'P. Gdyby operatory H i P były definiowane za pomocą ope
ratorów G i F, to dla dowolnej formuły 'P logiki tensalnej i dla dowolnego t , 
t >  0 ,  w obu modelach formuła ta powinna mieć taką samą wartość logiczną 
w odpowiadaj ących sobie momentach czasowych. Tak jednak nie jest . Za
uważmy bowiem, że mI ,  1 F Hp, natomiast m2 ,  1 � Hp oraz mI , 1 F Pp, 
natomiast m2 ,  1 � Pp. D 

Analogicznie możemy wykazać , że : 

Twierdzenie 3 .3 
Operatory H i P nie są definiowalne za pomocą operatorów G i F. 
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3.4 .  Operatory temporalne 

Operatory tensalne są operatorami temporalnymi , a wyrozma się je  
spośród operatorów temporalnych ze względu na to, że odnoszą się do cza
sów gramatycznych. Oprócz operatorów tensalnych, ze względu na siłę eks
presj i  i mnogość zastosowań, bardzo interesujące są dwa operatory tempo
ralne wprowadzone przez Kampa [Kamp68] , U(ntil ) i S(ince) .  Są to ope
ratory dwuargumentowe . 

W definicj i  języka przyjmuje się , że operatory temporalne jednoargu
mentowe i operatory temporalne dwuargumentowe mają jednakową siłę 
wiązania . Jeżeli w słowniku języka ,e logiki temporalnej występują  ope
ratory U i S, to definicję zbioru formuł logiki temporalnej należy uzupełnić 
o warunek: 

• jeżeli rp , 1jJ E FOR(,e) , to (rp)U (7/;) , (rp) S (1jJ) E FOR(,e) .  

Formułę rpU 1jJ czytamy: 

dopóty będzie rp, dopóki będzie tak, że 1jJ 1 0 . 

Jeśli formuła rpU 1jJ jest spełniona w jakimś momencie t ,  to głosi ona, 
że w pewnym momencie t' , późniejszym niż t, będzie spełniona formuła 1jJ ,  
a do  tego czasu, począwszy od momentu t , zawsze będzie tak, że rp. 

Formuła rpS1jJ może być rozumiana: 

było tak, że rp, od kiedy 1jJ l l . 

Jeśli formuła rpS1jJ jest spełniona w jakimś momencie t ,  to głosi ona, że 
w pewnym momencie t' wcześniej szym niż t była spełniona formuła 1jJ, po
cząwszy zaś od momentu t' do momentu t zawsze było tak, że rp. Operatory 
U i S mają jednak mocniej sze znaczenie niż znaczenia zwrotów, propono
wanych do ich odczytywania (odpowiednio dopóki i od kiedy) . Szczegółowo 
problematyka znaczenia zwrotów przypisywanych operatorom U i S 1 2 omó
wiona jest w pracy [Trz08] . 

l a  It will he the case that y until it will be the ca�e that v .  
11 I t  has been the case that :; since it was the case that 1/; .  1 2 

Lepiej intuicje związane ze zwrotami dopóki i od kiedy wyrażaj ą operatory temporalne 
odpowiednio TV ( waiting for) oraz B (Back- to) . Por. [Ttz08, s. 1 79-180] . 
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Semantyczne znaczenie operatorów U i S określamy następująco : 

1 .  9Jt, t F 'ljJU rp == istnieje t' E T, tRt' : {9Jt, t' F rp oraz dla dowolnego 
t" E T takiego , że (tRt" i t" Rt') : 9Jt, t" F 'IjJ} .  

2 .  9Jt, t F 'ljJSrp == istnieje t' E T, t' Rt : {9Jt, t' F rp oraz dla dowolnego 
t" E T takiego , że (t' Rt" i t" Rt) : 9Jt, t" F 'IjJ} .  

89 

Można pytać o to , czy za pomocą standardowych operatorów tensal
nych 13 daje się zdefiniować operatory U i S? Odpowiedź na to pytanie jest 
negatywna. 

Twierdzenie 3 .4 
Operatory S i U nie są definiowalne za pomocą operatorów F i P. 

Dowód. 
Aby wykazać niedefiniowalność operatorów S i U za pomocą opera

torów F i P wystarczy wskazać takie dwa modele , że wszystkie formuły, 
które można zbudować za pomocą liter zdaniowych i operatorów F i P 
w jakimś momencie czasowym mają taką samą wartość logiczną w obu mo
delach , natomiast pewna formuła zbudowana za pomocą liter zdaniowych 
i operatorów S i U w jednym modelu jest prawdziwa, natomiast w drugim 
modelu jest fałszywa. Gdyby operatory S i U były definiowalne za pomocą 
operatorów F i P taka sytuacja nie mogłaby wystąpić . 

Niech T będzie zbiorem liczb całkowitych Z ,  a R będzie zwykłą relacj ą 
mniejszości . Rozważmy modele 9Jt1 i 9Jt2 spełniaj ące określone warunki . 
Niech model 9Jt1 będzie taki , że dla pewnego p:  

9Jt1 , t F p wtedy i tylko wtedy, gdy t = - 1 lub t jest liczbą parzystą . 

Model 9Jt2 niech będzie taki , że dla p: 

9Jt2 ,  t F p wtedy i tylko wtedy, gdy t = 1 lub t jest liczbą parzystą. 

Natomiast dla dowolnej litery zdaniowej q ,  różnej od p,  oraz dowolnego 
t E Z:  

9Jt1 , t F q wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 ,  t F q .  

Reprezentacje graficzne modeli 9Jt1 i 9Jt2 są przedstawione na poniż
szych rysunkach. 

13 Mamy tu na uwadze operatory G, F, H, P. 
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Rysunek 3 .3 .  Niedefiniowalność S i U za pomocą F i P. Model 9Jt1 
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Rysunek 3.4 .  Niedefiniowalność S i U za pomocą F i P. Model 9Jt2 

Zauważmy, że dla litery zdaniowej p oraz dowolnego t E Z: 

9Jt1 , t � Fp, 9Jt2 , t � Pp, 

9Jt l , t � F-,p, 9Jt2 , t � P-'p. 

Zatem w przypadku modeli 9Jt1 i 9Jt2 nie ma żadnej takiej formuły cp 
zbudowanej za pomocą liter zdaniowych i operatorów F i P, w której głów
nym spójnikiem byłby operator tensalny i która miałaby inną wartość lo
giczną w modelu 9Jt1 oraz inną wartość logiczną w modelu 9Jt2 w odpowia
dających sobie momentach czasowych. Czyli dla dowolnego cp oraz dowol
nego t E T: 

9Jt1 , t � Fcp wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 , t � Fcp, 

9Jt1 , t � Pcp wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 , t � Pcp. 

W szczególnym przypadku zatem dla t = O otrzymujemy: 

9Jt1 , O  � Fcp wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 , O  � Fcp, 

9Jt1 , O � Pcp wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 ,  O � Pcp. 

Dla dowolnej litery zdaniowej q mamy: 

9Jt1 , O  � q wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 , O  � q .  

Czyli dla dowolnej formuły cp zbudowanej za pomocą liter zdaniowych i ope
ratorów temporalnych F i P mamy: 

9Jt1 ,  O � cp wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 , O � cp. 
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Natomiast dla t = O mamy: 

oraz 

3.4. Operatory temporalne 

9)11 , 0  F pUp, 

9)12 , 0  F pUp 

9)11 , O F pSp, 

9)12 ,  O F pSp. 
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Sytuacja taka nie mogłaby mieć miej sca w przypadku, gdyby operatory 
S i U były definiowalne za pomocą operatorów F i P. Gdyby operatory 
U i S były definiowalne za pomocą operatorów F i P, to gdy nie wystę
puje zmiana wartości logicznej j akiejkolwiek formuły zbudowanej za pomocą 
operatorów F i P, to nie powinna również występować zmiana wartości lo
gicznej formuł zbudowanych za pomocą operatorów U i S. W przypadku 
momentu t = O taka zmiana następuje ,  co świadczy o tym, że nie zachodzi 
wzajemna definiowalność operatorów F i P z operatorami U i S. D 

Za pomocą operatorów S i U można zdefiniować operatory G ,  F, H, P .  

Twierdzenie 3 .5  
Zachodzą następujące związki : 

1 .  F Fep +--+ TU ep, 
2 .  F Pep +--+ T Sep. 

Dowód. 
Ad. l .  

Zgodnie z definicj ą 9)1 ,  t F TU ep zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ist
nieje t1 taki , że tRt1 : 9)1, t1 F ep oraz dla dowolnego t2 ,  jeśli tRt2 oraz t2Rtl , 
to 9)1, t2 F T . Ponieważ dla dowolnego t2 jeśli (tRt2 i t2Rtl ) , to 9)1, t2 F T ,  
więc 9)1 ,  t F TU ep ma miej sce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t1 , takie , 
że tRt1 i 9)1, t1 F ep.  Zgodnie z definicj ą operatora F mamy: 9)1, t F TU ep 
wtedy i tylko wtedy, gdy 9)1, t F Fcp 

Ad. 2 .  
Dowód analogiczny do  dowodu punktu 1 .  D 

Ponieważ za pomocą operatorów F i P można zdefiniować operatory 
odpowiednio G i H, więc z powyższego twierdzenia wynika następuj ący 
wniosek : 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021
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Wniosek 3 .4 . 1 
• Operator G jest definiowalny za pomocą operatora U 

• Operator H jest definiowalny za pomocą operatora S 

Pokazaliśmy więc , że za pomocą operatorów G,  F, H, P nie można zde
finiować operatorów U i S. Pokazaliśmy też , że za pomocą operatorów U i S 
można zdefiniować operatory G, F, H, P. Można zapytać się też o wzajemną 
definiowalność operatorów U i S. Czy możliwe jest zdefiniowanie opera
tora U za pomocą S i na odwrót , czy możliwe jest zdefiniowanie operatora S 
za pomocą operatora U? Odpowiedź na oba pytania jest negatywna. 

Twierdzenie 3 .6  
Operator S nie jest definiowalny za pomocą operatora U. 

Dowód. 
Rozważmy modele 9J11 = (N ,  < ,  Vi ) i 9J12 = (N ,  < ,  112 ) , gdzie N jest 

zbiorem liczb naturalnych, < jest w obu modelach zwykłą relacją mniej
szości . Wartościowania Vi i 112 są określone następująco : 

dla t = O 
dla t > O 

natomiast wartościowanie 112 niech będzie takie , że: 

dla dowolnego t ( E N) : 112 (t) = {p} 

Wykażemy, że dla dowolnej formuły zbudowanej za pomocą opera
tora U jest tak, że: 

jeżeli t > O, to (9J11 , t F :p wtedy i tylko wtedy, gdy 9J12 , t F :p) . 
Fakt ten należy dowodzić przez indukcję ze względu na długość formuły. 
Bezpośrednio z konstrukcj i modeli 9J1l i 9J12 fakt ten otrzymujemy dla liter 
zdaniowych. Łatwo można też wykazać , że fakt ten zachodzi dla formuł 
zbudowanych jedynie za pomocą liter zdaniowych i klasycznych spójników 
logicznych. Wykażemy więc jedynie , że fakt ten zachodzi również dla formuł 
zbudowanych za pomocą operatora U. Niech więc :Pl i :P2 będą takie . że dla 
dowolnego t > O 
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0011 , t F ip1 wtedy i tylko wtedy, gdy 0012 ,  t F ip1 
oraz 

0011 , t F ip2 wtedy i tylko wtedy, gdy 0012 ,  t F ip2 · 

Należy wykazać , że dla dowolnego t > O :  

Do udowodnienia są dwie implikacje :  

A) Jeżeli 0011 , t F ip1 U ip2 , to 0012 , t F ip1 U ip2 , 
B) Jeżeli 0012 , t F ip1 U ip2 , to 0011 , t F ip1 U ip2 · 

Udowodnimy jedynie implikację A.  

Dowód A) 
Niech dla dowolnego t > O zachodzi 0011 , t F ip1Uip2 . Istnieje zatem tli , 

takie , że t < tli i 0011 , tli F ip2 oraz takie , że dla każdego t' , takiego , że 
t < t' 

< tli zachodzi 0011 , t' F ip1 . Na podstawie założenia indukcyjnego 
mamy, że dla dowolnego t' , takiego , że t < t' 

< tli : 

oraz 

Zatem 0012 , t F ip1 U ip2 · 
Implikację B dowodzi się analogicznie . 

Dla formuły T S-,p zbudowanej za pomocą spójnika negacj i i opera
tora S zachodzi natomiast : 0011 , 1 F TS-,p oraz 0012 ,  1 F TS-,p. Operator S 
nie jest zatem definiowalny za pomocą operatora U, ponieważ w modelach 
0011 i 0012 formuły zbudowane za pomocą operatora U mają w momencie 
t = 1 takie same wartości logiczne, natomiast pewna formuła zbudowana 
za pomocą operatora S jest spełniona w momencie t = 1 w modelu 0011 , 
natomiast nie jest spełniona dla t = 1 w modelu 0012 .  D 

Analogicznie dowodzi się , że: 

Twierdzenie 3 .7  
Operator U nie jest definiowalny za  pomocą operatora S .  
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3 .5 .  Kt - system minimalnej logiki tensalnej 

Podstawowym systemem dedukcyjnym logiki czasu jest system Kt . Jest 
to system opisany przez E. J. Lemmona 1 4 . Kt jest nadbudowany nad kla
syczną logiką zdaniową poprzez wzbogacenie tej logiki o specyficzne aksjo
maty i reguły. Jest to system minimalny: tezami tego systemu są wszystkie 
i tylko te formuły, które są prawdziwe bez względu na to ,  j akie własności 
ma czas 1 5 . 

System Kt , j ako system minimalny, można rozbudowywać poprzez do
łączanie dodatkowych reguł i aksjomatów specyficznych. W tym sensie , mi
nimalność Kt znaczy tyle , że każdy inny system logiki temporalnej nadbu
dowany nad klasyczną logiką zdaniową jest bogatszy od systemu Kt . 

Aksjomatyka 

Proponowane są różne zestawy aksjomatów i reguł dla systemu Kt . 
Różnice te biorą się przede wszystkim z decyzj i dotyczącej zestawu specy
ficznych symboli pierwotnych. Zwykle zestaw tych symboli składa się z sym
boli G i H, natomiast F i P są definiowane : 

Aksjomatyka Kt 

Ftp : = ,G ,tp,  

Ptp : = ,H ,tp. 

Dla dowolnych formuł tp, 1jJ E FOR(f:-Kt) 1 6 : 

1 .  tp, jeżeli tp jest tautologią klasycznej logiki zdań języka f:-Kt 1 
2 .  G(tp -+ 1jJ) -+ (Gtp -+ G?jJ) , 

3 .  H(tp -+ 1jJ) -+ (Htp -+ H1jJ) , 
4 .  tp -+ GPtp, 

5 .  tp -+ H Ftp. 

1 4 K t  jest odpowiednikiem minimalnego systemu dedukcyjnego K dla logik modalnych . 
System ten został przedstawiony przez E. J. Lennllona w 1965 r .  [Prior68 . Appen
dix A, s. 1 76] . 1 5 

Tak naprawdę dokonuje się jednego założenia co do struktury czasu , mianowicie przyj
muje s ię w Kt . że czas ma strukturę punktową. 1 6 Kt może być aksjomatyzowany na wiele równoważnych sposobów. \\- naszych rozwa
żaniach przyjęliśmy inwariantną postać systemu Kt . Podane aksjomaty są więc w istocie 
schematami aksjomatóv;. Adekwatność systemu Kt przy podanej poniżej aksjomatyce wy
kazał J. F. A. K. van Benthern [Benth83] . 
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3 .5. Kt - system minimalnej logiki tensalnej 95 

Reguły: 

MP: 

RG : 

RH: 

rp -+ 1/; ,  rp 

rp 
Grp 

rp 
Hrp 

Specyficznymi aksjomatami Kt są aksjomaty 2-5 . Przy czym aksjo
maty 2-3 są temporalnymi odpowiednikami aksjomatu K dla logik modal
nych. Aksjomaty 4-5 wiążą ze sobą operatory odpowiednio G i P oraz H i F .  

Rozumienie dowodu w Kt jest standardowe: 

Definicja 3 .5 . 1  (dowodu w Kt) 
Niech � będzie dowolnym zbiorem formuł języka ..cK, . Ciąg formuł rpo , 
rpl , . . .  , rpn jest dowodem formuły rp ze zbioru � ,  � I-K, rp wtedy i tylko 
wtedy, gdy rp = rpn oraz dla dowolnego i takiego , że O :S i :S n spełniony 
jest przynajmniej jeden z następujących warunków: 

1 .  rpi jest elementem zbioru � .  
2 .  rpi jest aksjomatem. 
3 .  Istniej ą j , k  < i takie , że rpk = (rpj -+ rpi ) .  
4 .  Istnieje j < i takie , że rpi = H rpj . 
5 .  Istnieje j < i takie , że rpi = Grpj . 

Formuła rp,  która ma dowód z pustego zbioru � ,  czyli 0 I-K, rp,  to teza 
systemu Kt. Zamiast pisać 0 I-K rp,  będziemy pisać I-K rp .  , , 

W systemie Kt jeżeli j akaś podformuła cp formuły cp jest równoważna 
formule 1/;, wpisanie w formułę cp w miej sce formuły rp j ako napisu formuły 1/; ,  
cp( 1/; / rp) , daje formułę równoważną formule cp [TrzOS] . 

Twierdzenie 3 .8 
Jeżeli � I-K, rp � 1/;,  to � I-K, cp � cp( 1/; / cp) y 

17 Twierdzenie to nie j est j edynie twierdzeniem Kt . Zachodzi ono w przypadku ogólnym 
dla tensalnej logiki priorowskiej . 
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W Kt regułą wnioskowania jest reguła zastępowania definicyjne
go REQ .  

Twierdzenie 3 . 9  
Reguła REQ :  

Jeżeli � f-Kt '() +-+ 'IjJ ,  to 

Twierdzeń 3.8 oraz 3.9 dowodzi się analogicznie j ak to czyniliśmy 
w przypadku logiki S5 .  

Oprócz trzech pierwotnych reguł wnioskowania 18 zaproponowanych 
w niniej szej wersj i aksjomatyki systemu Kt, oraz reguły wtórnej REQ ,  daje 
się w Kt wyprowadzić reguły, odpowiadające regule regularności dla logik 
modalnych. 

Twierdzenie 3 . 10  
Reguła RRG : 

jest regułą Kt . 

Dowód. 
Aby wykazać , że RRG jest regułą wtórną Kt należy wykazać , że 

jeżeli � f-K '() --t 'IjJ, to � f-K G'{) --t G'IjJ. t t 

Niech � f-Kt '() --t 'IjJ.  Niech ciąg: '{)l , . . .  , '()n będzie dowodem formuły '() --t 'IjJ 
ze zbioru � .  Do ciągu tego dopisujemy następujące formuły: 

n+1 .  G('{) --t 'IjJ) RG ,n 

n+2.  G('{) --t 'IjJ) --t (G'{) --t G'IjJ) aksjomat 2 

n+3. G'{) --t G'IjJ n+l ,n+2 ,MP. 

Otrzymany ciąg formuł jest dowodem formuły G'{) --t G'IjJ ze zbioru for
muł � .  D 

18 P ierwotna reguła wnioskowania danego systemu to reguła niewyprowadzalna w tym 
systemie. Reguły wyprowadzalne to wtórne reguły wnioskowania. 
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Analogicznie (z wykorzystaniem aksjomatu 3 i reguły RH) dowodzi się , 
że: 

Twierdzenie 3 . 1 1  
Reguła RRH: 

jest regułą wtórną Kt . 

Na podstawie twierdzeń 3 . 1 0  i 3 . 1 1  można wyprowadzić dwie kolejne 
reguły wnioskowania w systemie Kt. 

Twierdzenie 3 . 12  
Reguła RF : 

jest regułą wtórną Kt . 

Dowód. 
Niech � I-Kt 'P � 'IjJ. Niech ciąg: 'Pl , . . .  , 'Pn będzie dowodem formuły 

'P � 'IjJ ze zbioru �. Do ciągu tego dopisujemy następujące formuły: 

n+4. F'P � F'IjJ 

TRANSP,n 

RRG ,n+1 

TRANSP,n+2 

n+3 ,REQ( -,G-,'P/ F'P ) ,REQ (  -,G-,'IjJ, F'IjJ) . 

Otrzymany ciąg formuł jest dowodem formuły F'P � 
muł � .  

F'IjJ z e  zbioru for
D 

Analogicznie dowodzi się , że: 

Twierdzenie 3 . 13  
Reguła RP : 

jest regułą wtórną Kt . 
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Operatory H i P oraz G i F mają własność tzw. odbicia lustrza
nego M I P 19 . Formułom języka logiki tensalnej z operatorami tensalnymi 
można przyporządkować formuły, będące ich lustrzanym odbiciem. 

Definicja 3 .5 .2  (lustrzanego odbicia formuły) 
Lustrzane odbicie formuły rp powstaje poprzez jednoczesne zastą
pienie w formule rp każdego wystąpienia operatora H operatorem G, 
a operatora G operatorem H oraz jednoczesne zastąpienie każdego wy
stąpienia operatora P operatorem F a operatora F operatorem P. 

M I( rp) to lustrzane odbicie formuły rp.  Na przykład : 

MI(p ---+ GPp) = p ---+ HFp20 . 

Lustrzanym odbiciem zbioru L: jest zbiór lustrzanych odbić elementów 
zbioru L: .  Lustrzane odbicie zbioru L: oznaczamy przez M I(L:) i definiu
jemy następująco : 

Definicja 3 .5 .3 ( lustrzanego odbicia zbioru formuł) 

MI(L:) = {MI(rp) : rp E L:} . 

Jeżeli rp jest inferowalne ze zbioru L: ,  to lustrzane odbicie rp jest infero
walne z lustrzanego odbicia zbioru L: .  

Twierdzenie 3 . 14  ( [TrzOS] ) 
Dla dowolnego L: (c FOR(f-KJ ) : 

jeżeli L: f-K rp, to NII(L:) f-K M I( rp) . t t 

Dowód. 
Niech L: f-Kt rp. Niech ciąg rpl , rp2 , . . .  , rpn będzie dowodem z L: formu

ły rp. Pokażemy. że ciąg MI(rpl ) , MI(rp2 ) , . . .  , }vII(rpn) jest dowodem ze 
zbioru MI(L:) formuły MI(rp) , czyli }vII(L:) f-Kt MI(rp) . Dowód przepro
wadzimy przez indukcję ze względu na długość dowodu formuły rp. 

19 Skrót ten pochodzi od angielskiej nazwy tej właściwości: Mirror Image Property. 
20 Jeśli w rozważanym przykładzie w formule p ----> GPp literę zdaniową p zastąpimy for

mułą <p .  to  
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Jeżeli 'Pl jest aksjomatem, to M 1( 'Pl ) też j est aksjomatem. Jeżeli 'Pl 
jest elementem L ,  to M1('Pd jest elementem M1(2:.) . Zatem jeżeli 2:. f-Kt 'Pl , 
to M1(2:.) f-Kt M1('Pd .  

Załóżmy teraz , że dla każdego i ,  i :S k : 

jeżeli 2:. f-Kt 'Pż , to M1(2:.) f-Kt M1('Pi ) . 

Pokażemy, że jeżeli 2:. f-Kt 'Pk+l , to M1(2:.) f-Kt 1\J1('Pk+d .  Niech 2:. f-Kt 'Pk+l . 
Formuła 'Pk+l może być aksjomatem lub elementem zbioru 2:. .  Zachodzą 
wówczas przypadki omówione dla formuły 'Pl . Rozważmy teraz przypadki , 
gdy formuła 'Pk+l została uzyskana za pomocą którejś z reguł wnioskowania. 
Niech więc 'Pk+l będzie formułą uzyskaną z formuł 'Pm i 'Pm ---> 'Pk+l przez 
zastosowanie reguły !vIP. Z założenia indukcyjnego mamy, że 

oraz 
M 1(2:.) f-Kt NIl ( 'Pm ---> 'Pk+d . 

Ponieważ NIl('Pm ---> 'Pk+l ) ma postać M1('Pm )  ---> M1('Pk+l ) , więc stosu
j ąc do zdań M1('Pm) ---> M1('Pk+d i M1('Pm) regułę MP, otrzymujemy 
M 1( 'Pk+d . Niech teraz yk+l będzie formułą uzyskaną z formuły 'Pm przez 
zastosowanie do tej formuły reguły RG. Z założenia indukcyjnego mamy, 
że M1(2:.) f-Kt M1(:Pm) . Po zastosowaniu do formuły M1('Pm )  reguły RH 
otrzymujemy HM1('Pm ) . Formuła ta jest jednak równa formule M1(G'Pm) . 
Zatem M1(2:.) f-Kt M1(G'Pm) . Przypadek, gdy formuła 'Pk+l została uzy
skana przez zastosowanie do formuły 'Pk reguły RH dowodzi się analogicznie 
do przypadku poprzedniego . D 

Wnioskami z powyższego twierdzenia są: 

Wniosek 3 .5 . 1 ( [Trz08] )  
Reguła RMI : 

Niech M 1(2:.) � 2:. .  

Jeżeli 2:. f-Kt 'P, to 2:. f-Kt M 1( 'P )  

czyli : 

lvIl ('P) 
jest regułą wtórną. 
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Wniosek 3 .5 .2  ( [Trz08] ) 
Niech M 1("2:.) � {'P : "2:. f--Kt 'P} .  

Jeżeli "2:. f--Kt 'P ,  t o  "2:. f--Kt M I(  'P) 

czyli : 

MI('P) 
jest regułą wtórną. 

Ponieważ systemy sprzeczne są bezwartościowe poznawczo 21 , należa
łoby zadać pytanie o niesprzeczność systemu Kt . 

Twierdzenie 3 . 1 5  
System Kt  jest niesprzeczny. 

Dowód tego twierdzenia można prześledzić np. w pracach [McArt79] , 
[Benth83] , [Trz08] . 

Semantyka Kt 

W rozważaniach nad Kt przyjmuje się , że czas ma strukturę punk
toWą22 . Przyjmujemy standardową semantykę w stylu Kripkego dla logiki 
tensalnej . Spełnianie formuły w modelu w momencie czasowym definiujemy 
następuj ąco : 

Definicja 3 .5 .4 (spełniania formuły w modelu w momencie t) 
Dla dowolnych: modelu 9J1 ( = (T, R, V) ) ,  formuły 'P ( E  FOR(52Kt) ) ,  
momentu t (t E T) , spełnianie formuły 'P w momencie t , w modelu 9J1 
definiujemy indukcyjnie : 

1 .  9J1, t F 'P 

2 .  9J1, t F -''P 

3 .  9J1, t F 'P 1\ 'IjJ 

t E V('P) , jeżeli 'P E AP, 
9J1, t F 'P, 

9J1, t F 'P i 9J1, t F 'IjJ ,  

2 1  Wyj ątkiem s ą  systemy logik parakonsystentnych, czyli logik tolerujących sprzeczność. 
22 Istniej ą też systemy logik tensalnych , w których w rozważaniach semantycznych przyj

muje się czas o strukturze przedziałowej . Por .  np. [Benth83, s .  1 93-218] ,  [Trz08, s .  95-100] . 
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4 .  

5 .  

6 .  

7 .  

8 .  

M, t F 'P V 1P 
M, t F 'P -t 1P 
M, t F 'P +-+ 1P 
M, t F G'P 
M, t F H'P 
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M, t F 'P lub M, t F 1P , 
M, t � 'P lub M, t F 1P, 
M, t F 'P wtedy i tylko wtedy, gdy M, t F 1P , 
dla każdego t' takiego , że tRt' : M, t' F 'P ,  

dla każdego t '  takiego , że  t '  Rt : M, t '  F 'P .  

Prawdziwość formuły, prawdziwość formuły w modelu , w czasie , w kla
sie czasów,  definiuje się standardowo. 

W systemie Kt konsekwencja syntaktyczna równoważna jest konse
kwencj i semantycznej . Kt jest więc systemem adekwatnym. Adekwatność 
podanej aksjomatyki Kt względem przyjętej semantyki wykazał J. F .  
A.  K van Benthem [Benth83] . 

Twierdzenie 3 . 16  (Adekwatność Kt) 

� f-Kt 'P wtedy i tylko wtedy, gdy � FKt 'P. 

U dowodniono także ,  że: 

Twierdzenie 3 . 17  
Kt ma własność skończonego modelu . 

Ponieważ system, który ma własność skończonego modelu jest rozstrzy
galny, zatem: 

Wniosek 3 .5 .3  (Rozstrzygalność Kt) 
Kt jest rozstrzygalny. 

3 .6 .  Rozszerzenia systemu Kt 

W semantyce dla Kt , na relację następstwa czasowego nie zostały na
łożone j akiekolwiek warunki . Możliwa jest jednak konstrukcj a systemów 
logiki tensalnej nadbudowywanych nad klasycznym rachunkiem zdań ta
kich , że na relację wcześniej-później są nakładane określone warunki . Aby 
uzyskać system, będący rozszerzeniem Kt , adekwatny względem określonej 
klasy czasów niezbędne jest uzupełnienie aksjomatyki Kt o formuły, które 
charakteryzuj ą w języku logiki tensalnej określone klasy czasów. W dal-
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szej części niniej szej monografii opiszemy wybrane rozszerzenia. Zanim to 
jednak uczynimy, wyjaśnimy co to znaczy, że dana formuła charakteryzuje 
klasę czasów. 

Temporalno-logiczna charakterystyka czasów 

Definicja 3 .6 . 1 
Formuła <p języka logiki temporalnej charakteryzuje klasę K czasów 
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego '!: 

'! F <p wtedy i tylko wtedy, gdy '! E K. 

Formuła <p charakteryzuje więc klasę czasów K wtedy i tylko wtedy, 
gdy formuła ta jest prawdziwa we wszystkich czasach z klasy K i nie jest 
spełniona w każdym czasie nie należącym do tej klasy. 

Stawia się pytanie , czy dla danej klasy czasów istnieje jej charakte
rystyka temporalno-logiczna, czyli czy dana klasa czasów jest wyrażalna 
w danym języku. 

Definicja 3 .6 .2 
Klasa K czasów jest wyrażalna w języku � wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieje formuła języka �, która charakteryzuje tę klasę . 

Twierdzenie 3 . 18  
Jeżeli formuła <p charakteryzuje klasę czasów KI , a formuła 1/J charak
teryzuje klasę czasów K2 ,  to formuła <p A 1/J charakteryzuje klasę czasów 
KI n K2 · 

Dowód. 
Należy wykazać , że 

'! F <p A 1/J wtedy i tylko wtedy, gdy 'I' E KI n K2 • 
Należy udowodnić dwie implikacje :  

A) Jeżeli '! F <p A 1/J ,  to '! E KI n K2 • 
B) Jeżeli '! E KI n K2 , to '! F <p A 1/J . 
Dowód A) Załóżmy, że ( 1 )  formuła <p charakteryzuje klasę czasów KI , 
(2 )  formuła 1/J charakteryzuje klasę czasów K2 oraz (3 )  '! F <p A 1/J . Na 
podstawie 3 mamy (4) '! F <p oraz (5) '! F 1/J .  Z definicj i 3 . 6 . 1 ,  1 i 4 
mamy '! E Kl . Analogicznie , z definicj i 3 . 6 . 1 ,  2 i 5 mamy '! E K2 . Zatem 
'! E KI n K2 • 
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Dowód B) Załóżmy, że ( 1 )  formuła cP charakteryzuje klasę czasów K1 , (2 )  for
muła 1/J charakteryzuje klasę czasów K2 oraz (3)  'I E Kl n K2 •  Na podstawie 
3 mamy (4) 'I E Kl oraz (5 )  'I E K2 . Z definicj i 3 . 6 . 1 ,  1 i 4 mamy 'I F cp. 
Analogicznie , z definicj i 3 . 6 . 1 ,  2 i 5 mamy 'I F 1/J .  Zatem 'I F cP 1\ 1/J.  

D 

Powyższe twierdzenie można uogólnić .  

Wniosek 3 .6 . 1  
Jeżeli formuły CPl ,  CP2 ,  CP3 ,  . . .  , CPk charakteryzuj ą klasy czasów odpowied
mo 

to formuła 

CPl 1\ CP2 1\ CP3 1\ . . .  1\ CPk 

charakteryzuje klasę czasów 

Twierdzenie 3 . 1 8  oraz wniosek 3 . 6 . 1  dają metodę konstrukcj i rozszerzeń 
systemu Kt adekwatnych względem klas czasów o różnych własnościach . 

Na potrzeby naszych dalszych rozważań przyjmiemy następuj ące ozna
czenia klas czasów: 

Tablica 3 . 1 .  Przyjęte oznaczenia klas czasów o różnych własnościach relacj i 
sukcesj i czasowej 

REF 
IRREF 
SYM 
ASY M 
TRANS 
p-suce 
P-END 

F-END 

klasa czasów zwrotnych , 
klasa czasów przeciwzwrotnych , 
klasa czasów symetrycznych , 
klasa czasów asymetrycznych, 
klasa czasów przechodnich, 
klasa czasów bez momentu początkowego , 
klasa czasów, dla których nie jest wykluczone istnienie 
momentu początkowego 
klasa czasów, dla których nie jest wykluczone istnienie 
momentu końcowego 
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F-SUCC 
LIN 
F-LIN 
P-LIN 
DENS 
DISC 
P-DISC 
F-DISC 

Rozdział 3 .  Logiki temporalne 

klasa czasów bez momentu końcowego , 
klasa czasów liniowych , 
klasa czasów liniowych w przyszłość , 
klasa czasów liniowych w przeszłość , 
klasa czasów słabogęstych, 
klasa czasów dyskretnych , 
klasa czasów dyskretnych w przeszłość , 
klasa czasów dyskretnych w przyszłość , 

Źródło: opracowanie własne. 

Poniższa tabela przedstawia podstawowe klasy czasów i formuły języka 
logiki temporalnej , które te klasy charakteryzują . 

Tablica 3.2. Formuły języka logiki temporalnej charakteryzujące wybrane 
klasy czasów 

Oznaczenie Formuła Klasa 

CI p ---+ Fp REF 
C2 p ---+ Pp REF 
C3 Gp ---+ p REF 
C4 Hp ---+ p REF 
C5 FFp ---+ Fp TRANS 
C6 PPp ---+ Pp TRANS 
C7 Gp ---+ GGp TRANS 
C8 Hp ---+ HHp TRANS 
C9 Fp ---+ Pp SYA1 
ClO Gp ---+ Hp SYM 
Cl I Hp ---+ Pp P-SUCC 
C12  PT P-SUCC 
C13 H� v PH� P-END 
C14 Gp ---+ Fp F-SUCC 
C15  FT F-SUCC 
C16 G� V FG� F-END 
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Oznaczenie Formuła Klasa 

C17  Fp --+ FFp DENS 
C18  Pp --+ PPp DENS 
C19  GGp --+ Gp DENS 
C20 HHp --+ Hp DENS 
C21 (Pp /\ Pq) --+ (P(p /\ Pq) V P-LIN 

P(p /\ q) V P (q /\ Pp) )  
C22 PFp --+ (Pp V P V Fp) P-LIN 
C23 Pp --+ H(Fp V P V Pp) P-LIN 
C24 F Pp --+ (Pp V P V Fp) F-LIN 
C25 (Fp /\ Fq) --+ (F(p /\ Fq) V F-LIN 

F(p /\ q) V F (q /\ Fp) )  
C26 Fp --+ G(Pp V p V Fp) F-LIN 
C27 (Hp /\ P /\ Gq) --+ (GHp /\ HGp) F-LIN n P-LIN 

Źródło: opracowanie własne. 

Kolejna tabela przedstawia formuły charakteryzujące podklasy klasy 
LIN. 

Tablica 3 .3 .  Formuły języka logiki temporalnej charakteryzujące podklasy 
klasy LIN 

Oznaczenie Formuła Klasa 

C28 (FT /\ P /\ Hp) --+ F Hp F-DISC 

C29 H(Hp --+ p) --+ (PHp --+ Hp) F-DISC 

C30 ( Pp /\ H (p --+ Pp) )  --+ H Pp F-DISC 

C31 (PT /\ p /\ Gp) --+ PGp P-DISC 

C32 G(Gp --+ p) --+ (FGp --+ Gp) P-DISC 

C33 (Fp /\ G(p --+ Fp) )  --+ GFp P-DISC 

C34 (G(Gp --+ p) --+ (FGp --+ Gp) )  /\ DISC 
(H(Hp --+ p) --+ (PHp --+ Hp) )  

Źródło: opracowanie własne. 
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W przypadku logik temporalnych nadbudowywanych nad klasycznym 
rachunkiem zdań, formuły charakteryzujące poszczególne klasy czasów zwy
kle są wzajemnie wyprowadzalne . Dla przykładu udowodnimy wzajemną 
wyprowadzalność formuł charakteryzuj ących klasę czasów zwrotnych REF. 
Zachodzi następujące twierdzenie : 

Twierdzenie 3 . 19  

a) 
b) 
c) 
d) 

1/J ----t F 1/J f-Kt lP ----t P lP , 

1/J ----t P 1/J f-Kt H lP ----t lP, 

H 1/J ----t 1/J f-Kt G lP ----t lP, 
G 1/J ----t 1/J f-K lP ----t F lP . t 

Dowód. a) 
1 . H 'lP ----t F H 'lP 
2 . F H 'lP ----t 'lP 
3 . H 'lP ----t 'lP 
4 . ,p" lP ----t 'lP 
5 . (, p" lP ----t 'lP) ----t (lP ----t p" lP ) 

6 . lP ----t P" lP 
7 . lP ----t P lP 

Dowód. b) 
1 . 'lP ----t p,lP 
2 . ('lP ----t p,lP) ----t (,p,lP ----t " lP) 
3 . ,p,lP ----t " lP 
4 . H lP ----t " lP 
5 . H lP ----t lP 

Dowód. c) 
1 . H F,lP ----t F,lP 
2 . (H F,lP ----t F,lP) ----t (,F,lP ----t ,H F,lP) 
3 . ,F,lP ----t ,H F,lP 

zał . 

T4 23 

1 , 2 ,  SYLL 

3 ,REQ (H 'lP / ,p" lP) 
aksjomat 1 

4 , 5 ,  MP 

6 ,REQ (  " lP / lP) 
D 

zał . 

aksjomat 1 

1 , 2 ,  MP 

3 ,  REQ ( ,p,lP / H lP) 
4 ,  REQ (" lP/lP) 

D 

zał . 

aksjomat 1 

1 , 2 ,  MP 

23 W dowodach wykorzystujemy tezy systemu Kt. Lista tez umieszczona jest w Dodatku. 
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4 . Cep --+ ,H ,C" ep 
5 . Cep --+ PC" ep 
6 . Cep --+ PCep 
7. PCep --+ P 

8 . Cep --+ p 

Dowód. d) 

1 . C'p --+ ,p 
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3 ,  REQ (,F,pjCep) , REQ(F,epj,C" p) 
4 , REQ ( ,H ,C" ep j PC" ep) 

5 ,  REQ ( " p j ep) 
T3 

6 , 7 ,  SYLL 
D 

2 . (C,p --+ ,ep) --+ (" ep  --+ ,C,ep) 

zał . 

aksjomat 1 

1 , 2 ,  MP 

3 ,  REQ (,C,pjFep) 
4 , REQ (" pjp) 

D 

3 . " p --+ ,C'ep 
4 . " p --+ Fp 

5 . p --+ Fep 

Pozostałe dowody przeprowadza się analogicznie . 
Wykażemy teraz , dla przykładu, że formuła p --+ Fp charakteryzuje 

klasę czasów zwrotnych. 

Twierdzenie 3 .20 

'I l= p --+ Fp wtedy i tylko wtedy, gdy 'I E REF. 

Dowód. 
Wykażemy najpierw, że j eśli 'I ( = (T, R) ) jest czasem zwrotnym, to 

'I l= p --+ Fp . Należy wykazać , że formuła p --+ Fp jest spełniona w każdym 
modelu 9J1, w którym czas jest zwrotny. Niech 9J1 ( = ('I, V) ) będzie dowol
nym takim modelem. Wykażemy, że dla dowolnego t E T, jeśli 9J1, t l= p, 
to 9J1, t l= Fp. Niech t będzie momentem czasowym ze zbioru T takim, że 
9J1, t l= p. Ze zwrotności relacj i R mamy, że tRt .  Istnieje zatem tI = t ta
kie , że tRtI i 9J1, tI l= p, a zatem 9J1, t l= Fp . Ponieważ t było dowolnym 
momentem czasowym ze zbioru T, natomiast 9J1 był dowolnym modelem 
bazującym na 'I, zatem: 

'I l= p --+ Fp . 

Pokażemy teraz , że jeśli relacj a R nie jest zwrotna, to istnieje modeL 
w którym p --+ Fp nie jest spełnione . Jeśli R nie jest zwrotna, to dla pew
nego t nie jest prawdą, że tRt . Jeśli nie istnieje moment tI taki , że tRtI , 
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to 9Jt, t � Fp. Jeśli zaś istnieje takie tl , że tRtl , bierzemy pod uwagę takie 
wartościowanie V, aby w każdym momencie później szym niż t zdanie p nie 
było spełnione . Czyli bierzemy takie V, że dla dowolnego tl takiego , że 
tRtl : p rt V (tl ) . Zatem 9Jt, t F p oraz 9Jt, t � Fp, czyli : 

9Jt, t � P -+ Fp D 

Nie wszystkie własności relacj i wcześniej-później są wyrażalne w języku 
priorowskim bądź w języku z operatorami S i U. Takimi własnościami są 
np. przeciwzwrotność , czy asymetria czasu 24 . Własności te są natomiast 
wyrażalne w językach modalnych logik hybrydowych [Indrz06] . 

Przeciwzwrotność można jednak wyrazić za pomocą reguły wprowa
dzonej przez Gabbay'a [Gab8l ] : 

'r F (p 1\ H-,p) -+ rp 
RIRREF : --------

'r F rp  

dla dowolnego rp i litery p, o ile p nie występuje w rp.  
Ze szczegółową dyskusją na temat formuł charakteryzujących różne 

klasy czasów można zapoznać się w pracy [Trz08] . 
Uzupełnienie aksjomatyki systemu Kt o formuły charakteryzujące po

szczególne klasy czasów 25 jest warunkiem koniecznym do otrzymania sys
temów adekwatnych względem tych klas . Na potrzeby dalszych rozważań 
przyjmiemy następującą konwencję :  Ck* , gdzie 1 ::; k ::; 34 oznacza sche
mat powstały z formuły Ck przez zastąpienie każdego wystąpienia (o ile 
wystąpienie ma miej sce) w formule Ck liter zdaniowych p, q formułami 
odpowiednio rp, 1/; .  Zgodnie z przyjętą konwencją np . CI * = rp -+ Frp, 
C25* = (Frp 1\ F1/;) -+ (F(rp I\ F1/;) V F(rp 1\ 1/;) V F(1/; I\ Frp) ) .  Podamy teraz 
najbardziej znane rozszerzenia systemu Kt . 

Uzupełniaj ąc aksjomatykę Kt o formułę charakteryzującą klasę cza
sów przechodnich uzyskujemy system Kt4 adekwatny względem tej klasy 
czasów, czyli adekwatny względem TRANS. 

24 Można pokazać, że zbiór formuł prawdziwych w klasie czasów przeciwzwrotnych po
krywa się ze zbiorem formuł prawdziwych w klasie wszystkich czasów. Analogiczny fakt 
zachodzi dla klasy czasów asymetrycznych. Z dowodami tych faktów można zapoznać się 
np . w pracy [Trz08] . 
25 W systemach inwariantnych będziemy uzupełniać aksjomatykę Kt o schematy zdań 

charakteryzuj ących poszczególne klasy czasów. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



3. 7. Logika operatorów S i U 109 

Kt4 = Kt U {C5* } 

Aksjomatykę logiki adekwatną względem klasy czasów liniowych i prze
chodnich podał N.  Cocchciarella [Cocch66] . System ten został nazwany CL.  

CL = Kt4 U {C2 1  * , C25* } 

Zatem jest to system adekwatny względem TRANS n F-LIN n P-LIN. 
Dana Scott [Scott70] , wzmacniaj ąc aksjomatykę CL, podał aksjoma

tykę adekwatną względem klasy czasów nieskończonych, liniowych, bez po
czątku i bez końca. 

SL = CL U {C l 1 * , C14* } 

SL jest więc adekwatny względem TRANS n F-LIN n p-LINn F-SUCCn 
P-SUCC. 

Prior [Prior57b] uzupełnił aksjomatykę systemu SL o aksjomat wyra
żający gęstość relacj i następstwa czasowego . Powstały system został na
zwany PL. 

PL = SL U {C17* } 

PL jest adekwatny względem TRANS n F-LIN n P-LIN n F-SUCC n 
P-SUCC n DENS. 

Prior podał również aksjomatykę logiki temporalnej adekwatnej wzglę
dem klasy czasów kołowych, czyli czasów, w których relacja następstwa cza
sowego jest zwrotna, przechodnia i symetryczna, czyli klasy REF n SY M n 
TRANS. Logika ta nosi nazwę PCr. 

PCr = Kt U {C3* , C5* , CI0* } 

Aksjomatykę logiki adekwatnej względem klasy czasów przechodnich 
i rozgałęźnych w przyszłość , czyli klasy T RAN S n P-LI N,  podali Rescher 
i Urquhart [Resch71 ] . System ten nosi nazwę Kb' 

Kb = Kt4 U {C21 * } 

3 .7. Logika operatorów S i U 

Oprócz wzmacniania systemu minimalnej logiki temporalnej dodatko
wymi aksjomatami . można wzbogacać j ęzyk logiki temporalnej poprzez uży
cie , omawianych już wcześniej , operatorów temporalnych mających większą 
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1 10 Rozdział 3. Logiki temporalne 

siłę wyrazu niż operatory F ,  G, P, H. Systemami mocniej szymi , w sensie 
siły wyrazu języka, niż systemy logiki tensalnej z operatorami priorowskimi , 
są systemy logiki temporalnej z wprowadzonymi przez Kampa operatorami 
S i U .  

Minimalna logika operatorów S i U to K�'u . 

Definicja 3 .7. 1  (zbioru FOR(J2Ks.u) )  t 
Dla dowolnych cp, 'IjJ E J2Ks,u : t 

1 .  Jeśli cp E AP , to cp E FOR(J2Ks,u) ,  t 
2 .  Jeśli cp , 'IjJ E FOR(J2Ks,u) ,  to 'cp ,  (cpl\'IjJ) , (cpV'IjJ) , (cp -+ 'IjJ) , (cp -+ 'IjJ) , t 

(cp) S ('IjJ) , (cp) U('IjJ) E FOR(J2K�,l]) . 
3 .  Nie ma innych formuł języka J2Ks,u oprócz wyrażeń, które dadzą t 

się skonstruować w skończonej liczbie kroków zgodnie z warunkami 
wymienionymi w punktach 1 i 2 .  

Operatory priorowskie F ,  P definiowane są  za pomocą operatorów S i U 
w zwykły sposób, czyli : 

Fcp := TUcp, 

Pcp := TScp. 

Operatory G i H definiowane są w zwykły sposób za pomocą operato
rów odpowiednio F i P .  

Pojęcia czasu, wartościowania i modelu wprowadza się tak, j ak to czy
niliśmy w przypadku Kt . Spełnianie formuły w modelu jest definiowane 
następująco : 

Definicja 3 .7 .2 (spełniania formuły w modelu w momencie t) 
Dla dowolnych: modelu 9J1 (= (T, R, V) ) ,  formuły cp (E FO R( J2K�'U) ) ,  
momentu t ( E  T) , spełnianie formuły cp w momencie t ,  w modelu 9J1 
definiujemy indukcyjnie : 
1 .  9J1, t p cp  t E  V(cp) , jeżeli cp E AP, 
2 .  9J1, t P 'cp 9J1, t F cp, 
3 .  9J1, t P cp l\ 'IjJ 9J1, t P cp i 9J1, t p 'IjJ , 
4 . 9J1, t P cp V 'IjJ 9J1, t P cp lub 9J1, t P 'IjJ ,  
5 . 9J1, t P cp -+ 'IjJ == 9J1, t F cp lub 9J1,  t p 'IjJ , 
6 . 9J1, t P cp -+ 'IjJ == 9J1, t P cp wtedy i tylko wtedy, gdy 9J1, t P 
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8 .  9J1, t F 1j;S:.p 

3. 7. Logika operatorów S i U 

istnieje t' E T, tRt' : {9J1, t' F :.p oraz dla 
dowolnego tli E T takiego , że (tRt" i t" Rt' ) : 
9J1, tli F 1j; } ,  

istnieje t '  E T,  t '  Rt : {9J1, t '  F :.p oraz dla 
dowolnego t" E T takiego , że (tiRt" i t" Rt) : 
9J1, t" F 1j;} . 

1 1 1  

Spełnianie formuły w modelu , prawdziwość formuły w czasie i w klasie 
czasów definiuje się standardowo. 

Aksjomatyka K�'u 

Dla dowolnych formuł :.p . 1/; E FOR(f2Ks,u) : , t 
1 .  :.p ,  jeśli :.p jest tautologią klasycznej logiki zdaniowej języka f2K�'u , 
2 .  G(:.p -+ 1j;) -+ (cPU:.p -+ cPU1j;) , 

3 .  H(:.p -+ 1j;) -+ (cPS:.p -+ cPS1j;) , 

4 . G(:.p -+ 1j;) -+ (:.pUcP -+ 1j;UcjJ) , 

5 . H(:.p -+ 1/;) -+ (:.pSeP -+ 1j;ScP) , 

6 . (:.p 1\ cPU1j;) -+ cPU(1j; 1\ cPS:.p) , 

7 . (:.p 1\ cPS1j;) -+ cPS (1j; 1\ cPU :.p) . 

Reguły: MP, RG , RH. 

Dla systemu K�'u zachodzi twierdzenie o adekwatności : 

Twierdzenie 3 .21  (o adekwatności systemu K�'u) 
System K�'u j est adekwatny względem klasy wszystkich czasów. 

Dowód tego faktu podał m.in. Xu [Xu88] . 
Podobnie j ak czyniliśmy to w przypadku Kt , zbiór aksjomatów sys

temu K�'u, możemy uzupełniać o formuły charakteryzuj ące poszczególne 
klasy czasów uzyskując rozszerzenia systemu K�'u adekwatne względem 
tych klas . 

W celu uzyskania rozszerzenia systemu K�'u adekwatnego względem 
klasy LI N n T RAN S zbiór aksjomatów systemu K�'u uzupełniamy o na
stępujące formuły: 
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Ala 1j;Uep ---7 (1j; 1\ 1j;Uep) Uep, 

Al b 1j;Sep ---7 (1j; 1\ 1j;Sep )Sep , 

A2a 1j;U (1j; 1\ 1j;U ep) ---7 1j;U ep , 

A2b 1j;S( 1j; 1\ 1j;Sep) ---7 1j;Sep, 

A3a (1j;U epl\�U cjJ) ---7 ( ( 1j;1\�) U (epl\cjJ) V (1j;I\�) U (epl\�) V (1j;I\�) U (1j; I\cjJ) )  , 

A3 b ( 1j; S ep 1\ � S cjJ) ---7 ( ( 1j; 1\ �) S ( ep 1\ cjJ) V ( 1j; 1\ �) S ( ep 1\ �) V ( 1j; 1\ �) S ( 1j; 1\ cjJ) ) . 

Adekwatność systemu K�'u U {Ala ,  Alb ,  A2a, A2b, A3a, A3b} względem 
klasy LIN n TRANS wykazał Burgess [Burg82] .  

Uzupełnienie zbioru aksjomatów o formuły: 

A 4a ( ep 1\ Hep) ---7 F Hep, 

A4b (ep 1\ Cep) ---7 PCep, 

pozwala na uzyskanie systemu adekwatnego względem klasy czasów DISC. 
Dowody adekwatności systemu K�'u wzbogaconego o formuły temporalne 
charakteryzuj ące różne klasy czasów rozważał Burgess [Burg84a] .  

K�'u U {Ala ,  Al b , A2a, A2b, A3a, A3b, A4a , A4b} jest systemem ade
kwatnym ze względu na klasę LIN n TRANS n DISC. 

Podane zostały również aksjomatyzacje systemu logiki temporalnej 
z operatorami S i U adekwatne ze względu na klasę czasów izomorficznych 
ze zbiorem liczb rzeczywistych ( [GaHo90] , [Rey92] ) .  

Reynolds w pracy [Rey92] podał aksjomatyzację rozszerzenia sys
temu K�'u adekwatną ze względu na klasę czasów izomorficznych ze zbiorem 
liczb całkowitych. 

3 .8 .  Logiki rozgałęzionego czasu obliczeniowego 

Omówimy teraz dwie logiki , które stworzone zostały na potrzeby za
stosowań w informatyce , zwłaszcza do sprawdzania modelowego własności 
programów czy modelowania obliczeń niedeterministycznych . 

W niniej szej monografii logiki te omawiamy jednak nie ze względu na 
ich zastosowania informatyczne , ale dlatego , że na bazie tych logik powstało 
szereg wielopodmiotowych systemów logicznych służących do opisu wiedzy 
podmiotów poznających . 
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3 .8 . 1 .  Logika CTL 

Clarke i Emerson w pracy [ClEm81 ]  opisali logikę CTL 26 rozgałęzio
nego czasu obliczeniowego . W logice CTL oprócz operatora temporalnego U 
wprowadza się operator O następnika oraz dodatkowe operatory specy
ficzne E i A. Operatory G,  F definiuje się standardowo za pomocą opera
tora U.  Jako czas semantyczny przyjmuje się czas rozgałęziony w przyszłość . 
Operatory temporalne E i A są operatorami ścieżkowymi . Operator E służy 
do wskazania, że chodzi o jedną ścieżkę 27. Operator A natomiast , że chodzi 
o wszystkie ścieżki . 

Syntaktyka CTL 

Formułami języka logiki CTL są tylko formuły punktowe i formuły 
ścieżkowe . 

Dla rozróżnienia występujących w języku �CTL dwóch typów formuł 
przyjmiemy zasadę , że formuły punktowe będziemy oznaczać małymi lite
rami greckimi np . cp, 'IjJ, 9 . . .  , natomiast na oznaczenie formuł ścieżkowych 
będziemy używać dużych liter greckich np. \[F ,  <P ,  . . .  

Formuły języka �CTL budowane są zgodnie z następuj ącymi regułami . 

Definicja 3.8 . 1 (formuły języka �cTd 

1 .  Jeżeli cp E AP, to cp jest formułą punktową. 

2 .  Jeżeli cp ,  'IjJ są formułami punktowymi, to 'cp, (cp V 'IjJ) ,  (cp 1\ 'IjJ) ,  
( cp  ---+ 'IjJ) ,  ( cp  f--+ 'IjJ) też są formułami punktowymi . 

3 .  Jeżeli cp , 'IjJ są formułami punktowymi, to Ocp, (cp) U('IjJ) są formu
łami ścieżkowymi . 

4 .  Jeżeli <P jest formułą ścieżkową, to E(  <P) , A (  <I» są formułami punk
towymi . 

5 .  Skończony ciąg symboli języka �CTL jest formułą punktową lub for
mułą ścieżkową tylko wówczas , gdy zbudowany jest zgodnie z wa
runkami 1-4 .  

26 Nazwa logiki pochodzi od pierwszych liter zwrotu: C omputational Thee Logic. 
27 Przez ścieżkę rozumiemy jedną gałąź rozgałęzionej struktury czasowej . Formalnie pojęcie 

ścieżki wprowadzimy w dalszej części opisu logiki CTL. 
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1 14 Rozdział 3. Logiki temporalne 

Przykład 3 .8 . 1 
Wyrażenia EOp, AOp, p V q ,  E(qUr) ,  A(rUp) , EO(p !\ AOq) , 

EOA(pUq) są formułami języka �CTL . Wyrażenie E(p !\ AOq) nie jest 
jednak formułą j ęzyka logiki CTL ponieważ wyrażenie p !\ AOq nie jest 
formułą ścieżkową. Wyrażenie EO(pU q) także nie j est formułą języka lo
giki CTL, ponieważ wyrażenie pU q jest formułą ścieżkową, a nie punktową . 

• 

Zgodnie z regułami składni języka logiki CTL wymaga się , aby ope
ratory temporalne O ,  F ,  G i U były bezpośrednio poprzedzone jednym 
z operatorów ścieżkowych E, bądź A. 

Przyjmujemy następuj ące skróty definicyjne :  

EFcp : = ....,AG....,cp ,  

AFcp : = ....,EG....,cp ,  

EOcp : = ....,AO....,cp · 

W CTL wyróżnia się ponadto modalności : 
• AGcp - p jest spełnione w każdym stanie na każdej ścieżce , 
• AFcp - cp jest spełnione w pewnym stanie na każdej ścieżce , 
• EGcp - cp jest spełnione w każdym stanie pewnej ścieżki , 
• EFp - p jest spełnione w pewnym stanie pewnej ścieżki , 
• AOcp - i.p jest spełnione w następnym stanie na każdej ścieżce , 
• EOp - cp jest spełnione w następnym stanie na pewnej ścieżce , 
• A(cpU1jJ) - na każdej ścieżce dopóty będzie p ,  dopóki będzie 1jJ, 

• E(cpU1jJ) - na pewnej ścieżce dopóty będzie p ,  dopóki będzie 1jJ .  

Semantyka CTL 

W semantyce logiki CTL wykorzystuje się struktury Kripkego nazy
wane systemami przej ść .  

Definicja 3.8.2 (systemu przej ść) 
Systemem przejść jest strukturą (5 = (5, I, R, V) , gdzie : 

• 5 jest przeliczalnym zbiorem, 

• I � 5, 

• R � 5 x 5 takie , że V ::3 sRs' , sES s' ES . 
• V :  5 ---+ 2AP . 
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Elementy zbioru S t o  stany systemu . Zbiór I jest zbiorem stanów po
czątkowych. R w terminologii systemów przejść to funkcja przej ścia, a V j est 
funkcją przypisującą stanom systemu podzbiory liter zdaniowych spełnio
nych w stanie systemu. 

Definicja 3 .8 .3 (ścieżki) 
Ścieżką w systemie przej ść 6 ( = (S, I ,  R, V ) )  jest nieskończony ciąg 
stanów SOS l S2 . . . taki , że dla dowolnego i � O zachodzi SiRsi+ 1 ' 

Dla danej ścieżki A ( = SO S l S2 . . . ) oraz liczby i � O ,  zapis A [i] j est czytany 
j ako i + l-szy stan ścieżki A, czyli A [i] = Si . 

Zbiór ścieżek, dla których stanem początkowym jest stan S 
to PATHS(s) . Ponieważ w strukturach Kripkego rozważanych w CTL wy
maga się , aby każdy stan miał przynajmniej jeden stan następujący po nim, 
więc dla dowolnego stanu s zbiór ścieżek rozpoczynaj ących się w s jest nie
pusty, czyli PATHS(s) =1= 0 .  

Definicja 3 .8 .4 (p-stanu) 
Stan s taki , że p E V (s)  to p-stan. 

Definicja 3 .8 .5  (p-ścieżki) 
Ścieżka A składająca się wyłącznie z p-stanów to p-ścieżka. 

Spełnianie formuł j ęzyka 'cCTL jest definiowane oddzielnie dla obu wy
stępujących w tym języku rodzajów formuł :  formuł punktowych oraz formuł 
ścieżkowych . 

Definicja 3 .8 .6 (spełniania w stanie) 
Niech 6 ( = (S, I , R, V ) )  będzie systemem przejść .  Dla s E S, dowol
nych formuł punktowych <p, 'IjJ ( E  'ccTd , dowolnej formuły ścieżkowej 
<I> E 'cCTL ' spełnianie w stanie s definiowane jest następuj ąco : 
1 .  6 ,  s 1= <p <p E V(s) , jeśli <p E AP, 
2 .  6 ,  s 1= -,<p nieprawda, że 6, s 1= <p ,  
3 .  6, s 1= <p V 'IjJ 6 ,  s 1= <p lub 6 ,  s 1= 'IjJ ,  
4 .  6 ,  s 1= <p 1\ 'IjJ 6 ,  s 1= <p i 6 ,  s 1= 'IjJ ,  
5 . 6 ,  s 1= <p -> 'IjJ 6 ,  s � <p lub 6 ,  s 1= 'IjJ ,  
6 . 6 ,  s 1= <p +--+ 'IjJ 6 ,  s 1= <p wtedy i tylko wtedy, gdy 6 ,  s 1= 'IjJ ,  
7 . 6 ,  s 1= E<I> istnieje A E P AT H S ( s ) : 6, A 1= <I> , 
8 .  6 , s 1= A<I> dla każdego A E PATHS(s) : 6 , A 1= <I> . 
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Definicja 3 .8 .7 (spełniania w ścieżce) 
Niech 6 (= (S, I, R, V) ) będzie systemem przejść .  Dla ścieżki A, do
wolnych formuł ścieżkowych <I> , W E ,8CTL , spełnianie w ścieżce A defi
niowane jest następująco : 

6 ,  A [l ]  F <I> , 6 , A F O<I> 

6 ,  A F <I>Uw istnieje j 2: O : {6 , A [j ] F W oraz dla dowolnego k 
takiego, że O ::::: k < j : 6 ,  A [k] F <I>} . 

Rozważmy przykład . 

Przykład 3 .8 .2  
Niech system przej ść 6 = (S, I ,  R, V) spełnia następujące warunki : 

• S = {SO , S l , S2 , S3 } , 
• 1 = { so } , 
• R = { (SO , S l ) , ( SO , S2 ) ,  ( S l , SO ) ,  (S l , S3 ) ,  ( S2 , S l ) ,  ( S3 , S3 ) } , 
• V(so ) = {p} , V(sd = {p, q} , V(S2 )  = {q} , V(S3 ) = {p} . 

System 6 możemy graficznie przedstawić następuj ąco: 

8 2  

{q} 
Rysunek 3.5. Graficzna reprezentacja systemu 6 

• 

Rozważmy spełnialność w 6 następujących formuł : EOp, AOp, EGp, 
AGp, EF(EGp) , A(pUq) , E (pU (-,p 1\ A(-,pUq) ) )  , 

• Formuła EOp jest spełniona we wszystkich stanach systemu 6 ,  po
nieważ dla każdego stanu tego systemu istnieje  następnik tego stanu 
taki , w którym zdanie p jest spełnione . Inaczej mówiąc , każdy stan 
systemu 6 ma następnik będący p-stanem. Formuła EOp jest więc 
prawdziwa w 6 ,  czyli 

6 F EOp· 
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• Formuła AOp nie jest spełniona w stanie sa , ponieważ istnieje ścieżka, 
rozpoczynaj ąca się w stanie sa , w której stanem następującym po sa jest 
stan S2 ,  w którym p nie jest spełnione . Nie j est więc tak, że startując ze 
stanu sa , na każdej ścieżce , w stanie następuj ącym bezpośrednio po sa 
jest spełnione p. Startując z dowolnego , innego niż sa stanu ,  jest tak, 
że na wszystkich ścieżkach, w stanach następujących bezpośrednio po 
stanach początkowych, p jest spełnione . Zatem rozważana formuła jest 
spełniona we wszystkich stanach systemu 6 różnych od sa . 

• Rozważając formułę EGp zauważamy, że formuła ta będzie spełniona 
w stanie s, jeśli istnieje ścieżka A E PATHS(s) taka, że dla dowol
nego i w A [i] jest spełnione p. Ponieważ rozważany w CTL operator G 
jest operatorem zwrotnym, więc stawiany warunek spełnialności for
muły EGp nie jest realizowany w stanie S2 . W stanie tym nie jest 
bowiem spełnione p. Zatem w j akiejkolwiek ścieżce A E PATHS(s2 )  
p nie jest spełnione już w stanie startowym. W pozostałych stanach sys
temu 6 daje się znaleźć takie ścieżki , aby p było spełnione w dowolnym 
stanie , należącym do danej ścieżki . 

• Formuła AGp jest spełniona jedynie w stanie S3 ponieważ tylko w tym 
stanie spełniony jest warunek że dla każdej ścieżki A E P AT H S( S3 ) , 
dla każdego i zachodzi 6 ,  A [i] F p. Ze stanu S3 startuje tylko jedna 
ścieżka. Jest to ścieżka postaci S3S3S3 . . . .  W każdym stanie tej ścieżki (na 
każdej pozycj i) spełnione jest p, ponieważ p E V (S3 ) . W' każdym innym 
stanie systemu 6 daje się zbudować ścieżkę A, taką, że dla pewnego i 
w A [i] nie jest spełnione p. 

• Formuła EF(EGp) jest spełniona we wszystkich stanach systemu 6 
ponieważ z każdego stanu s E S jest osiągalny taki stan s' E S, że da 
się z budować ścieżkę A E P AT H S (s') taką, że zdanie p jest spełnione 
w każdej pozycj i  ścieżki A . Formuła EF(EGp) jest więc prawdziwa 
w systemie 6 ,  czyli 

6 F EF(EGp) 

• Formuła A(pU q) nie jest spełniona w stanie S3 , ponieważ , ze stanu S3 
można poprowadzić tylko jedną ścieżkę taką, że w żadnym jej stanie 
nie jest spełnione zdanie q. Startując ze stanu sa nie da się zbudować 
takiej ścieżki , aby zdanie q nie było spełnione w przyszłości. \V stanach 
SI i S2 zdanie q jest spełnione . 

• Formuła E (pU ( ,p!\A( ,pU q) ) ) nie jest spełniona w stanie S3 ponieważ 
startując z S3 nie osiągniemy takiego stanu . w którym spełnione będzie 
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zdanie q. W stanach sa i SI rozważana formuła j est spełniona, ponieważ 
z obu stanów osiągalny jest , za pomocą p-ścieżki , stan S2 , w którym nie 
jest spełnione p, czyli j est spełnione ,p. Ponieważ stan S2 jest q-stanem, 
więc we wszystkich ścieżkach startuj ących z tego stanu spełniona jest 
formuła ,pU q. Ścieżką startuj ącą z Sa , w której rozważana formuła jest 
spełniona, jest ścieżka SOS2S 1 S0S2S 1 . . . .  , ponieważ p E V(So ) , p  9'- V(S2)  
oraz q E V(S l ) . 

Logika CTL jest aksjomatyzowalna. Aksjomatykę adekwatną wzglę
dem przyjętej semantyki zaproponowali Emerson i Halpern [EmHa85] . 

Aksjomatyka CTL 

Dla dowolnych formuł cp , 'l/; E FOR(52cTL) : 

1 .  cp, j eśli cp jest tautologią klasycznej logiki zdań języka 52CTL ' 

2 .  AO(cp ----7 'l/;) ----7 (AOcp ----7 AO'l/;) , 
3 .  EOT, 
4 .  E(cpU'l/;) +--+ ('l/; V (cp /\ EOE( CPU1/J

. 
) ) ) , 

5 . A(cpU'l/;) +--+ (1/J V (cp /\ AOA(cpU1/J) ) ) .  
Reguły: 

MP: 

RGO : 

EIND : 

AIND : 

cp , cp ----7 .7jJ 
'l/; 

f-CTL cp 
f-CTL AOcp 

f-CTL (cp V (1/J /\ EOc/J) )  ----7 c/J 
f-CTL E('l/;Ucp) ----7 c/J 

f-CTL (cp V ('l/; /\ AOc/J) ) ----7 c/J 
f-CTL A( 1/JU cp) ----7 c/J 
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3 .8 . 2 .  Logika CTL* 

Język logiki CTL * różni się od języka logiki CTL tym, że w formu
łach języka ,8CTL operatory O,  G, U poprzedzone są bezpośrednio opera
torem ścieżkowym A lub E. W języku logiki CTL* nie ma takiego ograni
czenia. Argumentem operatora ścieżkowego może być dowolna formuła ję
zyka ,8CTL* ' Definicje formuł punktowych i formuł ścieżkowych są w CTL* 
następujące : 

Definicja 3 .8 .8 (CTL*-formuły punktowej ) 

rp : :  = T I p I rpl /\ rp2 I -,rp I Eip ,  

gdzie p E AP, ip jest formułą ścieżkową. 

Definicja 3 .8 .9 (CTL * -formuły ścieżkowej ) 

ip : : = rp I ipl /\ ip2 I -,ip I Oip I ipl Uip2 , 

gdzie rp jest formułą punktową, a ip ,  ipl , ip2 są formułami ścieżkowymi . 

Na przykład formuły EOOp, EGFp, E(p V q) są formułami języka 
logiki CTL * , nie są zaś formułami języka logiki CTL. 

Język logiki CTL * ma większą si łę ekspresj i niż język logiki CTL. 
Stwierdzenie to nie wynika jedynie z bezpośredniego porównania syn
taktyki obu języków. To , że np. formuła AGFp E ,8CTL* , a jednocześnie 
AG Fp t/: ,8CTL nie oznacza wcale , że w języku ,8CTL nie da się wyrazić 
tego samego za pomocą innej formuły. W przypadku formuły AG Fp taka 
sytuacja ma miej sce. To , co w języku ,8CTL* wyraża formuła AG Fp, w ję
zyku ,8CTL wyraża formuła AF AFp. Większa ekspresywność języka ,8CTL* 
w stosunku do języka ,8CTL jest efektem tego , że istnieją w języku ,8CTL* 
takie formuły, dla których nie istniej ą w języku ,8CTL formuły wyrażające 
to samo. Formułami takimi są np . formuły: 

AFGp V EFq 
bądź 

A(F(p /\ Op) V AG(EFq) 28 . 

28 Dowody, że dla podanych formuł języka logiki CTL* nie istniej ą wyrażaj ące to samo 
formuły języka logiki CTL można znaleźć np. w [Trz08] . 
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Ponadto ,  w logice CTL * zachodzi następujący związek definicyjny: 

A<p := ,E ,<P . 

Związek ten nie zachodzi w logice CTL. 
Logika CTL * jest aksjomatyzowalna. Adekwatną aksjomatykę wzglę

dem przyjętej semantyki podał Reynolds [ReyO l ] . Zanim jednak podamy 
aksjomatykę logiki CTL * ,  ze względu na postać warunku w proponowanej 
regule wnioskowania wprowadzimy pojęcie funkcjonalnej :E + r-rozszerzal
ności. 

Definicja 3 .8 . 10  (:E  + r-rozszerzalności [ReyOl ] ) 
Niech :E ,  r będą z biorami liter zdaniowych. Niech { ip1 , ip2 ,  . . .  , ipn } będzie 
zbiorem formuł punktowych , do budowy których użyto tylko takich 
liter zdaniowych, które należą do zbioru :E oraz takich, że: 

1 . dla dowolnych i i= j, (ipi 1\ ipj ) --+ -.l jest podstawieniem tautologii 
klasycznej logiki zdań, n 

2 .  V ipi  jest podstawieniem tautologii klasycznej logiki zdań. 
i=l 

Niech r będzie zbiorem skończonym. 
() jest funkcjonalnie :E + r-rozszerzalne wtedy i tylko wtedy, gdy 

istniej ą  go E r oraz funkcja p : r x { l , . . .  , n} --+ r taka, że 

n 
() = qo I\ AG !\ !\ ( (q l\ ipi ) --+ AOp(q , i ) ) I\ AG /\ , (q 1\ q' ) .  

qEE i= l q!4�E 

Mając zdefiniowane pojęcie funkcjonalnej :E+r-rozszerzalności możemy 
podać aksjomatykę logiki CTL * .  

Aksjomatyka CTL * 

Dla dowolnych formuł ip, 1jJ E FOR(52cTL* ) : 
1 .  ip, jeśli ip jest tautologią klasycznej logiki zdań języka 52cTL' , 
2 .  F" ip +--+ Fip, 
3 .  G(ip --+ 1jJ) --+ (Gip --+ G1jJ) , 
4 .  Gip --+ (ip 1\ Oip 1\ OGip) , 
5 . O'ip +--+ ,Oip, 
6 .  O(ip --+ 1jJ) --+ (Oip --+ 01jJ) , 
7 .  G(ip --+ Oip) --+ (ip --+ Gip) , 
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8 .  (cpU 1/J) +-+ (1/J V (cp /\ O ( cpU 1/J ) ) ) , 
9 .  (cpU1/J) +-+ F1/J, 

10 .  A(cp -+ 1/J) -+ (Acp -+ A1/J) , 
1 1 .  Acp -+ AAcp, 
1 2 .  Acp -+ cp , 
1 3 .  cp -+ AEcp, 
14 .  A-,cp +-+ -,Ecp, 
1 5 .  p -+ Ap, dla dowolnego p E AP, 

16 .  AOcp -+ OAcp, 
1 7 . AC (Ecp -+ EO( (E1/J)U (Ecp) ) ) -+ (Ecp -+ EC( (E?jJ)U (Ecp) ) ) . 
Reguły: MP, RG 
RA: 

RAA: 

Acp 

I-CTL* e -+ cp 
I-CTL* cp 

1 2 1  

dla dowolnych e ,  cp , jeśli istnieją  rozłączne zbiory � , r liter zdaniowych, 
takie , że wszystkie litery zdaniowe występujące w formule cp należą do � ,  
a e jest funkcjonalnie � + r -rozszerzalne . 

Z teoretycznego punktu widzenia logika CTL * jest logiką bardziej in
teresującą, gdyż klasa problemów wyrażalnych za pomocą języka tej logiki 
jest znacznie bogatsza niż za pomocą języka logiki CTL. Większa ekspre
sywność języka "cCTL* nie przesądza jednak o jego większej przydatności 
w przypadku zastosowań praktycznych . Logika CTL * ma bowiem większą 
złożoność. O ile bowiem problem rozstrzygalności logiki CTL ma złożo
ność wykładniczą [Emer90] , o tyle problem rozstrzygalności logiki CTL * 
jest problemem o złożoności podwójnie wykładniczej [EmJut88] . 

3 .9 .  Logiki czasu alternującego 

Logiki CTL i CTL* znakomicie nadają się do specyfikacj i systemów 
zamkniętych , czyli systemów, których zachowanie j est całkowicie zdeter
minowane przez stan systemu. Rozważa się j ednak również tzw. systemy 
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otwarte ,  tj . systemy, które wchodzą w interakcje ze środowiskiem. Zachowa
nie systemu otwartego zależy zarówno od stanu samego systemu j ak również 
od zachowania środowiska. Do specyfikacj i systemów otwartych służą logiki 
czasu alternującego 29 . 

3 .9 . 1 .  Logika ATL 

Logika czasu alternującego ATL (ang. Alternating-t ime TemporaI Lo
gic) została opisana przez Alura, Henzingera i Kupfermana w [Alur97] , 
[Alur98] , [Alur02] i j est uogólnieniem logiki CTL. Służy ona do modelowa
nia otwartych systemów wielopodmiotowych lub modelowania gier , w któ
rych bierze udział wiele podmiotów (graczy) . 

Znane z CTL operatory ścieżkowe zastąpiono w ATL operatorami 
umożliwiającymi opisywanie strategii graczy i grup graczy. Operatory tem
poralne w ATL parametryzowane są zbiorami graczy. Język logiki ATL 
umożliwia opis strategii pojedynczych graczy, bądź strategii graczy będą
cych ze sobą w koalicj i .  

Logika ATL jest definiowana ze względu na skończony zbiór II formuł 
atomowych oraz skończony zbiór � ( = { l , . . .  , k } ) graczy30 .  

Język logiki ATL tworzymy wzbogacając język logiki CTL o kwanty
fikatory ścieżkowe . Kwantyfikatory te służą do wyrażania zdolności koali
cyjnych grup graczy i parametryzowane są przez zbiory graczy. Dla dowol
nego zbioru A graczy będących w koalicj i ,  wprowadza się operator ścież
kowy ((A)) . Rozumienie tego operatora jest następujące : 

((A)) rp - grupa graczy ze zbioru A ma wspólną strategię , aby wymusić wy
stąpienie formuły rp ,  niezależnie od tego , co zrobią inni gracze . 

Operatory 0 ,  D,  U są operatorami temporalnymi , odczytywanymi od
powiednio j ako : następny, zawsze oraz dopóki . 

.e�;L 3 1 to język logiki ATL generowany ze względu na II i � .  

29 Używa się także określenia czas naprzemienny. 

30 Logika CTL może być postrzegana j ako szczególny, j ednograczowy przypadek logi
ki ATL.  
31 W sytuacjach , gdy nie będzie to powodowało wieloznaczności , będziemy pisali po pro

stu .l:!ATL.  
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Definicja 3 .9 . 1 (zbioru FOR(��;;d ) 

1 .  Jeśli 'P E II,  to 'P E FOR(��;;d . 
2 .  Jeśli 'P ,  'lj; E FOR(��;;d , to ''P ,  ('PV'lj;) ,  ('PI\'lj;) ,  ('P -t 'lj;) ,  ('P ...... 'lj;) ,  

((A)) O'P, ((A)) D'P,  ((A)) ( ('P)U('lj;) ) E FOR(��;;d, gdzie A(�  2:) 
jest zbiorem graczy. 

3 .  Nie ma innych formuł języka ��;;L oprócz wyrażeń, które dadzą 
się skonstruować w skończonej liczbie kroków zgodnie z warunkami 
wymienionymi w punktach 1 i 2 .  

Zamiast pisać (( {a l , a2 ,  . . .  , az } )) , będziemy pisać ((al , a2 ,  . . .  , az )) , nato
miast zamiast pisać ((0 )) będziemy stosować zapis (( )) . 

Operator ((A)) O , ewentualnie w przyszłości, definiujemy następuj ąco : 

((A)) O'P : = ((A)) TU 'P . 

Rozważymy teraz , dla przykładu, kilka formuł języka �ATL ' 

Przykład 3 .9 . 1  

1 .  ((A)) O'P ,  
2 .  ((A)) D'P, 
3 .  , ((A)) O'P 1\ , ((B)) O'P 1\ ((A U B)) O'P,  
4 .  ((A U {a} ))O'P -t (( {a} ))O'P. • 

Pierwsza formuła mówi o tym, że grupa graczy ze zbioru A (nazwijmy 
tę grupę koalicj ą) ma wspólną strategię , aby wymusić ewentualne wystą
pienie 'P w przyszłości . 

Formuła druga stwierdza, że koalicj a A ma strategię , aby 'P występo
wało zawsze czyli , aby 'P było elementem niezmienniczym systemu. 

Formuła trzecia wyraża w pewnym sensie znane powiedzenie : duży 
może więcej . Formuła ta stwierdza bowiem, że osobno ani koalicj a A, ani 
koalicj a B nie mają strategii na wymuszenie występowania 'P w następnym 
stanie gry. Jednak połączenie A i B skutkuje zaistnieniem wspólnej strategii · 
prowadzącej do wymuszenia zaistnienia 'P w następnym stanie gry. 

Ostatnia z podanych formuł mówi tyle , że gracz a nie potrzebuje żad
nego z graczy ze zbioru A, aby w następnym stanie gry wymusić wystąpienie 
formuły 'P. 
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Semantyka ATL 

Zaproponowano trzy równoważne semantyki dla języka logiki ATL:  se
mantykę bazującą na strukturach gier równoczesnych, semantykę bazującą 
na systemach przej ść alternujących 32 oraz semantykę bazującą na efektyw
ności koalicyjnej 33 . 

Rozważymy semantykę bazuj ącą na strukturach gier równoczesnych. 
Gry równoczesne 34 to takie , w których w danym stanie gry każdy z graczy 
podejmuje decyzje niezależnie od graczy pozostałych, a kombinacja wybo
rów graczy determinuje następny stan gry. Gracz podejmujący decyzję nie 
ma zatem wiedzy o decyzjach podjętych przez innych graczy35 . 

Definicja 3 .9 .2 (struktury gry równoczesnej ) 
Struktura gry równoczesnej to szóstka (5 = ( k , Q , II , 7T , d , ó) ,  gdzie : 

• k 2': 1 jest liczbą graczy. Gracze identyfikowani są za pomocą przy
pisanych im numerów. Zbiór graczy { l ,  . . .  , k } będziemy oznaczać 
przez L: .  

• Q jest skończonym zbiorem stanów, 

• II jest skończonym zbiorem zdań atomowych, 

• 7T : Q f---7 2II jest funkcj ą etykietuj ącą. Dla każdego stanu q ( E  Q) ,  
zbiór 7T (q) � II jest zbiorem zdań atomowych w stanie q . 

• Funkcja d :  L: x Q f---7 N jest funkcją specyfikującą ilość ruchów 
dostępnych danemu graczowi w określonym stanie gry. Dla każ
dego gracza a E { l ,  . . .  , k } oraz każdego stanu q ( E  Q) ,  da (q) 2 1 
jest liczbą ruchów dostępnych graczowi a w stanie q . Ruchy gra
cza a w stanie q etykietowane są liczbami naturalnymi 1 ,  . . .  , da (q) . 
Dla każdego stanu q ( E  Q) wektorem ruchu w q jest struktura 
(jl , j2 ,  . . .  , jk ) taka, że 1 ::; ja ::; da (q) dla każdego gracza a . 

32 Semantykę logiki ATL bazującą na systemach przejść alternatuj ących omówimy w roz
działach następnych, przy analizie epistemicznej wersj i logiki ATL, czyli logiki ATEL. 

33 Dowód równoważności wymienionych semantyk można znaleźć w pracach [GoDri06] , 
[Jam04] . 
34 W tego typu grach równoczesność mierzy się nie w terminach j akiegoś zewnętrznego 

czasu, ale w terminach przepły\\'u informacji między graczami . 
:35 Innym rodzajem gier są gry turowe (etapowe) , w których gracz podejmuje decyzję 

znaj ąc decyzje swoich oponentów. Przykładowymi grami tego rodzaju są warcaby. szachy, 
turowe gry komputerowe. 
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Niech D (q) będzie zbiorem 
{ 1 , 2 ,  . . .  , dl (q) } x { 1 , 2 ,  . . .  , d2 (q) } x · ·  · { 1 , 2 , . . .  , dk (q) } , 

gdzie q E Q. Funkcja D to funkcja ruchu. 

• Dla każdego stanu q ( E  Q) oraz każdego wektora ruchu 
(jl , j2 ,  . . .  , jk ) ( E  D (q) ) stan 5 (q , jl , . . . , jk ) ( E  Q) jest stanem gry, 
uzyskanym ze stanu q, jeśli każdy z graczy a ( E  { l , 2 ,  . . .  , k} ) wy
bierze ruch ja . Funkcja 5 to funkcja przejścia. 

Liczba stanów struktury 6 jest równa mocy zbioru Q . Liczba przejść 
w strukturze 6 jest równa 

m = � d1 (q) x . . . X dk (q) . qEQ 
Definicja 3 .9 .3 (sukcesora) 

Stan q' jest sukcesorem stanu q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 
wektor ruchu (jl , . . .  , jk ) E D (q) taki , że q '  = 5 (q , jl , . . . , jk ) ' 

Stan q' jest zatem sukcesorem stanu q ,  wtedy i tylko wtedy, gdy gracze 
mogą wykonać takie ruchy w stanie q, aby stan q' był stanem następnym. 

Ścieżkę w strukturze 6 oraz q-ścieżkę ,  czyli ścieżkę zaczynającą się 
w stanie q, definiuje się tak samo, j ak w przypadku logik CTL i CTL* . 

Dla ścieżki A ( = qOql q2 . . . . .  ) oraz pozycj i  i � O przyjmujemy następujące 
oznaczenia: 
A [i] - i-ty stan ścieżki A ,  
A [O ,  i ]  - skończony prefix qOql q2 . . .  qi ścieżki A ,  
A [i , oo] - nieskończony sufiks qiqi+ l qi+2 . . . . .  ścieżki A .  

Formuły logiki ATL są interpretowane w odniesieniu do stanów struk
tur 6 gier równoczesnych , które maj ą takie same zbiory formuł atomowych 
oraz takie same zbiory graczy. 

W celu ustalenia wartościowania formuły ((A)) r.p w stanie q struk
tury 6 ,  rozważa się grę , maj ącą nieskończoną ilość rund . Po każdej z nich 
ustalany jest stan gry, który jest stanem struktury 6 . Pozycją począt
kową jest q .  Następnie rozważa się grę w pewnym stanie u . W celu ak
tualizacj i  stanu gry gracze (protagoniści) wybierają dla każdego a ( E  A) 
ruch ja (E { 1 , 2 ,  . . .  , da (u) } ) . W odpowiedzi na ruchy protagonistów, ich 
przeciwnicy w grze (antagoniści) wybierają dla każdego z graczy b (E �\A) 
ruch jb ( E  { l , 2 ,  . . .  , da (u) } ) . Po wykonaniu tych operacj i stan gry jest aktu
alizowany do 5(U , jl , . . .  , jk ) ' Gra jest kontynuowana bez ograniczenia ilości 
wykonanych ruchów. 
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Protagoniści wygrywają grę , jeśli wynikowe przetwarzanie spełnia pod
formułę !.p,  będącą formułą temporalną, w której zewnętrznym operatorem 
jest jeden z operatorów: 0, D lub U. W przeciwnym razie wygrywają an
tagoniści . 

ATL-formuła jest spełniona w stanie q wtedy i tylko wtedy, gdy pro
tagoniści mają w tym stanie strategię wygrywającą. 

Definicja 3.9.4 (strategii gracza) 
Strategia gracza a (E 2:: ) to funkcja Ja , która każdemu niepustemu 
ciągowi ), E Q+ przypisuje  liczbę naturalną taką, że jeśli ostatnim sta
nem ). jest stan q, to 1 ::; Ja ().) ::; da (q) . 

Definicja 3 .9 .5  (zbioru wyników) 
Niech q E Q ,  A � 2:: , FA = {ja : a E A} (jedna strategia dla każdego 
gracza ze zbioru A) . 
Zbiór out (q , FA) wyników FA to zbiór wszystkich q-ścieżek, które gra
cze ze zbioru A mogą wymusić stosując strategie ze zbioru FA . 
Ścieżka ). = qo , ql , q2 , . . .  jest w zbiorze out (q , Fj..) , jeśli qo = q oraz dla 
wszystkich i 2': 0, istnieje wektor ruchu (j1 1 j2 1 . . .  , jk ) ( E D ( qi ) )  spełnia
j ący warunki : 
1 . ja = Ja (). [O ,  iD dla każdego a ( E A) , 
2 . J(qi , jl , j2 ,  . . .  , jk )  = q + 1 . 

Zdefiniujemy teraz ruch grupy A graczy (A-ruch) oraz strategię grupy A 
graczy (A-strategia) . 

Definicja 3 .9 .6 (A-ruchu) 
Niech q E Q, A � 2:: . 
A-ruch O' to (O'a ) aEA takie , że 1 ::; O'a ::; da (q) . 

D A (q) 36 , to zbiór wszystkich A-ruchów w stanie q .  
Stan q '  jest niesprzeczny z A-ruchem O' (E DA (q) ) ,  wtedy i tylko wtedy, 

gdy istnieje wektor ruchu (jż , jż+ l , . . .  , jk ) (E D (q) ) taki , że 

1 .  ja = O'a , dla dowolnego a E A, 

2 .  J(q , jż , . . .  , jk ) = q' . 

Zbiór out (O') to zbiór wszystkich stanów niesprzecznych z 0' . 

36 Zauważmy, że D{12 . . . .  k } (q) = D (q) . 
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Intuicyjnie , gdy gra j est w stanie ą, dla dowolnego A-ruchu eJ E DA (ą) , 
bez względu na to , co zrobią inni gracze , następny stan gry będzie stanem 
ze zbioru out (eJ) .  

Spełnianie formuły w strukturze 6 w stanie ą definiowane jest nastę
pująco : 

Definicja 3 .9 .7  
Dla dowolnej struktury 6 ( = ( k , Q ,  II ,  7r ,  d, Ó) ) ,  dowolnej formuły 
cp (E FOR(��:id) , oraz dowolnego stanu ą ( E Q) : 
1 . 6 , ą F cp cp E 7r (ą) , jeśli cp E II ,  
2 . 6 , ą F -,cp 6 , ą F cp, 

3 .  6 ,  ą F cP V 7/J 
4 . 6 ,  ą F cP 1\ 1jJ 

5 . 6 ,  ą F cP ---+ 1jJ 

6 . 6 , ą F cp r+ 1jJ 

7. 6 , ą F ((A)) Ocp 

8 .  6 , ą F ((A)) Dcp 

9 .  6 , ą F ((A)) (cpU1jJ) 

6 , ą F cp lub 6 , ą  F 1jJ , 

6 , ą F 'P i 6 , ą F 1jJ ,  

6 , ą F 'P lub 6 , ą F 1jJ ,  

6 ,  ą F cp wtedy i tylko wtedy, gdy 6 ,  ą F 1jJ ,  

istnieje FA takie , ż e  dla każdego 
A (E out (ą ,  FA) )  : 6 , A [I ] F cp, 

istnieje FA takie , że dla każdego 
A (E out (ą , FA) )  i dla każdego i 2': O :  
6 , A [i] F l(J ,  

istnieje FA takie , że  dla każdego 
A (E  out (ą , FA) )  istnieje i 2': O takie , że 
{6 ,  A [i ] F 1jJ oraz dla każdego j ,  O ::; j ::; i :  
6 ,  A [j ] F 'P . } .  

Zauważmy, ż e  operator następnika O jest operatorem lokalnym, bo
wiem 6 ,  ą F ((A)) Ocp wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego gracza a E A, 
istnieje ruch ja E { I ,  2 ,  . . .  , da  (ą) } ,  taki , że  dla dowolnego gracza b E L:\A 
oraz dowolnego ruchu jb E { I ,  2 ,  . . .  , db (ą) } : 6 ,  Ó (ą , jl , j2 , . . .  , jk ) F l(J .  

Zapis F ((A)) l(J czytamy: gracze ze  zbioru A kooperują ze  sobą w celu 
uzyskania wystąpienia cp. Oprócz operatora (O) wprowadza się operator 
ścieżkowy [ l przy czym zapis [A]cp czytamy: gracze ze zbioru A nie mogą 
kooperować aby uniknąć l(J. 

vV ATL wprowadza się następujące skróty definicyjne :  
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[A]Dcp : = -, ((A)) <)-,ip, 
[A]Oip : = -, ((A)) D-,ip. 

Dla danego stanu q ( E Q) oraz zbioru � ( E PATHS(q) ) ,  gracze ze 
zbioru A mogą wymusić � ,  jeśli istnieje zbiór FA taki , że out (q , FA) � �.  
Analogicznie , powiemy, ż e  gracze ze zbioru A mogą uniknąć � jeśli ist
nieje zbiór strategii FA (jedna strategia dla każdego gracza) taki , że 
� n out (q , FA ) = 0 . Jeśli gracze ze zbioru A mogą wymusić zbiór ścieżek � ,  
t o  gracze z e  zbioru �\A nie mogą uniknąć � .  Zatem: 

jeżeli 6, q F ((A)) ip , to 6, q F [�\A]ip . 
Zależność odwrotna nie musi zachodzić . To , że antagoniści nie mają 

strategii , aby uniknąć ip, nie znaczy wcale , że protagoniści maj ą strategię 
na wymuszeme ip . 
Przykład 3 .9 .2  

Niech 6 będzie taka, że :  k = 2 ,  Q = {q , ql , q2 , q3 , q4 } ,  II = {p} ,  7T (qd = 
7T (q4 ) = p, 7T (q2 )  = 7T(q3 ) = 0 ,  dl (q) = d2 (q) = 2 ,  Ó (q , 1 , 1 )  = ql , Ó (q , 1 , 2 ) = 
q2 ,  Ó (q , 2 , 1 )  = q3 , Ó (q , 2 ,  2) = q4 . 

Graficznie strukturę tę można przedstawić następująco : 

� {p} � 0 

L�g� /�,2�� 
CD 

\-:;:2�/ �< 2.2>7 
� 0 Ci) {]i} 

Rysunek 3 .6 .  Struktura 6 falsyfikująca [2:\A]ip ---+ ((A)) 'P 
W strukturze 6 :  

6 , q F (( l ))Op 
oraz 

6 , q F [2]Op· 
'IV strukturze 6 , w stanie q , gracz 1 nie ma strategii , aby wymusić p 

w następnym stanie , natomiast gracz 2 nie lna strategii , aby w następnym 
stanie uniknąć p. • 
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Logika ATL jest aksjomatyzowalna. Aksjomatykę tej logiki podał Go
ranko [GorOl ] . Następnie , wspólnie z van Drimmelenem wykazali pełność 
aksjomatyki względem semantyki bazuj ącej na strukturach gier równo
czesnych [GoDri06] .  

Aksjomatyka ATL 

Dla dowolnych formuł 'P, 'IjJ E FOR(�ATL) : 
1 . 'P , jeśli 'P jest tautologią klasycznej logiki zdań języka �ATL , 
2 . -, ((A))O � , 
3 .  ((A)) OT , 
4 . -, ((0))O-''P --+ (('E.))O'P, 
5 . ( ((Al ))O'P /\ ((A2 ))O'IjJ) --+ ((Al U A2 ))O('P /\ 'IjJ) ,  dla Al n A2 = 0 , 
6 .  ((A)) O'P � ('P /\ ((A))O ((A)) D'P) , 
7. ((0 )) D ('IjJ --+ ('P /\ ((A))O'IjJ) ) --+ ((0)) 0 ('IjJ --+  ((A)) D'P) , 
8 .  ((A)) 'PU'IjJ � ('IjJ V ('P /\ ((A))O ((A)) 'PU'IjJ) ) , 
9 .  ((0 )) 0 ( ('P V ('IjJ /\ ((A))04» ) --+ 4» --+ ((0)) D ( ((A)) 'PU'IjJ --+ 4» .  

Reguły: 
MP: 

'P , 'P --+ 'IjJ 

((A))O � monotoniczność : 

((0 )) 0 � ukoniecznianie : 

((A))O'P --+ ((A))O'IjJ 

'P 
((0)) D'P 

, 

Podamy teraz przykłady formuł wyprowadzalnych w systemie ATL .  

Twierdzenie 3 .22 

1 . f-ATL ((0)) O'P --+ 'P, 
2 .  f-ATL ((A))O'P --+ -, (('E. \ A))O-''P, 
3 .  f-ATL ((A))O('P /\ 'IjJ) --+ ((A))O'P , 
4 . f-ATL ((Al ))O'P --+ ((Al U A2 ))O'P, jeśli Al n A2 = 0 , 
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5 .  f--ATL ((Al ))O'P -+ ((A2 ))O'P, jeśli Al � A2 , 
6 .  f--ATL -, ((0)) D-,'P +-+ (('L.)) O'P , 
7. f--ATL -, (('L.)) D-,'P +-+ ((0 )) O'P. 

Dowód. 
Udowodnimy tylko 3, 4 i 5. Dowody pozostałych formuł są analogiczne . 

Ad. 3 
N a podstawie aksjomatu 1 mamy f--ATL ('P 1\ 'l/J) -+ 'P. Stosując do tej 

formuły regułę ((A))O - monotoniczność , otrzymujemy: 

f--ATL ((A))O( 'P 1\ 'l/J) -+ ((A)) O'P· 

Ad. 4 
Niech zbiory Al i A2 będą rozłączne , czyli Al n A2 = 0 . Z aksjomatu 5 

otrzymujemy: 

Na podstawie aksjomatu 3 mamy: 

(2 )  
Z aksjomatu 1 mamy: 

(3 )  f--ATL (( ((Al ))O'P 1\ ((A2 ))OT) -+ ((Al U A2 ))O( 'P 1\ T)) -+ 

( ((A2))OT -+ ( ((Al ))O'P -+ ((Al U A2 ))O( 'P 1\ T) ) ) . 
Na podstawie ( 1 ) ,  (3 )  i MP otrzymujemy: 

(4) f--ATL ((A2 ))OT -+ ( ((Al ))O'P -+ ((Al U A2 ))O (  'P 1\ T) ) . 
Z (2 ) , (4) i MP mamy: 

(5 )  f--ATL ((Al ))O'P -+ ((Al U A2 ))O( 'P 1\ T) . 
Z punktu 3 niniej szego twierdzenia mamy: 

(6) 

Na podstawie (5 ) , (6) i SYLL otrzymujemy: 

(7) 

Ad. 5 
Zauważmy, że j eśli Al � A2 , to zbiory Al oraz A2 \ Al są rozłączne . 

Z punktu 4 niniej szego twierdzenia otrzymujemy więc : 
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(2 )  D 

W logice ATL wyprowadzalne są dodatkowe reguły specyficzne . 

Twierdzenie 3 .23 

'P --+ 1j; 
1 .  ------

((A)) D'P --+ ((A)) D1j; 
((A)) D - monotoniczność 

'P --+ 1j; , cp --+ X 
2 . -------

((A)) 'PU cp --+ ((A))1j;U X 
c.p 

((A)) U - monotoniczność 

3. --- , 
((A))Dc.p 

((A)) D - ukoniecznianie 

B --+ (c.p /\ ((A)) OB) 
4 . ----'----

B --+ ((A)) Dc.p 
((A)) D - indukcja 

( 1j; V (c.p /\ ((A)) OB) )  --+ B 
5 .  �-------

((A)) c.pU 1j; --+ B 
((A)) U - indukcja 

Dowód. 
Podamy dowód tylko dla 1 .  Pozostałe dowody przeprowadza się analo

gicznie . 

Ad. 1 
Załóżmy, że: 

( 1 )  

Na  podstawie aksjomatu 6 mamy: 

(2 )  ((A)) Dc.p --+ (c.p /\ ((A)) O((A)) Dc.p ) . 
Z aksjomatu 1 otrzymujemy: 

(3) ( ((A)) D'P --+ (c.p /\ ((A))O((A)) Dc.p)) --+ 
( ( 'P --+ 1j;) --+ ( ((A)) Dc.p --+ (1j; /\ ((A)) O ((A)) Dc.p ) ) ) . 

Na podstawie (2 ) , (3 )  i MP dostajemy: 

(4) ('P --+ vJ) --+ ( ((A)) D'P --+ (l/J /\ ((A))O ((A)) Dc.p)) . 
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Z ( 1 ) ,  (4) i MP mamy: 

(5 )  ((A)) Dp --> ('Ij; 1\ ((A)) O ((A)) O'P ) . 
Po zastosowaniu do (5 )  reguły ((0 )) 0 - ukoniecznianie otrzymujemy: 

(6) ((0 )) 0 ( ((A)) O'P --> ('Ij; 1\ ((A))O ((A)) O'P)) . 
Na podstawie aksjomatu 7 mamy: 

(7) ((0 )) 0 ( ((A)) O'P --> ('Ij; 1\ ((A)) O ((A)) O'P ) )  --> 

((0 )) 0 ( ((A))O'P --> ((A)) O'lj;) . 
Z (6) , (7) i MP dostajemy: 

(8) ((0 )) 0 ( ((A))O'P --> ((A)) O'lj;) . 
Na podstawie (8) , punktu 1 twierdzenia 3 .22 i MP otrzymujemy: 

(9) ((A))O'P --> ((A)) O'lj; . o 

3.9.2. Logika ATL * 

Logika ATL jest fragmentem silniej szej logiki ATL * .  Związek między 
ATL a ATL * jest analogiczny do tego , j aki zachodzi między logikami CTL 
i CTL* . 

W języku logiki ATL * , podobnie j ak w języku logiki CTL * , występują 
dwa rodzaje formuł :  formuły punktowe oraz formuły ścieżkowe. 

Definicja 3 .9 .8 (formuły punktowej języka 'cATL* ) 

1 .  Jeśli 'P E II, to 'P jest formułą punktową. 

2 .  Jeśli 'P, 'Ij; są formułami punktowymi , to ''P, ('P V 'Ij;) , ('P 1\ 'Ij;) , 
('P --> 'Ij;) , ('P +--t 'Ij;) też są formułami punktowymi. 

3. Jeśli A (� �) j est zbiorem graczy, a <I> j est formułą ścieżkową, to 
((A)) <I> , jest formułą punktową. 

Definicja 3 .9 .9 (formuły ścieżkowej j ęzyka 'cATL* ) 

1 .  Formuły punktowe są formułami ścieżkowymi .  

2 . Jeśli <I> , \li" są formułami ścieżkowymi , to ,<I> , (<I> V \lI") ,  (<I> 1\ \lI") ,  
(<I> --> \lI") ,  (<I> +--t \lI") ,  O <I> , ( <I»  U (\li")  też są formułami ścieżkowymi . 
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Spełnianie formuł punktowych określane j est ze względu na stany struk
tury gry, natomiast spełnianie formuł ścieżkowych określane jest ze względu 
na ścieżki w strukturze . 

Logika ATL * jest w pewnym sensie podobna do logiki CTL * z tą róż
nicą, że kwantyfikacja ścieżkowa w logice ATL * j est parametryzowana ze 
względu na graczy. Pozostałe operatory temporalne definiowane są w zwy
kły sposób . W szczególności wprowadzamy skróty definicyjne :  

O'P := TU'P, 

D'P := -,O-''P. 

Podobnie j ak w języku logiki ATL ,  tak i w języku logiki ATL * definiu
jemy operator 

[A] 'P  := -, ((A)) -,'P . 

Logika ATL może być postrzegana j ako fragment logiki ATL * skła
dający się ze wszystkich formuł ,  w których każdy operator temporalny 
jest bezpośrednio poprzedzony operatorem ścieżkowym. Definicj a spełnia
nia formuły w ATL * jest następuj ąca: 

Definicja 3 .9 . 10  (spełniania w strukturze, w stanie q) 
Dla dowolnej struktury 6 gry równoczesnej , dowolnego przebiegu 37 A 
w 6 ,  dowolnego stanu q , dowolnych 'P, 'IjJ E 'cATL* : 
1 . 6 ,  q F 'P 'P E 7r (q) ,  jeśli 'P E II ,  
2 . 6 ,  q F -''P nieprawda, że 6 ,  q F 'P , 
3 .  6 ,  q F 'P V 'IjJ 6 ,  q F 'P lub 6 ,  q F 'IjJ ,  
4 .  6 , q F 'P J\ 'IjJ 6 , q F 'P  i 6 , q F 'IjJ ,  
5 .  6,  q F 'P --+ 'IjJ == 6 ,  q � 'P lub 6 ,  q F 'IjJ ,  
6 .  6 ,  q F 'P +--+ 'IjJ == 6 ,  q F 'P wtedy i tylko wtedy, gdy 6 ,  q F 'IjJ , 

7 .  6 ,  q F ((A)) 'P istnieje FA takie , że dla każdego A E out (q , FA) : 

8 .  6 ,  A F 'P 
9 .  6 ,  A F -''P 

1 0 . 6 ,  A F 'P V 'IjJ 

S, A F 'P , 
6 ,  A [O] F 'P , jeśli 'P jest formułą punktową, 

nieprawda, że 6 ,  A F 'P , 
6 ,  A F 'P lub 6 ,  A F 'IjJ ,  

3 7  W przypadku struktur gier równoczesnych ścieżka może być utożsamiana z możliwym 
przebiegiem gry. 
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1 1 .  6 , >' F <p l\ 'lj;  == 6 , >' F <p i 6 , >' F 'lj;, 

1 2 .  6 ,  >. F <p ---t 'lj; == 6 , >. � <p lub 6 ,  >. F 'lj;, 
1 3 .  6 ,  >. F <p +-t 'lj; == 6 ,  >. F <p wtedy i tylko wtedy, gdy 6 ,  >. F 'lj; , 
14 .  6 ,  >. F O<P 6 ,  >' [1 , 00 ] F <p ,  
1 5 .  6 ,  >. F <pU'lj; istnieje i 2: O takie , że {6 ,  >' [i , 00 ] F 'lj; 

oraz dla dowolnego j , takiego , że O :s: j :s: i : 
6 ,  >.U, 00] F <p .  

Strategia, którą gracz wybiera podczas gry, może zależeć od przebiegu 
gry od startu do momentu,  w którym gracz aktualnie się znajduje .  Ponie
waż , zarówno w logice ATL ,  j ak też w logice ATL* przyjmuje się , że gry 
są prowadzone bez ograniczenia na ilość wykonanych ruchów (ruchów teo
retycznie może być nieskończenie wiele) , strategia gracza może potencjal
nie zależeć od nieograniczonej ilości informacj i .  Jednak istnienie dla gracza 
strategii wygrywającej implikuje istnienie skończonej strategii wygrywają
cej [BiiLa69] , która zależy od skończonej ilości informacj i o historii gry. 
Semantyki ATL oraz ATL * mogą być zatem w sposób równoważny defi
niowane za pomocą struktur skończonych. 

3 . 10 .  Podsumowanie 

Przedmiotem rozważań niniej szego rozdziału była problematyka opisu 
czasu i jego własności w języku logiki . Omówiliśmy wybrane systemy logiki 
temporalnej . Taki , a nie inny wybór systemów determinowany był faktem, 
że opisywane w kolejnych rozdziałach epistemiczne logiki temporalne ba
zują  na tych, a nie innych systemach logiki temporalnej . Przedyskutowali
śmy minimalną logikę tensalną. Rozważyliśmy dwie wersje tej logiki : wersję 
z operatorami priorowskimi oraz ze względu na większą siłę wyrazu, wer
sję z operatorami Kampa. Przedyskutowaliśmy także logiki czasu oblicze
niowego oraz logiki czasu alternuj ącego . Dysponując systemami logicznymi 
służącymi do opisu wiedzy oraz systemami logicznymi służącymi do opisu 
czasu , możemy konstruować systemy, w których wystąpią oba formalizmy. 
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Rozdział 4 

Temporalizacja systemów logicznych 

Reprezentacja w językach formalnych wiedzy zmieniaj ącej się w czasie 
wymaga języka, który powinien umożliwiać wyrażanie wiedzy - lub niewie
dzy - podmiotów poznających. Powinien zatem zawierać operatory episte
miczne . Aby jednak możliwe było wyrażanie wiedzy zmieniaj ącej się w cza
sie , język powinien zawierać także operatory temporalne . Występowanie 
w języku tych dwóch grup operatorów sprawia, że w takim języku moż
liwa jest formalizacj a zdań dotyczących zarówno wiedzy jak i czasu, czyli 
formalizacja temporalno-epistemiczna. 

Język spełniaj ący podane warunki może być konstruowany na różne 
sposoby. Może to być język tworzony od podstaw, na potrzeby nowego sys
temu, j ak również taki , który powstaje w wyniku dodania do systemu wy
miaru czasowego , czyli temporalizacj i  systemu logicznego . 

W niniej szym rozdziale przedstawimy podstawowe zagadnienia zwią
zane z temporalizacj ą systemów logicznych . 

Można wyróżnić dwie metody umożliwiaj ące wprowadzenie wymiaru 
temporalnego do systemu logicznego . Są to temporalizacja wewnętrzna 
i temporalizacja zewnętrzna. 

Gabbay i Finger stwierdzają, że w przypadku temporalizacj i  wewnętrz
nej nie należy rozpatrywać systemu j ako całości , lecz należy przeanalizować 
z j akich wewnętrznych elementów zbudowany jest system, a następnie do
konać transformacj i wewnętrznych komponentów systemu w komponenty 
zależne od czasu. Zakładaj ą przy tym, że system poddawany temporali
zacj i  wewnętrznej może być opisany poprzez j ego komponenty składowe . 
Suma temporalnych opisów wszystkich jego wewnętrznych komponentów 
daje temporalny opis całego systemu [FinGab93, s. 1 ] . 

Przykładem wewnętrznej temporalizacj i systemu logicznego może być 
konstrukcj a, zaproponowana przez Gabbay'a [Ga9 1b] . Niech 'ce , 'cL będą 
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dwoma językami logiki pierwszego rzędu . Język 'cc Gabbay określa j ako ję
zyk globalny. Język 'cL określany jest j ako język lokalny. Dwusortowy język 
predykatowy 'cLk ('cC) uzyskany przez Gabbay'a jest rezultatem połącze
nia języków 'cc i 'cL . Jeżeli rozważamy język 'cL� ('cC ) ,  to P* (t , Xl , . . .  , Xn ) 
czytamy j ako zachodzenie formuły P (Xl , . . .  , xn ) w momencie t . W przy
padku, gdy język 'cc służy do opisu relacj i porządkuj ącej R, wynikowy 
język 'cLk ('cC) może być postrzegany j ako język logiki predykatów, zasto
sowany do logiki temporalnej . 

W przypadku zewnętrznej temporalizacj i  systemu S dane są jego prze
kroje migawkowe w różnych momentach czasowych, opisujące stan sys
temu S w tych momentach. Niech St będzie stanem systemu S w momen
cie t . Do opisu St używana jest logika L. Poprzez przypisanie różnych St , 
różnym momentom czasowym t , do systemu S zostaje dodany zewnętrznie 
komponent temporalny. W przypadku zewnętrznej temporalizacj i nie jest 
konieczna szczegółowa wiedza na temat komponentów systemu S. Nie jest 
również konieczna szczegółowa wiedza o komponentach systemu L . 

W literaturze opisane są rozmaite metody łączenia systemów logicz
nych. Konolige [Kono86] podaje metodę konstrukcj i logiki przekonań . W po
danej metodzie język systemu podstawowego (systemu dedukcyjnego) sta
nowi podstawę konstrukcj i nowego języka modalnego , a konstruowany sys
tem modalny posiada semantykę definiowaną w terminach systemu podsta
wowego . 

Połączenie modalności i temporalności było także rozważane przez 
Thomasona [Thom84] . Autor nie podał j ednak ogólnej metody łączenia sys
temów logiki temporalnej z systemami logiki modalnej , a rozważał jedynie 
szczególne przypadki takich połączeń. 

Problematyka konstrukcj i oraz własności systemów logicznych powsta
łych w wyniku syntaktycznego połączenia niezależnie aksjomatyzowal
nych systemów monomodalnych była szczegółowo rozważana w pracach 
[FiSch96] , [KrWo91 ] .  Metody opisywanej we wspomnianych pracach nie da 
się jednak bezpośrednio zastosować w przypadku połączenia np. systemu 
logiki modalnej z dowolnym systemem logiki temporalnej . Systemy logiki 
temporalnej są bowiem zazwyczaj systemami przynajmniej bimodalnymi. 
Jedna modalność dotyczy przeszłości , druga dotyczy przyszłości 1 . Ponadto 

1 Rozważa się także monomodalne systemy logiki temporalnej (zazwyczaj z opera
torem temporalnym odnoszącym się do przyszłości) . Systemy takie maj ą zastosowanie 
w informatyce. 
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4.1 .  Metoda Fingera-Gabbay'a 137 

modalności te nie są niezależne od siebie, lecz przeciwnie , zwykle zachodzą 
między nimi wzajemne interakcje .  

4. 1 .  Metoda Fingera-Gabbay'a 

Ogólna metoda zewnętrznej temporalizacj i  systemów logicznych zo
stała opisana przez Gabbay'a w pracy [Ga91 a] dotyczącej sieci logicznych 
baz danych. Przez bazę danych Gabbay rozumie model teorii w pewnym 
systemie logicznym L2 • Interakcje określonej bazy danych z innymi ba
zami danych modelowane są za pomocą systemu logicznego LI , różnego 
od L2 • Identyfikowane przy tym podej ściu są dwa podstawowe poziomy 
systemów logicznych: poziom lokalny, czyli system L2 oraz poziom globalny, 
czyli system LI ' Na rysunku 4 . 1  przedstawione są dwa poziomy systemów 
logicznych, rozważane przez Gabbay'a . System logiki temporalnej T jest 
systemem wyższego poziomu (poziom globalny) , natomiast system L jest 
systemem podstawowym (systemem niższego poziomu) . 

(:) + 

[�-
(System lokalny) (System globalny) 

Logika L Logika temporalna T 
Rysunek 4. 1 .  Dwa poziomy systemów logicznych: lokalny i globalny 

System bazowy L charakteryzuje lokalne zachowanie bazy danych 
(np. sposób odpowiedzi na pytania dotyczące pojedynczego elementu sieci) . 
System wyższego poziomu (w naszym przypadku rolę tego systemu pełni 
system logiki temporalnej ) opisuje j ak dany lokalny system logiczny (w da
nym momencie czasowym) powiązany jest z innymi systemami logicznymi 
(w innych momentach czasowych) . Na potrzeby formalizacj i rozumowań 
dotyczących całej sieci temporalnej łączymy rozważane systemy logiczne 
i tworzymy nowy system T (L) . vV rezultacie takiego połączenia dodany 
zostaje wymiar czasowy do logiki L .  Wynik takiego połączenia dwóch sys
temów logicznych jest przedstawiony na rysunku 4 .2 .  
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Logika temporalna T(L) 
Rysunek 4 .2 .  Logika T(L) 

Idea zaproponowana przez Gabbay'a [Ga91a] została wykorzystana do 
stworzenia metody temporalizacj i systemów logicznych opisanej w [Fin
Gab93] . W metodzie tej język, system inferencj i i semantyka logiki T(L) ba
zuj ą  odpowiednio na języku, systemie inferencj i oraz semantyce systemów T 
i L . W dalszej części niniej szego rozdziału opiszemy szczegółowo metodę 
temporalizacj i  systemów logicznych opisaną przez Fingera i Gabbay'a. Me
toda ta jest nazywana dodawaniem do logiki L wymiaru temporalnego lub 
po prostu temporalizacją logiki L . Nie jest ona jednak zarezerwowana jedy
nie do tworzenia kombinacj i logiki zdaniowej z j akąś logiką temporalną. Jest 
to metoda ogólna, za pomocą której można dokonać swoistego połączenia 
dwóch dowolnych logik Ll i L2 w celu stworzenia systemu hybrydowego 2 po
staci Ll (L2 ) · Jeśli logika Ll jest logiką temporalną, to o połączeniu Ll  z L2 
mówimy jako o temporalizacj i logiki L2 .  

Celem temporalizacj i jest możliwość opisu , zarówno statycznego stanu 
systemu , j ak i zmian zachodzących w czasie . Statyczne własności systemu 
opisywane są za pomocą języka logiki L ,  podczas gdy dynamika systemu 
(np. zmiany w czasie zbiorów zdań atomowych) opisywana jest za pomocą 
języka logiki temporalnej T. 

W przypadku temporalizacj i łączymy logikę temporalną T, która jest 
system nadrzędnym, z logiką L , będącą systemem podstawowym. W wyniku 
połączenia systemów T i L powstaje system T(L) .  Za pomocą języka i;T(L) 
możliwy jest opis ewolucj i w czasie logiki L i jej modeli . 

Opiszemy teraz metodę konstrukcj i logiki T(L) mając logiki T i L . Fin
ger i Gabbay w opisie metody przyjmują ,  że logika T może być minimalną 

2 Pisząc hybrydowy nie mamy tutaj na myśli systemu modalnej logiki hybrydowej . Przy
miotnik hybrydowy jest przez nas w tym miejscu użyty raczej w znaczeniu powstały w wyniku 
specyficznego połączenia. Opisywana przez nas metoda nie da bowiem j ako wyniku systemu 
logicznego , który byłby systemem modalnej logiki hybrydowej w znaczeniu , które powszech
nie przypisuje się temu zwrotowi [BlackOO] . [Indrz06] . 
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logiką temporalną operatorów S i U (K�,U) bądź logiką operatorów S i U 
czasu liniowego 3 . Logika L może być dowolną logiką nadbudowaną nad kla
syczną logiką zdaniową, w szczególności może być to klasyczna logika pre
dykatów4 .  

Logikę T(L) konstruujemy, pozwalając na dokonywanie podstawień 
formuł logiki L za formuły atomowe języka logiki T. Nie jest natomiast 
dopuszczalne podstawianie formuł logiki T lub logiki T(L) , za formuły ato
mowe języka logiki L. Stosowanie się do tych zasad skutkuje tym, że w for
mułach języka ..eT(L) operatory logiki T (operatory temporalne) nie mogą 
występować w zasięgu operatorów logiki L .  

Wynikiem temporalizacj i systemu L jest system 

4. 1. 1. Syntaktyka języka logiki T(L)  

Alfabet języka ..eT (L) , to alfabet języka ..eL, wzbogacony o symbole ope
ratorów temporalnych. Gdy symbole operatorów temporalnych nie wystę
pują w języku ..eL , język ..eT(L) wzbogacamy o symbole tych operatorów. 
Jeżeli symbole operatorów temporalnych występują w języku ..eL i opera
tory te mają w tym języku np. symbole S i U, to operatorom temporalnym 
logiki L w języku ..eT(L) nadajemy nazwy różne od tych, j akie operatory 

3 Nie ma żadnych przeciwwskazań, aby temporalizacj i  logiki L dokonywać za pomocą lo
giki temporalnej , w której podstawowymi operatorami będą np. operatory F i P, czy G i H. 
Język logiki temporalnej z operatorami S i U j est j ednak bardziej ekspresywny i uzyskanie 
większej ekspresywności języka systemu T(L)  j est głównym powodem, dla którego przy oma
wianiu tej metody posługujemy się takim, a nie innym językiem logiki temporalnej . Przykład 
temporalizacj i  logiki modalnej S5 za pomocą logiki temporalnej , w której podstawowymi 
operatorami temporalnymi są operatory F i P zostanie szczegółowo opisany w rozdziale 
następnym. 

4 \V przypadku, gdy system L jest rozszerzeniem logiki klasycznej można wprowadzić 
wyraźne rozgraniczenie między formułami boolowskimi i formułami monolitycznymi . Gdy 
system L nie jest rozszerzeniem logiki klasycznej , to według Fingera i Gabbay'a wszystkie 
formuły systemu L można traktować j ako formuły monolityczne [FinGab93, s .  13] . W przy
padh!' gdy w systemach T i L symbole spójników boolowskich są takie same wystąpi pro
blem różnej semantyki dla tych spójników na poziomic lokalnym i poziomie globalnym. 
l\lożna oczywiście użyć w systemie L symboli spójników boolowskich różnych od tych uży
tych w systemie T, jednak, j ak piszą Finger i Gabbay, zastosowanie takiego hybrydowego 
systemu logicznego nie j est do końca j asne. \V celu uniknięcia tych trudności zalecane jest , 
aby system L był rozszerzeniem logiki klasycznej . 
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te mają w języku �L' Alfabet języka �T(L) wzbogacamy w takiej sytuacj i 
o symbole np. S' i U' . 

Zbiór FOR(�d dzielimy na dwa zbiory formuł :  zbiór kombinacji bo
olowskich BeL oraz zbiór formuł monolitycznych .flv1 LL . 

Definicja 4 . 1 . 1  (kombinacj i boolowskiej ) 
Formuła cp (E FO R(�L) )  jest kombinacją boolowską (cp E BeL) 
wtedy i tylko wtedy, gdy spójnik główny formuły cp jest jednym ze 
spójników boolowskich ' lub 1\ , bądź jednym ze spójników zdefiniowa
nych za pomocą tych spójników. 

Definicja 4 . 1 . 2  ( formuły monolitycznej ) 
Formuła cp ( E  FO R( �d ) jest formułą monolityczną (cp  E ]\;f Ld 
wtedy i tylko wtedy, gdy cp nie jest kombinacją boolowską (cp (  tt BeL) ) .  

Przyjmijmy następujące oznaczenia : 
• Sub f ( cp) to zbiór wszystkich podformuł formuły cp, 
• ]\;f on( cp) to zbiór wszystkich podformuł monolitycznych formuły cp. 

Definicja 4. 1 . 3  (maksymalnej podformuły monolitycznej ) 
Formuła 1/J jest maksymalną podformułą monolityczną formuły cp wtedy 
i tylko wtedy, gdy 1/J E ]\;f on( cp) oraz nie istnieje formuła rjJ E ]\;f on ( cp) 
taka, że 1/J E Subf (rjJ) . 

.flv1onmax (cp) to zbiór maksymalnych monolitycznych podformuł for
muły cp. 

Definicja 4. 1 .4 (zbioru FOR(�T(L» ) )  
Zbiór FOR(�T(L» ) jest najmniej szym zbiorem spełniającym warunki : 

l .  Jeżeli cp E ]\;f LL , to cp E FOR(�T(L» ) ' 
2 . Jeżeli cp , 1/J E FOR(�T(L» ) ,  to 'cp ,  (cp 1\ 1/J) ,  (cp V 1/J) ,  (cp -+ ?jJ) , 

(cp ...... 1/J) ,  (cp) S (1/J) ,  (cp)U(?jJ) E FOR(�T(L» ) ' 

Można postawić pytanie : Czy poprawne byłoby sformułowanie pierw
szego punktu powyższej definicj i w postaci : 

( 1 ' ) Jeżeli cp E FOR(�d , to cp E FOR(�T(L» ) ' 

Odpowiedź na to pytanie jest negatywna. Wykażemy to na przykładzie . 
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Przykład 4. 1 . 1  
Rozważmy formułę <p = (p 1\ q) ( E FOR(r-L) ) .  Na podstawie 

warunku sformułowanego w punkcie 1 definicj i 4 . 1 .4 otrzymujemy, że 
<p E FOR(r-T(L» ) . Rozważmy głębokość formuły <p. Przy obecnej postaci 
definicj i 4 . 1 .4 głębokość <p wyniesie 1 .  Jeżeli punkt 1 tej definicj i zastąpiony 
zostanie przez ( l ' ) , to głębokość <p wyliczana na podstawie zmodyfikowanej 
definicj i  wyniesie O . Zastąpienie w definicj i 4 . 1 .4 .  warunku 1 warunkiem ( l ' ) , 
powoduje ,  że funkcja głębokości formuły nie mogłaby być poprawnie zde
finiowana, ponieważ dla niektórych argumentów przyjmowałaby więcej niż 
jedną wartość . • 

Zauważmy także , że jeśli np . operator D należy do języka r-L oraz for
muły <p, 'IjJ E FOR(r-L) , to formuła D(<pU'IjJ) nie jest poprawnie zbudowaną 
formułą języka r-T(L) , czyli D(<pU'IjJ) f/. FOR(r-T(L» ) · 

Aksjomatyka T(L) 

Aksjomatyka systemu T(L)  składa się z :  
1 .  Aksjomatów systemu T ,  
2 . Reguł wnioskowania systemu T,  
3 .  Reguły PR 5 : 

Dla każdej formuły <p ( E F O R( r-d ) : 
f-L <p 

f-T(L) <p 
Uzupełnienie zestawu reguł systemu T(L)  o regułę PR gwarantuje ,  że 

twierdzenia logiki L, są również twierdzeniami logiki T(L) . 

4 . 1 . 2 .  Semantyka T (L)  

Przy konstrukcj i semantyki języka logiki T(L)  należy zwrócić uwagę 
na kilka szczegółów. Ponieważ logika L jest rozszerzeniem klasycznej lo
giki zdaniowej , więc dla dowolnego modelu 9J1L logiki L ,  dla każdej formuły 
<p E r-L jest tak ,  że 9J1L F <p lub 9J1L F ,<p . Jeśli logika L jest logiką mo
dalną, to ponieważ przyjmujemy dla logiki T(L) semantykę w stylu Krip
kego, należy jako element modelu uwzględnić świat aktualny. Należy także 

5 Nazwa reguły jest skrótem od ang. preserve. 
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zwracać uwagę na semantykę spójników boolowskich w logice temporal
nej . Konstrukcja formuł j ęzyka �T(L) , oparta na formułach monolitycznych 
języka �L gwarantuje ,  że semantyka dla spójników boolowskich w syste
mie T (L ) ,  będzie taka sama, j ak semantyka spójników boolowskich w logice 
temporalnej T .  

Definicja 4 .1 .5  (modelu) 
Niech dana będzie klasa czasów K oraz klasa 9J1Dfl(L) modeli logiki L . 
Niech 'I (= (T, R) ) E K a funkcja V : T ----> 9J1D::D (L) .  Modelem 9J1T(L) 
jest trójka (T, R, V) . 

Definicja 4 . 1 . 6  (spełniania) 
Dla dowolnych: modelu 9J1T(L) , formuły rp ( E FOR(�T(L» ) ) ,  momentu 
t ( E T) spełnianie formuły rp w momencie t , w modelu 9J1T(L) definiu
jemy następująco : 

1 . 9J1T(L) , t F rp V(t) = 9J1L oraz 9J1L F rp,  gdy rp E M LL ,  
2 . 9J1T(L) , t F ,rp nie jest prawdą, że 9J1T(L) , t F rp, 

3 .  9J1T(L) , t F rp 1\ 'IjJ 9J1T(L) , t F rp i 9J1T(L) , t F 'IjJ, 
4 .  9J1T(L) , t F rp V 'IjJ 9J1T(L) , t F rp lub 9J1T(L) , t F 'IjJ, 
5 .  9J1T(L) , t F rp ----> 'IjJ :::::::: 9J1T(L) , t � rp lub 9J1T(L) , t F 'IjJ, 
6 .  9J1T(L) , t F rp +-t 'IjJ :::::::: 9J1T(L) , t F rp wtedy i tylko wtedy, gdy 

9J1T(L) , t F 'IjJ , 
7 .  9J1T(L) , t F 'ljJU rp istnieje t' E T, tRt' : {9J1T(L) , t' F rp oraz dla 

dowolnego t" E T takiego , że (tRt" i t" Rt' ) : 
9J1T(L) , t" F 'IjJ} ,  

istnieje t' E T, t' Rt : {9J1T(L) , t' F rp oraz dla 
dowolnego t" E T takiego , że (t'Rt" i t"Rt) : 

9J1T(L) , t" F 'IjJ} .  

Prawdziwość formuły w modelu , w czasie i klasie czasów definiowana 
jest standardowo. 

4 . 1 .3 .  Poprawność logiki T(L ) 

Rozważymy teraz problem poprawności logiki T(L) względem klasy 
swoich modeli . 
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Twierdzenie 4 . 1 (poprawność logiki T (L) ) 
Jeżeli logika L jest poprawna względem klasy swoich modeli oraz logika 
temporalna T jest poprawna względem klasy czasów K, to T(L) jest 
poprawna względem klasy czasów K. 

Dowód. 
Ponieważ T jest poprawna względem klasy K,  więc prawdziwe w do

wolnym czasie 'I" E K są wszystkie aksjomaty systemu T(L) , a reguła MP 
oraz reguły generalizacj i temporalnej są niezawodne . Ponieważ logika L jest 
poprawna względem swoich modeli , więc formuły wygenerowane za pomocą 
reguły PR są prawdziwe. D 

4 . 1 .4 .  Pełność logiki T(L)  

Na potrzeby dowodu twierdzenia o pełności logiki T(L) względem za
proponowanej semantyki wprowadzimy pojęcie korespondencj i .  Korespon
dencja ustala związek systemu T(L)  z systemem T logiki temporalnej , za
stosowanym w procesie temporalizacj i  logiki L .  Definiuje ona zatem relację 
między językami ,eT(L) i ,eT ' 

Definicja 4. 1 .  7 (korespondencj i) 
Niech AP będzie przeliczalnym zbiorem, a T systemem zdaniowej logiki 
temporalnej indukowanym przez AP. Niech PI , P2 , P3 , . . .  E AP oraz 
rpl ,  rp2 , rp3 , . . . E M LL . 

Korespondencja to funkcja (J" : ,eT(L) � ,eT, spełniaj ąca następu
j ące warunki : 

l .  (J" ( rpi ) Pi , dla każdego rpi E l'vILL , i = 1 , 2 ,  . . .  , 

2 .  (J" ( ,rp ) ,(J" (rp) , 
3 .  (J" ( rp !\ 7j;) (J" ( rp) !\ (J" (7j; ) , 
4 .  (J" ( rp V 7j;) (J" (rp) V (J"(7j;) ,  
5 .  (J" (cp � 7j;) (J"(cp) � (J"(7j;) ,  
6 .  (J" ( rp +-+ 7j;) (J" ( rp) +-+ (J" ( 7j; ) , 
7. (J" ( rp S 7j; ) (J" ( rp ) S (J" (7j; ) , 
8 .  (J" ( rpU 7j; ) (J" (rp)U(J" (7j;) .  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



144 Rozdział 4. Temporalizacja systemów logicznych 

Lemat 4 ( [FinGab93] ) 
Korespondencj a CJ jest bijekcją . 

Korzystając z odwzorowania CJ można odwoływać się do elementu o: 
języka �T' j ako do elementu CJ( cp) , ponieważ CJ elementowi cp (E �T(L» ) 
przyporządkowuje jednoznacznie element o: ( E �T) ' Można zatem ustano
wić połączenie między niesprzecznymi formułami systemów T(L) i T [Fin
Gab93 , s .  14] . 

Lemat 5 
Jeżeli cp jest T(L) -niesprzeczne, to CJ(cp) j est T-niesprzeczne. 

Dowód. 
Lemat powyższy udowodnimy nie wprost . Załóżmy, że cp jest T(L)-nie

sprzeczne, natomiast CJ( cp) jest T - sprzeczne. Ponieważ wszystkie aksjomaty 
oraz reguły inferencj i systemu T są również odpowiednio aksjomatami i re
gułami systemu T(L) , inferencja 

f-T CJ (cp) ---+ -.l 
jest w systemie T(L) reprezentowana przez inferencję 

f-T(L) cp ---+ -.l .  
Przeczyłoby to  założeniu, ż e  cp jest T(L)-niesprzeczne . D 

Gabbay i Finger [FinGab93] wykazali , że jeśli istnieje  pełna aksjoma
tyka dla logiki L oraz istnieje pełna aksjomatyka dla logiki T, względem 
klasy czasów JC, gdzie JC � LI N, to logika T(L) jest pełna względem klasy 
czasów JC .  

Idea dowodu pełności systemu T(L) , względem klasy czasów JC ,  zapro
ponowana przez Gabbay'a i Fingera ,  przedstawiona jest na rysunku 4 . 3 .  

Pełność logiki T(L) dowodzona jest pośrednio . Najpierw dokonuje 
się transformacj i niesprzecznej formuły cp, języka logiki T(L) , a następ
nie transformowanej formule przypisuje się niesprzeczną formułę języka lo
giki T. Korzystaj ąc z pełności logiki T względem klasy czasów JC buduje 
się model dla formuły przypisanej formule przetransponowanej . Model ten 
jest następnie używany do konstrukcj i modelu dla formuły cp języka lo
giki T(L) . 

Funkcja transformacj i E jest wprowadzona po to ,  aby uwzględnić róż
nice między systemami inferencj i logik T i T(L) . Pełni ona rolę podobną 
do tej , j aką reguła PR pełni wśród reguł inferencj i logiki T(L) . Reguła PR 
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Pełność logiki T(L) 
rp niesprzeczne Model dla 'P 

E I 
, 

.( 'P) niesprzeczne Pełność logiki L 

I 
a 

1 
Pełność logiki T 

0-(.( 'P)) niesprzeczne 

Rysunek 4 .3 .  Idea dowodu pełności dla logiki T(L) 
Źródło: opracowanie własne na podstawie [FinGab93] . 

Model dla 0(0('P))  

gwarantuje ,  że twierdzenia logiki L są również twierdzeniami logiki T(L) . 
Odpowiednikiem tej własności na poziomie semantycznym jest : 

jeżeli PL :.p ,  to PT(L) :.p. 
Zadaniem funkcj i transformacyjnej c jest wydobycie zawartości praw

dziwej oraz zawartości sprzecznej dla danej formuły :.p logiki T(L) , ze 
względu na prawdziwość bądź niespełnialność pewnych zbiorów podformuł 
formuły cP w logice L .  

Definicja 4 . 1 . 8  ( [FinGab93] ) 
Niech dana będzie formuła cP E FOR($2T(L) ) ' 
Lit (:.p) A1onmax (:.p) U {'1O : 10 E Monmax (CP) } ,  
Inc(cp) {:.pl /\ CP2 /\ CP3 /\ . .  , /\ CPn : {CPI , CP2 , CP3 , . . .  , CPn } � Lit( cp) 

oraz {CPI . :.p2 , :.p3 , . . .  , :.p, J  f-L �} 

Zbiór Lit ( cp) składa się więc z maksymalnych formuł monolitycznych , 
za pomocą których daje się skonstruować formułę :.p oraz zaprzeczeń tych 
formuł . 

Zbiór I nc( cp) jest zbiorem formuł sprzecznych w L ,  które mogą być zbu
dowane za pomocą maksymalnych monolitycznych podformuł formuły cp. 
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Definicja 4 . 1 . 9  (transformacj i 7] i s [FinGab93] ) 
Niech dana będzie formuła ep E FOR(f:-T(L) ) 6 . 
D(ep) = ep !\  Cep !\ Hep, 
7] (ep) D-,'ljJl !\D-,'ljJ2!\D-,'ljJ3!\ · · · !\D-,'ljJk , gdzie 'ljJi E Inc(ep) , 1 ::; i ::; k, 
s (ep) = ep !\  7] (ep) . 

Ponieważ 7] ( ep) jest twierdzeniem logiki T(L) więc : 

Lemat 6 ( [FinGab93] ) 
f-T(L) s ( ep) +-+ ep.  

Zachodzi następujący lemat : 

Lemat 7 ( [FinGab93] ) 
Jeżeli 9J1T jest modelem temporalnym bazuj ącym na czasie 
'I (= (T, R) ) E K (�  LI N) takim, że dla pewnego to : 9J1T, to F O"(Dep) , 
to dla dowolnego t E T: 

9J1T , t F O"(Dep) . 

Dowód. 
Załóżmy, że formuła O"(Dep) jest spełniona w momencie to , czyli , że 

9J1T, to F O"(Dep) . Zgodnie z definicj ą operatora D zachodzi więc 9J1T, to F 
D"( H ep !\ ep !\ Cep) . Wnioskujemy stąd , że 9J1T, to F 0" ( Hep) !\ 0" ( ep) !\ 0" ( Cep) . 
Zatem, zgodnie z definicj ą operatorów C i H, przy założeniu, że czas jest 
liniowy otrzymujemy, że formuła 0" ( ep) jest spełniona w dowolnym momencie 
czasowym. Czyli , dla dowolnego t: 9J1T, t F O" (Dep) . D 

Z lematu 7 wynika, że jeśli pewien podzbiór zbioru Lit ( ep) jest sprzecz
ny, to podczas transformacj i za pomocą odwzorowania O" formuły s ( ep) na 
odpowiadającą jej formułę języka f:-T, formułom sprzecznym zostanie przy
pisany fałsz . 

Aby udowodnić pełność logiki T(L) względem klasy czasów K,  przy 
założeniu , że logika T jest pełna względem K, bierzemy T(L)-niesprzeczną 
formułę ep. Następnie budujemy model dla tej formuły bazuj ący na czasie 
z klasy K. N a podstawie lematu 6 wnioskujemy, że formuła s ( ep) jest T(L)
-niesprzeczna. Natomiast na podstawie lematu ó wnioskujemy, że formuła 

6 Operatory G i H nie występuj ą j ako pierwotne operatory temporalne w języku logiki T .  
definiujemy je  j ednak za pomocą operatorów S i U w zwykły sposób . 
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o- (c (ip) ) jest T-niesprzeczna. Zatem na podstawie pełności logiki T wzglę
dem klasy czasów K otrzymujemy, że istnieje model 9JtT (= (T, R, V) ) , gdzie 
'I (= (T, R) ) E K taki , że dla pewnego to E T zachodzi 9JtT, to F 0- ( c ( ip) ) .  

Definicja 4 . 1 . 10 ( [FinGab93] ) 

�\" (t) = {ib E Lit (ip) : 9JtT, t  F o- (ib ) } ,  gdzie t E T. 

Lemat 8 ( [FinGab93] ) 
Jeżeli :..p jest T (L)-niesprzeczne , to dla dowolnego t ( E T) zbiór �\" (t) 
jest skończony i L-niesprzeczny. 

Dowód. 
Przeprowadzimy dowód nie wprost . 
Zbiór Lit (ip ) jest skończony, zatem dla dowolnego t ,  zbiór �\" (t) również 

jest skończony. Załóżmy, że dla pewnego t zbiór �\" (t) jest L-sprzeczny. 
Istniałby wtedy zbiór formuł {ibl , ib2 , ib3 , . . .  , ibn } � �\" (t) taki , że 

f-L (ibl 1\ ib2 1\ ib3 1\ . . .  1\ ibn ) --) -.l .  
Zatem (ibl 1\ ib2 1\ ib3 1\ . . .  1\ ibn ) E Inc( ip) . Czyli formuła 

D-, (ibl 1\ ib2 1\ ib3 1\ . . .  1\ ibn ) 

byłaby jednym z członów koniunkcj i formuły s (:..p ) .  Na podstawie lematu 7 
oraz tego , że 9JtT, t F o- (c (ip) ) otrzymujemy, że dla dowolnego t E T, 

9JtT , t F -, ( 0- ( ibd 1\ o-( ib2 )  1\ 0- ( ib3 ) 1\ . . .  1\ 0- ( ibn ) ) ' 
Na podstawie definicj i zbioru �\" (t) mamy jednak, że 

9JtT , t F (o-(ibl ) 1\ 0- (ib2 )  1\ 0- (ib3 ) 1\ . . .  1\ o- (ibn ) ) '  
Dwie ostatnie formuły są wzajemnie sprzeczne , co kończy dowód nie wprost . 

D 

Twierdzenie 4 .2  (pełność logiki T(L) [FinGab93] ) 
Jeżeli system logiczny L jest pełny względem swoich modeli oraz system 
logiki temporalnej T jest pełny względem klasy czasów K (� LI N) , to 
system logiki temporalnej T (L) jest pełny względem klasy czasów K. 

Dowód. 
Załóżmy, że formuła :..p jest T (L)-niesprzeczna. Niech (T, R) E K. Na 

podstawie lematu 8 otrzymujemy, że z każdym momentem t E T jest skoja
rzony skończony L-niesprzeczny z biór �\" (t) . Ponieważ dla logiki L zachodzi 
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słabe twierdzenie o pełności , więc każdy zbiór �'P (t) ma model . Definiujemy 
następującą funkcję wartościującą: 

V(t) = {9J1t : 9J1t jest modelem dla �'P (t) } .  

Rozważmy model 9J1T(L) = (T, R ,  V )  bazujący na czasie z klasy JC .  Stosując 
indukcję strukturalną względem formuły 1/; można wykazać , że dla każdej 
formuły 1/; E Sub f (i.p) oraz dla dowolnego momentu t :  

9J1T, t F o- (  1/;) ) wtedy i tylko wtedy, gdy 9J1T(L) , t F 1/;. 

Pokażemy jedynie przypadek podstawowy, gdy 1/; E Monmax ( i.p) . 
Załóżmy, że 9J1T, t F cy (1/;) . Wtedy 1/; E �'P (t) oraz 9J1t F 1/;.  

Zatem 9J1T(L) , t F 1/;. Przypuśćmy więc , że  9J1T(L) , t F 1/; i załóżmy, że 
9J1T, t F -, cy (1/;) . Wtedy -'1/; E �'P (t) oraz 9J1t F -,1/; ,  co j est sprzeczne z fak
tem, że 9J1t F 1/;.  Zatem 9J1T, t F 0-(1/;) . 

Dalsze kroki indukcyjne pominiemy. Po wykonaniu wszystkich kroków 
indukcyjnych wykazuje się , że 9J1T(L) jest modelem dla formuły i.p ze względu 
na klasę czasów JC .  D 

Twierdzenie 4 .2 wykorzystywane jest do dowodów pełności dla logik 
temporalizowanych za pomocą logik temporalnych pełnych względem pod
klas klasy czasów liniowych np . klasy czasów izomorficznych ze zbiorem 
liczb naturalnych, klasy czasów izomorficznych ze zbiorem liczb całkowi
tych lub ze zbiorem liczb rzeczywistych. Dla tych klas czasów istniej ą pełne 
i rozstrzygalne systemy logiki temporalnej . 

4. 1 . 5 .  Rozstrzygalność T(L) 

Definicja 4 . 1 . 1 1  (rozstrzygalności) 
System logiczny L jest rozstrzygalny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 
algorytm (procedura decyzyjna) taki , że dla każdej formuły i.p E r-L daje 
wynik tak, jeśli i.p jest twierdzeniem systemu L oraz daje odpowiedź nie 
w przeciwnym wypadku. 

Dowiedziono rozstrzygalności wielu systemów logiki temporalnej , za
równo takich , w których za podstawowe operatory temporalne były przyj 
mowane operatory F, G, P, H oraz takich , w których podstawowymi opera
torami temporalnymi były operatory S i U. Własność rozstrzygalności ce
chuje więc różne systemy logiki temporalnej . Różne nie tylko ze względu na 
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przyjęty zestaw pierwotnych operatorów temporalnych, ale także ze względu 
na różne klasy czasów, nad którymi systemy te są budowane . 

Niech bazową logiką temporalną T będzie logika czasu liniowego 
z operatorami S i U. Dla logik temporalnych z takim zestawem ope
ratorów pierwotnych udowodniono m.in. rozstrzygalność nad klasą cza
sów LI N [Burg84a] , klasą czasów izomorficznych ze zbiorem liczb całkowi
tych oraz czasów izomorficznych ze zbiorem liczb rzeczywistych [BuGu85] . 

Podobnie j ak w dowodzie twierdzenia o pełności , do udowodnienia roz
strzygalności T(L) wykorzystywana jest korespondencja er oraz transforma
cj a TJ . Przed wykazaniem rozstrzygalności systemu T(L) udowodnimy dwa 
lematy. 

Lemat 9 ( [FinGab93] ) 
Dla dowolnej formuły rp E FOR(52T(L) ) ,  jeśli system L jest rozstrzy
galny, to istnieje algorytm konstrukcj i formuły TJ ( rp) . 

Lemat ten wynika bezpośrednio z definicj i transformacj i TJ oraz ze skoń
czoności zbiorów NIonmax ( rp) , Li t ( rp) , I nc( rp) . 

Kolejny lemat pokazuje pewien, ściśle określony związek, między sys
temami inferencyjnymi logik T (L)  i T.  

Lemat 10  ( [FinGab93] ) 
Dla K E LIN, dla dowolnego rp E FOR(52T(L) ) : 

f-T(L) rp wtedy i tylko wtedy, gdy f-T er( TJ ( rp) --+ rp) . 

Dowód. 
Implikację :  jeśli f-T(L) rp ,  to f-T er( TJ ( rp) --+ rp) otrzymujemy wprost z de

finicj i f-T(L) . 
Dowód w drugą stronę jest bardziej złożony. Dowód ten przeprowa

dzimy przez indukcję ze względu na długość formuły rp. 
1 .  rp jest uzyskane za pomocą reguły PR. TJ (  rp) = " rp i f-T er( " rp --+ rp) .  
2 . rp jest uzyskane za pomocą reguły podstawiania . Załóżmy, że rp zostało 

uzyskane przez podstawienie za Pi w pewnym aksjomacie A. \iVtedy 
f-T rp może być uzyskane przez podstawienie er (z/Ji ) za er (Pi )  w aksjoma
cie A. 

Kroki indukcyjne : 
1 .  rp = GljJ zostało otrzymane za pomocą reguły RG . Zauważmy, że 

TJ (rp) = TJ(ljJ) · 
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Wtedy: 

1 .  f-T O' (TJ(cp) )  ---+ O'('lj;) 
2 .  f-T C (O' (TJ (CP) )  ---+ O'('lj;) ) 
3 .  f-T C (O' ( TJ ( cp) )  ---+ 0' ( 'lj;) ) ---+ (CO' ( TJ ( cp) )  ---+ CO'( 'lj;) ) 
4 .  f-T GO'(TJ (CP) ) ---+ CO'('lj;) 
5 .  f-T GO'(TJ(CP) ) ---+ O'(G'lj;) 
6 .  f-T GO'(TJ (CP) ) ---+ O'(cp) 

zał . ind . ,  

1 ,  RG , 

teza logiki T,  

2 , 3 ,  MP, 

4, def. 4 . 1 . 7 ,  

5 ,  cP = C'lj;, 
7 .  f-T O'(TJ (cp) )  ---+ CO'(TJ (cp) ) def. 4 . 1 . 9 ,  J( � LIN, 

8 . f-T O' (TJ(cp) )  ---+ dcp) SYLL, 6 , 7 .  

Analogicznie dowodzimy, gdy cP = H'lj;. 
2 .  cP jest otrzymane z 'lj; oraz 'lj; ---+ cP za pomocą reguły MP. 

Wtedy 

1 .  f-T O' (TJ( 'lj;) )  ---+ 0' ( 'lj;) zał . ind . ,  

2 .  f-T 0' ( TJ( 'lj; ---+ cp) ) ---+ 0' ( 'lj; ---+ cp) zał . ind . ,  

3 .  f-T O' (TJ('lj; ---+ cp) )  ---+ O' (TJ('lj;) )  def. 4 . 1 . 9 ,  

4 .  f-T 0' ( TJ( 'lj; ---+ cp) ) ---+ 0' ( 'lj;) SYLL, 3 ,  1 ,  

5 .  f-T O' (TJ('lj; ---+ cp) ) ---+ O'(cp) Tz29 , 4 , 2 ,  MP. 

Niech p będzie literą zdaniową występującą w 0' ( 'lj;) , ale nie występującą 
w 0' ( cp) . Jeśli wyeliminujemy z 0' ( TJ ( cP ---+ 'lj;) )  wszystkie człony koniunkcj i ,  
w których występuje p, to otrzymamy O'(cp) . Na podstawie pełności logiki T 
względem klasy czasów JC otrzymujemy f-T d cp) ---+ 0' ( cp) . Jeśli powtórzymy 
to rozumowanie dla wszystkich liter zdaniowych występujących w O' ('lj;) , 
a zarazem niewystępuj ących w d cP ) , to otrzymamy f-T O' ( TJ ( cp) ---+ cp) . D 

Twierdzenie 4.3 (Rozstrzygalność T(L) [FinGab93] ) 
Jeżeli L jest systemem rozstrzygalnym, a system T jest rozstrzygalny 
nad klasą JC (�  LIN) , to system T(L) jest rozstrzygalny nad JC .  

Dowód. 
Niech cP E 'cT(L) ' Logika L jest rozstrzygalna, więc na podstawie le

matu 9 istnieje algorytm konstrukcj i formuły TJ ( cp) . Ponieważ korespon
dencja O' jest funkcją rekurencyjną, istnieje zatem algorytm konstrukcj i 
0' ( TJ( cp) ---+ cp) . Z drugiej strony, logika T jest rozstrzygalna nad klasą JC ,  
zatem istnieje  efektywna procedura, dająca odpowiedź na pytanie : czy 
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O" (-'l ( cp) -t cp) jest twierdzeniem logiki T? Z linearności K oraz lematu 10  
wnioskujemy, że  istnieje procedura rozstrzygająca kwestię : czy cp jest twier
dzeniem logiki T(L)?  D 

Logika T(L) jest rozstrzygalna. Naturalnym w takim wypadku jest py
tanie o złożoność procedury rozstrzygaj ącej , czy dana formuła j est twierdze
niem logiki T(L) . Gabbay i Finger [FinGab93 , s. 1 9] dokonują oszacowania 
złożoności takiej procedury. 

Niech n będzie liczbą (boolowskich bądź modalnych) operatorów w for
mule oraz niech złożoność procedur decyzyjnych dla logik L oraz T wy
nosi odpowiednio O Udn) ) i O (fT (n) ) . Procedura decyzyjna dla formuł 
logiki T(L) składa się z dwóch kroków. 

Krok pierwszy, to konstrukcja formuły T/ (  cp) . 
Krok drugi , to udzielenie odpowiedzi na pytanie : Czy formuła 

O" (T/(cp) -t cp) jest twierdzeniem logiki T(L) ? 
W celu konstrukcj i T/( cp) należy wygenerować wszystkie podzbiory 

zbioru Lit (cp) , a następnie zastosować procedurę decyzyjną logiki L do każ
dego z wygenerowanych podzbiorów. Złożoność pierwszego kroku wynosi 
O (2n x fL (n) ) . 

Drugi krok polega na zastosowaniu procedury decyzyjnej logiki T do 
formuły 0" ( T/ (  cp) -t cp ) . W najbardziej pesymistycznym przypadku, gdy 
wszystkie testy (do wygenerowanych podzbiorów zbioru Lit ( cp) ) logiki L 
zakończą się sukcesem, rozmiar formuły T/(cp) jest rzędu O (2n) .  

Złożoność procedury rozstrzygającej , czy formuła 0" ( T/ (  cp) -t cp) jest 
twierdzeniem logiki T wynosi więc O (fT (2n) ) . 

Złożoność procedury rozstrzygającej , czy dana formuła j est twier
dzeniem logiki T(L) jest więc nie większa niż maksimum ze zbioru 
{O (2n x fL (n) ) , O (fT (2n) ) } .  

Złożoność dolnego ograniczenia takiej procedury nie może być mniej sza 
niż maksimum z dolnych ograniczeń złożoności procedur decyzyjnych dla 
logik T i L .  

4 . 1 .6 .  Konserwatywność T(L)  

Konserwatywność logiki T(L) może być wykazana na podstawie po
prawności logiki T oraz pełności logiki L. Do wykazania, że logika T(L)  
jest konserwatywna nie potrzeba jakichkolwiek założeń odnośnie struktury 
czasu i jego własności . 
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Zauważmy, że T(L) jest rozszerzeniem logiki L .  Pokażemy teraz , że jest 
to rozszerzenie konserwatywne . 

Twierdzenie 4 .4 (konserwatywność T(L) [FinGab93] ) 
Jeżeli L jest logiką pełną ze względu na klasę swoich modeli , a T logiką 
temporalną poprawną ze względu na klasę czasów JC ,  to logika T(L) 
jest konserwatywnym rozszerzeniem logiki L.  

Dowód. 
Przeprowadzimy dowód nie wprost . Niech rp E FOR(�d będzie do

wolną formułą taką, że r-T(L) rp. Załóżmy, że IfL rp. Ponieważ logika L jest 
pełna, więc istnieje model 9JtL taki , że 9JtL F ,rp. Konstruujemy model 
9JtT(L) = (T, R, V) , gdzie T jest zbiorem momentów czasowych, R jest 
relacją binarną na T, a V(t) = 9JtL dla dowolnego t E T. Z pełności L 
otrzymujemy, że dla dowolnego t ( E  T) zachodzi 9JtT(L) , t ft= rp. Czyli 

( 1 )  9JtT(L) ft= rp. 

Z tego , że r-T(L) rp oraz pełności logiki T(L) otrzymujemy, że 

(2 )  9JtT(L) F rp. 

Otrzymaliśmy sprzeczność ( 1 ) i (2 ) , co kończy dowód nie wprost . D 

4 .2 .  Uogólnienie metody Fingera-Gabbay'a 

Metoda Fingera-Gabbay'a zastosowana do temporalizacj i  systemów lo
gicznych umożliwia transfer metawłasności systemów składowych T i L do 
systemu T(L) jedynie w przypadkach , gdy logika T zastosowana do tempo
ralizacj i jest logiką temporalną czasu liniowego . Finger i Weiss [Fin Weis02] 
dokonali uogólnienia tej metody tak, aby w procesie temporalizacj i nie było 
konieczności ograniczania się do logik temporalnych czasu liniowego . Finger 
i Weiss na potrzeby dowodu pełności logiki T(L) wprowadzaj ą  dla formuł 
drzewo zagnieżdżenia operatorów temporalnych. Dla formuły ej; drzewo Dr/; 
reprezentowane jest przez ciąg zer i jedynek oraz symbol * konkatenacj i 
ciągów. Pusty ciąg oznaczony jest przez E . Stosowana jest formacja pre
fiksowa. Jeśli ciąg 10 1  E Dr/; ,  to E , 1 ,  10 E Dr/; .  O reprezentuje wystąpienie 
operatora czasu przeszłego , natomiast 1 reprezentuje wystąpienie operatora 
czasu przyszłego . 
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Definicja 4 .2 . 1 (drzewa zagnieżdżenia operatorów temporalnych) 
Dla dowolnych <p, 'IjJ E FOR(5:.T) U FOR(5:.T(L» ) ,  drzewo zagnieżdżenia 
operatorów temporalnych D<jJ definiujemy następuj ąco : 

1 .  jeśli cp E AP U MLL, to D<jJ = {E} , 

2 .  jeśli cp = '<p,  to D<jJ = D<p, 
3 .  jeśli cp = <p 1\ 'IjJ , to D<jJ = D<p U D'lj; , 

4 .  jeśli cp = <pS'IjJ, to D<jJ = {c} U {O * s :  s E D<p U D'lj; } ,  

5 .  jeśli cp = <pU'IjJ , t o  D<jJ = {c} U { l  * s :  s E D<p U D'lj;} .  

Z definicj i  wynika, że pusty ciąg E jest elementem drzewa D<jJ dla dowol
nej formuły cp . Każdy prefix dowolnego ciągu w D<jJ jest także elementem D<jJ .  
Rozważmy przykład . 

Przykład 4 .2 . 1  
Niech cp = (pU(pSq) ) S(pSp) 1\ . (pUq) U(pSq) .  

D<jJ = D(pU(pSq» ) s(Psp) U D�(puq)U(pSq) , 
D<jJ = {E} U {O * s : s E DpU(pSq) U Dpsp} U { l  * r : r E DpUq U Dpsq , } 
D<jJ = {E ,  O , l }  U {Ol  * s' : s' E Dp U DpSq } U {00 * s" : s" E Dp} U { 1 1  * r' : 
r' E Dp U Dq , }  U { l O  * r" : r" E Dp U Dq} 
D<jJ = {E ,  0 ,  1 ,  0 1 , 00 , 1 1 1 ,  1 0 }  U {0l0  * Sili : Sili E Dp U Dq} ,  

D<jJ = {E , O , l , O l , OO , l l l , l O , O lO}  • 

Niech 1m reprezentuje  ciąg m jedynek, natomiast om reprezentuje 
ciąg m zer . Jeśli m = 0 ,  to przyjmujemy, że 1m oraz om reprezentują pu
sty ciąg E .  Każdy ciąg opisujący zagnieżdżenie operatorów temporalnych 
może być reprezentowany przez 1 mi om2 . . .  1 mn-l omn , gdzie mi > ° dla każ-
dego i ,  1 < i < n 7 . Każdy ciąg 1 m1 om2 . . .  1 mn-l omn jest przypisany ciągowi 
Gml Hm2 . . .  Gmn-l Hmn operatorów temporalnych . Ciąg Gml Hm2 . . .  Gmn-l Hmn 

będziemy w skrócie zapisywać 1l'ml .m2 . . . .  ,mn_ l ,mn 
Analogicznie j ak w metodzie Fingera-Gabbay'a definiuje się zbiory 

Monmax (<p) , Lit ( <p) ,  I nc( <p) .  Ponadto ,  dla dowolnych formuł <p, 'IjJ wprowa
dza się 1l'<p'IjJ , j ako koniunkcję wszystkich formuł postaci 1l'ml ,m2 , . . .  ,mn_l ,mn 'IjJ , 

7 ml i mn mogą być równe zero. 
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takich , że 'lI'ml , m2 ,  . . .  ,mn_ l , mn j est ciągiem operatorów temporalnych przypisa
nych ciągowi w D<p drzewie zagnieżdżenia operatorów temporalnych w for
mule 'P. 

Rozważmy przykład : 

Przykład 4 .2 .2  
Niech 'P = pSq . Wtedy D<p = {E , O} .  
Zatem dla dowolnej formuły 'P:  

• 

W metodzie Fingera-Weiss odwzorowanie 7] definiuje się następuj ąco : 

Definicja 4 .2 .2  (odwzorowania 7]) 
Niech Inc( 'P) = {'Pl A 'P2 A 'P3 A . . .  A 'Pn : {'Pl , 'P2 , 'P3 , . . .  , 'Pn } � Lit ( 'P) } .  

7] ( 'P )  = 'lI' <p -'7,VI A 'lI' <p -'7,V2 A 'lI' <p -'7,V3 A . . .  A 'lI' <p -'7,Vk , 

gdzie 7,Vż E I nc( 'P ) ,  1 :S i :S k ,  

Analogicznie j ak w metodzie Fingera-Gabbay'a dowodzi się , że: 

Lemat 11 ( [FinWeis02] ) 
FT(L) ry(  'P) . 

W przypadku metody Fingera-Gabbay'a j ako T mogą być użyte jedy
nie logiki czasu liniowego . Nałożenie na czas warunku liniowości upraszcza 
rozważania, ponieważ w przypadku czasu liniowego dowolne dwa momenty 
czasowe są w relacj i następstwa czasowego . Finger i Weiss na logiki tempo
ralne nie nakładają warunku liniowości czasu. Jego brak powoduje  jednak, 
że w strukturze czasowej należy wyróżnić zbiory elementów będących ze 
sobą w relacj i następstwa czasowego . 

Niech 'I ( = (T, R) ) będzie dowolnym czasem. Niech tl , t2 ,  . . .  , tn ( E T) 
będą takie , że dla dowolnego i ,  1 :S  i :S n , tżRti+1 lub tż+1Rk Ciągowi 
tl , t2 ,  . . .  , tn ( E T) przypisujemy ciąg o długości n - 1 ,  którego elementami 
są O lub 1 .  Ciąg ten konstruujemy w sposób następujący: jeśli tiRti+l , 
to wstawiamy 1 ,  w przeciwnym razie wstawiamy O .  Ciąg ten oznaczamy 
string (tl , . . .  , tn ) ' 

Zdefiniujemy zasięg formuły w momencie czasowym t w czasie 'I. 
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Definicja 4 .2 .3 (zasięgu formuły w momencie t w czasie 'I) 

Rg(c.p ,  t) = {t} U {t' E T :  string (t , t 1 , . . .  , tn , t' ) E D"" 

dla pewnych t 1 , t2 , • . •  , tn E T} . 

Dowodzi się następujących własności zasięgu formuły: 

Lemat 12 ( [FinWeis02] ) 

155  

Dla dowolnych 9Jt1 (=  (T ,  R, Vi ) ) ,  9Jt2 (=  (T ,  R, "V2 ) )  oraz dowolnej for
muły c.p ( E FOR(�T) ) : 

jeżeli dla dowolnego t' E Rg (c.p , t) : Vi (t') = "V2 (t' ) , to : 

9Jt 1 , t � c.p wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt2 ,  t � c.p.  

Lemat 13 ( [Fin Weis02] ) 
Dla dowolnego 9JtT (=  (T, R, V) ) ,  dowolnego t E T oraz dowolnych for
muł c.p, 'l/J ( E FOR(�T(L» ) : 

Jeżeli 9JtT, t � 0-('1[' ",'l/J) , to dla dowolnego t' E Rg ( (J" ( c.p) , t) : 
9JtT, t' � d'l/J) 

Korzystając z powyższych lematów dowodzi s ię twierdzeń: 

Twierdzenie 4 .5  ( [Fin Weis02] ) 
Jeżeli logika L jest adekwatna ze względu na klasę swoich modeli oraz 
logika T jest adekwatna ze względu na klasę czasów JC, to logika T(L)  
jest adekwatna ze  względu na klasę czasów JC .  

Twierdzenie 4 .6 ( [Fin Weis02] ) 
Jeżeli logiki L i T są rozstrzygalne i adekwatne ze względu na klasę 
swoich modeli , to logika T(L)  jest rozstrzygalna. 

4.3 .  Podsumowanie 

Za pomocą opisanych metod możliwa jest temporalizacj a logik zda
niowych lub logik modalnych . Można również za ich pomocą dokonywać 
temporalizacj i logik temporalnych , zarówno jednowymiarowych j ak i wielo
wymiarowych. Mówimy w takim wypadku o dodawaniu do logiki wymiaru 
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temporalnego . W opisanych metodach stawia się warunek, że temporalizo
wana logika L powinna być rozszerzeniem logiki klasycznej . 

Przy temporalizacj i  - opisanymi metodami - systemu, który nie jest 
rozszerzeniem logiki klasycznej , mogą pojawić się trudności . Problem, który 
może wystąpić w takim przypadku, to różne semantyki spójników boolow
skich w systemach L i T (L) . 

Zaleca się więc stosowanie tej metody do systemów, będących rozsze
rzeniami logiki klasycznej . Nie muszą to być jedynie rachunki zdaniowe . 
Metoda ta ,  j ak argumentują Finger i Gabbay [FinGab93 , s .  23-27] , nadaje 
się także do temporalizacj i logiki pierwszego rzędu . 

Zaproponowana przez Fingera i Gabbay'a (i uogólniona przez Fingera 
i Weiss) metoda łączenia systemów logicznych nie j est zwykłą fuzj ą logik 
modalnych , opisywaną w rozdziale drugim. Wynikowy system nie powstaje 
bowiem w wyniku niezależne go połączenia dwóch systemów. Jest on raczej 
wynikiem wbudowania jednego systemu w drugi . 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



Rozdział 5 

Epistemiczne logiki temporalne 

W rozdziale niniejszym omówimy wybrane epistemiczne logiki tempo
ralne . Rozważania rozpoczniemy od analizy systemów jednopodmiotowych 
oraz systemów wielopodmiotowych czasu liniowego . Następnie przedysku
tujemy konstrukcje systemów epistemicznej logiki temporalnej nadbudowy
wanych nad logiką drzew obliczeniowych. Omówimy podstawowe kryteria 
klasyfikacyjne systemów tego rodzaju .  Rozważania dotyczące konstrukcj i 
systemów epistemicznej logiki temporalnej zakończymy omówieniem sys
temu nadbudowanego nad logiką temporalną czasu alternującego . Na za
kończenie rozdziału przedyskutujemy możliwości zastosowania języków dys
kutowanych systemów do formalizacj i wybranych problemów filozoficznych, 
informatycznych oraz problemów teorii gier. 

5 . 1 .  Jednopodmiotowa logika epistemiczna czasu liniowego 

Logika TEL skonstruowana została z wykorzystaniem,  opisanej w roz
dziale poprzednim, metody temporalizacj i zewnętrznej , zastosowanej do 
epistemicznej wersj i logiki S5 . Zastosowanie do konstrukcj i logiki TEL me
tody Fingera-Gabbay'a sprawia ,  że na podstawie metawłasności logiki tem
poralnej użytej do temporalizacj i logiki S5 oraz metawłasności logiki S5 
dostajemy dowody podstawowych metawłasności logiki TEL . 

Za pomocą języka konstruowanej logiki chcemy dokonywać formali� 
zacj i  rozumowań podmiotów poznających. Przyjmujemy pewne założenia 
konstrukcyjne .  

Po pierwsze , przyjmujemy założenie , że czas jest liniowy. Problem, w j a
kich zagadnieniach należy rozważać czas liniowy, a w j akich należy przyj-
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158 Rozdział 5. Epistemiczne logiki temporalne 

mować czas rozgałęziony, był i ciągle jest , przedmiotem ożywionej dyskusj i .  
Zasadnicza różnica między jednym a drugim podej ściem jest taka, że logika 
temporalna czasu liniowego ma mniej szą złożoność niż logika czasu rozga
łęzionego . Działa to na korzyść logiki temporalnej czasu liniowego . Niestety 
logika czasu liniowego ma również mniej szą siłę wyrazu niż logika tempo
ralna czasu rozgałęzionego . Niekiedy większa siła wyrazu logiki temporalnej 
czasu rozgałęzionego nie j est jednak konieczna. Rozważana epistemiczna lo
gika temporalna jest logiką czasu liniowego . 

Po drugie , na potrzeby dalszych rozważań przyjmujemy, że w procesie 
rozumowania podmiot poznający na początku dysponuje kilkoma faktami 
(dopuszczona jest sytuacja ,  kiedy wiedza podmiotu poznającego jest ze
rowa, czyli zbiór faktów początkowych jest zbiorem pustym) , a następnie 
wyprowadza konsekwencje z faktów początkowych, stosując reguły wnio
skowania. Podmiot poznający osiąga w ten sposób kolejny stan wiedzy. 
Następnie podmiot poznający wyprowadza konsekwencje ze wzbogaconego 
zbioru faktów, osiągając kolejny stan wiedzy itd .  Takie podej ście sprawia, 
że j ako czas semantyczny przyjmujemy czas dyskretny, liniowy, w którym 
istnieje punkt początkowy. Modelem dla takiego czasu mogą być np. liczby 
naturalne ze zwykłą relacj ą mniej szości . 

Przyjmujemy ponadto ,  że językiem, za pomocą którego podmiot po
znający może opisywać swoją wiedzę , jest język modalnej logiki zdaniowej . 
Podmiot poznający może także dokonywać (pozytywnej bądź negatywnej ) 
introspekcj i .  Do opisu wiedzy podmiotu poznającego może zatem być użyty 
język �S5 ' epistemicznej wersj i logiki 85 .  

Podobnie , j ak to czyniliśmy w przypadku logiki modalnej , tak też 
w przypadku konstruowanej logiki rozróżniamy formuły subiektywne i for
muły obiektywne . 

Wiedzę, bądź niewiedzę podmiotu poznającego można opisywać jedynie 
za pomocą formuł subiektywnych. Jeżeli bowiem formuła rp występuje poza 
zasięgiem operatora K, to nic nie wiemy na temat relacj i między formułą rp 
a aktualnym stanem wiedzy podmiotu poznającego . Podmiot poznający 
ma wiedzę na temat rp, czyli K rp, lub nie ma takiej wiedzy, czyli -,K rp. Nie 
jesteśmy jednak w stanie tej kwestii rozstrzygnąć . Przyjmujemy seman
tykę Kripkego dla 85 .  W przypadku jednego podmiotu poznającego można 
ograniczyć się do rozważania tylko modeli normalnych logiki 85 [MeH095] .  
W modelach tych relacj a R jest relacj ą uniwersalną, czyli każdy możliwy 
świat jest dostępny z dowolnego innego świata, a możliwe światy utożsa
miane są z wartościowaniami . 
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Definicja 5 . 1 . 1  (wartościowania) 
Wartościowanie to funkcja V : AP ---) {O ,  l } ,  gdzie O, to fałsz , natomiast 
1 to prawda. 

Mod(AP) , to zbiór wartościowań. 

Definicja 5 . 1 . 2  (modelu normalnego S5)  
Model normalny 9J1S5 logiki S5 to nie pusty zbiór wartościowań. 

Definicja 5 . 1 .3 (spełniania) 
Dla dowolnych formuł !.p, 7j; E FOR(f:-s5) ,  dla dowolnego modelu 9J1S5, 
świata m (E  9J1S5) , spełnianie formuły definiowane jest indukcyjniel : 

1 . 9J1S5 ' m FS5 !.p m(!.p) = 1 ,  dla !.p E AP, 
2 . 9J1S5 ' m FS5 '!.p 
3 .  9J1S5 ' m FS5 !.p 1\ 7j; 
4 .  9J1S5 , m FS5 K!.p 

nie jest prawdą, że 9J1S5 , m FS5 !.p ,  
9J1S5 ' m FS5 !.p oraz 9J1S5 ' m FS5 7j;,  
dla dowolnego mi E 9J1S5 zachodzi 
9J1S5 , mi FS5 !.p . 

Para (9J1S5 ' m) ,  gdzie 9J1S5 jest modelem normalnym logiki S5 ,  
a m E 9J1S5 jest aktualnym światem to stan epistemiczny. 

ES (AP) , lub po prostu ES, to zbiór stanów epistemicznych. 
Prawdziwość formuły subiektywnej języka logiki S5 jest niezależna od 

świata ,  w którym tę prawdziwość badamy. Jeżeli nasze rozważania ograni
czymy do formuł subiektywnych, to świat m, w którym badamy prawdzi
wość tych formuł możemy wykluczyć z naszych rozważań. 

Uwaga 5 . 1 . 1  
Formuła 7j; E FOR(f:-s5) jest subiektywna wtedy i tylko wtedy, gdy 7j; 
jest równoważna formule postaci K!.p, gdzie !.p E FO R(f:-S5) '  

l Zauważmy, że nasza definicj a spełniania formuły zbudowanej za pomocą operatora K 
różni się nieco w zapisie od definicj i  spełniania dla tego operatora przedstawianej dla logiki 
S5 w rozdziale drugim. Różnica ta wynika z budowy modelu w oparciu o modele normalne 
i faktu, że relacj a osiągajności j est relacj ą uniwersalną. ;,\ie musimy artykułować warunku. 
że formuła 'P musi być spełniona w każdym świecie osiągalnym ze świata m ,  ponieważ 
z uniwersalności R mamy, że każdy świat w modelu 9J1S5 j est osiągalny ze świata m .  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



160 , 
Rozdział 5. Epistemiczne logiki temponlne 

Przyjmujemy aksjomatykę logiki S5 z rozdziału drugiego . System ten 
jest adekwatny względem klasy modeli normalnych dla S5 .  

Ponieważ konstruowana epistemiczna logika temporalna ma służyć do 
opisu wiedzy zmieniaj ącej się w czasie , alfabet rozważanego języka logiki 
epistemicznej uzupełniamy o operatory temporalne P, F . Operatory te czy
tamy standardowo. 

W logice TEL konstrukcja języka jest taka, że da się w nim opisać 
przeszłą oraz przyszłą wiedzę podmiotu poznającego . Nie można natomiast 
zapisać poprawnie w tym języku formuły, w której wypowiadalibyśmy się na 
temat wiedzy podmiotu poznaj ącego o przyszłości , lub o przeszłości . Przy
czyną takiego stanu rzeczy jest sposób konstrukcj i wyrażeń poprawnie zbu
dowanych języka 'cTEL ' W wyrażeniu poprawnie zbudowanym języka 'cTEL 
żaden operator temporalny nie może wystąpić w zasięgu operatora episte
micznego K 2 . Możemy zatem konstruować wyrażenia typu: podmiot pozna
jący wiedział, że . . .  , podmiot poznający będzie wiedział, że . . . , itp .  Nie możemy 
natomiast konstruować wyrażeń w stylu podmiot poznający wie, że w przy
szłości będzie . . . , podmiot poznający wiedział, że w przeszłości było . . .  itp .  

Definicja 5 . 1 .4 (zbioru FOR('cTEd ) 
Zbiór FOR('cTEd ,  wszystkich formuł poprawnie zbudowanych ję
zyka 'cTEL ' jest najmniej szym zbiorem domkniętym na następuj ące re
guły: 

1 .  Jeżeli rp E FOR('cS5) ,  to rp E FOR('cTEd , 
2 .  Jeżeli rp, 'ljJ E FOR('cTEd ,  to ,rp, (rp l\ 'ljJ) ,  Prp, Frp E FOR('cTEd . 

Pozostałe spójniki boolowskie oraz operatory G, H wprowadzamy 
standardowo. Wprowadzamy ponadto operator D:  

Drp : = H rp 1\ rp 1\ Grp 

Zapis Drp czytamy zawsze rp. 
Język 'cTEL ' j ako połączenie języka logiki epistemicznej z językiem lo

giki temporalnej , umożliwia formalizację zdań odnoszących się do wiedzy 
zmieniaj ącej się w czasie . Dla przykładu , formalizacj a w języku 'cTEL zdań 

2 Jest to j eden z warunków, który należy spełnić , aby można było zastosować metodę 
dodawania wymiaru temporalnego do systemu logicznego opisaną w poprzednim rozdziale. 
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1 .  Jan nie wiedział, że  ma syna, ale teraz już wiej 
2. Stefan uszkadza samochód Jana, lecz Jan nigdy się o tym nie dowie, 

byłaby następująca: 

1 .  H-,Kp I\ Kp3 , 
2 .  q 1\ -,FKq 4. 

Nie jest możliwe natomiast wyrażenie w języku 'cTEL zdań np. :  
1 .  Jan nie ma  syna, ale wie, że kiedyś będzie miał. 
2. Jan wie, że Stefan nigdy nie uszkodzi mu samochodu. 

Przy założeniu, że podmiotem poznającym jest Jan oraz przy takim samym 
jak poprzednio znaczeniu liter zdaniowych p i q , zdania powyższe mogliby
śmy zapisać : 

1 .  -'p 1\ K Fp, 
2 .  KG-'q. 

Formuły te nie są formułami poprawnymi języka 'cTEL ' ponieważ w obu 
formułach w zasięgu operatora epistemicznego znajdują  się operatory tem
poralne . 

Definicja 5 . 1 . 5  (modelu) 
Model języka logiki TEL to funkcja 9J1 : N -. ES. 

Definicja 5 . 1 .6 ( spełniania) 
Dla dowolnych formuł cp , 1jJ E FO R( 'cTEd , dowolnego modelu 9J1, do
wolnego t (E N) spełnianie formuły definiujemy następuj ąco : 

1 .  9J1, t F cp 9J1(t) FS5 cp, jeżeli cp E 'cS5 ' 
2 .  9J1, t F cp 1\ 1jJ 9J1, t F cp oraz 9J1, t F 1jJ ,  
3 .  9J1, t F -,cp nie jest prawdą, że 9J1, t F cp ,  
4 .  9J1, t F Pcp 
5 .  9J1, t F Fcp 

istnieje t '  E N, takie , że t '  < t i 9J1, t '  F cp, 
istnieje t '  E N, takie , że t < t '  i 9J1, t '  F cp. 

Definicja 5 . 1 . 7  (spełniania w modelu) 
9J1 F cp wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego t E N: 9J1, t F cp .  

3 Przy założeniu ,  ż e  podmiotem poznaj ącym jest Jan, a p jest zdaniem Jan ma syna. 
4 Przy założeniu ,  że podmiotem poznającym jest Jan, a q j est zdaniem Stefan uszkadza 

samochód Jana. 
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162 Rozdział 5. Epistemiczne logiki temporalne 

Definicja 5 . 1 . 8  (prawdziwości formuły) 

F= p wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego 9J1 E 9J1D:D (TEL) : 9J1 F= p. 

Definicja 5 . 1 . 9  (konsekwencj i semantycznej formuł) 
7/J F= p,  p jest semantyczną konsekwencją 7/J wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla dowolnego modelu 9J1 oraz dla dowolnego t E N : 

jeżeli 9J1, t F= 7/J,  to 9J1, t F= p . 

Na potrzeby przyszłych rozważań wprowadzimy skróty. Przez O; bę
dziemy rozumieć ciąg operatorów, który ma długość i ,  gdzie O E {P, H, F, 
G, D} .  Zapis OOp upraszczamy pisząc p, bowiem OOp i P są równoważne. 

Definicja 5 . 1 . 10 

ati :=  piT 1\ Hi+1 ..l ,  dla i E N. 

9J1, j F= at; wtedy i tylko wtedy, gdy i = j .  
Do  temporalizacj i logiki S5 użyjemy logiki tensalnej T N czasu izomor

ficznego z (N, < ) , gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych a < jest "zwykłą" 

relacj ą mniejszości . Aksjomatyka logiki tensalnej czasu izomorficznego ze 
zbiorem liczb naturalnych jest następuj ąca: 

Aksjomatyka TN 

Dla dowolnych formuł p , 1jJ E FOR(J:.T,) : 
1 .  p, jeśli p jest tautologią klasycznej logiki zdaniowej języka logiki J:.TN, 
2 .  G (p ---+ 1jJ) ---+ (Gp ---+ G1jJ) ,  
3 .  H ( p  ---+ 1jJ) ---+ ( H  p ---+ Hl/;) , 
4 .  P ---+ H Fp, 
5 .  P ---+ GPp, 
6 .  Hp ---+ HHp,  
7. Gp ---+ GGp, 
8 .  FT, 
9 .  G(Gp ---+ p) ---+ (FGp ---+ Gp) , 

10 .  H(Hp ---+ p) ---+ Hp. 

Reguły: MP, RH, RG . 
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Dysponując aksjomatyką logiki S5 oraz aksjomatyką logiki Tl\!' mo
żemy podać aksjomatykę logiki ztemporalizowanej , czyli logiki Tl\!(S5) 
= TEL. Zgodnie z metodą Fingera-Gabbay'a aksjomatyka logiki TEL jest 
następuj ąca: 

Aksjomatyka TEL 

Aksjomatyka TEL składa się z :  
1 .  Aksjomatów logiki T l\! , 
2 .  Reguł wnioskowania logiki T l\! , 
3 .  Reguły PR: 

dla każdej formuły i.p ( E FO R( 52S5) ) : 

r-S5 i.p 

r-TEL i.p 

Ponieważ konstrukcja logiki TEL została przeprowadzona zgodnie 
z metodą temporalizacj i  zewnętrznej Fingera-Gabbay'a , możemy skorzy
stać z udowodnionych wcześniej twierdzeń dla logiki ztemporalizowanej . 

Twierdzenie 5 . 1  (poprawność TEL) 
Logika TEL jest poprawna ze względu na klasę czasów izomorficznych 
ze zbiorem liczb naturalnych 5 . 

Twierdzenie to wynika z twierdzenia 4 . 1 ,  poprawności logiki S5 i po
prawności logiki Tl\! ze względu na klasę czasów izomorficznych ze zbiorem 
liczb naturalnych. 

Ponieważ logika S5 jest pełna względem przyjętej semantyki , a lo
gika Tl\! jest pełna ze względu na klasę czasów izomorficznych ze zbio
rem N [G092] , więc z twierdzenia 4 .2 otrzymujemy, że: 

Twierdzenie 5.2 (pełność TEL) 
Logika TEL jest pełna ze względu na klasę czasów izomorficznych ze 
zbiorem N6 .  

5 Pisząc zbiór liczb naturalnych mamy na myśli zbiór liczb naturalnych ze zwykłą relacj ą 
mniej szości , czyli strukturę (IN, < ) .  

6 Jest to klasa LIN n DISC n F-SUCe n PL-END, przy czym klasa PL-END za 
K .  Trzęsickim [TrzOS] definiowana j est w sposób następuj ący: 

er E P L-EN D wtedy i tylko wtedy, gdy :lt litl : -,tI Rt . 
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N a podstawie twierdzenia 4 .3 oraz rozstrzygalności zarówno logiki S5 
[MeHo95] j ak i logiki TN [SiC185] dostajemy rozstrzygalność logiki ztempo
ralizowanej , czyli : 

Twierdzenie 5 .3  (rozstrzygalność TEL) 
Logika TEL jest rozstrzygalna. 

Konserwatywność 

Rozumowania konserwatywne według Engelfrieta [En96] to rozumo
wania, w wyniku których stan wiedzy podmiotu poznającego powiększa się . 
Nasze rozważania będą dotyczyły właśnie takich rozumowań. Nie będziemy 
brać pod uwagę : 

• sytuacj i ,  gdy następuje sprzężenie zwrotne i podmiot poznający, w wy
niku takiego sprzężenia, może otrzymać informację powoduj ącą rewizję 
jego wiedzy, a w konsekwencj i odrzucenie pewnych informacj i ,  

• sytuacj i ,  w których podmiot poznający może dokonać dodatkowych za
łożeń, sprzecznych z wiedzą dotychczasową i prowadzących do zmniej 
szenia zasobów wiedzy. 
W rozważaniach dotyczących konserwatywności jesteśmy zaintereso

wani wyłącznie powiększaniem się w czasie wiedzy podmiotu poznaj ącego . 
Do opisu wiedzy podmiotu poznającego będziemy używać jedynie 

formuł subiektywnych. W związku z tym, rozważając stan epistemicz
ny um, m) możemy pominąć świat aktualny. Mówiąc zatem o stanach epi·· 
stemicznych ograniczymy się do modeli logiki S5 .  

Zdefiniujemy stopnień uporządkowania informacj i .  

Definicja 5 . 1 . 1 1  (stopnia uporządkowania informacj i) 
Stan epistemiczny 9)12 ma nie mniej szy stopień uporządkowania in
formacji niż stan epistemiczny 9)11 , (9)11 � 9)12) ,  wtedy i tylko wtedy, 
gdy 9)12 zawiera się w 9)11 , czyli : 

9)11 � 9)12 wtedy i tylko wtedy, gdy 9)12 S;;; 9)11 , gdzie 9)11 , 9)12 E ES. 

Będziemy pisać 9)11 --< 9)12 , wtedy, i tylko wtedy, gdy (9)11 � 9)12 
i 9)11 =I 9)12) . 

Definicj a stopnia uporządkowania informacj i jest oparta na obserwacj i ,  
że  im więcej wartościowań podmiot poznający rozważa j ako możliwe , tym 
mniejsza jest wiedza podmiotu poznającego . 

Rozważmy przykład . 
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5 . 1 . Jednopodmiotowa logika epistemiczna czasu liniowego 

Przykład 5 . 1 . 1  
Przyjmijmy, następuj ące interpretacje zdań : 

• p to zdanie : Jan ma samochód marki Ford. 
• q to zdanie : Jan ma samochód marki Renault. 
• r to zdanie : Jan ma samochód marki Fiat. 
• s to zdanie : Jan ma samochód marki Opel. 
• z to zdanie : Jan ma samochód marki Mercedes. 

Niech model 9Jt1 ( = (W1 , R1 ,  Vi ) ) ,  będzie taki , że: 
1 .  W1 = {W1 , W2 , W3 , W4 , W5 } ' 
2 .  R1 jest relacj ą uniwersalną· 
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3. Vi jest takie , że: p E Vi (W1 ) ,  q E Vi (W2 ) ,  r E  Vi (W3 ) ,  s E Vi (W4 ) ,  
z E Vi (W5 ) ' Przyjmujemy ponadto ,  że w poszczególnych światach speł
nione są jedynie zdania, które wymieniliśmy, a pozostałe zdania nie są 
spełnione . 

Podmiot poznający w modelu 9Jt1 wie , że: 
• Możliwe, że Jan ma samochód marki Ford. 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Renault . 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Fiat . 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Opel. 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Mercedes . 

Niech 9Jt2 ( = (W2 ,  R2 , 112) będzie taki , że: 
1 .  W2 = {W1 , W2 , W3 } .  
2 .  R2 jest relacj ą uniwersalną. 
3 .  Wartościowanie 112 jest takie , że: p E Vi (W1 ) ,  q E Vi (W2 ) ,  r E Vi (W3 ) ' 

Przyjmujemy ponadto ,  analogicznie , j ak to czyniliśmy w przypadku 
modelu 9Jt1 , że w poszczególnych światach spełnione są jedynie zdania, 
które wymieniliśmy, a pozostałe zdania nie są spełnione . 

Podmiot poznaj ący w modelu 9Jt2 wie , że: 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Ford. 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Renault . 
• Możliwe , że Jan ma samochód marki Fiat . 

Biorąc pod uwagę modele 9Jt1 i 9Jt2 stwierdzamy, że podmiot poznający 
w modelu 9Jt2 ma większą wiedzę na temat marki samochodu posiadanego 
przez Jana. W modelu 9Jt2 zostały bowiem wyeliminowane pewne alterna
tywy epistemiczne . • 

W przykładzie rozpatrywaliśmy standardowe modele Kripkego . Nasze 
modele , ze względu na przyjęte założenia, są j ednak prostsze. Są to zbiory 
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wartościowań. Im mniej alternatyw epistemicznych podmiot poznający musi 
brać pod uwagę (w naszym przypadku im mniej wartościowań zawiera mo
del) , tym większa jest wiedza podmiotu poznającego . 

Zdefiniujemy teraz pojęcie modelu konserwatywnego . 

Definicja 5 . 1 . 1 2  (modelu konserwatywnego) 
Model 9nTEL temporalnej logiki epistemicznej jest konserwatywny 
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego t E N: 

9nt ::ś 9nt+ l , 
gdzie 9nt to model logiki S5 przypisany w modelu 9nTEL momentowi t . 

Semantyczna konsekwencja w odniesieniu do klasy modeli konserwa
tywnych jest oznaczana przez Fe . 

Zauważmy, że dla dowolnego modelu konserwatywnego 9nTEL, dla do
wolnego momentu czasowego t E N oraz dla dowolnej formuły !.p: 

jeżeli 9nTEL , t F K!.p, to dla dowolnego t < t' : 9nTEL, t' F K!.p. 
Jeżeli więc formuła !.p jest znana w pewnym momencie czasowym, to 

formuła ta będzie znana również w przyszłości . 
TEL C to epistemiczna logika temporalna czasu liniowego , której se

mantyka składa się tylko z modeli konserwatywnych. Zachodzi następujące 
twierdzenie . 

Twierdzenie 5 .4 ( [En96] ) 
Niech <t = D (K!.p -+ G (K !.p ) ) , gdzie !.p jest formułą. Dla dowolnego 
modelu 9n ( E 9nD::D (TEL) )  następujące warunki są równoważne : 

1 .  9n jest konserwatywny, 

2 . 9n F <t, 
3 .  9n, t F <t, dla pewnego t E N. 

Dowód. 
Udowodnimy jedynie, że 1 � 2 oraz 3 � 1 .  Dowód faktu, że 2 � 3 ,  

j ako oczywisty, pomijamy. 

( 1  � 2 )  
Niech 9n będzie modelem konserwatywnym i t E N. Załóżmy, że 

9n, t F K!.p. Rozważmy dowolne tl takie , że t < tl . Dla dowolnego m E 9nt 
otrzymujemy więc , że 9nt , m F !.p . Niech m E 9nt, . 9n jest konserwa
tywny, zatem 9nt, <;;;; 9nt . Ponieważ m E 9nt, i 9nt, <;;;; 9nt , więc m E 9nt 
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i 9J1t , m r= 'P .  Wnioskujemy więc , że 9J1, t' r= K 'P .  Ponieważ t' jest dowolnym 
momentem później szym niż t , zatem 9J1, t r= CK 'P. Wnioskujemy stąd ,  że 
9J1, t r= K'P ----+ CKcp. Otrzymujemy więc , że 9J1, 0 r= D (Kcp ----+ CK'P) . 
( 3  "-t 1 )  

Załóżmy teraz , ż e  9J1 ,  t r= (1: dla pewnego t E Pl Załóżmy też , że mo
del 9J1 nie jest modelem konserwatywnym. Istnieją wtedy moment t' E N 
oraz model m E 9J1t'+l takie , że m tJ. 9J1t, .  Niech 'Pm będzie koniunkcją 
liter zdaniowych prawdziwych w m tj . 'Pm = /\{p E AP : m r= p} 1\ 
/\{--'P : p E AP, m F P} · Jest to formuła języka 'cTEL , gdyż założyliśmy, 
że AP jest zbiorem skończonym. Z faktu ,  że m tJ. 9J1t, oraz tego , że dla 
wszystkich m' i- m : m' r= -''Pm , otrzymujemy, że 9J1, t' r= K -''Pm ' Ponie
waż m E 9J1t'+l , m F -''Pm oraz 9J1, t' + 1 F K-''Pm , więc 9J1, t' F CK-''Pm '  
Zatem 9J1,  t F D(K -''Pm ----+ CK -''Pm) ' Otrzymujemy sprzeczność z założe
�m. D 

Powyższe rozważania pokazują ,  że klasa formuł podpadających pod 
schemat (1: jest spełniona w TEL . 

Załóżmy teraz , że r=c 'P .  Otrzymujemy, że dla wszystkich modeli 9J1 
temporalnej logiki epistemicznej : 

jeśli model 9J1 jest konserwatywny, to 9J1 r= 'P.  
Ponieważ ilość nierównoważnych formuł nad AP jest skończona, można 

przyj ąć ,  że (1: jest skończone . Zatem można rozważać koniunkcję jego ele
mentów. Jeżeli 9J1, t r= /\ (1:, to 9J1 jest modelem konserwatywnym. Zachodzi 
9J1 r= 'P. Wnioskujemy więc , że 9J1, t r= 'P. Zatem /\ (1: r= cp. Ponieważ dla 
logiki TEL C zachodzi twierdzenie o dedukcj i [En96] , więc otrzymujemy 
r= /\ (1: ----+ cp. Z twierdzenia o pełności dla TEL dostajemy r-TEL /\ (1: ----+ 'P .  
Aksjomatyka TELC to  aksjomatyka TEL uzupełniona o formuły podpa
dające pod schemat (1: wnioskujemy więc , że r-TELC cp .  

Konserwatywna epistemiczna logika temporalna jest rozstrzygalna. 

Twierdzenie 5 .5  
Logika TEL C jest rozstrzygalna. 

Dowód. 
Sprawdzenie , że r-TELC 'P sprowadza się w zasadzie do zbadania, czy 

r-TELC /\ (1: ----+ cp dla wszystkich nierównoważnych formuł zdaniowych cp 
( E FO R( 'cTELd ) .  Jest to rozstrzygalne na podstawie rozstrzygalności 10-

� T�. D 
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Modele minimalne 

Można postawić pytanie o możliwość opisu zmieniaj ącej się w czasie 
wiedzy podmiotu poznającego , gdy dysponujemy skończoną liczbą formuł 
subiektywnych języka �TEL . Dopuszczamy w naszych rozważaniach także 
sytuację ,  że dysponujemy tylko jedną formułą, będącą skończoną koniunkcją 
formuł subiektywnych. Interesujące wydają się konsekwencje takiego opisu . 
Engelfriet przyjmuje założenie , że tylko te fakty są znane , które znane są 
podmiotowi poznającemu na podstawie opisu. Żadnej innej wiedzy podmiot 
poznający nie posiada [En96] . Przyjmuje się zatem explicite założenie , że 
wszystko ,  co podmiot poznający wie , jest zdeterminowane opisem. Minimal
ność modelu jest sformalizowana poprzez wprowadzenie relacj i preferencj i 
na zbiorze 9J1D� (TELC) .  

Definicja 5 . 1 . 13  

Niech 9J1, 9J1' E 9J1D� (TELC) : 

1 .  9J1 :::; 9J1' wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich t E N : 
9J1t :::; 9J1't . 

2 .  9J1 Fmin c.p ,  model 9J1 j est minimalnym modelem konserwa
tywnym formuły c.p, wtedy i tylko wtedy, gdy 9J1 F c.p oraz dla 
każdego modelu 9J1' : 

jeśli 9J1' F c.p i 9J1' :::; 9J1, to 9J1 = 9J1' . 

3 .  Niech c.p , ?jJ E FOR(�TEd . 
?jJ F�in c.p, c.p jest minimalną konserwatywną konsekwencją 
formuły ?jJ ,  wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich minimalnych 
modeli konserwatywnych 9J1 formuły ?jJ :  9J1 Fmin c.p. 

Zauważmy, że pojęcie wynikania minimalnego wzmacnia pojęcie wyni
kania konserwatywnego , tzn. 

jeżeli c.p FC ?jJ to c.p F�in ?jJ . 

Prosta formuła, nawet bez operatorów temporalnych pokazuje ,  że F�i71 jest 
właściwym rozszerzeniem FC •  Zauważmy bowiem, że Kp FC -,K q , podczas 
gdy Kp F�.i71 -,K q .  

Minimalny model logiki 85 może być definiowany w sposób analogiczny 
do minimalnej konsekwencj i konserwatywnej : normalny 85-model 9J1 jest 
modelem minimalnym formuły c.p E FOR(�S5) ,  wtedy i tylko wtedy, gdy 
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5.1. Jednopodmiotowa logika epistemiczna czasu liniowego 169 

9)1 FS5 K <p oraz dla wszystkich modeli 9)1' :  jeśli 9)1' FS5 K <p i 9)1' j 9)1, to 
9)1' = 9)1. 

Definicja 5 . 1 . 14 
Niech <p,  'IjJ E FOR(5:,S5) : 

<p F��n 'IjJ wtedy i tylko wtedy, gdy K'IjJ jest spełniona we wszystkich 
modelach minimalnych formuły <p .  

Uwaga 5 . 1 . 2  
Niech <p,  'IjJ E FOR(5:,S5) ,  wtedy 

<p F�n 'IjJ wtedy i tylko wtedy, gdy K <p F�in K 'IjJ.  

Uwaga 5 . 1 .3 
F�in jest niezależna od sygnatury zdaniowej . 

Rozstrzygalność 

Model konserwatywny 9)1c, składa się z ciągu normalnych modeli lo
giki S5 .  Ponieważ założyliśmy, że AP jest skończony, to model składa się 
ze skończonej liczby wartościowań . Ponadto, ciąg modeli j est ciągiem male
j ącym 7 . Istnieje zatem moment czasowy t E N taki , że dla wszystkich t < t' 

( 1 )  

Najwcześniej szy moment czasowy to , dla którego zachodzi ( 1 ) , jest momen
tem czasowym, w którym model 9)1 się stabilizuje [En96] . 

Idea dowodu rozstrzygalności konserwatywnej wersj i logiki TEL opiera 
się na obserwacj i ,  że dla każdej formuły 'IjJ istnieje taki moment t'IjJ ' że mi
nimalny model formuły 'IjJ stabilizuje się w momencie wcześniej szym niż tljJ . 
Zatem istnieje tylko skończona liczba modeli , które należy sprawdzić. Po
nieważ wszystkie te modele stabilizuj ą się w pewnym momencie, więc w każ
dym z tych modeli można sprawdzić, czy formuła temporalna jest spełniona. 

W celu otrzymania górnego ograniczenia tljJ wystarczy, jeśli istnieje 
odpowiednio długa sekwencja identycznych stanów, zanim model ustabi
lizuje się . Możliwe jest wtedy uzupełnienie tej sekwencj i o dodatkowy stan 
taki , aby formuła 'IjJ pozostała spełniona. Ponieważ powiększony model jest 

7 Dopuszczamy także sytuację ,  że j est to ciąg nierosnący. 
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mniej szy (w sensie relacj i :5)  od modelu wyjściowego , model oryginalny 
w takiej sytuacj i nie jest już modelem minimalnym formuły 'IjJ. Długość ta
kiej sekwencj i zależy od głębokości zagnieżdżenia operatorów temporalnych 
w formule 'IjJ. Sformalizuj emy teraz te idee . 

Głębokość depth( <p) zagnieżdżenia operatorów temporalnych w for
mule <p, definiowana jest indukcyjnie [En96] : 

Definicja 5 . 1 . 1 5  (głębokości zagnieżdżenia operatorów temporalnych) 
Niech <p, 'IjJ E FOR(�TEd : 

1 .  depth (<p) = 0 ,  jeśli <p E FOR(�S5) ,  
2 .  depth (<p I\ 'IjJ) = max{depth(<p) , depth('IjJ) } , 
3 .  depth (-,<p) = depth(<p) , 
4 .  depth (P<p) = depth(F<p) = depth(<p) + 1 .  

Udowodnimy teraz lemat , który pokazuje ,  że w ciągu identycznych sta
nów, w stanach pośrednich, czyli stanach pomiędzy początkiem a końcem 
takiego ciągu, spełnianie formuły o odpowiednio małej głębokości zagnież
dżenia operatorów temporalnych w jakimkolwiek stanie pośrednim jest rów
noważne spełnianiu tej formuły w pewnym podciągu stanów pośrednich . 

Lemat 14 ( [En96] ) 
Jeżeli 9J1 E 9J1D:D (TEL) oraz dla pewnych k 2: 1 ,  l 2: k : 9J1z = 9J1z+i = 
9J1Z-i dla każdego i takiego , że 1 ::s: i ::s: k ,  to dla każdej formuły <p takiej , 
że depth (  <p) < k oraz dla dowolnego 1 ::s: j ::s: k - depth( <p) następujące 
warunki są równoważne : 

1 .  9J1, l - j F <p, 
2 .  9J1, k F <p, 
3 .  9J1, l + j F <p . 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy przez indukcję .  Wykażemy jedynie przypadki , 

gdy w formule występują operatory temporalne . 

F<p: Niech 1 ::s: j ::s: k - depth (F<p) . Udowodnimy jedynie , że 

jeśli 9J1, l - j F F<p, to 9J1, l + j F F<p. 
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Implikacja w drugą stronę jest trywialna. 
Załóżmy więc , że 9J1, l -j � Fcp. Istnieje zatem n E N takie , że n > l -j 
oraz 9J1, n � cp . Jeżeli n > l + j ,  to 9J1, l + j � Fcp. Załóżmy więc , że 
l - j < n ::; l + j . Rozważmy możliwe trzy przypadki : 

1 .  Jeżeli n = l - m, gdzie 1 ::; m < j ,  to 1 ::; m < j ::; k - depth(Fcp) 
< k - depth(  cp) . N a podstawie założenia indukcyjnego otrzymu
jemy 9J1, l � cp . 

2 .  Jeżeli n = l ,  to 9J1, l � cp.  
3 .  Jeżeli n = l + m, gdzie 1 ::; m ::; j ,  to 1 ::; m ::;  j ::; k - depth(Fcp) 

< k - depth(  cp) . N a podstawie założenia indukcyjnego otrzymu
jemy 9J1, l � cp .  

Zatem 9J1, l � cp oraz 1 ::; j + 1 ::; k - (depth(F (cp) ) - 1 )  = k - depth(cp) . 
Na podstawie założenia indukcyjnego otrzymujemy więc 
9J1, l + (j + 1 )  � cp, a zatem 9J1, l + j � Fcp. 

Pcp: Jest to przypadek analogiczny do Fcp.  D 

Pokażemy teraz , że mając dany ciąg identycznych stanów, stany po
średnie mogą być powielane bądź usuwane , a wykonanie tych operacj i na 
stanach pośrednich nie wpływa na prawdziwość formuł o odpowiednio małej 
głębokości zagnieżdżenia operatorów temporalnych. Zachodzi następujący 
lemat : 

Lemat 15  ( [En96] ) 
Niech 9J1 będzie modelem spełniającym warunki lematu 14 .  Definiu
jemy funkcję f :  

f (n) = { n 

n - l 

gdy n ::; k , 
gdy n > k .  

Niech lJt będzie modelem takim, ż e  lJti = 9J1f(i) dla dowolnego i E N. 
Wtedy dla dowolnej formuły cp takiej , że depth(  cp) ::; n oraz dla każdego 
i E N zachodzi: 1Jt, i � :p wtedy i tylko wtedy, gdy 9J1, f ( i ) � cp .  

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy przez indukcję ze względu na długość for

muły :p .  Rozważymy tylko takie postacie formuły :p ,  w których występują 
operatory temporalne H i G. 
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Hep: Załóżmy, że 91, i F Hep. Weźmy k takie , że k < j (i ) .  Wtedy istnieje 
t < i takie , że j (t) = k i 91, t F ep . Zatem na podstawie założenia in
dukcyjnego otrzymujemy 9.J1, k F ep, czyli 9.J1 , j (i ) F Hep. Jeżeli i ::;  k , 
bierzemy m < i .  Wtedy j (m) < j (i ) ,  więc 9.J1, j (m) F ep . Z założenia 
indukcyjnego 91, m F ep. Zatem 91, i F Hep. Jeżeli i 2': k + 1 ,  bierzemy 
m < i . Jeśli m i- k , to j (m) < j (i ) ,  zatem 9.J1, j (m) F ep i z założe
nia indukcyjnego dostajemy 91, m F ep. Jeśli m = k , to k - 1 < j (i ) ,  
więc 9.J1, k - 1 F ep. Ponieważ depth (H ep) ::; n więc z lematu 1 4  mamy 
9.J1, k F ep. Z założenia indukcyjnego otrzymujemy, że 91, k F ep lub 
91, m F ep. Zatem 91, i F Hep. 

Cep: Przypadek analogiczny do Hep. D 

Lemat ten jest użyteczny, gdy przy konstrukcj i modelu zachodzi po
trzeba zwiększenia długości ciągu stanów identycznych , bądź zmniej szenia 
długości takiego ciągu, a j ednocześnie w wyniku wykonania jednej z wymie
nionych operacj i nie chcemy, aby zmieniła się w konstruowanym modelu , 
prawdziwość formuł o odpowiednio małej głębokości występowania opera
torów temporalnych. 

Lemat 16  ( [En96] ) 
Dla modeli 9.J1, 91 spełniaj ących warunki lematu 1 5  zachodzi: jeśli 9.J1 
jest konserwatywny, to 91 jest konserwatywny i na odwrót , 91 ::; 9.J1 oraz 
jeśli istnieje k 2': l + n takie , że 9.J1k < 9.J1k+1 , to 91 < 9.J1. 

Dowód. 
Niech l E N. Zatem 911 = 9.J1f(I) ' Ponieważ j ( l ) ::; l a 9.J1 jest modelem 

konserwatywnym, otrzymujemy 9.J1 J(i) ::; 9.J11 . Zatem 911 ::; 9.J11 . Jeśli istnieje 
t 2': l + n takie , że 9.J1t < 9.J1t+l , to 91t+l = 9.J1f(t+l ) = 9.J1t < 9.J1t+l . D 

Dwa ostatnie lematy pokazują, że dla każdej formuły istnieje moment 
czasowy t taki , że model minimalny tej formuły musi stabilizować się w pew
nym momencie t' wcześniej szym niż t . 

Lemat 17  ( [En96] ) 
Załóżmy, że AP składa się z n liter zdaniowch. Jeśli model konser
watywny 9.J1tEL o sygnaturze AP jest modelem minimalnym formuły 
subiektywnej ep, to stabilizuje się on nie później niż w momencie cza
sowym (2n - 1 )  · 2 · depth(cp) . 
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Dowód. 
Pokażemy najpierw, że model minimalny formuły tp nie może zawierać 

więcej niż (2n - 1 )  . 2 . depth ( tp) identycznych stanów wcześniej szych niż 
stan, w którym model się stabilizuje .  Załóżmy więc , że 9J1 Fmin tp i 9J1 ma 
przynajmniej (2n - 1 ) · 2 · depth ( tp) stanów wcześniej szych niż stan ,  w którym 
9J1 się stabilizuje .  Istnieje więc k 2': depth ( tp) takie , że 9J1k = 9J1k+i = 9J1k-i 
dla każdego 1 � i � depth ( tp) , oraz istnieje l 2': k + depth ( tp) takie , że 
9J1z < 9J1/+1 .  Rozważmy model lJl spełniaj ący warunki lematu 1 5 . Ponieważ 
9J1 F tp więc lJl F tp. Na podstawie lematu 1 6  mamy lJl < 9J1. Jest to 
sprzeczne z założeniem, że model 9J1 jest modelem minimalnym formuły tp. 

Ponieważ AP ma n liter zdaniowych, więc istnieje 2n różnych modeli 
zdaniowych. Model konserwatywny 9J1�EL zawiera malej ący ciąg zbiorów 
modeli zdaniowych, więc istnieje przynajmniej 2n - 1 momentów t takich , 
że 9J1t < 9J1t+1 . Jeżeli model 9J1 jest modelem minimalnym formuły tp,  to 
istnieje przynajmniej 2 . depth ( tp) identycznych stanów zanim model się 
ustabilizuje .  Model 9J1 musi się zatem ustabilizować w stanie s takim, że 
s � (2n - 1 ) · 2 · depth (tp) . D 

Lemat 18  ( [En96] ) 
Niech 9J1�EL E 9J1D:D (TELC ) , t E N, tp E FOR(i:,TEd . 
Jest rozstrzygalne czy 9J1�EL , t F tp . 

Dowód. 
Niech 9J1�EL będzie modelem konserwatywnym, a t E N. Model kon

serwatywny stabilizuje się w j akimś momencie czasowym. Niech będzie 
to moment to . Na podstawie lematu 14 wnioskujemy, że dla formuły tp:  
9J1�EL , t F tp wtedy i tylko wtedy, gdy 9J1�EL ' u F tp dla wszystkich 
t, u 2': to + depth ( tp) . Następnie za pomocą indukcj i ze względu na długość 
formuły tp rozstrzygamy, czy 9J1�EL ' t F tp . D 

Lemat 19  ( [En96] ) 
Niech 9J1�EL E 9J1D1' (TELC ) , tp E FOR(i:,TEd . 
Jest rozstrzygalne czy 9J1�EL Fmin tp . 

Dowód. 
Pytanie , czy 9J1 F tp jest równoważne pytaniu, czy 9J1, O F Dtp. Na 

drugie pytanie , zgodnie z lematem 18 możemy znaleźć odpowiedź. Załóżmy, 
że AP ma n liter zdaniowych . Jeśli model 9J1 stabilizuje się później niż 
t = (2n - 1 )  · 2 ·  depth(tp) , to 9J1 nie jest modelem minimalnym formuły tp 
na podstawie lematu 1 7 . 
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Przypuśćmy zatem, że 9J1 F ćp oraz 9J1 stabilizuje się nie później , niż 
w momencie t = (2n - 1 ) · 2 ·  depth ( ćp) . Aby sprawdzić , czy model 9J1 jest mo
delem minimalnym formuły ćp , czyli czy 9J1 Fmin cp, musimy sprawdzić , czy 
istnieje model konserwatywny mniej szy niż 9J1, w którym formuła cp byłaby 
spełniona. Istnieje oczywiście nieskończenie wiele modeli konserwatywnych 
mniej szych niż 9J1, pokażemy jednak, że musimy rozważyć jedynie te ,  które 
stabilizują się nie później niż w momencie (2n - 1 )  . (4 ·  depth (  ćp) + 1 ) . Innymi 
słowy, wystarczy pokazać, że jeśli istnieje model konserwatywny mniej szy 
niż 9J1, w którym formuła cp jest spełniona, to istnieje też taki model stabili
zujący się w momencie (2n - 1 ) . (4 ·  depth ( cp) + 1 )  lub wcześniej . Zachodzenie 
w drugą stronę jest oczywiste .  

Załóżmy więc, że mamy model konserwatywny m taki , że m < 9J1, 
m F ćp oraz s jest momentem, w którym model m się stabilizuje .  Jeśli 
s ::; (2n - 1 ) . (4 . depth (  cp) + 1 ) ,  to m jest modelem, którego szukaliśmy. 
Załóżmy więc , że tak nie jest . Przyjmiemy następującą procedurę two
rzenia modelu m' : jeśli istnieje ciąg więcej niż 2 . depth ( cp) + 1 stanów 
identycznych w modelu m między momentami (2n - 1 )  · 2 ·  depth(cp) i s ,  
wtedy usuwamy momenty z tego ciągu aż otrzymamy ciąg, którego dłu
gość będzie wynosić 2 ·  depth(cp) + 1 . Lemat 1 5  pozwala nam to uczynić 
bez naruszania prawdziwości formuły cp. Oczywiście w wyniku takiej ope
racj i otrzymujemy model konserwatywny mniej szy niż 9J1. Niech m' bę
dzie modelem, który otrzymaliśmy po zastosowaniu opisanej procedury 
do każdego ciągu stanów indentycznych. Wtedy m' F cp oraz m' < 9J1. 
Niech s' będzie momentem czasowym, w którym model m' się stabili
zuje .  W modelu m' jest zatem przynajmniej 2n - 1 momentów czaso
wych t takich , że (2n - 1 )  . 2 . depth ( cp) ::; t < s oraz m� < m�+l ' Mię
dzy tymi momentami jest przynajmniej 2 . depth (  ćp) + 1 stanów identycz
nych, zatem s ::; (2n - 1 )  · 2 ·  depth (cp) + (2n - 1 )  . (2 ·  depth (cp) + 1 )  = 

(2n - 1 )  . (4 · depth (cp) + 1 ) . 
Można łatwo pokazać, że dla danej sygnatury skończonej istnieje tylko 

skończona ilość konserwatywnych modeli takich , które stabilizuj ą  się nie 
później niż w momencie ( 2n - 1 )  . (4 ·  depth ( ćp) + 1 ) . Dla dowolnego modelu 
m możemy sprawdzić czy m < 9J1 (wystarczy sprawdzić tylko pierwszych 
(2n - 1 )  . (4 ·  depth(cp) + 1 ) momentów czasowych) oraz czy m F cp. Jeśli 
znajdziemy taki model , wtedy 9J1 Fmin cp . VV przeciwnym wypadku za
chodzi 9J1 Fmin cp. D 

Zachodzi następujące twierdzenie: 
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Twierdzenie 5 .6  (Rozstrzygalność F�in [En96] ) 

1 75 

Dla dowolnych formuł subiektywnych cjJ, 'IjJ jest rozstrzygalne , czy 
cjJ F�in 'IjJ.  

Dowód. 
AP składa się z liter zdaniowych występujących w formułach tp i 'IjJ. 

Załóżmy, że jest n takich liter zdaniowych . Z lematu 1 7  wynika, że należy 
rozważyć jedynie te modele , które stabilizuj ą  się nie później niż w mo
mencie t = (2n - 1 )  · 2 · depth(tp) . Ponieważ sygnatura AP jest skończona, 
więc modeli takich jest skończenie wiele . Dla dowolnego modelu 9J1 kwe
stia, czy 9J1 Fmin tp jest rozstrzygalna na podstawie lematu 19 .  Pozo
staje zatem jedynie sprawdzenie (skończenie wielu) modeli minimalnych 
formuły tp ,  czy zachodzi 9J1 F 'IjJ. Jest to kwestia rozstrzygalna na podsta
wie lematu 1 8 . D 

W zastosowaniach praktycznych systemu formalnego , oprócz rozstrzy
galności ,  pożądana jest zwykle j ak najmniej sza złożoność 8 procedury de
cyzyjnej , czy dana formuła jest spełniona w modelu . Engelfriet dokonuje 
oszacowania złożoności procedury decyzyjnej w odniesieniu do pytania 
o spełnialność formuł języka konserwatywnej wersj i logiki TEL, czyli lo
giki TELC . Jest to procedura o klasie złożoności N P [En96] , a zatem lo
gika TEL C jest N P-zupełna. 

5 .2 .  Epistemiczna logika temporalna języka operatorów S i U 

Język epistemicznej logiki temporalnej omawianej w poprzednim pod
rozdziale j est na tyle bogaty, że daje się w nim wyrazić wiele na temat 
wiedzy zmieniaj ącej się w czasie . Nie da się j ednak za jego pomocą wyrazić 
ważnej klasy zdań temporalno-epistemicznych . Nie da się wyrazić w ję
zyku 'cTEL np. zdań: 

8 W procesach implementacj i algorytmów, bierze się pod uwagę dwa rodzaje złożono
ści: złożoność pamięciową oraz złożoność czasową. Status problemu złożoności pamięciowej , 
w rozważaniach dotyczących zastosowań, zbliża się powoli do statusu, j aki ten problem ma: 
w rozważaniach teoretycznych, w których w ogóle nie j est brany pod uwagę. Wynika to z do
stępności coraz większych zasobów pamięciowych we współczesnych komputerach . Problem 
złożoności pamięciowej w zastosowaniach praktycznych powoli więc zanika. Inaczej rzecz 
się ma z problemem złożoności czasowej . Status tego zagadnienia, zarówno w rozważaniach 
teoretycznych j ak i tych , dotyczących zastosowań, w zasadzie nie ulega zmianie. 
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1 .  Od kiedy Jan miał wypadek i dowiedział  się, że ma uszkodzone kolano, 
boi się jeździć samochodem. 

2. Dopóki wiem, że nie ma kryzysu, dopóty trzymam pieniądze w banku. 

Język �TEL ma za małą siłę wyrazu ,  aby można było za jego pomocą, 
poprawnie sformalizować podane zdania. W zdaniach tych występują bo
wiem, odpowiednio , operatory S i U. W języku �TEL j ako pierwotne zostały 
przyjęte operatory F i P. Daje się za ich pomocą łatwo uzyskać operatory 
odpowiednio G i H. Nie da się jednak, j ak to już wcześniej wykazaliśmy, 
uzyskać za pomocą operatorów F, G, P, H operatorów S i U. Aby wyrazić 
powyższe zdania w języku epistemicznej logiki temporalnej potrzebny jest 
język bogatszy, w którym operatory S i U występowałyby j ako operatory 
pierwotne , bądź dałyby się wyrazić za pomocą innych operatorów tempo
ralnych . 

Rozważymy teraz konstrukcję TELs,u epistemicznej logiki temporal
nej , w języku której występuj ą operatory S i U,  a zatem takiej logiki , której 
język ma większą siłę wyrazu niż język �TEL ' Wszystko co da się wyrazić 
w �TEL da się również wyrazić w �TELs,u , ale nie odwrotnie . 

Konstrukcja logiki TELs,u jest analogiczna do konstrukcj i logiki TEL. 
Logika TELs,u jest bowiem także wynikiem temporalizacj i  logiki S5, z tą 
różnicą, że do temporalizacj i  wykorzystujemy logikę T�'u czasu izomorficz
nego ze zbiorem liczb naturalnych, w języku której występuj ą operatory 
temporalne S i U. 

J ęzy k tern poralno-episterniczny �TEL s,u 

Logika TELs,u jest wynikiem temporalizacj i logiki epistemicznej S5 
za pomocą logiki T�'u . Język �TELs,u jest zatem wynikiem połączenia ję
zyka �S5 oraz języka �T�'u , zgodnie z metodą Fingera-Gabbay'a . 

Definicja 5 .2 . 1  (zbioru FOR(�TELs,u ) )  
Zbiór FOR(�TELs,u ) jest najmniej szym zbiorem domkniętym na nastę
pujące reguły: 

1 .  Jeżeli <p E FOR(�S5) ,  to <p E FOR(�TELs u") .  
2 .  Jeżeli <p, 'ljJ E FOR(�TELs.u ) , to '<p, (<p 1\ 'ljJ) ,  ('ljJ) U(<p) ,  ('ljJ)S (<p) E 

FOR(�TELs.L· ) .  

Wprowadzamy ponadto ,  w sposób standardowy, skróty definicyjne po
zostałych spójników boolowskich oraz operatorów temporalnych: F, P, G ,  
H, O , O . 
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Semantyka TELS'U 

Ponieważ logika TELs,u jest logiką jednopodmiotową oraz taką, że wie
dza podmiotu modelowana jest za pomocą języka logiki S5 ,  możemy, podob
nie j ak to uczyniliśmy w przypadku logiki TEL , ograniczyć się do modeli 
normalnych logiki S5 oraz przyj ąć ,  że relacja osiągalności jest relacj ą uni
wersalną. Założenia te pozwolą nam na utożsamianie w dalszych rozważa
niach modeli logiki S5 ze zbiorami wartościowań. Analogicznie też przyjmu
jemy, że ES jest zbiorem stanów epistemicznych, czyli zbiorem S5-modeli 
normalnych. Semantykę języka logiki TELs,u możemy więc zdefiniować ana
logicznie do semantyki języka logiki TEL . 

Definicja 5 .2 .2  (modelu) 
Model 9n, to funkcja N -+ ES. 

Definicja 5 .2 .3  (spełniania) 
Dla dowolnych formuł rp , 1jJ E FOR(f:.TEd , dowolnego modelu 9n oraz 
dowolnego momentu t spełnianie formuły9 definiowane jest następu
jąco : 

1 .  9n, t F rp 

2 .  9n, t F ,rp 

3. 9n, t F rp /\ 1jJ 

4 .  9n, t F 1jJU rp 

5 . 9n, t F 1jJSrp 

9n(t) FS5 rp, gdy rp E f:.S5 , 

nie jest prawdą, że 9n, t F rp, 

9n, t F rp oraz 9n, t F 1jJ ,  

istnieje t' , t < t '  takie , ż e  {9n,  t' F rp oraz 
dla dowolnego tli E N, takiego , że (t < tli i tli < t' ) : 
9n, tli F 1jJ} ,  

istnieje t' , t' < t takie , że {9n, t' F rp oraz 
dla dowolnego tli E N, takiego , że (t' < tli i tli < t) :  
9n, tli F 1jJ} . 

Spełnianie formuły w modelu , w czasie , w klasie czasów oraz prawdzi
wość formuły definiujemy standardowo . 

9 Będziemy tu używać standardowego sposobu zapisu , chociaż ze względu na konstrukcję 
modelu, bardziej bezpośredni byłby zapis 9J1(t) F 'P.  
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Aksjomatyzacja TELs,u 

System TELs,u jest aksjomatyzowalny. Aksjomatyka tego systemu po
wstaje przez połączenie aksjomatyki logiki S5 z aksjomatyką logiki tempo
ralnej czasu izomorficznego ze zbiorem liczb naturalnych. 

Aksjomatykę logiki temporalnej T�,u adekwatną ze względu na klasę 
czasów izomorficznych ze zbiorem liczb naturalnych podał Burgess w pra
cy [Burg84bJ . 

Aksjomatyka TELs,u 

Dla dowolnych formuł rp,  'lj; E FOR(f:.TELs,u ) : 
1 .  rp, jeśli rp jest tautologią klasycznego rachunku zdań języka f:.TELs,u , 
2 .  G(rp -t 'lj;) -t (�Urp -t �U'lj;) , 
3 .  G(rp -t 'lj;) -t (rpU� -t 'lj;U�) ,  
4 .  (rp l\ �U'lj;) -t �U('lj; I\ �Srp) , 
5 .  ('lj;Urp 1\ -,�Urp) -t 'lj;U('lj; 1\ -,�) ,  

6 .  'lj;Urp -t ('lj; 1\ 'lj;Urp) Urp, 
7 .  rpU('lj; 1\ 'lj;Urp) -t 'lj;Urp, 
8 .  ('lj;U rp 1\ cjJU�) -t 

( ('lj; 1\ cjJ) U(rp I\ �) V ('lj; 1\ cjJ) U(rp 1\ cjJ) V ('lj; 1\ cjJ)U ('lj; 1\ �) ) ,  
9 .  odbicia lustrzane aksjomatów 2-8 , 

1 0  . ..lUT 1\ ..lST , 
1 1 .  H..l V PH..l, 

1 2 .  FT ,  

1 3 .  Frp -t -'rpU rp .  

Reguły: MP, RH, RG , PR. 

Zauważmy, że aksjomaty 2 i 3 odpowiadają aksjomatom logiki modal
nej K.  Aksjomat 4 ustala związek między operatorami S i U. Aksjomaty 
6 i 7 wyrażają przechodniość relacj i następstwa czasowego . Aksjomat 8 
wyraża liniowość tej relacj i .  Natomiast aksjomaty 1 1 ,  1 2  i 1 3  wyrażają od
powiednio : istnienie momentu początkowego , prawostronną serialność , zu
pełność w sensie Dedekinda. 

Analogicznie do tego , j ak to czyniliśmy przy dowodzeniu metawłasności 
logiki TEL , korzystając z poprawności , pełności i rozstrzygalności logik S5 
i T�u oraz twierdzeń 4 . 1 , 4 . 2 ,  4 . 3 ,  otrzymujemy dowody twierdzeń : 
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Twierdzenie 5 . 7  (poprawność TELS,U ) 
TELsU j est poprawna ze względu na klasę modeli bazujących na czasie 
izomorficznym z (N, <) . 

Twierdzenie 5 .8  (pełność TELs.U ) 
TELs.u jest pełna ze względu na klasę modeli bazuj ących na czasie 
izomorficznym z (N, < ) . 

Twierdzenie 5 .9  (rozstrzygalność logiki TELS,U ) 
TELs,u jest rozstrzygalna. 

5 .3 .  Wielopodmiotowa logika epistemiczna czasu liniowego 

Systemy jednopodmiotowe znakomicie spełniaj ą podstawową rolę 
w modelowaniu wiedzy oraz badaniu jej elementarnych własności. Wiedza 
ma jednak ścisły związek z informacją . W przypadku informacj i mamy przy
najmniej dwa podmioty: nadawcę informacj i i jej odbiorcę . Zwykle podmio
tów tych jest więcej . Istnieje więc potrzeba konstrukcj i systemów formal
nych służących do opisu zmieniaj ącej się w czasie wiedzy więcej niż jed
nego podmiotu poznającego . Do tego celu wykorzystuje się epistemiczne 
logiki temporalne , w których oprócz operatorów temporalnych, występuje 
więcej niż jeden operator epistemiczny. Konstrukcja systemu aksjomatycz
nego , adekwatnego względem struktur multimodalnych, poza zwiększeniem 
stopnia skomplikowania takiego systemu , jest jednak także trudniej sza ze 
względu na konieczność rozstrzygnięcia kilku dodatkowych kwestii np. czy 
między operatorami modalnymi 10 występującymi w systemie , może docho
dzić do interakcj i .  

Jeśli nie ma interakcj i między modalnościami występującymi w sys
temie , to możliwy jest transfer metawłasności (takich j ak własność skoń
czonego modelu , pełność , poprawność , rozstrzygalność itp . )  z elementów 
do generowanego systemu multimodalnego [Benn02] , [Kur07] . Jeśli jed
nak interakcje między modalnościami zachodzą, nie ma gwarancj i ,  że ge
nerowany system będzie miał takie same własności metalogiczne , j akie 

10 Mamy tu na myśli zarówno operatory temporalne, j ak i operatory epistemiczne. 
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mają systemy użyte do jego kostrukcj i .  Pomimo zwiększenia stopnia kom
plikacj i przy konstrukcj i systemu logicznego umożliwiającego zachodzenie 
interakcj i między operatorami modalnymi , systemy takie warto konstru
ować , ponieważ języki takich systemów mają zdecydowanie większą siłę 
ekspresj i .  

Rozważymy teraz LTK system epistemicznej logiki temporalnej za
proponowany przez Calardo i Rybakowa [CalRyb07] . Język tego sys
temu formalizuje  wiedzę wielu podmiotów poznających . Konstrukcja ję
zyka systemu LTK dopuszcza występowanie interakcj i między operato
rami modalnymi tego języka. Oprócz operatorów temporalnych i "zwy
kłych" operatorów epistemicznych, w języku 'cLTK wprowadzony jest epi
stemiczny operator Ke wiedzy środowiskowej . Operator ten czyni kon
struowany system wystarczaj ąco mocnym, aby wyrazić w nim wiedzę 
szczątkową, dostępną podmiotom poznającym w każdym momencie cza
sowym [CalRyb07] . 

Syntaktyka 

Alfabet języka 'cLTK to alfabet klasycznej logiki zdaniowej wzbogacony 
o operator temporalny G i operatory epistemiczne Ke , KI , . . .  , Kk . 

Formuły zbudowane za pomocą operatora G czytamy standardowo , na
tomiast formuły zbudowane za pomocą operatorów epistemicznych czytamy 
następująco : 

• Keep - ep jest znane w środowisku e ,  
• Kiep - podmiot poznający i wie, ż e  ep .  

W LTK przyjmuje się ponadto następuj ące skróty definicyjne :  

Fep :=  ,G 'ep,  

Formuły zbudowane za pomocą zdefiniowanych operatorów czytamy: 

• Fep - w przyszłości będzie tak, że ep ,  

• 0eep - jest możliwe, ze  względu na  wiedzę środowiskową, ze  ep ,  

• 0i;P - jest możliwe, ze względu na wiedzę podmiotu poznającego i ,  że ;p.  
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Definicja 5 .3 . 1 (zbioru FOR(52LTK) )  
Zbiór FOR(52LTK) j est najmniej szym zbiorem spełniającym warunki : 

• Jeżeli rp E AP, to rp E FOR(52LTK) ,  

• Jeżeli rp ,  1/J E FOR(52LTK) ,  to ,rp,  (rp !\ 1/J) ,  Grp, Kerp ,  
Kżrp E FOR(52LTK) ,  gdzie i E { l ,  . . . , k } .  

W języku systemu 52LTK dopuszcza się występowanie operatorów tem
poralnych w zasięgu operatorów epistemicznych KI , . . .  , Kk .  Formułami tego 
języka są zatem np . 

KżFrp, 
oraz 

Kż,KjGrp, 

które interpretowane są odpowiednio , j ako 

Podmiot i wie, że w przyszłości będzie rp .  
oraz 

Podmiot i wie, że podmiot j nie wie, że zawsze będzie tak, że rp .  

W celu formalizacj i wiedzy podmiotów poznających, które nie mają 
wiedzy na temat przyszłych zdarzeń, wprowadza się język 52LTK- słabszy 
niż język 52LTK. Aby zdefiniować zbiór formuł poprawnie zbudowanych ję
zyka 52LTK- należy najpierw zdefiniować formuły lokalne , tj . takie , w któ
rych nie występują operatory temporalne . 

Definicja 5 .3 .2  (zbioru FORLoc (52LTK) )  
Zbiór FORLOC (52LTK) jest najmniejszym zbiorem spełniającym wa
runki : 

1 .  jeśli rp E AP, to rp , to :.p E FORLoc (52LTK) ,  

2 . jeśli :.p , 1/J E FORLoc (52LTK) ,  to 'rp, (rp !\ 1/J) ,  Kerp , 
Kirp E FORLOC (52LTK) ,  gdzie i E { L  . . .  , k } .  

Formuły poprawnie zbudowane języka 52LTK- są definiowane tak jak 
formuły poprawnie zbudowane języka 52LTK , z jednym wyjątkiem. Jeśli for
muła zawiera operator Ki , dla pewnego i ,  to o bowiązuje następuj ąca zasada: 

jeśli rp E FOR(52LTK- ) ,  to Kirp E FOR(52LTK- ) ,  gdy cp E FORLoc (52LTK- ) ' 

Zbiór FOR(52LTK- )  formuł poprawnie zbudowanych języka definiu
jemy: 
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Definicja 5 .3 .3 (zbioru FOR(f.LTK- ) )  
Zbiór FOR(f.LTK- )  jest naj mniej szym zbiorem spełniaj ącym warunki : 

1 .  Jeżeli ep E AP, to ep E FOR(f.LTK- ) , 

2 . Jeżeli ep, 'I/J E FOR(f.LTK- ) , to -'ep, (ep 1\ 'I/J) , Gep E FOR(f.LTK- ) , 
gdzie i E { l ,  . . .  , k } .  

3 .  Jeżeli ep E FORLOC (f.LTK-) , t o  Keep, Kiep E FOR(f.LTK- ) , 
gdzie i E { l ,  . . .  , k } .  

Uwaga 5 .3 .4 
Zauważmy, że 

Wprowadzone ograniczenia na konstrukcję formuł j ęzyka f.LTK- spra
wiają ,  wydawać by się mogło, że język ten w przypadku jednego podmiotu 
poznającego i bez operatora Ke wiedzy środowiskowej , ma taką samą siłę 
wyrazu, j ak, omawiany wcześniej , język f.TEL . Tak jednak nie jest . W ję
zyku f.LTK- występują  bowiem jedynie operatory temporalne odnoszące 
się do przyszłości . Nie ma w tym języku operatorów czasu przeszłego . Ję
zyk f.TEL takiego ograniczenia nie posiada. Można w nim również wyarty
kułować wyrażenia temporalne odnoszące się do tego , co było ,  a nie jedynie 
do tego , co będzie . 

Semantyka 

Dla logiki LTK przyjęta została semantyka w stylu Kripkego . Ponieważ 
jednak język logiki LTK służy do opisu wiedzy wielu podmiotów poznają
cych, w semantyce dla LTK wymagane jest posługiwanie się k-modalnymi 
strukturami Kripkego . 

Definicja 5 .3 .4 (k-modalnej struktury Kripkego) 
k-modalna struktura Kripkego to struktura 

gdzie W jest niepustym zbiorem światów,  a Rj C;;;; W x W, j E { l ,  . . . .  k } .  

Model 9J1 na  strukturze � t o  para 9J1 = (�, V) , gdzie V jest wartościo
waniem zbioru AP liter zdaniowych w strukturze �. 
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Definicja 5.3 .5 (Ri-klastra) 
Dla danej struktury Kripkego � = (WJ ,  R1 , . . .  , Rk ) ,  dla dowolnej relacj i 
R; , Ri-klastrem światów jest zbiór CRi (C WJ) spełniaj ący następujące 
warunki : 

1 .  V V (wR;z  i zRiw) , WECRi ZECRi 
2 .  V ,  V jeżeli (wRiz  i zRiw) , to z E CRi . Z E �� ;,- W ECR, 

Każdy R;-klaster jest więc zbiorem wszystkich i tylko tych elementów 
zbioru WJ , które są wzajemnie symetryczne względem relacj i Ri . 

Ze względu na ilość elementów klastra oraz właściwości relacj i Ri kla
stry dzielimy na: zdegenerowane , proste i właściwe . 

Definicja 5 .3 .6 (klastra zdegenerowanego) 
Klaster zdegenerowany to Ri-klaster, który składa się tylko z jednego 
świata i w którym relacj a osiągalności nie jest zwrotna. 

Definicja 5 .3 .7  (klastra prostego) 
Klaster prosty to klaster składający się z jednego świata ze zwrotną 
relacją osiągalności .  

Definicja 5 .3 .8 (klastra właściwego) 
Klaster właściwy to klaster składający się przynajmniej z dwóch 
światów i taki , w którym relacj a osiągalności jest zwrotna. 

C Ri ( w) to R;-klaster zawieraj ący świat w, czyli w E C R, ( w) . 
Zapis CmRiCj jest skrótem dla 

V V wRiz .  W E Cm Z E Cj 

Definicja 5 .3 .9  (LTK-struktury) 
LTK-struktura � = (WJ ,  R. Re , R1 , . . .  , Rk ) ,  jest k + 2-modalną struk
turą Kripkego , gdzie WJ jest sumą rozłączną niepustych zbiorów Cn , 
czyli dla n E N: 

Relacje binarne R. Re i Ri są następujące : 
• R jest liniową, zwrotną i przechodnią relacj ą na 1:VJ taką, że 

V . (vRz wtedy i tylko wtedy, gdy . ::3  (v E Ci i z E Cj i i :::; j ) , v .zEll'o "J E N  
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• Re jest relacj ą uniwersalną na każdym Ci E WJ , czyli : 
V . (vRez  wtedy i tylko wtedy, gdy . ::3  (v E Ci i z E Ci ) ,  v ,ZEWJ "EN 

• dla dowolnych i ,  j ( E N )  relacj a Ri j est relacj ą równoważności na 
zbiorze Cj . 

Każdy świat to pojedynczy punkt informacyjny. Liniowa relacj a R, na
stępstwa czasowego, łączy takie punkty informacyjne , które są równoczesne , 
bądź jeden jest w przyszłości względem drugiego . Zapis wRv znaczy tyle , 
że v i w są równoczesne , bądź v jest osiągalne w przyszłości ze względu na 
relację R z punktu w .  

R-klaster może być postrzegany jako moment w strukturze czasowej . 
Dwa punkty informacyjne w ,  v są równoczesne, wtedy i tylko wtedy, gdy 

przypisany jest im ten sam moment czasowy. Ponieważ momenty czasowe 
pokrywają się z R-klastrami , więc równoczesne punkty informacyjne w ,  v 
muszą należeć do tego samego R-klastra. Punkty v i w są równoczesne , 
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n E N, takie , że w ,  v E Cn o 

W przyjętej semantyce przyjmuje się również dyskretność struktury 
czasowej , czyli między dwoma różnymi momentami czasowymi istnieje skoń
czona ilość momentów czasowych 1 1 . Relacj a R jest więc relacj ą dyskretną 
w odniesieniu do R-klastrów. 

Przyjmuje się też, że czas ma początek (punkt startowy) . 
Relacj a Re jest określona w każdym momencie struktury czasowej i łą

czy wszystkie punkty informacyjne należące do tego samego środowiska. 
W każdym momencie czasowym może być tylko jedno środowisko ,  więc 
klastry czasowe i klastry środowiskowe są w pewnym sensie utożsamiane 
ze sobą. Relacj a Re reprezentuje wiedzę środowiskową, czyli całą wiedzę 
potencj alnie dostępną podmiotowi poznającemu w danym momencie cza
sowym. 

Relacj a Ri łączy wszystkie punkty informacyjne osiągalne przez pod
miot i w danym środowisku. Dowolny punkt informacyjny dostarcza pod
miotom poznaj ącym pewnych informacj i .  Relacja Ri specyfikuje więc te 
informacje .  do  których podmiot poznający i ma dostęp w danym momencie 
czasowym. 

1 1  Każdy moment czasowy (R-klaster) może mieć także nieskończoną ilość równoczesnych 
punktów informacyjnych. 
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LTK-struktury są odpowiednie zarówno dla języka ,8LTK j ak l Ję
zyka ,8LTK- ' Jedyna różnica jest taka , że w przypadku języka ,8LTK- wszyst
kie fakty dostępne podmiotom poznającym są lokalne . W każdym świecie 
mogą być jednak prawdziwe jakieś zdania o przyszłości . Informacje te nie są 
j ednak, w przypadku operowania przez podmiot poznający językiem ,8LTK- ' 
dostępne żadnemu podmiotowi poznającemu. 

W LTK-strukturach zachodzą następujące fakty: 
• jeśli vRez , to vRz i zRv (punkty informacyjne osiągalne w tym samym 

środowisku są równoczesne) ,  
• jeśli vR;z , to vRez  (punkty informacyjne osiągalne przez podmiot po

znający i muszą być w tym samym środowisku , a tym samym muszą 
być w tym samym momencie czasowym) ,  

• j eśli (vRz i zRv ) , to vRez (równoczesne punkty informacyjne są w tym 
samym środowisku) . 

Definicja 5 .3 . 10 (modelu) 
Model 9J1 na strukturze � ( = (WJ, R) )  to para uporządkowana (�, V) , 
gdzie � jest LTK-strukturą, natomiast V : AP ----+ 2W;l . 

Spełnianie formuły w modelu definiowane jest następuj ąco : 

Definicja 5 .3 . 1 1  (spełniania formuły w modelu w świecie w ) 
Dla dowolnych :.p , 'IjJ  E FOR (,8LTK ) , dowolnego modelu 9J1, dowolnego 
świata w spełnianie formuły w modelu 9J1 w świecie w definiujemy 
następująco : 

a) 9J1, w F :.p 
b) 9J1, w F -,:.p 
c) 9J1, w F :.p 1\ 'IjJ 
d) 9J1, w F G:.p 
e) 9J1, w F Ke:.p 
f) 9J1, w F Ki:.p 

w E V (:.p) , j eżeli :.p E AP, 
nieprawda, że 9J1, w F :.p , 
9J1, w F :.p  i 9J1, w F 'IjJ ,  
dla każdego v E WJ takiego , ż e  wRv : 9J1 ,  v F :.p , 
dla każdego v E TVJ takiego , że wRev : 9J1, v F :.p , 
dla każdego v E WJ takiego , że wRiv : 9J1, v F :.p .  

Spełnianie formuły w modelu , w LTK-strukturze oraz prawdziwość 
w klasie LTK-struktur definiowane są standardowo . 

Aksjomatyka LTK 

Dla dowolnego :.p E FOR (,8LTK) : 
1 .  :.p, jeśli :.p jest tautologią klasycznego rachunku zdań języka ,8LTK , 
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2 .  G(<p --t 'l/J) --t (G<p --t G'l/J) ,  
3 .  G<p --t <p, 
4 .  G<p --t GG<p, 
5 .  G(<p 1\ (G<p --t 'l/J) ) V G('l/J 1\ (G'l/J --t <p) ) ,  

6 .  K� (<p --t 'l/J )  --t (K�<p --t KE'l/J) 
7. K�<p --t <p 
8 .  K�<p --t K�KE<P 
9 .  -,K�<p --t K�-,K�<p 

10 .  G<p --t Ke<p, 
1 1 .  Ke<P --t K�<p 
1 2 .  G(G(Ke<p --t G<p) --t Ke<P) --t (FG<p --t G<p) . 

Reguły: MP, RG . 

� E {e , l ,  . . .  , k } , 
� E {e , l ,  . . .  , k } , 
� E {e , l ,  . . .  , k } , 
� E {e , l ,  . . .  , k } , 

� E { l ,  . . .  , k } , 

Zauważmy, że reguły generalizacj i dla operatorów Ke , KI , . . .  , Kk są re
gułami wtórnymi w LTK.  Są one wyprowadzalne za pomocą reguł MP, RG 
oraz aksjomatów 10  i 1 1 .  

Aksjomaty 2-5 są aksjomatami charakteryzującymi relację następstwa 
czasowego . Stanowią one aksjomatykę systemu S4.3 ,  który w wersj i tempo
ralnej jest adekwatny względem klasy czasów liniowych. W LTK zakłada 
się , że podmiot poznający � (� E { l ,  . . .  , k} )  posiada pewną wiedzę . Z każ
dym podmiotem poznającym stowarzyszona jest więc epistemiczna wersja 
systemu S5 .  Jeżeli podmiot � wie , że <p, to <p występuje we wszystkich punk
tach informacyjnych osiągalnych przez ten podmiot poznający. Zakładamy 
pozytywną introspekcję ,  czyli jeśli podmiot poznający � wie o czymś, to 
wie , że to wie . Zakładamy też introspekcję negatywną, czyli j eśli podmiot 
poznający � wie , że czegoś nie wie , to wie , że tego nie wie . Zakładamy 
ponadto, że każdy podmiot poznający jest logicznie wszechwiedzący, czyli 
każdy podmiot zna wszystkie tautologie i wszystkie konsekwencje logiczne 
wynikające z wiedzy, którą posiada. Założenia te wydaj ą się bardziej na
turalne , kiedy szczegółowo rozważy się model środowiska przyjęty w tym 
systemie . W rozważanym systemie aksjomaty wprowadzaj ące modalność 
środowiskową odgrywają istotną rolę . W interakcj ach między różnymi mo
dalnościami operator Ke pełni rolę "pomostu" łączącego różne modalności .  
Gdyby nie było tego operatora, interakcje między modalnościami nie mo
głyby zachodzić . 
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Aksjomaty 10  i 11  głoszą odpowiednio , że jeśli rp jest zawsze w przy
szłości prawdziwe, to jest znane w aktualnym momencie (środowisku) -
aksjomat 10 ,  a jeśli rp jest znane w środowisku, to wszystkie podmioty po
znające wiedzą, że rp - aksjomat 1 l .  

Aksjomat 1 2  jest chyba najbardziej interesujący w tym zestawieniu. 
Reguluje bowiem związek między operatorami G i Ke i wyraża następujące 
własności : 

• klastry temporalne i klastry środowiskowe mają te same elementy, 
• porządek w zbiorze klastrów temporalnych jest dyskretny. 

Calardo i Rybakow [CalRyb07] dowodzą adekwatności logiki LTK 
względem LTK-struktur. 

Twierdzenie 5 . 10  (adekwatność LTK) 
Logika LTK adekwatna względem LTK-struktur. 

5 .4 .  Epistemiczne logiki temporalne o semantyce bazującej 
na systemach interpretowapych 

Opiszemy teraz systemy epistemicznej logiki temporalnej , których se
mantyka bazuje na systemach interpretowanych. Wyróżnia się dwa parame
try istotne przy konstrukcj i tego typu systemów. Pierwszym parametrem 
jest użyty język. Drugim są założenia leżące u podstaw systemów wielopod
miotowych . W celu dokonania odpowiednich założeń dotyczących języka 
użytego do konstrukcj i systemu , należy udzielić odpowiedzi na pytania: 

• Czy rozważany system jest jednopodmiotowy, czy wielopodmiotowy? 
• Czy w języku uwzględniony ma być operator wiedzy wspólnej ? 1 2 
• Czy jest to system czasu liniowego , czy czasu rozgałęzionego? 

Założenia dotyczące systemów wielopodmiotowych to :  
• unikalny stan początkowy, 
• synchronizacj a, 
• pamięć absolutna, 
• brak umiejętności uczenia się przez podmioty poznające 13 . 

1 2 Uwzględnienie tego operatora w języku systemu logicznego ma j ednak sens j edynie 
w przypadku systemów wielopodmiotowych . 
13 Przyjmowanie bądź nieprzyjmowanie poszczególnych warunków na: ilość podmiotów po-
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Halpern, Meyden i Vardi [Ha Va88] dokonali klasyfikacj i systemów epi
stemicznej logiki temporalnej o semantyce bazuj ącej na systemach inter
pretowanych , ze względu na kryteria przyjmowane dla systemów rozpro
szonych, dla czasu liniowego . W podobny sposób zostały opisane i sklasy
fikowane , ze względu na analogiczne kryteria, systemy temporalnej logiki 
epistemicznej czasu rozgałęzionego 14. Systemy, w których do opisu kompo
nentu czasowego zastosowano język logiki temporalnej czasu liniowego maj ą 
tę przewagę , że są systemami prostszymi w opisie . W niektórych zastoso
waniach jednak, takich jak np. teoria gier czy analiza procesów komunika
cyjnych systemów wielopodmiotowych, do poprawnego opisu komponentu 
czasowego niezbędne jest zastosowanie języka logiki temporalnej czasu roz
gałęzionego . Halpern , Meyden i Vardi [Ha Va88] podają aksjomatyki ade
kwatne względem odpowiednich klas systemów interpretowanych systemów 
dla czasu liniowego . Meyden i Wong w pracy [MeyWo03] podaj ą  zaś ak
sjomatyki 24 systemów dla czasu rozgałęzionego . W naszych rozważaniach 
w niniej szym rozdziale będziemy bazować na klasyfikacj i dokonanej przez 
wspomnianych autorów. 

Język opisywanych systemów, w przypadku czasu liniowego , bazuje  na 
języku logiki operatora U, natomiast język opisywanych systemów czasu 
rozgałęzionego , bazuje na języku logiki CTL * .  

Operatory temporalne występujące w języku dla systemów czasu linio
wego to :  U i O (operator następnika) . 

Przyjmuje ponadto skróty definicyjne :  

F5c ip : = TU ip,  

Formuły F5cip,  G5c ip czytamy odpowiednio : jest lub będzie tak, ze  ip 
teraz i zawsze w przyszłości będzie :..p . 

znaj ących . strukturę czasu semantycznego oraz założeń dotyczących systemów rozproszo
nych daje  możliwość konstmkcj i 96 systemów logicznych . 48 systemów to systemy bazujące 
na czasie liniowym. Kolejne 48 systemów, to systemy bazujące na czasie rozgałęzionym. 
14 Przy klasyfikacji systemów epistemicznej logiki temporalnej czasu liniowego jednym 

z kryteriów branych pod uwagę było nieuczenie się przez podmioty poznające. Przy kla
syfikacji systemów epistemicznej logiki temporalnej czasu rozgałęzionego. kryterium to. ze 
względu na trudności w rozstrzygnięciu niektórych problemów związanych z j ego opisem 
w strukturach czasu rozgałęzionego, nie zostało uwzględnione. 
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Język systemów czasu rozgałęzionego jest wzbogacony o operatory 
ścieżkowe E, A interpretowane następująco : jeśli !.p jest formułą, to :  

• A!.p znaczy tyle , co !.p na wszystkich ścieżkach, 
• E!.p znaczy tyle , co !.p na pewnej ścieżce. 

Intuicyjnie zatem A!.p znaczy, że dla wszystkich ścieżek obliczeniowych, 
dla wszystkich gałęzi obliczeniowych 1 5 od aktualnego węzła spełnione j est 
!.p. Przyjmujemy skrót definicyjny: 

Zapis E!.p czytamy: istnieje ścieżka obliczeniowa bądź gałąź oblicze
niowa taka, w której spełnione j est !.p. 

Przy oznaczaniu języków poszczególnych systemów w indeksie dolnym 
będziemy używać symboli : C, JE, OC,  E, lL, m, *. Interpretujemy je następu
j ąco : 

• C - występuje operator C wiedzy wspólnej , 
• JE - występuje operator E wiedzy grupowej , 
• OC - występują operatory Ki wiedzy, 
• E - czas semantyczny jest czasem rozgałęzionym, 
• lL - czas semantyczny jest czasem liniowym, 
• m - w systemie występuje m podmiotów poznających , 
• * - język systemu bazuje na języku logiki CTL* 16 . 

Zgodnie z przyjętymi regułami np. �lKlLm jest oznaczeniem języka bez 
operatorów wiedzy grupowej i wiedzy wspólnej m-podmiotowego systemu 
bazującego na czasie liniowym, �C:&�m jest oznaczeniem analogicznego 1 7 
j ęzyka, w którym występuje operator wiedzy wspólnej . �C[.(]ffi;n jest ozna
czeniem języka bazuj ącego na języku logiki CTL* dla systemu m pod
miotowego , z operatorem wiedzy wspólnej i rozgałęzionym czasem se
mantycznym, natomiast �lKffi:n jest oznaczeniem języka bazuj ącego na ję
zyku logiki CTL * dla systemu m podmiotowego bez operatora wiedzy 
wspólnej . 

Semantyki omawianych systemów bazuj ą  na systemach przejść .  Pojęcie 
systemu przej ść zdefiniowaliśmy już przy okazj i omawiania innych systemów 

1 5 Przez gałąź obliczeniową w węźle s rozumiemy każde poddrzewo obliczeniowe, którego 
korzeniem jest węzeł s .  
16 \V przypadku braku * w oznaczeniach języka dla czasu rozgałęzionego. oznacza to, że 

dany język bazuje  na języku logiki CTL. 
1 7 l\Iamy tu na myśli język odnoszący się do czasu liniowego. 
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logicznych. Przypomnimy kluczowe pojęcia związane z tą tematyką, przyj
mując oznaczenia i sposób zapisu zaproponowany w [Ha Va88 ,  MeyWo03] 18 . 

Wyróżnia się stany globalne oraz stany lokalne dla każdego podmiotu 
poznającego oraz lokalny stan środowiskowy. 

Definicja 5 .4. 1 (stanu globalnego) 
r (n) = ( le ,  h ,  l2 ,  . . .  , lm ) to stan globalny systemu , gdzie le jest lokal
nym stanem środowiskowym, a li (dla i = 1 ,  . . . , m) jest stanem lokalnym 
podmiotu poznającego i .  

ri (n) ,  re (n) to  odpowiednio : stan lokalny i-tego podmiotu poznają
cego ( li ) w stanie globalnym r (n) oraz stan środowiskowy w stanie glo
balnym r (n) . 

Definicja 5 .4 .2 (ścieżki) 
Ścieżka r E n to funkcja r : N ----+ Cm+1 , gdzie C j est zbiorem stanów 
lokalnych. 

r [O , . . .  n] to ciąg stanów globalnych r (O) , r ( l ) ,  . . .  r (n ) . 

Definicja 5 .4 .3 (równoważności ścieżek do czasu n) 
r C:::::n r' , ścieżki obliczeniowe r, r' są równoważne do czasu n ,  wtedy 
i tylko wtedy, gdy r [O , . . .  n] = r' [O , . . .  , n] .  

Definicja 5 .4.4 (systemu przej ść) 
System przejść dla m podmiotów poznaj ących to zbiór n ścieżek 
obliczeniowych. 

Punkt w systemie n to para (r, n) ,  gdzie r E n, natomiast n E N. 

Definicja 5 .4 .5  (interpretacj i  dla systemu n) 
Interpretacja dla systemu n to funkcja 1'1 taka, że dla dowolnego 
(r, n ) ( E n x N) oraz dowolnej litery zdaniowej p ( E AP) zachodzi 
7r(r, n) (p) E { l , 0 19} .  

18 Czynimy to też po to, aby czytelnik, który zechce odwołać się do prac [Ha Va88 ,  
Mey\Vo03] w celu zapoznania się ze  szczegółowymi rozwiązaniami , nie musiał na nowo za
poznawać się z oznaczeniami zastosowanymi w tej pracy. 
19 1 oznacza prawda, O oznacza fałsz. 
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Definicja 5 .4 .6 (interpretacj i  zależnej jedynie od stanów globalnych) 
Interpretacj a 7r j est interpretacją zależną jedynie od stanów glo
balnych, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych punktów (r, n) , (r' , n' ) 
systemu n oraz dla dowolnego p spełniony jest warunek: 

jeśli r (n) = r'(n' ) , to 7r(r, n) (p) = 7r(r' , n' ) (p) .  

Intuicyjnie , przez interpretację zależną jedynie od stanów globalnych 
rozumiemy taką interpretację ,  w której wartość logiczna formuł nie zależy 
od informacj i dotyczącej tego , co się już zdarzyło , ani od ewentualnej infor
macj i o tym, co wydarzy się w przyszłości . 

Na potrzeby dalszych rozważań dotyczących systemów czasu rozga
łęzionego zakładamy, że wszystkie interpretacje zależą jedynie od stanów 
globalnych 20 . W przypadku systemów logicznych, w których czas seman
tyczny jest czasem liniowym przyjęcie bądź odrzucenie tego założenia nie 
zmienia zbioru formuł prawdziwych. Jednak w przypadku systemów czasu 
rozgałęzionego , niektóre aksjomaty nie będą spełnione jeśli nie przyjmie się 
założenia, że interpretacje  zależą j edynie od stanów globalnych. 

Definicja 5 .4 .7 (systemu interpretowanego I dla m podmiotów poznają
cych) 

System interpretowany I dla m podmiotów poznaj ących to pa
ra (n, 7r) , gdzie n jest systemem m podmiotowym, a 7r jest interpre
tacją  dla systemu n. 

Na potrzeby zdefiniowania semantyki dla rozważanych systemów, wpro
wadzimy pojęcia pomocne przy definiowaniu pojęcia spełniania dla formuł 
zawierających operatory epistemiczne . 

Definicja 5 .4.8 (nierozróżnialności ścieżek) 
Niech r(n) = ( le , l l , . . .  , lm ) , r' (n') = ( l� , l� , . . .  , l'm ) . 
(r, n) ("Vi (r' , n' ) , r (  n) i r' (n') są nierozróżnialne z punktu widzenia 
podmiotu poznającego i, wtedy i tylko wtedy, gdy li = l; . 
Relacj a ("Vi j est relacj ą równoważności w zbiorze stanów globalnych. 
(I, r, n) F rp czytamy: formuła rp jest spełniona w systemie I w punk

cie (r, n) . 

20 .\Jie jest to założenie , które jest powszechnie przyjmowane. \V niektórych pracach , 
np. [FH95] założenie to jest przyjęte, w innych np . [Ha Va89] założenie to nie j est przyj
mowane. 
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Definicja 5 .4 .9 (spełniania w ][{lLm (C][{lLm , ][{lE:n , CK1ffi:n ) )  
Dla dowolnego systemu I ,  dowolnego punktu (r, n) oraz dowolnych for
muł ep,  'IjJ E FOR(�nJ , (FOR(�CIT(Lm ) ' FOR(�IT(EJ , FOR(�CIT(E; J ) : 
1 . (I, r, n) F ep 7T (r, n) (ep) = 1 ,  gdy ep E AP, 
2 .  (I, r, n) F 'ep (I, r, n) F ep ,  
3 .  (I, r ,  n) F ep /\ 'IjJ == (I, r ,  n) F ep i (I, r ,  n) F 'IjJ , 
4 . (I, r, n) F Kiep dla dowolnego (r ' ,  n') takiego, że 

5 .  (I, r ,  n) F Eep 
6 .  (I, r ,  n) F Cep 

7 .  (I, r, n) F Qep 
8 .  (I, r, n) F epU'IjJ 

9 .  (I, r ,  n) F Ap 

(r, n) rvi (r' , n' ) : (I, r' , n' ) F ep, 
(I, r, n) F Kiep ,  i E {=  1 ,  . . .  , m} 
(I, r, n) F Ekep ,  k E N 
(gdzie Elep = Eep oraz Ek+lep = EEkep) 
(I, r, n + 1) F ep, 
istnieje n' 2:: n takie , że { (I, r, n' ) F 'IjJ oraz 
dla dowolnego nil takiego , że n :'S: nil :'S: n' : 
(I, r, nil ) F ep} , 
dla dowolnego r' E R takiego , że 
r �n r' : (I, r ' , n) F ep . 

Warunki spełniania formuł j ęzyka systemu ][{lLm zapisane są w punk
tach 1-4 oraz 7, 8 .  Uzupełniaj ąc warunki 1-4 o warunki spełniania formuł 
zbudowanych za pomocą operatorów wiedzy grupowej oraz operatorów wie
dzy wspólnej , czyli o warunki zapisane w punktach 5 i 6, otrzymamy se
mantykę dla języka systemu C][{lLm . Gdy warunki 1-6 uzupełnimy o waru
nek związany z operatorem ścieżkowym czasu rozgałęzionego , otrzymamy 
odpowiednio semantyki dla języków systemów ][{lE:n oraz C][{lE;n ' \\oT przy
padku czasu rozgałęzionego , rozważany przez nas język bazuje na języku 
logiki CTL * .  Semantyka dla języka tej logiki bazuje na drzewach obliczenio
wych, a ścieżki definiowane są j ako maksymalne gałęzie w drzewie . Węzłami 
drzewa będą prefiksy r [O ,  . . .  , n] dla ścieżek r, a porządek będzie zwykłym 
porządkiem prefiksowym. Na potrzeby naszych rozważań wprowadzimy po
jęcie osiągalności punktu w systemie interpretowanym. 

Definicja 5 .4 . 10  (osiągalności punktu w I) 
Punkt (r' , n' ) jest osiągalny w I z punktu (r, n) ,  wtedy i tylko 
wtedy. gdy istniej ą (ro , no ) , . . .  , (rk , nk ) takie , że (r , n) = (ro , no ) , 
(r ' ,  n' ) = (rk , nk )  oraz dla dowolnego j = 0 ,  . . . , k - 1 istnieje i takie , 
że (rj , nj ) rvż (rj+ l , nj+d .  
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Lemat 20 ( [HaVa88] ) 
(X, r, n) F Op wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu (r' , n' ) 
osiągalnego z punktu (r, n) zachodzi (X, r' , n' ) F rp. 

Spełnianie formuły w systemie interpretowanym X definiuje się nastę
pująco : 

Definicja 5 .4 . 1 1  (spełniania formuły w I) 
X F rp ,  formuła rp jest spełniona w systemie interpretowanym X, wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu (r, n) systemu X: (X, r, n) F rp. 

I NT to klasa wszystkich systemów interpretowanych. 

Definicja 5 .4 . 12  (prawdziwości formuły w INT) 
INT F rp, formuła rp jest prawdziwa w klasie INT, wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla dowolnego systemu interpretowanego X E I NT: X F rp. 

Oprócz prawdziwości formuły w klasie systemów interpretowanych roz
waża się również pojęcie słabsze : spełnialność formuły w klasie systemów 
interpretowanych. Pojęcie to definiuje się następująco : 

Definicja 5 .4 . 13  (spełniania formuły w I NT) 
INT, X F rp, formuła rp jest spełniona w INT, wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla pewnego systemu interpretowanego X E I NT oraz dla pewnego 
punktu (r, n) systemu X: (X, r, n) F rp. 

Meyden i Wong [MeyWo03] j ako kryteria klasyfikacyjne wielopodmio
towych systemów epistemicznej logiki temporalnej czasu rozgałęzionego 
przyjmują m.in. pamięć doskonałą i synchronizację .  

Posiadanie przez podmiot poznający pamięci doskonałej znaczy tyle , że 
w stanie lokalnym zakodowane jest wszystko to ,  co z punktu widzenia roz
ważanego podmiotu poznającego zdarzyło się dotąd na ścieżce . Niech ciąg 
stanów lokalnych i-tego podmiotu poznającego w punkcie (r, n) będzie cią
giem lo , l l , . . .  , lk stanów,  które podmiot i osiąga na ścieżce r aż do osiągnięcia 
czasu n, z pominięciem stanów powtarzających się seryjnie . Na przykład , 
jeśli od czasu O do czasu 4 na ścieżce r podmiot poznający i przechodzi 
przez ciąg stanów l , l, l' , l, l, to historia podmiotu i w punkcie (r, 4) to po 
prostu l , l ' , l . Pominęliśmy bowiem stany powtarzające się . 
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Ciąg stanów lokalnych podmiotu poznającego i w punkcie (r, n) istotnie 
opisuje to ,  co wydarzyło się z punktu widzenia podmiotu poznaj ącego i na 
ścieżce r do czasu n. Możemy zatem stwierdzić , że podmiot poznający i ma 
pamięć doskonałą wtedy i tylko wtedy, gdy stan lokalny podmiotu i koduje 
jego historię . Formalnie , pamięć doskonałą możemy wyrazić następująco : 

Definicja 5 .4 . 14 (pamięci doskonałej ) 
Podmiot poznający i ma pamięć doskonałą 2 1  w systemie R, wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych punktów (r, n) i (r' , n' ) w R spełniony 
jest warunek: 
j eśli (r, n) "'i (r' , n' ) , to r ma taki sam ciąg stanów lokalnych w punk
tach (r, n) i (r' , n' ) . 

Na potrzeby dalszych rozważań wprowadzimy pojęcie zgodności ciągów 
stanów. 

Definicja 5 .4 . 15  (zgodności ciągów stanów [HaVa88] )  
Niech S = (sa , S I , S2 , . . .  ) ,  S' = (sS , s� , s� , . . . ) będą dwoma skończonymi ,  
bądź nieskończonymi ciągami . Niech ", będzie relacj ą między elemen
tami ciągów S i S' . S i S' są "'zgodne, wtedy i tylko wtedy, gdy 
S składa się z ciągu następujących po sobie niepustych odcinków 
SI , S2 , . . . .  oraz S' składa się z ciągu następujących po sobie niepu
stych odcinków Sf , S� , . . .  22 tej samej długości co w S takich , że dla 
dowolnego j zachodzi warunek: dla wszystkich S E Sj oraz wszystkich 
s' E Sj : s '" s' . 

Lemat 2 1  ( [Ha Va88] , [MeyWo03] ) 
Następujące warunki są równoważne : 

1 . Podmiot poznający i ma pamięć doskonałą w systemie R. 
2 . Dla dowolnych punktów (r, n) , (r' , n' ) ( E R) takich , że 

(r , n) "'i (r' , n' ) :  ( (r, O) , (r, 1 ) , (r, 2 ) ,  . . .  , (r, n) ) jest "'i-zgodny 
z ( ( r' , O) , (r' , 1 ) ,  (r' , 2 ) ,  . . .  , (r' , n' ) ) . 

2 1 Inaczej mówiąc, podmiot poznaj ący i nie zapomina. 
22 Oba ciągi w szczególności mogą być nieskończone. 
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3 .  Dla dowolnych punktów (r, n) ,  (r' , n' ) ( E R) takich , że 
(r, n) "'i (r' , n' ) : jeśli n > O ,  to ( (r, n - 1) "'i (r' , n' ) ,  albo istnieje 
liczba l < n' taka, że (r, n - l ) "'i (r' , l ) i dla dowolnego k takiego , 
że 1 < k :::; n' zachodzi (r, n) "'i (r' , k ) ) . 

4 .  Dla dowolnych punktów (r, n) ,  (r' , n' ) ( E R) takich , że 
(r, n) "'i (r' , n' ) : jeśli k :::; n , to istnieje k' :::; n' takie , że 
(r, k ) "'i (r' , k') .  

Lemat powyższy, j ak zauważają Halpern, Meyden i Vardi , pokazuje ,  
że  pamięć doskonała wymaga nieograniczonej ilości stanów lokalnych, stąd 
w systemie z pamięcią doskonałą podmiot poznający i może mieć nieskoń
czoną ilość odmiennych historii . 

Pojęciem dualnym do pamięci doskonałej j est nieuczenie się pod
miotów poznających . Jest to kolejne kryterium brane pod uwagę przy 
omawianiu systemów epistemicznej logiki temporalnej [Ha Va88 ,  MeyWo03] . 
Aby formalnie zdefiniować w języku epistemicznej logiki temporalnej nie
uczenie się podmiotów poznających wprowadzimy pojęcie ciągu przyszłych 
stanów lokalnych. 

Definicja 5 .4 . 16 (ciągu przyszłych stanów lokalnych) 
Ciąg przyszłych stanów lokalnych w (r, n) to ciąg takich stanów 
lokalnych 10 , 1 1 , 12 , . . •  które podmiot osiąga na ścieżce r startując z punk
tu (r, n) .  

Konstruując ciąg przyszłych stanów lokalnych pomija się stany powta
rzające się . 

Definicja 5 .4 . 1 7  (nieuczenia się) 
W systemie R podmiot poznający nie uczy się , wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla dowolnych (r, n) ,  (r' , n' ) ( E R) takich , że (r, n) "'i (r' , n' ) r ma 
taki sam ciąg przyszłych stanów lokalnych w (r, n) i (r' , n' ) 

Podobnie j ak miało to miej sce w przypadku pamięci doskonałej , tak też 
w przypadku nieuczenia się podmiotów poznających można sformułować 
kilka warunków równoważnych. 
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Lemat 22 ( [Ha Va88] , [MeyWo03] ) 
Następujące warunki są równoważne : 

1 . Podmiot poznający i nie uczy się w systemie R. 
2 . Dla dowolnych punktów (r , n) , (r' ,  n' ) ( E  R) takich , że 

(r, n) rv; (r ' ,  n') : ( (r , n) , (r, n + 1 ) ,  (r , n + 2) ,  . . . ) j est rv;-zgodny 
z ( (r' , n') , ( r' ,  n' + 1 ) ,  ( r' ,  n' + 2) ,  . . .  ) . 

3 .  Dla dowolnych punktów (r , n) ,  (r ' ,  n') ( E R) takich , że 
( r, n) rv; (r' , n' ) :  ( (r , n + 1 )  rv; (r' , n' ) , albo istnieje liczba l >  n' 
taka, że (r, n + 1 )  rvi (r ' ,  l ) i dla dowolnego k takiego , że l < k ::::; n' 
zachodzi (r , n) rv; (r' , k ) ) . 

Parametrem branym pod uwagę przy klasyfikacj i systemów epistemicz
nej logiki temporalnej czasu rozgałęzionego , jest synchronizacja. W sys
temach synchronicznych zakłada się , że podmiot poznający ma dostęp do 
globalnego zegara, funkcjonującego w systemie , a odczytanie wskazań tego 
zegara j est częścią stanu podmiotu poznającego . W systemach synchronicz
nych każdy podmiot poznający zawsze zna aktualny czas .  

Definicja 5 .4 . 18  (systemu synchronicznego) 
System R jest systemem synchronicznym, wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla dowolnego podmiotu poznającego i oraz dowolnych punktów (r, n) , 
(r ' ,  n' ) ( E  R) spełniony jest warunek: 

. ' l ·  ( ) ( '  ') , Jes l r, n rvi r ,  n , to n = n . 

Zauważmy, że w systemie synchronicznym, w którym podmiot pozna
j ący i ma pamięć doskonałą ,  stosując indukcję po n można wykazać , że jeśli 
(r, n) rvi (r ' ,  n' ) oraz n > O, to (r, n - l ) = (r ' ,  n - l ) 

Kolejnym kryterium klasyfikacyjnym jest posiadanie przez system 
unikalnego stanu początkowego . System posiada unikalny stan począt
kowy, gdy wszystkie ścieżki rozpoczynają się w tym samym stanie . 

Definicja 5 .4 . 19 (unikalnego stanu początkowego) 
System R posiada unikalny stan początkowy, wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla dowolnych ścieżek r, r' E R: r (O) = r' (O) . 

Jeśli zatem system R jest systemem z unikalnym stanem początko
wym, to dla dowolnych ścieżek r, r' oraz dowolnego podmiotu poznającego i :  
(r, O) rv i  (r ' ,  O) . 
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Przyjmujemy następuj ące oznaczenia 23 : 
• I NT� - klasa wszystkich m-podmiotowych systemów interpretowanych 
• p Rm ,  SY N Cm , U I Sm , N Lm są podklasami klasy I NT m odpowiednio : 

systemów, w których podmioty poznające mają pamięć doskonałą, sys
temów synchronicznych , systemów z unikalnym stanem początkowym, 
systemów, w których podmioty poznające nie uczą się . 
Klasa np. m-podmiotowych systemów interpretowanych, synchronicz

nych oraz takich , w których podmioty poznające mają pamięć doskonałą 
to PRm n SYNCm ' 

Aksjomatyka 

Podamy zbiory aksjomatów dla poszczególnych klas rozważanych sys
temów. Meyden i \Vong [MeyWo03] do formalizacj i wiedzy podmiotów po
znających używają m-podmiotowego języka 'cS5m ' Konstruowane systemy 
nadbudowywane są więc nad S5m . 

Aksjomatyka S5m 

KI .  ep,  jeśli ep jest tautologią klasycznej logiki zdaniowej języka 'cS5 , m 
K2. (Kiep 1\ Ki ( ep ----t 1j!) ) ----t Ki1j! ,  i E { l ,  . . .  , m}  

K3 .  Kiep ----t ep,  i E { l ,  . . .  , m} 

K4. Kiep ----t KiKiep ,  
K5. -,Kiep ----t Ki-,Kiep ,  

Reguły: MP, RN. 

i E { l ,  . . .  , m} 

i E { l ,  . . .  , m} 

S5m jest adekwatny względem m-podmiotowych struktur Kripke
go [Hint62] , [FH95] . 

Uzupełniaj ąc system S5m o aksjomaty logiki temporalnej czasu linio
wego 

T 1 .  ( O ep 1\ O ( ep  ----t 1j!) ) ----t 01j!,  
T2. O( -'ep) +-+ -'Oep, 
T3 .  epU1j! +-+ 1j! V (ep 1\ O (epU1j!) ) 
oraz uzupełniaj ąc zbiór reguł o reguły: 

23 Oznaczenia te przyjmujemy za Halpernem, :\Ieydenem i Vardim [HaVa88] . 
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RTl :  
cp ----+ ( -, 1jJ /\ O cp ) 

cp ----+ -, ( rp U 1jJ ) 

RT2 :  
rp 

Orp 

otrzymujemy epistemiczną logikę temporalną adekwatną względem struktur 
czasu liniowego . 

Logika temporalna o zbiorze aksjomatów {Kl , Tl , T2 , T3} i zbiorze 
reguł {AJ P, RN, RTl , RT2} jest adekwatna względem struktur czasu linio
wego [FH95] , [GPSS80] .  

W wyniku połączenia tych dwóch systemów otrzymujemy S5� , m-pod
miotowy system epistemicznej logiki temporalnej czasu liniowego . 

Twierdzenie 5 . 1 1  ( [Ha Va88] )  
S5� jest adekwatną aksjomatyzacją języka 'clKlLm ze względu na I NTm ,  
SYNCm , UISm oraz SYNCm n UISm 

Aksjomatyka logiki temporalnej czasu liniowego uzupełniona o aksjo
maty: 

B l .  p ----+ Ap, gdzie p E AP, 
B2 .  Ep ----+ p, gdzie p E AP, 
B3 .  Arp ----+ rp,  
B4 .  A( rp ----+ 1jJ) ----+ (Arp ----+ A1jJ) , 
B5 .  Arp ----+ AArp,  
B6.  Erp ----+ AErp,  
oraz regułę 

RB : 

Arp 

stanowi aksjomatykę logiki S5�u adekwatną względem struktur czasu roz
gałęzionego [Stir92] . 

Zauważmy, że podstawienia aksjomatów Bl  i B2 nie są aksjomatami . 
Gdybyśmy zamiast p podstawili w aksjomacie Bl  np . formułę Orp,  to otrzy
malibyśmy formułę Orp ----+ AOrp, która nie jest formułą prawdziwą· 
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Prawdziwość aksjomatów B l  i B2 uwarunkowana jest przyjęciem zało
żenia, że interpretacj a zależy jedynie od stanów globalnych . Jeżeli takiego 
założenia nie przyjmiemy, B l  i B2 nie będą prawdziwe . 

Podany przez Meydena i Wonga układ aksjomatów nie stanowi układu 
aksjomatów niezależnych. Niektóre aksjomaty np . B2,  B5 są wyprowadzalne 
z innych aksjomatów [Meyd94 , s. 1 03] . 

Interakcje między operatorem O następnika a operatorem A czasu roz
gałęzionego wyraża aksjomat 

FC . AO'P ---+ OA'P.  

Związek między wiedzą i czasem rozgałęzionym wyraża aksjomat 

KB . Ki'P ---+ AKi'P · 

Logika, której aksjomatyka składa się z powyższych aksjomatów oraz 
reguł to logika S5� . S5� jest adekwatny względem klasy wszystkich sys
temów m-podmiotowych. S5� jest także adekwatny ze względu na klasę 
m-podmiotowych systemów synchronicznych i klasę m-podmiotowych sys
temów z unikalnym momentem początkowym. 

Twierdzenie 5 . 1 2  ( [Meyd94] , [MeyWo03] ) 
S5� jest adekwatną aksjomatyzacją języka �lKlB;;' ze względu na I NT m ,  
SYNCm , UISm oraz SYNCm n UISm -

Po uzupełnieniu aksjomatyk systemów S5� oraz S5� o formuły 

C I .  E'P ...... /\:1 Ki'P 
C2 . C'P ---+ E( 'P 1\ C'P) 

i regułę 

RCl :  
'P ---+ E( 'l,b 1\ C'P) 

'P ---+ C'l,b 

otrzymujemy odpowiednio systemy S5C� oraz S5C� . 

Twierdzenie 5 . 13  ( [HaVa88] , [MeyWo03] ) 
S5C� jest pełną aksjomatyzacją języka �lClKlLm ze względu na klasy 
INTm ,  SYNCm ,  UISm , SYNem n UISm -
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Twierdzenie 5 . 14  ( [Meyd94] , [MeyWo03] ) 
S5C� jest pełną aksjomatyzacją języka �\ClKlB�, ze względu na klasy 
INTm ,  SYNCm ,  UISm , SYNCm n UISm . 

Uzupełnienie języków odpowiednio �lC"m oraz �lKlB' o operator wiedzy 
wspólnej , wraz z uzupełnieniem aksjomatyki o formuły charakteryzujące 
ten rodzaj wiedzy, nie zmienia zasadniczo sytuacj i .  Uzupełnione systemy, 
czyli systemy S5C� oraz S5C� są adekwatne względem tych samych klas 
systemów interpretowanych , względem których adekwatne są odpowiednio 
systemy S5� i S5� . 

Operator wiedzy wspólnej nie różnicuje zatem klas I NT m ,  SYN Cm , 
U I Sm , SYN Cm n U I Sm . Zróżnicowanie uzyskuje się dopiero po uwzględ
nieniu pamięci doskonałej . Ze względu na ten parametr rozróżnialne są sys
temy synchroniczne i systemy niesynchroniczne . 

Halpern, Meyden i Vardi [HMV88] poddają pod dyskusję następujące 
formuły dotyczące pamięci doskonałej : 

KTl . K;G�ep -----7 G� Kżep 24 i E { l ,  . . .  , m} 
KT2 . KiO'P -----7 0Kiep i E { l ,  . . .  , m} 
KT3 .  (KiepI\O(K(ljJI\-,Ki</J)) -----7 -,Ki-, ( (Kiep)U ((Ki'I/J)U-,</J)) i E { l ,  . . . , m} 
KT4 . (Kiep) U Ki'I/J -----7 Ki ( (Kiep)U Kż'I/J) i E { l ,  . . .  , m} 
KT5 . OKżep -----7 KżOep. i E { l ,  . . .  , m} 

Aksjomat KTl głosi , że jeżeli podmiot i wie , że zawsze w przyszło
ści będzie ep,  to zawsze w przyszłości będzie tak, że podmiot i wie , że ep. 
Można wykazać , że aksjomat ten jest spełniony w klasie systemów inter
pretowanych z pamięcią doskonałą [HMV88] . Analogicznie można wykazać , 
że własność ta przysługuje również aksjomatowi KT2 . Dowiedziemy, że ak
sjomat KT3 jest spełniony w klasie systemów interpretowanych z pamięcią 
doskonałą· 

Lemat 23 ( [HMV88] ) 
Jeśli (r. n) jest punktem w systemie I z pamięcią doskonałą ,  to 

(I, r, n) F (Kżp 1\ O (Kż'I/J 1\ -,Kż</J) ) -----7 -,Ki-, ( (K;ep)U(n (Ki'I/J)U-,</J) ) . 

24 G� j est zwrotnym odpowiednikiem operatora G. 
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Dowód. 
Dla dowolnej formuły � oraz dowolnych i- równoważnych punktów in

formacyjnych (r, n) , (r' , n') , czyli takich , że (r, n) "'i (r' ,  n') mamy 

(I, r, n) F Ki� wtedy i tylko wtedy, gdy (I, r' , n') F Ki� 
Załóżmy, że 

( 1 )  

Zatem 

(2 ) (I, r, n) F Kiep 
oraz 

(3 )  

Z (3 )  wnioskujemy, że 

(4) (I. r, n + 1 )  F Ki'l/; oraz (I, r, n + 1 )  F ,KicP 
Istnieje zatem taki punkt (r' ,  n' ) , że (r, n + 1 )  "'i (r ' ,  n' ) oraz 

(5 )  (I, r' , n' ) F 'cP 

Ponieważ system I z założenia jest systemem z pamięcią doskonałą, więc 
z punktu 3 lematu 1 8  otrzymujemy, że albo jest tak, że 

(6) (r, n) "'i (r' ,  n' ) 

albo istnieje l < n' , takie , że 

(7) (r , n) "'i (r' , l) oraz dla każdego k takiego , że l < k ::; n' : 
(r, n + 1) "'i (r' , k) ,  

Należy wykazać , że (I, r, n) F ,Ki, ( (Kiep)U ( (K(IjJ)U,cjJ) ) niezależnie od 
tego , czy zachodzi (6) , czy (7) . 
Załóżmy, że zachodzi (6) . Na podstawie (5 )  mamy: 

(I, r' . n' ) F (Ki:P)U ( (K(IjJ)UcjJ) . 
Z założenia otrzymujemy więc 

(T r. n) F (Kiep)U ( (Ki'l/;)UcjJ) . 
Załóżmy teraz , że zachodzi ( 7) . Na podstawie (2 )  oraz faktu, że 
(r , n) "'i (r ' , l )  wnioskujemy, że (I, r' , n') F Kiep. Analogicznie z (4) oraz 
faktu ,  że (r. n + 1 )  "'i (r ' ,  k) dla wszystkich k takich , że l < k ::; n' 
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otrzymujemy, że dla dowolnego k takiego , że l < k ::; n' zachodzi 
(I, r' , n' ) F Ki'l/J . Zatem na podstawie ( 5 )  wnioskujemy, że: 

(I, r' , l )  F -,Kc1 ((K;<t?)U ( (K;'l/J)U-,cP) ) . 
Ponieważ (r, n) "'; (r' ,  l )  więc : 

(I, r, n) F -,Kż-' UKż<t?)U ( (K;'l/J)U-,cP) ) . D 

Aksjomat KT3 jest na tyle mocny, że zapewnia adekwatność zarówno 
ze względu na klasę systemów interpretowanych z pamięcią doskonałą z uni
kalnym punktem początkowym, jak i na klasę systemów interpretowanych, 
które takiego punktu nie posiadają . Nie ma też znaczenia, czy rozważamy 
system czasu liniowego czy rozgałęzionego . Fakt ten zapiszemy w postaci 
dwóch twierdzeń: 

Twierdzenie 5 . 1 5  ( [Ha Va88] ) 
S5� + KT3 jest adekwatną aksjomatyzacją języka �[{ILm ze względu na 
PRm oraz PRm n UISm . 

Twierdzenie 5 . 16  ( [MeyWo03] ) 
S5� + KT3 jest adekwatną aksjomatyzacją języka �={�. ze względu na 
PRm oraz PRm n UISm . 

Twierdzenia 5 . 1 1 ,  5 . 1 2  pokazują ,  że nałożenie dodatkowego warunku , 
synchroniczności systemu, czy istnienia w systemie unikalnego punktu 
początkowego nie różnicuje zbioru aksjomatów. Wszystkie wymienione 
klasy, czyli INTm, SYNem ,  UISm , SYNem n UISm są aksjomatyzowalne 
przez S5� (w przypadku czasu liniowego) i S5� (w przypadku czasu roz
gałęzionego) . Twierdzenia 5 . 1 5 ,  5 . 1 6  pokazuj ą natomiast , że istnienie bądź 
nieistnienie unikalnego punktu początkowego w systemie nie ma wpływu 
na adekwatność systemu w przypadku rozpatrywania systemów z pamięcią 
doskonałą. Można natomiast wykazać, że aksjomat KT2 jest prawdziwy 
w klasie systemów interpretowanych synchronicznych z pamięcią doskonałą ,  
a jednocześnie nie jest prawdziwy w klasie systemów z pamięcią doskonałą ,  
które synchroniczne nie są [MeyWo03 ,  s .  105] . 

Twierdzenie 5 . 17  ( [Ha Va88] ) 
S5� + KT2 jest adekwatną aksjomatyzacją języka �'!C:",m ze względu na 
PRm n SYNem oraz PRm n SYNem n UISm . 
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Twierdzenie 5 . 18  ( [MeyWo03] ) 
S5� + KT2 jest adekwatną aksjomatyzacj ą 'c�-cIffi' ze względu na 
PRm n SYNem oraz PRm n SYNem n UISm . 

Aksjomat KT4 jest związany z nieuczenie m się podmiotów poznają
cych. Zachodzi twierdzenie : 

Twierdzenie 5 . 1 9  ( [Ha Va88] ) 
S5� + KT4 jest adekwatną aksjomatyzacj ą dla 'cOC::"m ze względu 
na NLm . 

System, w którym istnieje unikalny stan początkowy, a podmioty po
znaj ące nie uczą się , j est systemem z pamięcią doskonałą [Ha Va88 ,  s. 8] . 
Zachodzi zatem twierdzenie : 

Twierdzenie 5 .20 ( [Ha Va88] ) 
S5� + KT3 + KT4 jest adekwatną aksjomatyzacj ą dla 'c[{lLm ze względu 
na NLm n PRm . 

\V przypadku , gdy rozważamy system, w którym jest tylko jeden pod
miot poznający, adekwatność zachowana jest także wtedy, gdy w systemie 
istnieje unikalny stan początkowy. 

Twierdzenie 5 .21  
S5� + KT3 + KT4 jest adekwatną aksjomatyką dla 'c=-c]Ll ze  względu 
na NLl n PRl n UISl · 

Charakterystykę systemów synchronicznych, w których podmioty po
znające nie uczą się zapewniają aksjomaty KT2 i KT5 . 

Twierdzenie 5 .22 ( [HaVa88] ) 
S5� + KT5 jest adekwatną aksjomatyzacj ą dla języka 'cOClL", ze względu 
na NLm n SYNem ' 

Twierdzenie 5 .23 ( [HaVa88] ) 
S5;� + KT2 + KT5 jest adekwatną aksjomatyzacj ą dla języka 'cOClLm ze 
względu na NLm n PRm n SYNem ' 

Jeśli rozważamy system synchroniczny z unikalnym stanem począt
kowym, w którym podmioty poznające nie uczą się, to wszystkie pod
mioty maj ą w każdym momencie czasowym ten sam zbiór światów moż-
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liwych [Ha Va88 ,  s. 9] . Prawdziwy jest więc w takich systemach aksjomat 
Kiep +--* Kjep. Zatem system m-podmiotowy redukuje się w takim przy
padku do systemu jednopodmiotowego . W przypadku zaś systemu jedno
podmiotowego nieuczenie się podmiotów poznających wraz z jednoczesnym 
istnieniem w systemie unikalnego stanu początkowego powoduje ,  że dany 
system jest systemem z pamięcią doskonałą. Zachodzi zatem twierdzenie 
następuj ące : 

Twierdzenie 5 .24 ( [Ha Va88] ) 
S5� + KT2 + KT5 + {Kiep +--* Kjep} jest adekwatną aksjomatyzacj ą 
języka �lKLm ze względu na N Lm n SY N Cm n U I Sm oraz N Lm n P Rm n 
SYNCm n UISm . 

Halpern, Meyden i Vardi [Halp86] podali aksjomatyzacje systemów epi
stemicznej logiki temporalnej adekwatne względem określonych klas syste
mów interpretowanych. Podane wyniki są jednak bardzo silnie skorelowane 
z językiem, za pomocą którego opisywane są poszczególne klasy systemów. 

W języku, który został użyty do opisu wymienionych systemów, syn
chroniczność oraz istnienie unikalnego stanu początkowego nie wymagają 
dodatkowych aksjomatów specyficznych. W przypadku użycia języka bo
gatszego , być może zaistniałaby potrzeba uzupełnienia aksjomatyki o do
datkowe aksjomaty specyficzne charakteryzujące te własności . 

Zarówno w języku zastosowanym do opisu systemów czasu liniowego , 
j ak i w języku zastosowanym do opisu systemów czasu rozgałęzionego , nie 
występują operatory temporalne czasu przeszłego . Gdyby takie operatory 
wystąpiły, zbiory aksjomatów należałoby uzupełnić nie tylko o aksjomaty 
dotyczące operatorów temporalnych czasu przeszłego , ale także o formuły 
wyrażające interakcje tych operatorów z operatorami wiedzy 25 . 

W przypadku opisanych systemów epistemicznej logiki temporalnej 
czasu rozgałęzionego Meyden i Wong w pracy [Meyd94] posłużyli się tzw. se
mantyką pakietową 26 dla logiki CTL * . 

25 Należałoby np . uzupełnić aksjomatykę o aksjomat charakteryzuj ący pamięć doskonałą 
sformułowany za pomocą operatora S (Sinee), czyli (Kiep  )S(K,1b )  -+ KI ( (Kiep ) S(Ki�!' ) ) ' 
26 Pakietowa semantyka Kripkego jest uogólnieniem semantyki Kripkego. Jest j ednocześnie 

semantyką mocniej szą niż standardowa semantyka Kripkego. Por. np. [Isoda97] . 
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Problem aksjomatyzacj i logiki będącej kombinacj ą logiki wiedzy i lo
giki CTL* ze względu na różne warianty semantyki dla operatorów czasu 
rozgałęzionego pozostaje jednak wciąż problemem otwartym. 

Meyden i Wong dokonują interesującego spostrzeżenia o pewnym po
dobieństwie schematów Fe (aksjomat logiki czasu rozgałęzionego) i KT2 
(aksjomat dla systemów synchronicznych z pamięcią doskonałą) . Jeśli roz
ważymy podmiot poznający i, który ma pełną informację o stanie global
nym systemu, czyli podmiot maj ący własność : 

jeśli ri (n) = ri (n' ) , to r (n) = r' (n' ) , 

to semantyczne definicje Kiep i Aep są zbieżne ze sobą, gdy podmiot działa 
w systemie synchronicznym oraz ma pamięć doskonałą. Z tej perspektywy, 
j ak zauważają Meyden i Wong [Meyd94 , s. 1 2 1 ] , logika temporalna czasu 
rozgałęzionego jest szczególnym przypadkiem logiki wiedzy. 

Próby aksjomatyzacj i systemów epistemicznej logiki temporalnej z se
mantyką bazującą na systemach interpretowanych były podejmowane rów
nież przez innych autorów. Parikh i Ramanuj am [PaRa85] badali związki 
między klasą P Rm i językiem ..clKlEm • 

5 . 5 .  Epistemiczna logika temporalna czasu alternującego 

W rozdziale 4, j ako jeden z systemów logiki temporalnej , dyskuto
wana była logika czasu alternującego ATL . W niniej szym rozdziale omó
wimy logikę ATEL , której język powstał w wyniku rozszerzenia języka lo
giki ATL o operatory wiedzy. Jest to epistemiczna logika czasu alternują
cego . Konstrukcja tej logiki została podana przez van der Roek'a i Wool
dridge 'a [RoWo03] . Semantyka języka logiki ATL bazowała na strukturach 
gier równoczesnych. Dla logiki ATL zaproponowano trzy równoważne se
mantyki . Dwie pozostałe semantyki , to semantyka bazująca na systemach 
przejść alternujących oraz semantyka bazująca na efektywności koalicyjnej . 
Semantyka języka logiki ATEL bazować będzie na systemach epistemicz
nych przej ść alternujących. 

Systemy epistemicznych przejść alternujących 

System epistemicznych przej ść alternuj ących jest rozszerzeniem sys
temu przej ść alternujących. 
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Definicja 5 . 5 . 1  (systemu epistemicznych przej ść alternujących) 
System epistemicznych przejść alternujących (AETS) to struktura 

(II , � , Q, R1 , . 0 . , Rn , 7r, 8) , 
gdzie : 

• II jest niepustym, skończonym zbiorem zdań atomowych, 
• � ( �  N) jest niepustym, skończonym zbiorem podmiotów pozna

jących, 
• Q jest niepustym zbiorem stanów, 
• Ę(EE) (�  Q x Q) jest relacj ą dostępności epistemicznej dla pod

miotu i 27 , 
• 7r : Q ----+ 2II jest funkcj ą przyporządkowującą każdemu stanowi 

zbiór zdań atomowych , spełnionych w tym stanie , 
• 8 :  Q x � ----+ 22Q jest funkcją przej ść systemu spełniaj ącą waru

nek: dla dowolnego stanu q E Q oraz dla dowolnego zbioru wy
borów Ql , Q2 , . .  o ,  Qn takich , że Qk E 8 (q , k) :  Ql n Q2 n . . .  n Qn 
jest zbiorem jednoelementowym 28 . Wartością wyrażenia 8 ( q ,  i )  jest 
więc zbiór wyborów osiągalnych przez podmiot poznający i ,  kiedy 
system znajduje się w stanie q .  

W systemie ATEL, oprócz przypisanych poszczególnym podmiotom 
poznającym relacj i epistemicznej dostępności , rozważa się relacje episte
micznej dostępności dla grupy podmiotów poznających, tzw. relacje do
stępności epistemicznej grupy. 

Definicja 5 .5 .2  (relacj i  dostępności epistemicznej grupy) 
Niech r(�  �) będzie grupą podmiotów poznaj ących . Rf , relacja do
stępności epistemicznej grupy r to suma relacj i dostępności episte
micznych podmiotów poznających należących do grupy r :  

Rf = U Rż o żEr 
Definicja 5 .5 .3  (relacj i  wspólnej dostępności epistemicznej ) 

R? , relacja wspólnej dostępności epistemicznej to przechodnie do
mknięcie relacj i Rf 29 0  

27 Zwykle wymaga się, aby relacj a R i  była relacj ą równoważności . 
28 Oznacza to, że po dokonaniu wyboru przez wszystkie podmioty poznaj ące stan systemu 

jest jednoznacznie ustalony. 
29 Przechodnim domknięciem relacj i  R w zbiorze X nazywamy przekrój wszystkich relacj i  

przechodnich zawieraj ących relację  R .  
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Relacje R� oraz Rf posłużą do semantycznego zdefiniowania opera
torów: wiedzy grupowej i wiedzy wspólnej . Z punktu widzenia podmiotu 
poznającego , ze względu na relację dostępności epistemicznej , właściwą da
nemu podmiotowi poznającemu, pewne stany systemu będą epistemicznie 
dostępne temu podmiotowi , a inne nie . 

Dla stanów q ,  q' ( E Q) oraz podmiotu poznającego i ( E I:) stan q' jest 
i-sukcesorem stanu q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbiór Q' ( E  o(q , i ) )  
taki , ż e  q' E Q' . Stan q' jest więc i-sukcesorem stanu q ,  wtedy i tylko 
wtedy, gdy q' jest możliwym wynikiem jednego z wyborów, którego podmiot 
poznający i może dokonać , kiedy system jest w stanie q .  

succ (q ,  i )  to zbiór wszystkich i-sukcesorów w stanie q .  Jeśli stan q' jest 
i-sukcesorem stanu q, dla dowolnego podmiotu poznaj ącego i ( E I:), to po
wiemy, że stan q' jest po prostu sukcesorem stanu q. Jeśli stan q' jest 
sukcesorem stanu q, to kiedy system znajduje się w stanie q, podmioty po
znające ze zbioru I: mogą kooperować ze sobą w ten sposób , aby następnym 
stanem, do którego przejdzie system , był stan q' . 

succ( q) to zbiór wszystkich sukcesorów stanu q ,  czyli : 

succ(q) = {q' E Q : ViEr. q' E succ(q ,  in · 

W ATEL ścieżki i q-ścieżki definiujemy w taki sam sposób , w jaki 
czyniliśmy to w przypadku logik czasu obliczeniowego. 

Q* to zbiór wszystkich ciągów nad Q ,  natomiast Q+ to zbiór wszystkich 
niepustych ciągów nad Q. 

W alternujących systemach przej ść epistemicznych, do osiągnięcia za
mierzonego rezultatu ,  podmioty poznające mogą stosować różne strategie . 
Intuicyjnie przez strategię rozumiemy plan podmiotu poznającego służący 
do osiągnięcia zamierzonego celu . Formalnie strategię fi podmiotu pozna
j ącego i ( E I:) definiujemy następuj ąco : 

Definicja 5 .5 .4  (strategii) 
Strategia fi podmiotu poznającego i (E I:) to funkcja fi : Q+ -----> 2Q , 
taka, że dla dowolnych A ( E Q* )  oraz q ( E Q) : fi (A  . q) E o(q ,  i ) . 

Zbiór strategii podmiotów z grupy r to Fr (= {fi : i E r} ) . 
Dla danego zbioru podmiotów poznających r ( c  I:) oraz dla indek

sowanego zbioru strategii Fr (po jednej strategii dla każdego podmiotu 
poznaj ącego i ( E r) ,  definiujemy zbiór out (q , Fr )  możliwych do uzyska-
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nia wyników, jeśli każdy podmiot poznający i E r będzie działał zgodnie 
z przypisaną mu strategią fi ,  kiedy system jest w stanie q E Q . 

Zbiór out(q ,  Fr) zawiera zatem wszystkie możliwe q-ścieżki , j akie pod
mioty poznające ze zbioru r mogą "wymusić" kooperując ze sobą i działaj ąc 
zgodnie z przypisanymi im strategiami ze zbioru Fr . 

Zauważmy, że koalicj a wszystkich podmiotów poznaj ących w syste
mie może zdeterminować przyszły stan systemu, inaczej mówiąc , zbiór 
out(q ,  FyJ jest jednoelementowy. Z kolei zbiór out (q ,  Fr/J ) jest zbiorem 
wszystkich możliwych q-ścieżek w systemie . 

Język logiki ATEL 

Język ,e ATEL jest rozszerzeniem języka logiki ATL o operatory episte
miczne Ki (i E �) , Gr , Er , gdzie r C �. Operatory Ki to indeksowane 
operatory epistemiczne . Natomiast operatory Gr i Er to odpowiednio ope
rator wiedzy wspólnej grupy r oraz operator wiedzy grupowej grupy r . 

Język ,e�TEL definiowany ze względu na system 

epistemicznych przej ść alternuj ących. Zbiór formuł poprawnie zbudowanych 
języka ,e�TEL , czyli zbiór FOR(,e�TEd definiujemy następuj ąco : 

Definicja 5 .5 .5  (zbioru FOR(,e�TEd ) 
Formuła rp E FOR(,e�TEd ,  wtedy i tyko wtedy, gdy spełnia przynaj
mniej jeden z następujących warunków: 

1 .  rp = T, 
2 . rp, jeśli rp E II , 

3 .  jeżeli rp, 'IjJ E FOR(,e�TEd ,  to -,rp , (rp I\ 'IjJ) E FOR(,e�TEd , 
4 .  jeżeli r � � oraz rp ,  'IjJ E FOR(,e�TEd , to ((r)) Orp, ((r)) Drp,  

((r)) (rp) U('IjJ) , Gr rp ,  Errp E FOR(,e�TEd , 
5 .  jeżeli (rp E FOR(,e�TEL) oraz j E �) , to Kjrp E FOR(,e�TEd .  

Definicj a spełniania formuły języka ,e�TEL w stanie q systemu 6 jest 
następuj ąca: 
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Definicja 5 .5 .6  ( [HoWo03] ) 
Niech 6 będzie systemem epistemicznych przej ść alternujących. Niech 
<p, 'l/J E FOR('cXTEd · 

1 . 6 , q F <P  
2 . 6 , q , F <p 
3 .  6 ,  q , F -,<p 

== <p = T , 
== <p E 7r(q) , jeśli <p E II, 
== 6 , q , � <p, 

4 .  6 ,  q , F <p A 'l/J == 6 , q , F <p i 6 ,  q , F 'l/J , 
5 . 6 ,  q , F ((r)) o<p == istnieje zbiór strategii Fr , (po jednej strategii 

dla każdego i (E r) ) ,  taki , że dla dowolnego 
A ( E  out (q ,  Fr ) )  : 6 , A [1 ] F <p ,  

6 .  6 ,  q , F ((r)) D<p == istnieje zbiór strategii Fr , (po  jednej strategii 
dla każdego i (E r) ) , taki , że dla dowolnego 
A ( E  out (q , Fr ) ) , dla dowolnego t ( E  N) : 
6 ,  A [t] F <p ,  

7. 6 ,  q , F ((r)) <pu'l/J == istnieje zbiór strategii Fr , (po  jednej strategii 
dla każdego i (E r) ) ,  taki , że dla dowolnego 
A (E out ( q , Fr ) )  istnieje t ( E  N) takie , że 

8. 6 ,  q , F Ki<P 
9 . 6 ,  q , F Er<p 

10 .  6 ,  q , F Cr<p 

{6 ,  A [t] F 'l/J oraz dla dowolnego t' , O :s: t' < t : 
6 ,  A [t'] F <p} ,  

== dla dowolnego q' , qRd : 6 , q '  F <p , 
== dla dowolnego q' , qRfq' : 6 ,  q' F <p , 
== dla dowolnego q' , qRfq' : 6 , q' F <p .  

Jako skróty wprowadza się dodatkowe operatory temporalne : 

((r)) o<p .- ((r)) (TU<p) , 
((r)) D+<p :=  ((r)) o((r)) D<p , 
((r)) o+<p :=  ((r)) o((r)) o<p .  

Wprowadza się także operator [ ] czytany j ako : grupa podmiotów po
znających nie może odrzucić . . . . 

Inaczej mówiąc , grupa podmiotów poznających nie może kooperować 
w celu odrzucenia <p .  Wprowadza się ponadto skróty: 

:= -, ((r)) D-,<p .  
:= -, ((r)) O-,<p· 

Będziemy omijać nawiasy wewnątrz modalności kooperacyjnych. Za
tem ,  będziemy pisać ((a ,  b)) zamiast (( {a ,  b} )) .  
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W przypadku rozważania strategii pustego zbioru podmiotów pozna
j ących zamiast pisać ((0 jj , będziemy pisać (Oj .  

Aksjomatykę ATEL zaproponowali van der Hoek i Wooldridge 
[HoWo03] .  

Aksjomatyka ATEL 

1 .  y, jeśli y jest tautologią klasycznego rachunku zdań języka ,8�TEL ,  
2 .  ((Ljj Oy +--+ ((Lj) (TU y) , 
3 .  (Oj Dy +--+ -' ((L)) O-,y, 
4 . (O) Oy +--+ (O) (TU y) , 
5 .  ((L)) Dy +--+ -' ((Lj) O-,y,  
6 .  ( ((L)) Oy V ((L)) O?/J) +--+ ((L)j O( y V ?/J) ,  
7 . (O) Oy +--+ -, ((L)) O-'y, 
8 .  (O) OT 1\ [L]OT,  
9 . (O) D (rP ----> (-,?/J 1\ ((L)jOrP) ) ----> (rP ----> -, (0) (yU?/J) ) , 

10 .  (O) D (rP ----> (-,?/J 1\ ((L)) OrP) ) ----> (rP ----> -, (O) O?/J) ,  
1 1 .  (O) D (rP ----> (-,?/J 1\ ( y  ----> (O) OrP) ) ) ----> (rP ----> -' ((L)) (pU?/J) ) , 
1 2 .  (Oj D ( rP ----> (-,?/J 1\ (O) OrP) ) ----> (rP ----> -, ((L)) O?/J ) , 
1 3 .  (O) D(y ----> ?/J) ----> ( ((L)j Oy ----> ((L)) O?/J) · 

Podany zbiór aksjomatów logiki ATEL nie jest pełny ze względu na 
klasę systemów epistemicznych przej ść alternujących . 

Niektóre aksjomaty nie dają się uogólnić lub nie zachodzą dla pewnych 
podzbiorów zbioru L .  Przykładem takiego aksjomatu jest chociażby aksjo
mat 3. Aksjomat ten głosi , że zawsze zachodzi y jest równoważne temu, 
że nie jest prawdą, że wszystkie podmioty poznające systemu kooperując ze 
sobą mają strategię taką, aby możliwe było -,y. \Vydawać by się mogło, że 
aksjomat ten da się uogólnić do postaci 

[r']Dy +--+ -, ((r)) o-,y,  gdzie r' = L \ r .  
Formuła ta jest równoważna formule : 

Schematem ostatniej formuły jest : 

((r')) D:p +--+ ((rj) Oy. 
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5.5. Epistemiczna logika temporalna czasu alternującego 2 1 1  

Nie wszystkie formuły podpadające pod ten schemat s ą  prawdziwe . 
Fakt , że grupa podmiotów poznaj ących r' może kooperować w ten sposób , 
aby wymusić , że 'P zawsze zachodzi , nie jest równoważny temu, że grupa 
podmiotów poznających r może kooperować w taki sposób , aby wymusić, 
że możliwy będzie taki stan systemu, że 'P będzie zachodziło. Nie można 
także uogólnić aksjomatu 5 w sposób następujący: 

((r)) D'P � -, ((r')) O-''P . 

Równoważność ta nie zachodzi , ponieważ nie zachodzi implikacja 

Jeśli bowiem grupa r' nie ma strategii , by wymusić , aby czasami było -''P,  
to nie znaczy wcale , że  grupa r może wymusić , aby 'P zawsze zachodziło. 
Podobnie rzecz się ma z aksjomatem 7 .  Dla grupy r (c �) nie zachodzi 
implikacja 

-, ((r)) O-'p � ((r')) OP. 

Podamy kontrprzykład dla tej formuły. 

Przykład 5 . 5 . 1  
Niech zbiór wszystkich podmiotów poznających systemu składa się 

tylko z dwóch podmiotów 1 i 2, czyli � = { 1 , 2 } .  Niech r = { l } ,  zatem 
zbiór r' , będący różnicą zbiorów � \ r  ma postać r' = { 2 } .  Niech p oznacza ,  
że gracze 1 i 2 otrzymają tę samą liczbę oczek przy rzucie kostki sześciennej . 
Mamy więc , że -, ((r)) O-,p, ale jednocześnie mamy także ,  że -, ((r')) Op . 

• 

Aksjomat 8 może być zredukowany do postaci (( )) OT za pomocą wła
sności supergrupy [RoWo03] . Aksjomatykę logiki ATEL można uzupełnić 
o formuły następujące : 

Serialność : (( i ))OT ,  
Supergrupa: ((r)) O'P � ((r U { i }  )) O'P,  
Uzupełnienie O ((r)) O'P � -, ((r')) O-,'P, 
Uzupełnienie D ((r))D'P � -, ((r')) -'O'P ,  
6 ' ( ((�)) O'P V ((�)) 01/J) � ((�)) O( 'P V 1/J) ,  
7 ' [�]O'P � -' ((�)) O-''P· 
Uogólnić można natomiast aksjomaty g oraz 10 .  W aksjomatach tych 

grupę podmiotów poznających � można zastąpić grupą podmiotów po-
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2 12  Rozdział 5. Epistemiczne logiki temporalne 

znających r � � . Podobnie rzecz się ma z aksjomatami 1 1  i 1 2 .  Aksjomat 1 3  
może być zastąpiony przez 

(( )) D (<p ----> 1/J) ----> ( ((r)) O<p ----> ((r)) 01/J) , 

nie może być natomiast zastąpiony przez 

((r)) D (<p ----> 1/J) ----> ( ((r)) O<P ----> ((r)) 01/J) · 

Jeśli bowiem koalicj a r ma strategię gwarantującą, że <p ----> 1/J zawsze za
chodzi, to jeśli koalicj a r ma strategię , aby wymusić zachodzenie <p w na
stępnym stanie systemu, nie musi to koniecznie oznaczać , że koalicj a ta ma 
strategię , aby wymusić zachodzenie 1/J w następnym stanie systemu. 

Powstaje pytanie, czy w języku logiki ATEL wyrażalna jest własność : 
iloczynem teoriomnogościowym wszystkich strategii podmiotów poznających 
jest zbiór jednoelementowy. 

Inaczej mówiąc , czy dla danego stanu systemu jest tylko jeden sukcesor? 
Odpowiedzi na to pytanie nie da się udzielić , odwołując się bezpośrednio do 
własności wyrażalnych w języku logiki modalnej . Mogłoby się wydawać , że 
skoro w logice ATEL występuj ą modalności koalicyjne ,  to za pomocą tych 
modalności wspomniana własność da się wyrazić w sposób analogiczny do 
tego, j ak jest wyrażana w języku modalnej logiki zdaniowej . Tak jednak 
nie j est . W języku modalnej logiki zdaniowej własność istnienia dokładnie 
jednego sukcesora wyrażana jest za pomocą formuły 

O<p +--+ D<p. 

W języku logiki ATEL fakt , że strategie grupy � (wszystkich podmiotów 
poznających systemu) determinują osiągnięcie tylko jednego wyniku nie jest 
wyrażalny za pomocą formuły: 

Można natomiast wyrazić dwa inne fakty. Pierwszy, to niepustość zbioru 
wspólnych strategii dla wszystkich podmiotów poznających systemu . Wy
raża to formuła: 

((�)) OT.  

Dowodzi się jej za  pomocą aksjomatów serialności oraz supergrupy. 
Niech � = { 1 ,  2 ,  . . .  , n } .  Jeśli dla dowolnego k zachodzi : 

(( k )) OT . 
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to na podstawie aksjomatu supergrupy 

((k , l  )) OT . 

Powtarzając to rozumowanie dla wszystkich podmiotów poznających sys
temu otrzymamy: 

((�)) OT . 

W języku logiki ATEL możemy wyrazić ponadto fakt , że jeśli wszystkie 
podmioty poznające dokonają wyboru, to będzie istniał przynajmniej jeden 
sukcesor . Własność ta wyrażalna jest przez jedną z implikacj i aksjomatu 6 ,  
mianowicie : 

((�))O(ip V 1jJ) -+ ( ((� )) Oip V ((�)) 01jJ) · 
Podobnie j ak miało to miej sce w przypadku innych aksjomatów, zastą

pienie w powyższym schemacie grupy wszystkich podmiotów poznających � 
przez jej podgrupę r jest nieuprawnione , ponieważ po takiej zamianie pod 
schemat będą podpadały formuły fałszywe . Rozważmy następujący przy
kład : 

Przykład 5 .5 .2  
Niech 6 będzie takie , że  � = { l , 2 } ,  Ó (q ,  1 )  = { {  vd , {V2 } }  oraz 

Ó (q , 2 )  = { {Vi , V2 } } . Niech p będzie spełnione tylko w Vi , natomiast r niech 
będzie spełnione tylko w V2 .  W systemie 6 epistemicznych przej ść alternu
j ących mamy: 

6 ,  q F= ((2 )) O(p V r) 
a zarazem 

6 ,  q F ((2)) OP V ((2)) Or. • 

W klasie systemów epistemicznych przejść alternujących prawdziwe są 
ponadto formuły: 

1 .  ((r)) Oip -+ [r']O:p , 
2 .  ((r)) Oip -+ ((6.)) Oip, gdzie r � 6.. 

Pierwsza formuła głosi, że jeśli grupa r ma strategię , aby wymusić 
wystąpienie ip w następnym stanie , to grupa oponentów grupy r, czyli grupa 
r' nie ma strategii , aby w następnym stanie wymusić wystąpienie :p . 

Druga formuła głosi zaś ,  że jeżeli grupa r ma strategię , aby w na
stępnym stanie wymusić wystąpienie :p , to strategię taką ma każda grupa 
zawierająca grupę r .  
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214  Rozdział 5. Epistemiczne logiki temporalne 

Szczególnym przypadkiem formuły: 

(gdzie r � Ll) 
jest formuła: 

(( )) 0'1' -> ((r)) 0'1' (gdzie r � 1:) , 

która głosi , że jeżeli strategię na wymuszenie 'P w następnym stanie ma 
pusty zbiór podmiotów poznających , to strategię tę ma każda grupa pod
miotów poznających. 

5 .6 .  Przykłady zastosowań 

Podamy teraz przykłady zastosowań opisanych systemów. Przeanalizu
jemy wyrażalność w językach rozważanych systemów wybranych problemów 
filozoficznych oraz przedyskutujemy zastosowania j ęzyka epistemicznej lo
giki temporalnej czasu alternującego w teorii gier . 

5 .6 . 1 .  Wybrane problemy filozoficzne w ujęciu temporalno
-epistemicznym 

Potrzeba analizy rozumowań temporalnych, czy reprezentacj i wiedzy 
zmieniaj ącej się w czasie staje się obecnie coraz częściej dostrzegana w wielu 
dziedzinach, w szczególności w filozofii , psychologii , ekonomii , informatyce 
i lingwistyce . Dokonamy prób formalizacj i wybranych problemów filozoficz
nych w języku epistemicznej logiki temporalnej . 

Problem determinizmu 

Stanowisko, że dla wyprowadzenia tezy determinizmu wystarczaj ą 
zasady logiczne , określa się mianem determinizmu logicznego 30 . We
dług logicznych deterministów dostateczną podstawę dla konstrukcj i ar
gumentu na rzecz determinizmu daj ą - bez potrzeby odwoływania się do 
zasad pozalogicznych - zasada dwuwartościowości lub prawo wyłączonego 
środka. 

30 Termin logiczny determinizm został wprowadzony przez M.  Schlicka [Sch131 ] . 
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Rozważania argumentów na rzecz determinizmu 3 1 sięgają starożytno
ści. Problem poruszany był już przez Arystotelesa, a jego wyraźne sformu
łowanie znajdujemy w IX rozdziale Hermeneutyki. 

Współcześnie , zarówno sam problem determinizmu logicznego j ak i za
gadnienie jego artykulacj i w językach formalnych, wciąż jest przedmio
tem intensywnych badań 32 . Rozważania na ten temat możemy znaleźć 
m. in .  w pracach [Łuk70 , Jor63 ,  Trz86 ,  Trz88, Sur97 ,  Sur99a, SurOlb ,  
Sur05b] . 

Łukasiewicz [Łuk70] podaje następujące rozumienie determinizmu: 

Jeśli o biekt A ma własność b w określonym momencie czasu t, to w do
wolnie wcześniejszym momencie niż t ,  jest prawdziwe, że A ma wła
sność b w momencie t .  
Jest to tzw. zasada determinizmu w sformułowaniu semantycznym. 
Kazimierz Trzęsicki w pracy [Trz88] , wyróżnia tezę predeterminizmu 

i tezę post determinizmu. 
Teza predeterminizmu (PRE-DET) głosi : 

jeżeli jest faktem, że 'P ,  to zawsze było faktem, że będzie 'P .  
Teza post determinizmu (POST-DET) głosi : 

jeżeli jest faktem, że 'P,  to zawsze będzie faktem, że było 'P.  

Trzęsicki przyjmuje ,  że teza determinizmu ma miej sce wtedy i tylko 
wtedy, gdy mają miejsce obie tezy, zarówno teza predeterminizmu j ak i teza 
post determinizmu. W literaturze określenie teza determinizmu zwykle od
powiada sformułowaniu tezy predeterminizmu [Karp90 ,  Ftas71 ] . W dalszych 
rozważaniach, o ile nie będzie powiedziane inaczej , określenie teza determi
nizmu rozumiane będzie tak, j ak się to zwykle czyni w literaturze . 

Rekonstrukcje argumentów na rzecz determinizmu opierają się na jed
nej z trzech zasad 33 : 

3 1 Poza determinizmem logicznym rozważany jest determinizm fizyczny. D eterminizm 

fizyczny to pogląd, że wszystko dzieje  się z konieczności i każdy fakt ma odwieczne przy
czyny w innych faktach dziej ących się wcześniej . Determinizm fizyczny jest związany z za
sadą przyczynowości, która ustala formę więzi przyczynowej , natomiast determinizm fizyczny 
stwierdza, że cokolwiek się dzieje ,  dzieje  się zgodnie z tą zasadą· 

32 Efektem tych badań jest m.in. powstanie logiki temporalnej . To właśnie, m.in. badania 
nad problematyką determinizmu logicznego były inspiracj ą dla A. K Priora do konstrukcj i 
logiki tensalnej . 

33 Dyskusja na ten temat przedstawiona j est np. w [Sur05b] . 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021
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• zasada przyczynowości , 
• zasada dwuwartościowości , 
• zasada wyłączonego środka. 

Łukasiewicz [Łuk70] wykazał , że przyjęcie zasady przyczynowości nie 
wyklucza indeterminizmu . Uznanie zasady przyczynowości nie jest więc wa
runkiem wystarczającym do rekonstrukcj i argumentu na rzecz determini
zmu. Nie oznacza to j ednak wcale , że odrzucenie zasady przyczynowości 
wystarcza do rekonstrukcj i argumentu na rzecz indeterminizmu34 , gdyż ar
gumenty na rzecz determinizmu z zasady wyłączonego środka i argumenty 
na rzecz determinizmu z zasady dwuwartościowości są niezależne od argu
mentu na rzecz determinizmu z zasady przyczynowości 35 (chociaż w argu
mencie z zasady przyczynowości znajduj ą  swoje uzupełnienie) . Argumenty 
te są niezależne w tym sensie , że odrzucenie argumentu z zasady wyłą
czonego środka lub odrzucenie argumentu z zasady dwuwartościowości nie 
oznacza odrzucenia argumentu z zasady przyczynowości . Nie uznając za
sady przyczynowości można zrekonstruować argument na rzecz determini
zmu z zasady dwuwartościowości lub zasady wyłączonego środka [Karp90] . 
Odrzucenie tezy determinizmu możliwe jest więc poprzez odrzucenie zasady 
dwuwartościowości lub odrzucenie prawa wyłączonego środka 36 . 

Zdeterminowanie powinno być rozważane w kontekście temporalnym. 
Dlatego lepsze przybliżenie pojęcia zdeterminowania uzyska się wprowadza
j ąc do języka wyrażenia temporalne . Za formuły języka logiki temporalnej 
wyrażające tezę determinizmu logicznego uważa się m .in . formułę: 

<p -+ HF<p. 

Przy standardowym rozumieniu operatorów temporalnych H i F wy
rażenie to czytane j est : 

jeżeli jest tak, że <p ,  to zawsze było tak, że będzie <p .  

Formuła ta jest zapisem tezy determinizmu logicznego j edynie wtedy, 
gdy czas semantyczny jest czasem liniowym. Przy założeniu liniowości 

34 Argumenty na to, że determinizm nie j est logiczną konsekwencją zasady przyczynowości , 
czyli ,  że zasada przyczynowości przy założeniu naturalnych własności czasu ani nie implikuje ,  
ani nie wyklucza determinizmu, są rozważane w [Trz86] . 
35 Inaczej mówiąc , teza determinizmu jest niezależna od zasady przyczynowości. 
36 W systemach logicznych, w których ma miej sce schemat Tarskiego i odpowiednie określe

nie fałszywości , zasada dwuwartościowości i prawo wyłączonego środka są sobie równoważne. 
Odrzucenie j ednego pociąga zatem odrzucenie drugiego. Por. np. [Karp90, s .  1 2] .  
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czasu z prawdziwości zdania w przyszłości będzie c.p wnioskujemy, ż e  istotnie 
w przyszłości c.p zaistnieje 37• 

Niech zdarzenie Z będzie semantycznym korelatem zdania p. Formuła 
p --+ HFp głosi wtedy, że j eżeli obecnie zaistniało zdarzenie Z ,  to zawsze 
w przeszłości było tak, że zdarzenie Z będzie w przyszłości . Skoro przyszłe 
zaistnienie zdarzenia Z przesądzone było w dowolnym momencie czasowym 
w przeszłości , to zdarzenie Z jest zdeterminowane . 

HFp 
- . t .  • •  • •  t .  .. . ., .---. • • • • • 

I I I I I 
I I I I I 
I I I I I 

Fp Fp Fp Fp P 
Rysunek 5 . 1 .  Spełnianie formuły p --+ H Fp w czasie liniowym, 

w momencie czasowym 

c.p --+ H Fc.p jest tezą, zarówno logiki TEL j ak też logiki TELs,u . W przy
padku LTK ,  ATEL oraz systemów epistemicznej logiki czasu obliczenio
wego formuła c.p --+ H Fc.p nie tylko nie j est tezą tych systemów, lecz nie 
j est także formułą poprawnie zbudowaną w językach tych systemów. Nie 
występują bowiem w językach tych systemów operatory czasu przeszłego. 
Operatorów tych nie da się , j ak wykazaliśmy to w rozdziale 3, wyprowadzić 
za pomocą operatorów czasu przyszłego . W przypadku logiki TEL , formuła 
c.p --+ H Fc.p j est aksjomatem tej logiki , natomiast w logice TELs,u jest ona 
inferowalna z pustego zbioru założeń, czyli : 

oraz 
f-TEL c.p --+ H Fc.p 

f-TELs,u c.p --+ H Fc.p. 

Ponieważ logiki TEL i TELs,u są logikami czasu liniowego , więc 
w przypadku języków tych logik formuła c.p --+ H Fc.p stanowi zapis tezy 
determinizmu logicznego . 

Rozważmy zdanie : jeśli podmiot poznający wie, że c.p to w przeszłości 
zawsze było tak, że podmiot poznający będzie wiedział, że c.p. W języku epi
stemicznej logiki temporalnej , w którym występują operatory temporalne 
F i H oraz operator epistemiczny K zdanie to zapisujemy: 

( 1 )  Kc.p  --+ HFKc.p 

37 W nieliniowych strukturach czasu nie musi tak być [Sur97] . 
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HFK!.p 
-. • •  ' . ' . • •  " . . -• • • • • I I I I I 

FK!.p FK!.p FK!.p FK!.p K!.p 

Rysunek 5 .2 .  Spełnianie formuły K!.p -+ H F K!.p w czasie liniowym, 
w momencie czasowym 

Formuła ( 1 )  jest dopuszczalnym, ze względu na reguły składniowe , 
sformułowaniem aksjomatu 4 logiki TEL , natomiast w logice TELs,u for
muła ( 1 )  jest inferowalna z pustego zbioru założeń. Czyli : 

rTEL K!.p -+ H F K !.p 
oraz 

rTELs.u K!.p -+ H F K!.p. 
Rozważmy teraz zdanie : jeżeli w aktualnym momencie czasowym jest !.p, 

to w każdym momencie czasowym wcześniejszym od aktualnego podmiot po
znający wiedział, że będzie tak, że !.p . Zdanie to zapisujemy formalnie j ako : 

(2 ) !.p -+ H K F !.p 

HKF!.p 
-. ' . o .  o .  o .  • •  0 -• • • • • 

I I I I I 

KF!.p KF!.p KF!.p KF!.p !.p 
Rysunek 5 .3 .  Spełnianie formuły !.p -+ H K F !.p w czasie liniowym, 

w momencie czasowym 

Sformułowanie (2 ) jest sformułowaniem mocniej szym od ( 1 ) ,  ponieważ 
w (2 ) mówi się o wiedzy podmiotu poznającego odnoszącej się do przy
szłości . Mówi się zatem o tym, że podmioty poznaj ące dokonują predyk
cj i zdarzeń przyszłych. W wersj i ( 1 )  nie mówi się o wiedzy o przyszłości , 
a j edynie o przyszłej wiedzy podmiotu poznającego . W formule (2 ) ope
rator temporalny występuje w zasięgu operatora epistemicznego . Nie jest 
to zgodne z regułami konstrukcj i formuł w językach �TEL i �TELs,u , zatem 
!.p -+ HKF!.p � FOR(�TEd oraz !.p -+ HKF!.p � FOR(�TELs u ) . 

Rozważmy jeszcze zdanie : jeżeli podmiot poznający wie, że !.p, to zawsze 
w przeszłości było tak, że podmiot poznający wiedział, że będzie wiedział, że 
!.p. Zdanie to zapisujemy formalnie j ako : 

(3 )  K!.p -+ HKFK!.p 
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HKPKcp 
----e-----.e-----+.e-----.e-----·e-----·e------e---4. !. 4. .I. 4. 

I I I I I I I I I 
I I I I 

KPKcp KPKcp KPKcp KPKcp Kcp 
Rysunek 5 .4 .  Spełnianie formuły K cp ---+ H K F K cp w czasie liniowym, 

w momencie czasowym 

2 19  

Formuła (3 )  nie jest formułą poprawnie zbudowaną ani języka �TEL ani 
języka �TELs.u z tych samych powodów, z j akich nie była nią formuła (2 ) . 

Arystotelesa jutrzej sza Bitwa Morska 

Rozważymy możliwości wyrażenia w języku epistemicznej logiki tem
poralnej arystotelesowskiego przykładu tezy deterministycznej , czyli : 

Jutro będzie bitwa morska lub jutro nie będzie bitwy morskiej. 

Logiki TEL i TELs,u są logikami czasu izomorficznego ze zbiorem 
liczb naturalnych. Możemy więc przyjąć w naszych rozważaniach , że odle
głość między sąsiednimi momentami czasowymi wynosi j eden . Jeśli ponadto 
założymy, że owo jeden , symbolizuje jeden dzień , to przykład arystotele
sowski będzie kodowalny w tym języku , w którym dysponujmy operato
rem następnika. Jeżeli p będzie zdaniem bitwa morska, to arystotelesowskie 
jutro będzie bitwa morska lub jutro nie będzie bitwy morskiej zapisywane 
byłoby j ako 

(4) OP V O-,p· 

----e - e  - e  - e  - e  - e  . .  --.. .. .. 
I I 

I 
I 

OP V O-,p P 

----e - e  - e  - e  · e  - e----e----+-.. .. I I 

OP V O-,p ,p 
Rysunek 5 .5 .  Spełnianie zdania OpvO-,p w czasie liniowym, w momencie 

czasowym 
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OP V O-,p jest formułą poprawnie zbudowaną j ęzyka �TELs U  38 . Lo
gika TELs,u jest nadbudowana nad logiką czasu dyskretnego liniowego 
w przyszłość . Formuła OpvO-,p charakteryzuje klasę takich czasów [Trz08 , 
s .  1 96] . Na podstawie pełności logiki TELs,u ze względu na klasę cza
sów dyskretnych liniowych w przyszłość czasów stwierdzamy, że formuła 
OP V O-,p jest tezą logiki TELs,u . 

Arystotelesowskie jutro będzie bitwa morska lub jutro nie będzie bitwy 
morskiej zapisane j ako OpvO-,p nie jest wyrażalne w językach �TEL i �LTK 
ponieważ w językach tych nie występuje operator następnika. W językach 
tych jest natomiast wyrażalne słabsze sformułowanie tezy arystotelesow
skiej : w przyszłości będzie bitwa morska lub w przyszłości nie będzie bitwy 
morskiel9. VV języku epistemicznej logiki temporalnej wyrażamy to za po
mocą formuły 

( 5 )  

Formuła ( 5 )  j est tezą logik TEL, TELs.u LTK .  Wykażemy, że ( 5 )  
jest tezą logiki TEL 

Twierdzenie 5 .25  
f-TEL Fp V F-,p. 

Dowód. 
1 .  f-TEL F (p V -,p) 
2. f-TEL F (p V -,p) ----+ (Fp V F-,p) 
3. f-TEL Fp V F-,p 

aksjomat 8 logiki TN 
T17 40 

1 ,2 ,l\lP. 
D 

Epistemiczne wzmocnienia arystotelesowskiego argumentu na rzecz de
terminizmu , czyli np. sformułowania: Wiem, że jutro będzie bitwa morska 
lub jutro nie będzie bitwy morskiej, w sformułowaniu: 

(6) K(Op V -,Op) 

38 Operator następnika w języku TELs,u jest definiowany za pomocą operatora U. 
39 Jest to również wyrażalne w języku �TELS[ . 
40 Powołujemy się w tym miej scu na tezę systemu Kt . Ponieważ jednak K, j est systemem 

minimalnym, więc wszystkie jego tezy są również tezami systemów bogatszych , w szczegól
ności , są tezami logiki T" . 
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oraz Wiem, że jutro będzie bitwa morska lub wiem, że jutro nie będzie bitwy 
morskiej, w sformułowaniu: 

( 7) KOp V K-,Op 
nie są rekonstruowalne ani w języku �TEL , ani w języku �TELS [i , ze względu 
na przyjęte w tych językach reguły składniowe dotyczące niewystępowania 
operatorów temporalnych w zasięgu operatorów epistemicznych . Formuły 
(6) i ( 7) nie są także rekonstruowalne w języku �LTK ze względu na brak 
w tym języku operatora następnika. Słabsze formuły, czyli : 

(8) 

(9) 

K(Fp V -,Pp) 
KFp V K-,Fp 

są formułami języka �LTK , co więcej są tezami logiki LTK .  

Paradoks Fitcha 

W rozdziale drugim dokonaliśmy rekonstrukcj i paradoksu Fitcha, który, 
intuicyjnie rzecz ujmując , mówi , że jeśli istniej ą prawdy nieznane, to ist
niej ą prawdy niepoznawalne . Paradoks ten nie jest paradoksem związanym 
z czasem. W jego rekonstrukcj i nie ma potrzeby odwoływania się do czasu. 
Zdania nie muszą zawierać komponentu temporalnego . Można jednak, roz
ważając języki �TEL ' �TELsr i �LTK zadać pytanie o możliwość dokonania 
takiej rekonstrukcj i w tych językach . Wymienione języki zawierają język 
logiki S5 ,  zatem rekonstrukcja paradoksu Fitcha w tych językach jest moż
liwa. Stawiamy zatem pytanie o warunki , j akie należałoby nałożyć na języki 
�TEL , �TELs L  i �LTK , aby rekonstrukcja paradoksu Fitcha nie była możliwa. 

Opisana w rozdziale drugim rekonstrukcja paradoksu Fitcha opiera się 
m.in. na uznaniu za tezę formuły 'P 1\ -,K 'P. Zatem, rekonstrukcja ta nie 
będzie możliwa, gdy podmiot poznający będzie posługiwał się jedynie takim 
zbiorem formuł , do którego nie należy formuła 'P 1\ -,K 'P. W przypadku 
języka �TEL (�TELsr ) j est to spełnione , gdy spełniony jest przynajmniej 
jeden z warunków [Sur 12a] :  

1 .  Podmiot poznający posługuje się jedynie formułami subiektywnymi ję
zyka, czyli formułami ze zbioru Sb(FOR(�TEd (Sb(FOR(�TELs[i ) ) , 
ponieważ 'P 1\ -,K'P eJ Sb(FOR(�TEd ) ( eJ  Sb(FOR(�TELs [ ) ) ) . 

2 .  Podmiot poznający posługuje się jedynie formułami zawierającymi ope
ratory temporalne . Jeśli bowiem 'P jest formułą zawierającą operator 
temporalny, to formuła 'P 1\ -,K'P eJ FOR(�TEd (eJ FOR(�TELs L ) ) . 
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222 Rozdział 5. Epistemiczne logiki temporalne 

W przypadku języka �LTK rekonstrukcja argumentu Fitcha jest możliwa 
bez względu na to , czy podmiot poznający posługuje się wszystkimi for
mułami języka �LTK , czy zbiór formuł ograniczymy do Sb(FOR(�LTK) lub 
FOR(�LTK) \ FOR(�t�K) ' 

Problem wszechwiedzy 

Kazimierz Trzęsicki [Trz97] za Priorem definiuje pojęcie wszechwiedzy 
w sposób następujący: 

g 41 jest wszechwiedzący wtedy i tylko wtedy, gdy zawsze było i zawsze 
będzie tak, że dla dowolnego 'P: 

jeśli 'P jest prawdziwe , to g wie , że 'P.  

Przy założeniu, że podmiotem poznającym jest g , zapis w języku �TEL 
(�TELs,u , �LTK) tak sformułowanej wszechwiedzy podmiotu poznającego g 
jest następujący: 

( 10 )  H('P --t Kg'P) 1\ G('P --t Kg'P) . 

o ile dla dowolnego p formuła H(p --t Kp) 1\ G(p --t Kp) jest for
mułą poprawnie zbudowaną języków �TEL i �TELs.u o tyle formuła ( 10)  
nie jest formułą poprawnie zbudowaną tych języków w przypadku, gdy for
muła 'P zawiera przynajmniej jeden operator temporalny. W przypadku ję
zyka �LTK formuła ( 10)  nie jest formułą poprawnie zbudowaną ze względu 
na brak w tym języku operatorów czasu przeszłego . Logiki TEL , TELs,u , 
LTK są nadbudowane nad 85 .  Tezą tych logik jest zatem aksjomat K,  któ
rego konsekwencją, j ak wykazywaliśmy to w rozdziale 2 ,  jest wszechwiedza 
logiczna podmiotów poznających. W przypadku logik TEL i TELs,u ak
sjomat K nie determinuje wszechwiedzy logicznej podmiotów poznających, 
ponieważ podmioty te nie mają wiedzy o zdarzeniach przyszłych. Opera
tory temporalne w językach tych logik nie mogą występować w zasięgu 
operatora epistemicznego . W przypadku logiki LTK takiego ograniczenia 
nie ma. W związku z tym, podmioty poznające posługujące się logiką LTK 
są logicznie wszechwiedzące . 

41 W pracy [Trz97] g odnosi się do Boga. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



5.6. Przykłady zastosowań 223 

5 . 6 . 2 .  Siła ekspresj i  i zastosowania języka 'c�TEL 

Działania i wiedza zwykle są ze sobą powiązane. Rozróżniamy przynaj 
mniej dwa rodzaje takich interakcj i .  Z jednym rodzajem mamy do czynienia, 
gdy do wykonania pewnych działań niezbędna jest określona wiedza. Posia
danie takiej wiedzy jest w takim przypadku warunkiem wstępnym, który 
powinien być spełniony przed podjęciem się wykonania danego działania. 
Drugi rodzaj interakcj i występuje wtedy, gdy wykonywane przez podmiot 
poznający działania sprawiają, że wiedza tego podmiotu zwiększa się . 

Jednym z problemów sztucznej inteligencj i jest właściwe sformułowa
nie warunków wstępnych wiedzy dla działań i planów, przy czym przez 
takie warunki rozumie się informacje ,  które podmiot poznający musi po
siadać , aby działania podejmowane w celu wykonania planu zakończyły się 
sukcesem. 

Podamy przykładowe zastosowania języka 'c�TEL 42 do formalizacj i wy
branych zagadnień. Aparat pojęciowowy logiki ATEL może być użyty do 
sformułowania warunków wstępnych wiedzy. 

Warunek, że podmiot poznaj ący i musi znać 'ljJ ,  aby był zdolny do 
działania, którego efektem ewentualnie może być 'P ,  j ak się wydaje ,  może 
być w języku 'c�TEL wyrażony j ako : 

Formułę tę intuicyjnie rozumiemy j ako : 'ljJ jest warunkiem koniecznym, 
aby podmiot poznający i miał możliwość osiągnięcia 'P .  

Jest to jednak sformułowanie za mocne . Aby np .  możliwe było otwarcie 
sej fu nie jest konieczne , aby podmiot poznający w dowolnym momencie 
znał kombinację cyfr otwierającą sej f. Zazwyczaj wystarcza, aby podmiot 
poznający znał potrzebną kombinację wtedy, kiedy ma zamiar sej f otworzyć . 
Lepszym sformułowaniem będzie zatem: 

Formuła powyższa nie mówi jednak nic na temat tego , co podmiot 
poznający powinien wiedzieć , jeśli zechce spowodować , aby 'P miało miej sce 
np. pojutrze , bądź w j akimś innym momencie w przyszłości . Wyraża to 
natomiast np. formuła: 

42 Przykłady zastosowań języka �lTEL przytaczamy za Roek 'em Wooldridge 'm 
[RoWo03] . 
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Gdy powyższą formułę odczytamy nawiązując do przykładu z sej fem ,  
to  głosi ona, że  podmiot poznający i nie jest zdolny do otwarcia sej fu dopóki 
nie pozna kombinacj i cyfr umożliwiającej jego otwarcie . 

Fakt , że wiedza o 'IjJ jest wystarczająca do tego , aby podmiot poznający 
był zdolny do ewentualnego spowodowania, że zajdzie rp, możemy wyrazić 
w języku 'c�TEL za pomocą formuły: 

Schemat ten zakłada, że wiedza o 'IjJ nie ulega zmianom czyli , że np. 
kombinacja cyfr otwierających sej f się nie zmienia. Mocniej szą formułą 
jest : 

Przy założeniu, że wiedza o 'IjJ nie ulega zmianom, dokładniej rzecz 
ujmując , wiedza ta nie jest tracona (czyli Ki'IjJ -+ OKi'IjJ) , z formuły Kż'IjJ -+ 
(( i )) Orp semantycznie wynika formuła Kż'IjJ -+ (( i )) Orp .  

Rozważmy jeszcze inny przykład . 
Jeśli podmiot poznający i zna kombinację cyfr umożliwiającą otwarcie 

sej fu s, to podmiot ten jest zdolny do otwarcia o sej fu s tak długo , j ak długo 
kombinacja cyfr c, pozwalająca go otworzyć , nie ulegnie zmianie . Możemy 
to formalnie zapisać w sposób następujący: 

Formuły języka 'cATEL mogą być używane do modelowania wiedzy pod
miotów poznających o ograniczonych zasobach, czyli np . takich podmiotów 
poznających, które nie stosuj ą  wszystkich aksjomatów logiki S5 ,  ale mogą 
aproksymować te aksjomaty w czasie 44 . Możemy zatem np. zmodyfikować 
aksjomat pozytywnej introspekcj i i przedstawić go w postaci : 

Podobne sformułowania rozumowań podmiotów poznających o ograni
czonych zasobach były przedstawiane już wcześniej [GKPOO] , jednak w pro
ponowanych rozwiązaniach introspekcja realizowana jest w czasie w sposób 
automatyczny. Logika ATEL ma tę przewagę , że podmiot poznający może 

43 P '" 
. k b . .  l t ' if  rzez c = s rozumIemy: om macJa c pozwa a o worzyc se1 s .  

44 Rozważając taki przypadek zakładamy, że relacj a epistemicznej osiągalności nie j est 
relacj ą równoważności . 
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sam zdecydować o ewentualnym zastosowaniu introspekcj i wtedy, gdy jest 
ona rzeczywiście konieczna. 

Problematyka wiedzy zmieniaj ącej się w czasie jest kluczową w anali
zie protokołów uwierzytelniaj ących w rozproszonych systemach obliczenio
wych bądź sieciach komputerowych. W systemach tych konieczne jest wy
stępowanie procedur pozwalających parom typu nadawca-odbiorca (np. lu
dzie , komputery itp . )  na wzajemną identyfikację .  Protokół uwierzytelnia
j ący, naj ogólniej rzecz ujmuj ąc , gwarantuje ,  że j eżeli nadawcy i odbiorcy 
są rzeczywiście tymi , którymi twierdzą, że są, to mogą wej ść w posiada
nie dzielonej wiedzy, zastrzeżonej dla wybranego kręgu podmiotów. Nie
które protokoły uwierzytelniaj ące ustanawiają dzielone klucze szyfrujące , 
których nadawcy i odbiorcy mogą używać w później szej wzajemnej komu
nikacj i .  Inne mogą bazować np. na kryptografii z wykorzystaniem klucza 
publicznego , klucza prywatnego . 

Język ,e�TEL może być stosowany do formalizacj i rozumowań dotyczą
cych szyfrowania informacj i ,  analizy protokołów kryptograficznych , w któ
rych podmiot poznający (agent ) musi obliczyć , bądź rozpoznać klucz szy
frujący (deszyfruj ący) , w celu deszyfracj i informacj i ,  bądź autoryzacj i prze
syłanych wiadomości . 

Przyjmijmy oznaczenia: 
• receive - odbiór wiadomości , 
• msg - wiadomość , 
• keYij - klucz szyfruj ący znany jedynie podmiotom poznającym i i j ,  
• {msg } keYij - wiadomość zaszyfrowana kluczem keYij , 
• saidjmsg - podmiot poznający j powiedział msg 
• fresh (msg) - wiadomość msg jest nieodczytana. 

Jeśli podmiot poznający i odbierze wiadomość {msg heYij oraz podmiot 
i wie , że kluczem szyfrującym wiadomości między i oraz j jest keYij , to 
i użyje klucza keYij do odszyfrowania wiadomości {msg heYij i bezpiecznie 
odczyta , że podmiot poznający j powiedział msg . Za pomocą języka logiki 
ATEL możemy to zapisać następująco [HoWo03] : 

receivei { msg heYij 1\ Ki (is - key ( (i ,  j ) ,  keYij ) ) ----t (( i )) OKisaidjmsg . 
Logika ATEL jest szczególnie użyteczna w przypadku formalizacj i ro- . 

zumowań dotyczących przebiegów protokołów. Możemy w szczególności 
w języku ,e�TEL wyrazić fakt , że wiadomość nie była jeszcze widoczna w pro
tokole . Wyraża to formuła następująca [HoWo03] : 

(Kdresh (msg) 1\ Kisaidjmsg) ----t KiKjmsg . 
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Powyższą formułę interpretujemy następująco : 

Jeśli podmiot poznający i wie , że wiadomość msg jest nieodczytana 
oraz i wie , że j powiedział msg , to i wie , że j zna treść wiadomości msg. 

Aparat pojęciowy logiki ATEL można także wykorzystać do formaliza
cj i wybranych zagadnień dotyczących komunikacj i podmiotów poznających. 

Przykład 5 .6 . 1  
Rozważmy dwupodmiotowy system 6852 opisany w [Ho Wo03] . 

s E3--B 
Rysunek 5 .6 .  Przykładowy system 6852 

Zbiór podmiotów poznających systemu 6852 składa się z podmiotu po
znającego 1 i podmiotu poznającego 2. Na rysunku liniami kropkowanymi 
oznaczyliśmy relację osiągalności epistemicznej podmiotu poznającego 1 ,  
natomiast liniami ciągłymi oznaczyliśmy relację dostępności epistemicznej 
podmiotu poznającego 2 .  W stanie s z punktu widzenia podmiotu pozna
j ącego 1 osiągalne są dwa stany. W jednym z nich jest spełnione p w dru
gim spełnione jest ,p. Podmiot poznający 1 nie wie zatem, czy p. Ina
czej wygląda sytuacja z punktu widzenia podmiotu poznającego 2 .  W sta
nie s z punktu widzenia podmiotu poznającego 2 dostępny jest tylko je
den stan . Jest to stan , w którym p jest spełnione . Zatem w przypadku 
podmiotu poznającego 2 p jest spełnione we wszystkich stanach osiągal
nych z s ,  czyli w stanie s podmiot poznający 2 ma wiedzę , że p. vV sta
nie s mamy zatem: 
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Jeśli podmioty poznające 1 i 2 kooperują ze sobą, to podmiot pozna
j ący 1 może zapytać podmiot poznający 2 o p. Pytanie takie może być 
modelowane j ako : 

5 ( s , 1 )  = { { S l , S2 } }  
W przypadku kooperacj i podmiotów 1 i 2 w stanie s podmiot pozna

j ący 1 ma strategię , aby w następnym kroku dowiedzieć się , czy p jest 
prawdziwe , czyli : 

s F (( 1 )) O(K1P V Kr-'p) 
Pytanie w stylu tak/nie podmiotu poznającego o p jest w zasadzie 

otwarciem jego aktualnego stanu na dwie alternatywy. 

" E'l 0)J 

s, �? ) �� 
Rysunek 5 . 7. Stany osiągalne w systemie 6852 po udzieleniu przez 

podmiot 2 podmiotowi 1 odpowiedzi na pytanie o p 

Jedną z alternatyw jest ta ,  w której zachodzi p. W drugiej alternatywie 
zachodzi --op. Ponieważ częścią wspólną rezultatów wyborów dokonanych 
przez wszystkie podmioty poznające będzie unikalny stan systemu, zatem 
po dokonaniu wyborów przez wszystkie inne podmioty poznaj ące , podmiot 
poznający wie , czy zachodzi p czy --op. W rozważanym przykładzie , jeśli 
przyjmiemy, że podmiot poznający 2 jest prawdomówny, to podmiot ten 
wybierze S l , zatem: 

5 ( s , 2 )  = {{ S l } } .  
Jeżeli podmiot poznający 2 udzieli odpowiedzi, że p (wybierając stan sd , 
to podmiot poznający 1 odrzuca ze swojego zbioru stanów możliwych te 
stany możliwe , w których p nie jest spełnione . • 

Aby rozważana w przykładzie 5 . 6 . 1  sytuacja mogła mieć miej sce , nie
zbędne było przyjęcie pewnych założeń. Założyliśmy np . ,  że podmioty po-
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znające 1 i 2 są skłonne do kooperacj i oraz że komunikacja następująca 
pomiędzy tymi podmiotami jest niezawodna. Formalnie założyliśmy za
tem, że 

s F (( 1 ,  2)) OC{1 .2}P . 

Rozważmy przykłady formalizacj i w języku "c�TEL kilku zasad , które są 
istotne , chociaż nie zawsze spełnione , w systemach komunikacyjnych pod
miotów poznających [HoWo03 , s .  141 ] . 

FS:  Kii.p ---+ (( i )) OKiKjIP ,  

NH: Kii.p ---+ [i] OKiKji.p ,  

TT:  ,KiP ---+ [i]O,KiKjp, 

MO: Kii.p ---+ [r]DKii.p . 

Zasada FS (Freedom oj Speech) ,  zasada wolności słowa głosi , że pod
miot poznający posiada strategię , aby powiedzieć prawdę innym podmio
tom poznającym. 

Przyjęcie w systemie zasady NH (No Hidding) , zasady nie ukrywania 
gwarantuje ,  że podmiot poznający nie może odrzucić strategii powiedzenia 
innym podmiotom poznającym wszystkiego , co wie . 

Zasada TT ( Telling the Truth) , zasada mówienia prawdy stwierdza, 
że jeśli podmiot poznający i nie wie teraz , że P, to nie może odrzucić tego , 
że w następnym stanie nie będzie wiedział , że podmiot poznający j wie , 
że p. Działanie tej zasady jest ograniczone do zdań atomowych . Wymóg 
ten uzasadnimy na przykładzie : załóżmy, że podmiot poznający i nie wie 
teraz , że p. Nie może zatem wiedzieć , że podmiot poznający j wie , że p. 
Zatem: 

,KiKjP.  

Załóżmy, że podmiot poznający i dokonuje publicznego ogłoszenia, że 
p.  W konsekwencj i ,  w kolejnym stanie wszystkie podmioty poznające wie
dzą, że P, zatem w stanie tym C"E,P (p jest wiedzą wspólną wszystkich pod
miotów poznających) jest prawdziwe . \V szczególności KjKiKjP, co prowa
dzi do naruszenia zasady TT, ponieważ zachodzi : 

Ostatnia z wymienionych zasad , MO (Monotonicity) zasada mono
toniczności stwierdza ,  że wiedza podmiotu poznającego może jedynie się 
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zwiększać . Jeśli podmiot poznający i wie , że <p ,  to grupa podmiotów po
znających r nie ma strategii , aby odrzucić fakt , że w każdym momencie 
czasowym jest tak ,  że podmiot i wie , że <p. Zatem wiedza podmiotu i nie 
zmniejsza się . 

Zasada MO przypisuje wiedzy własność nierealistyczną. W zdecydo
wanej większości przypadków wiedza podmiotów poznających zmienia się 
w czasie , nie zawsze j ednak następuj ące zmiany polegają na zwiększaniu 
zasobów wiedzy. Niekiedy wiedza podmiotu z różnych powodów (zapomina
nie , nowe fakty, powoduj ące odrzucenie innych , znanych wcześniej faktów) 
zmniej sza się . 

Podstawiając <p = ,KiP do MO otrzymujemy: 

( 1 1 )  
Jeśli uznajemy prawdziwość formuły: 

( 1 2 )  

t o  na  podstawie SYLL , ( 1 1 ) , ( 1 2 )  oraz reguły REQ otrzymujemy: 

( 1 3 ) 

Formuła ( 1 3 ) głosi , że jeśli podmiot poznający i nie wie , że P, to pod
miot ten nie ma strategii , aby odrzucić fakt , że zawsze będzie tak, że pod
miot i nie wie , że p. Podmiot i nie będzie zatem mógł dowiedzieć się o p.  
Stąd ,  jeśli podmiot poznaj ący i o czymś nie wie , to może się nigdy o tym 
nie dowiedzieć . 

W języku ATEL oprócz wymienionych zasad możemy wyrażać inne 
własności wiedzy, czy własności pożądane w procesach komunikacj i .  Je
śli dwa podmioty poznające i oraz j dzielą j akiś wspólny sekret (np. dwa 
szyfrowane sieciowe protokoły komunikacyjne mają wspólny klucz deszy
fracj i) , to pożądaną własnością byłoby, aby podmiot poznający i mógł 
przesłać podmiotowi poznająemu j wiadomość ,  bez ujawniania jej j a
kiemukolwiek innemu podmiotowi poznającemu k 45 .  Taką własność pod
miotów poznaj ących i ,  j w języku ATEL możemy wyrazić za pomocą 
formuły: 

45 Zakładamy oczywiście, że j =1= k . 
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W rozdziale pierwszym pośród różnych rodzajów wiedzy przywoływana 
była definicj a wiedzy rozproszonej , czyli wiedzy implicite ,  którą posiada 
grupa podmiotów poznających, przy czym wiedza ta staje się wiedzą expli
cite, gdy wszystkie podmioty poznające mogą się ze sobą komunikować . 

N a przykładzie rozważmy możliwość zastosowania aparatu formalnego 
logiki ATEL do opisu zagadnień związanych z tym właśnie rodzajem 
wiedzy. 

Przykład 5 .6 .2  
Jako bazę dla naszych dalszych rozważań przyjmijmy model następu

jący : 

8 8 

s 8--- - - - - - - -8 
Rysunek 5 .8 .  Zdanie r j ako wiedza rozproszona 

Liniami przerywanymi oznaczyliśmy relację dostępności epistemicznej 
podmiotu poznającego 1 ,  natomiast liniami ciągłymi oznaczyliśmy relację 
dostępności epistemicznej podmiotu poznającego 2 .  Zauważmy, że 

Z powyższego wynika, że zdanie r w stanie s stanowi wiedzę rozproszoną 
podmiotów poznających 1 i 2, czyli : 

s 1= D{1 ,2} r. 

Gdyby bowiem podmioty te mogły komunikować się ze sobą oraz współ
pracowałyby przekazując sobie wiedzę, to na podstawie swojej wiedzy, wie
dzy podmiotów kooperuj ących oraz reguł logicznych mogłyby zdobyć wie
dzę r, przy czym wiedzy explicite na temat prawdziwości zdania r w sta
nie s nie ma ani podmiot poznaj ący 1 ,  ani podmiot poznaj ący 2 .  
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W j aki sposób podmioty poznające 1 i 2 mogłyby doprowadzić do tego , 
że s p E{ 1 .2} r? Po pierwsze , podmiot poznający 1 komunikuje podmio
towi poznającemu 2, że p. Podmiot 2 odrzuca zatem te stany alternatywne , 
w których p nie zachodzi, czyli : 

8 

Rysunek 5 .9 .  Podmiot 1 zakomunikował podmiotowi 2 ,  że p 

Ponieważ we wszystkich stanach osiągalnych przez podmiot pozna
j ący 2 spełnione są zdania p i q, zatem podmiot poznający 2 ma wiedzę 
na temat zdania p -+ q, czyli K2 (p -+ q) .  Może on zatem zakomunikować 
podmiotowi 1 , że p -+ q ,  czyli : 

8 

Rysunek 5 . 10 .  Podmiot 2 zakomunikował podmiotowi 1 ,  że p -+ q 

Podmiot poznający 1 odrzuca zatem te stany, w których formuła p -+ q 
nie jest spełniona, a zarazem wie , że spełniona jest formuła q -+ r . Otrzy
mujemy więc : 
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Rysunek 5 . 1 1 .  Podmiot 1 wie , że q � r 

Podmioty poznaj ące 1 i 2 w stanie s mają więc strategię uzyskania 
wiedzy wspólnej r, czyli : 

s F (( 1 ,  2)) OEr. • 

Hoek i Wooldridge [HoWo03 , s. 143] zauważają ,  że analogiczny efekt 
można byłoby uzyskać wykonuj ąc tylko jeden ruch. Może przecież być taki 
podmiot poznaj ący, który w jednym ruchu ze stanu s osiągnie stan S3 . 

Zaprezentowany opis lepiej ukazuje sposób zamiany wiedzy rozproszonej 
na wiedzę explicite .  W rozważaniach dokonaliśmy jednak pewnego założe
nia implicite .  Mianowicie , że podmioty poznające mogą przekazywać sobie 
jedynie te informacje ,  co do których mają wiedzę . Założenie to możemy 
sformułować w następujący sposób: 

W języku logiki ATEL można także wyrazić pewną zależność między 
wiedzą rozproszoną a wiedzą grupową, mianowicie : podmioty poznające za
wsze mogą kooperować ze sobą w celu wyeksplikowania wiedzy rozproszonej. 
Własność tę możemy zapisać j ako : 

Możliwe jest także formułowanie zagadnień odnoszących się do wiedzy 
wspólnej grupy podmiotów poznających . W szczególności interesujące jest 
poszukiwanie dla dowolnego operatora temporalnego '[ warunków wystar
czających do tego , aby spełniona była formuła: 

Zgodnie z definicj ą wiedzy wspólnej , powyższą formułę można inter
pretować j ako : jest wiedzą wspólną podmiotów poznających należących do 
grupy r, że rp będzie w następnym stanie, kiedyś w przyszłości lub po prostu 
będzie zawsze. 

Rozważmy następujący przykład : 
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Przykład 5 .6 .3  ( [HoWo03 ,  s .  1 44] ) 
Niech podmioty poznające 1 , 2 i 3 będą takimi podmiotami , że pod

miot 1 wie , czy p (czyli K1P V Kr"'p) i wiedza o tym fakcie jest wiedzą 
wspólną podmiotów 1 , 2 , 3 . Wiedzą wspólną jest także fakt , że podmiot 1 
mówi tylko prawdę. Rozważmy sytuację taką, że podmiot poznający 1 może 
powiedzieć prawdę tylko podmiotowi 2, bądź może np. powiedzieć prawdę 
o p obu podmiotom (2 i 3 ) , jednak każdemu z nich może uczynić to od
dzielnie . Podmiot poznający 1 w rozważanym modelu może także dokonać 
publicznego ogłoszenia wiedzy o p. 

Możemy to zapisać następująco : 

(( 1 )) O ( (K2P 1\ -,K3P) V (K2P 1\ K3P 1\ -,c{2,3}p) V C{2,3}P) , • 

Gry ekstensywne 

Logikę ATEL można zastosować do formalizacj i wybranych zagadnień 
z teorii gier . Jeśli np. rozważamy prostą grę karcianą, w której celem jest 
zdobycie wiedzy o szczególnym rozdaniu r kart , to fakt , że gracz i ma stra
tegię wygrywającą możemy w języku ,e�TEL zapisać : 

r --t (( i )) O (Kir 1\ Vj (i =1= j --t -,Kjr) ) 
Przyjmujemy zasadę , że gracz , dokonuj ąc strategicznych wyborów w grze 
opiera się na swojej wiedzy, a nie na innych przesłankach, j ak losowy wybór 
czy intuicj a . Podejmowanie przez gracza decyzj i jedynie na podstawie jego 
wiedzy wymaga, po pierwsze , aby gracz dokonując wyboru był tego wyboru 
świadomy. Po drugie , zaś zakłada się , że gracz dokona takiego samego wy
boru we wszystkich stanach równoważnych. Spełnienie postulatu drugiego 
prowadzi do semantycznego warunku: 

q !"Vi q' --t 8(q ,  i ) = 8 (q' , i ) .  
Prowadzi to do własności : 

Nie gwarantuje to jednak jeszcze tego , że gracz podejmie takie same decyzje 
w równoważnych stanach gry. W celu zapewnienia takiej własności gracza, 
w semantyce musi być spełniony warunek: 

( 14 )  
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Van der Roek i Wooldridge [RoWo03] stwierdzają ,  że ( 1 4) nie ma syntak
tycznego odpowiednika w logice ATEL . 

Matematyczny model gry może być przedstawiany w postaci normal
nej lub w postaci ekstensywnej . Postać normalna stosowana jest zazwyczaj 
do reprezentacj i gier , gdy gracze wykonują ruchy jednocześnie . Przykładem 
takiej gry jest gra: Kamień, Nożyce, Papier. Postać normalna (macierz wy
płat )  tej gry jest następująca: 

Tablica 5 .4 .  Postać normalna gry: Papier, Nożyce, Kamień 

Gracz 2 

k n p 

k 0 , 0 1 ,  - 1  - 1 , 1 

Gracz 1 n - 1 , 1 0 , 0 1 ,  - 1  

p 1 ,  - 1  - 1 , 1 0 , 0 

W przypadku tej macierzy wypłat 1 oznacza wygraną danego gracza, 
° oznacza remis , natomiast -1 przegraną 46 . 

Postać ekstensywna gry, w porównaniu do jej postaci normalnej , po
zwala na dokładniej szy opis gry. W grze przedstawionej w postaci eksten
sywnej można prześledzić j akie ruchy i w j akiej kolejności wykonywali gra
cze. Każda gra, przedstawiona w postaci normalnej może być zaprezento
wana w postaci ekstensywnej , ale ze względu na prostotę zapisu postaci 
normalnej , właśnie ten rodzaj zapisu jest używany częściej . 

Z naszego punktu widzenia znacznie bardziej interesujący jest zapis gier 
w postaci ekstensywnej , ze względu na podobieństwo tego zapisu do repre
zentacj i graficznej czasu rozgałęzionego . Podstawowym pojęciem w eksten
sywnej postaci gry jest drzewo gry. Drzewo takie składa się z węzłów oraz 
gałęzi . Węzły w drzewie reprezentuj ą punkty decyzyjne ,  czyli punkty, w któ
rych tylko jeden gracz dokonuje wyboru w grze . Gałęzie zaś reprezentują 
możliwe wybory, których gracz może dokonać będąc w punkcie decyzyjnym. 
Za pomocą drzewa gry reprezentuje się zatem wszystkie możliwe wybory, 
j akich mogą dokonać wszyscy gracze biorący udział w grze oraz wszystkie 
możliwe do uzyskania wyniki , j ako rezultaty dokonanych wyborów. Drzewo 

46 �Wartościami w macierzy wypłat mogą być m.in. kwoty, j akie gracz wygra (przegra) 
po dokonaniu wyboru w grze. 
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gry zaczyna się od wierzchołka początkowego (korzenia) , a kończy na wierz
chołkach końcowych 47, czyli wierzchołkach, z których nie wychodzą żadne 
gałęzie . 

Drzewo gry konstruujemy tak, aby spełnione były następujące postu
laty [Wats02] : 

• każdy wierzchołek, oprócz początkowego , następuje po wierzchołku po
czątkowym, 

• każdy wierzchołek, oprócz początkowego , ma dokładnie jednego po
przednika, 

• gałęzie wychodzące z tego samego wierzchołka mają różne nazwy. 
Postać ekstensywna gry z przykładu 14  jest następująca: 

Gracz 1 

k n p 

Gracz 2 Gratz 2 Gracz 2 

n p k n p k n p 

(0,0) ( 1 ,- 1 )  (- 1 , 1 ) (- 1 , 1 )  (0,0) ( 1 ,- 1 ) ( 1 ,- 1 )  (-1 , 1 )  (0,0) 
Rysunek 5 . 12 .  Postać ekstensywna gry: Kamień, Nożyce, Papier 

W drzewie gry można wyróżnić zbiór informacyjny , czyli zbiór tych 
węzłów, w których gracze podejmują decyzje ,  przy czym węzły należące 
do jednego zbioru informacyjnego są, z punktu widzenia gracza ,  nierozróż
nialne w chwili podejmowania decyzj i .  Z punktu widzenia teorii gier, od 
zbiorów informacyjnych wymaga się spełnienia następujących postulatów: 

• każdy zbiór informacyjny zawiera wierzchołki decyzyjne tylko jednego 
gracza, 

• wszystkie wierzchołki w zbiorze informacyjnym maj ą tę samą liczbę 
sukcesorów oraz taki sam zbiór nazw gałęzi prowadzących do sukceso
rów tych wierzchołków. 
Wyróżnia się gry z pełną informacją i gry z niepełną informacją . Gra 

z pełną informacją to taka, w której każdy zbiór informacyjny składa się 

47 \Vierzchołki te zwane są także wierzchołkami terminalnymi lub liśćmi . 
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z tylko jednego wierzchołka .  Przykład takiej gry przedstawiamy na poniż
szym rysunku . 

Przykład 5 .6 .4 

a 

, Gracz l 

b 

: Gracz 2 

c d 

� Gracz 1 

Rysunek 5- 13 .  Postać ekstensywna gry z pełną informacją 
• 

Zbiory informacyjne graczy zostały zaznaczone za pomocą linii przery
wanej . 

Gra z niepełną informacją, to taka, która nie jest grą z pełną infor
macją. W przypadku gry z niepełną informacją przynajmniej jeden zbiór 
informacyjny składa się z wierzchołków (więcej niż jednego wierzchołka) , 
które są nierozróżnialne między sobą. Zatem gracz , który ma wykonać ruch 
w grze , nie wie , w którym miej scu drzewa gry się znajduje .  

Przykład 5 .6 .5  
, , 

, 

a j  

Gracz l 

b 

c 

- - b� -

Gracz 2 

d 
' : Grac:z 1 

Rysunek 5 . 14 .  Postać ekstensywna gry z niepełną informacją 
• 
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Oprócz postulatów dotyczących drzewa gry i zbiorów informacyjnych 
przyjmuje się założenie , że gracze pamiętają swoje wcześniejsze ruchy oraz 
inne zdarzenia ,  które wcześniej zaobserwowali np. ruchy przeciwników. Gra, 
w której gracze pamiętają wszystkie ruchy, zarówno swoje j ak i oponentów, 
to gra z pamięcią doskonałą. Jeśli w grze nie jest spełnione to założenie , 
to jest to gra z pamięcią niedoskonałą 48 . 

W językach epistemicznych logik temporalnych nadbudowanych nad Kt 
własność pamiętania wiedzy 49 wyrażona jest za pomocą formuły: 

Formuła ta stwierdza, że jeśli gracz i wie , że zawsze będzie tak, że !.p, 
to gracz i zawsze będzie wiedział , że !.p. Inaczej mówiąc , gracz i nie za
pomina [Ha Va89] . Ponadto w językach epistemicznych logik temporalnych 
nadbudowanych nad Kt można wyrazić własność pamiętania tego , co było 
w przeszłości : 

oraz własność niezapominania: 

Ki!.p -----t GKiP!.p. 

Własności te są wzajemnie równoważne w systemach epistemicznych 
logik temporalnych nadbudowanych nad Kt . 

Twierdzenie 5 .26 
W systemach nadbudowanych nad systemem Kt następujące formuły 
są wzajemnie równoważne: 

1 .  KiG!.p -----t GKi !.p , 

2 .  P Ki:P -----t Ki P !.p , 

3 .  Ki!.p -----t GKiP!.p. 

48 Jak żartobliwie pisze \\'atson w pracy [Wats02, s. 1 52] , "Byli tacy teoretycy, którzy 
studiowali niedoskonałą pamięć, ale zapomnieli ,  gdzie zostały ich notatki" . 
49 "'łasność ta  móv;i. że jeśli ąl i 1]2 są węzłami decyzyjnymi gracza i oraz ąl poprze

dza ą2 , to każdy węzeł ą ze zbioru informacyjnego gracza i zawieraj ącego ą2 ma poprzednika 
w zbiorze informacyjnym zawieraj ącym ąl . 
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Dowód. 

1 � 3  

1 .  KiCPrp --+ CKiPrp, 

2 .  rp --+ C Prp 

3 .  Kirp --+ KiC Prp 

4. Kirp --+ CKiPrp 

3 �  1 

1 .  KiCrp --+ CKiPCrp, 

2 .  PCrp --+ rp 

3 .  KiPCrp --+ Kirp 

4 .  CKiPCrp --+ CKirp 

5 .  KiCrp --+ CKirp 

2 �  3 

1 .  P Ki rp --+ KiPrp, 

2 .  CPKirp --+ CKiPrp 

3 .  Kirp --+ C P Ki rp 

4 .  Kirp --+ CKiPrp 

3 � 2 

1 .  Kirp --+ CKiPrp, 

2 .  ,CKiPrp --+ ,Kirp 

3 .  " F,KiPrp --+ ,Kirp 

4 .  F,KiPrp --+ ,Kirp 

5 .  H F,KiPrp --+ H ,Ki rp 

6 .  ,H ,Ki rp --+ ,H F,KiPrp 

7. P Ki rp --+ " P,F,KiPrp 

8 .  PKirp --+ PCKiPrp 

9 .  PCKiPrp --+ KiPrp 

10. P Ki rp --+ KiPrp 

1 .  

aksjomat Kt , 

2 ,  monotoniczność Ki , 

1 , 3 , SYLL 

3 .  

aksjomat Kt, 

2 ,  monotoniczność Ki , 

3 ,  RRG , 

1 , 4 ,  SYLL. 

2 .  
1 ,  RRG , 

aksjomat Kt , 

2 , 3 ,  SYLL. 

3 .  

1 ,  TRANSP, MP, 

2 ,REQ ( ,F,rp/Crp) , 

3 ,  Tz2, SYLL , 
4 ,  RRH, 

5 ,TRANSP, 

REQ(,H,Kirp/ PKirp) , 
REQ (H F,KiPrp/ ,P,F,KiPrp ) ,6 ,  

REQ( ,F,KiPrp/CKiPrp) ,7 ,  Tz1 7 , SYLL 

aksjomat Kt, 

8 ,9  SYLL , 
D 
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W języku "c�TEL jest wyrażalna własność pamiętania wiedzy. Własność 
tę w "c�TEL wyraża formuła: 

KiDp ---) DKi'P . 
Ze względu na brak w "c�TEL operatorów czasu przeszłego, własność pa
miętania tego , co było w przeszłości oraz własność niezapominania nie są 
w "c�TEL wyrażalne . Język "c�TEL jest pod tym względem językiem uboż
szym od języków z operatorami czasu przeszłego . 

Gracz , wykonując ruch w grze , powinien brać pod uwagę , ruchy j akie 
mogą wykonać inni gracze w odpowiedzi na jego ruch. W przypadku gier 
z pełną informacją jedną z procedur , która umożliwia wyznaczenie sekwencj i 
ruchów prowadzących do uzyskania naj lepszego wyniku w grze , jest proce
dura indukcji wstecznej 50 . Służy ona do analizy gry zaczynając od zbio
rów informacyjnych przy końcu drzewa gry i kończąc na zbiorach informa
cyjnych na początku drzewa. "'vV każdym zbiorze informacyjnym usuwa się 
wybory zdominowane , ze względu na wierzchołki końcowe , osiągalne z da
nego zbioru informacyjnego . Kiedy określi się optymalne działania w danym 
zbiorze informacyjnym, można przejść do jego bezpośrednich poprzedników 
i kontynuować procedurę aż do osiągnięcia wierzchołka początkowego . 

Dla zobrazowania procedury indukcj i wstecznej rozważmy następującą 
grę : 

c 

ą4 
(6 , 2) 

g 

ąs 
(2 , 0) 

a 

d 

Graez 1 

ą6 
(5 , 2) 

h 

ąg 
(3 , 3) 

b 

e 

Rysunek 5 . 1 5 .  Indukcja wsteczna (adh) 

ą3 Graez 2 

f 
ą7 Graez l 

( 1 , 4) 

óo \IV przypadku gier z niepelną informacją korzysta się z pojęcia sekwencyjnej racjonal
ności i za pomocą iteracyjnej procedury usuwa się tzw. strategie warunkowo zdominowane. 
Procedura ta j est jednak bardziej skomplikowana niż procedura indukcj i wstecznej . 
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Gracz 1 może podejmować decyzję w wierzchołkach ą4 , ą5 . W wierz
chołku ą5 gracz 1 ma do wyboru g lub h. Po osiągnięciu tego wierzchołka, 
racjonalnym wyborem gracza 1 jest h .  Można zatem odrzucić g j ako możliwy 
wybór . Gracz 2 ,  analizując drzewo gry wie , że h jest racjonalnym wyborem 
gracza 1 ,  więc w swoim wierzchołku decyzyjnym ą2 powinien wybrać d. 
Można więc odrzucić c.  Zauważmy ponadto, że w wierzchołku decyzyj
nym ą3 racjonalnym wyborem gracza 2 jest f . Pozostaje więc jeszcze do 
rozważenia wierzchołek początkowy, czyli ąl .  W wierzchołku tym gracz 1 
ma do wyboru bądź a i b .  Gracz 1 wie , że j eśli wybierze b ,  to w odpowiedzi 
na jego ruch , gracz 2 wybierze f . W takim przypadku gracz 1 uzyska wy
płatę równą 1 .  Jeżeli zaś gracz 1 w wierzchołku początkowym wybierze a ,  
to  gracz 2 wybierze d (j ako racjonalny wybór 5 1) .  W odpowiedzi na ruch 
gracza 2 ,  gracz 1 wybierze h i uzyska wypłatę równą 3 .  Racjonalnym wy
borem gracza 1 w wierzchołku początkowym jest więc a. Wybór b można 
zatem odrzucić . Racjonalna sekwencja ruchów w rozważanej grze powinna 
być następująca: adh . 

Po wzbogaceniu j ęzyka logiki ATEL o operatory matematyczne = i ::; 
oraz możliwość zapisu formuł typu Wi = k (zapis ten będziemy rozumieć 
j ako : wypłata gracza i wynosi k) , możemy w tak wzbogaconym języku za
pisać odpowiednik indukcj i wstecznej , analogicznie do G .  Bonanno [BonOl ] 
w sposób następujący: 

((i )) O (Wi = k)  -+ (( i )) O ( ( (Wi = l )  V (( i )) O (Wi = l ) ) -+ ( l ::; k) ) 52 . 

Formuła ta stwierdza, że jeżeli gracz i ma strategię , aby w przyszło
ści jego wypłata wyniosła k, to gracz ten ma strategię , aby zawsze zacho
dził warunek, że jeśli wypłata gracza i wynosi l lub jest przewidywalne , że 
w przyszłości wypłata gracza i wyniesie l ,  to l jest nie większe od k .  

Logika ATEL jest znakomitym narzędziem do modelowania zachowań 
graczy. Nie jest jednak pozbawiona pewnych wad , czy niedoskonałości . Jam
roga i Goranko [GoJam04] zauważają ,  że jednym z głównych wyzwań sta
wianych przed epistemiczną logiką temporalną czasu alternującego jest od-

5 1  Oczywiście zakładamy w naszych rozważaniach, że głównym celem graczy jest maksy
malizacj a zysku z gry, a nie j akiekolwiek inne cele np. sprawienie ,  aby przeciwnik uzyskał 
j ak naj gorszy wynik . 
52 Formuła ta nie j est dokładnym odpowiednikiem formuły zaproponowanej przez G .  Bo

nanno. Operował on bowiem innym językiem, a przyjęta przez niego semantyka bazowała na 
strukturach czasu rozgałęzionego z agentami ( B TA-frames) . Zaproponowana formuła wyraża 
jednak te same, podstawowe intuicje ,  które wyraża formuła zaproponowana przez Bonanno. 
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powiedź na pytania: Jak podany explicite sposób reprezentowania wiedzy 
podmiotów poznających (graczy) powinien interferować z możliwymi stra
tegiami , które dostępne są graczowi? Co to znaczy, że gracz ma strategię , 
aby wymusić wystąpienie 'P ,  gdy, podejmując decyzję ,  ma do wyboru stra
tegie , z jego punktu widzenia ,  epistemicznie nierozróżnialne? 

Ponadto zakłada się w logice ATEL , że podmioty poznające , podejmu
j ąc decyzję ,  mają określone zdolności epistemiczne , np . interpretacj a opera
tora Ki odwołuje się do zdolności podmiotu poznającego i do rozróżnienia 
jednego stanu systemu od drugiego . 

5 .7. Podsumowanie 

Głównym przedmiotem naszych dociekań jest reprezentacja w języku 
logiki wiedzy zmieniaj ącej się w czasie . Omówione w niniej szym rozdziale 
systemy epistemicznej logiki temporalnej realizują ten cel . Przedyskutowali
śmy konstrukcje systemów epistemicznej logiki temporalnej , w których czas 
semantyczny ma różne własności (czas liniowy, rozgałęziony, obliczeniowy, 
alternuj ący) . Omówliśmy podstawowe własności tych systemów. Dokonali
śmy analizy kryteriów klasyfikacyjnych systemów epistemicznej logiki tem
poralnej , których semantyka bazuj e  na systemach interpretowanych. Prze
dyskutowaliśmy ekspresywność języków omawianych systemów wskazując 
jednocześnie wady i zalety systemów konstruowanych za pomocą metody 
temporalizacj i  zewnętrznej . Pokazaliśmy także , że w językach tych syste
mów dają się wyrazić nie tylko różne problemy filozoficzne , ale języki te 
mogą mieć zastosowanie w informatyce czy teorii gier do analizy zmienia
j ącej się w czasie wiedzy podmiotów poznających. 
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Rozdział 6 

Intuicjonistyczna logika temporalna 

Omawiane dotychczas systemy służące do logicznej reprezentacj i wie
dzy zmieniaj ącej się w czasie , konstruowane były poprzez połączenie wybra
nych systemów epistemicznej logiki zdaniowej z odpowiednimi systemami 
logiki temporalnej . Wszystkie te systemy były nadbudowywane nad kla
syczną logiką zdaniową. Naturalnym wydaje się postawienie pytania, czy 
jest to jedyny, możliwy sposób budowy systemów logicznych służących do 
logicznej reprezentacj i wiedzy zmieniającej się w czasie? Odpowiedź na to 
pytanie jest negatywna. W rozdziale niniej szym pokażemy, że zadanie to 
można zrealizować także wtedy, kiedy zamiast logiki klasycznej za podstawę 
przyjmie się intuicjonistyczną logikę zdań. 

Omówimy system logiki temporalnej nadbudowywanej nad intuicjoni
styczną logiką zdaniową. Jest to system minimalnej intuicjonistycznej logiki 
temporalnej IKt l. 

System ten może służyć do formalnego opisu wiedzy zmieniaj ącej się 
w czasie , chociaż w języku tego systemu nie występują explicite operatory 
epistemiczne . Reprezentacja wiedzy nie jest realizowana na poziomie syn
taktycznym, ale ze względu na własności logiki intuicjonistycznej , wiedza 
reprezentowana jest na poziomie semantycznym. Jest to wynikiem zapro
ponowanych dla logiki intuicjonistycznej semantyk posiłkujących się takimi 
pojęciami jak dowód2 , informacja, czy wiedza3 .  

l IKt j est intuicjonistycznym odpowiednikiem systemu Kt , czyli minimalnej logiki tempo
ralnej nadbudowanej nad klasyczną logiką zdaniową. 

2 Semantyka zaproponowana przez Kolmogorowa. 

3 Semantyki w stylu Kripkego. 
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Dla intuicjonistycznej logiki temporalnej proponowana jest semantyka 
w stylu Kripkego . W modelach Kripkego mamy zatem zbiór światów W oraz 
relację osiągalności R. W przypadku logiki intuicjonistycznej , o elementach 
zbioru W nie mówimy jako o światach możliwych, ale raczej j ako o stanach 
informacyjnych, stanach wiedzy. Zachodzenie relacj i osiągalności między 
elementami w i v (czyli wRv) interpretujemy j ako w ma dostęp do v , co 
znaczy, że stan informacyjny v j est dostępny ze stanu informacyjnego w. 
Kluczowa różnica między modelami Kripkego dla logiki intuicjonistycznej 
i modelami Kripkego dla logiki modalnej nabudowanej nad logiką klasyczną 
tkwi w tym, że w przypadku logiki modalnej nadbudowywanej nad logiką 
klasyczną relacj i R używa się jedynie do interpretacj i operatorów modal
nych, w przypadku zaś logiki intuicjonistycznej , relacj a ta jest używana do 
interpretacj i intuicjonistycznych spójników zdaniowych: negacj i i implikacj i .  

Formuła -'i.p jest spełniona 4 w pewnym stanie informacyjnym w wtedy 
i tylko wtedy, gdy nie istnieje dostępny ze stanu w stan informacyjny, w któ
rym i.p jest spełniona .  Innymi słowy, formuła -'i.p jest spełniona w stanie 
w jeśli nie ma możliwości stwierdzenia, że formuła i.p jest spełniona w ja
kimkolwiek stanie informacyjnym dostępnym ze stanu w. 

Podobnie rzecz się ma z intuicjonistyczną implikacją . Formuła i.p ---t 'IjJ 
jest spełniona w stanie informacyjnym w, wtedy i tylko wtedy, gdy w do
wolnym dostępnym ze stanu w stanie informacyjnym, spełnianie i.p pociąga 
spełnianie 'IjJ. Ponadto w modelach Kripkego dla logiki intuicjonistycznej 
zakłada się monotoniczność . Formuła spełniona w danym stanie informa
cyjnym pozostaje spełniona w jego dowolnym rozszerzeniu. 

Modalność w logice intuicjonistycznej możemy zaobserwować na przy
kładzie syntaktycznego zdefiniowania intuicjonistycznej negacj i .  Formu
ła -'i.p jest równoważna formule i.p ---t ..l .  Intuicjonistyczna negacja może 
być zatem postrzegana j ako pewnego rodzaju operator niemożliwości . 

Intuicjonistyczny model Kripkego jest trójką 9Jl = (W, R, VI , gdzie 
V :  AP ---t 2w . 

Spełnianie formuły i.p w modelu 9Jl, w stanie w jest definiowane nastę
pująco: 

9Jl, w F i.p w E V(i.p) , gdy i.p E AP, 
9Jl, w F -'i.p 
9Jl , w F i.p 1\ 'IjJ 

dla dowolnego wRw' : 9Jl, w' � i.p,  
9Jl, w F i.p i 9Jl, w F 'IjJ ,  

4 \V logice intuicjonistycznej używa się także terminu wymu8zona (ang. forced) . 
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9Jt, W F tp V 'IjJ 9Jt, W F tp lub 9Jt, W F 'IjJ ,  

9Jt, W F tp ---+ 'IjJ == dla dowolnego w' , wRw' : 9Jt, w '  � tp lub 9Jt, w '  F 'IjJ .  

W logice intuicjonistycznej na podstawie prawdziwości formuły ,tp 
w bieżącym stanie informacyjnym wiemy nie tylko to ,  że w tym stanie 
informacyjnym nie j est spełnione tp (taką informację otrzymujemy w przy
padku logiki klasycznej ) ,  ale dodatkowo wiemy, że formuła tp nigdy nie 
będzie spełniona, przy czym nasze nigdy odnosi się do wszystkich dostęp
nych rozszerzeń bieżącego stanu informacyjnego . Oprócz informacj i poda
wanych explicite ,  mamy więc w logice intuicjonistycznej dodatkowy ła
dunek informacyjny. Tę cechę logiki intuicjonistycznej van Benthem na
zywa wiedzą implicite [Benth93] . Do jej wyrażenia w logice intuicjoni
stycznej nie potrzeba żadnych dodatkowych operatorów specyficznych . Po
mimo podobnej semantyki , ta cecha zdecydowanie odróżnia logikę intuicjo
nistyczną od logiki epistemicznej nadbudowywanej nad logiką klasyczną. 
Za pomocą języka logiki epistemicznej reprezentowana jest bowiem wie
dza explicite, a do jej reprezentacj i ,  oprócz klasycznych spójników zda
niowych, wykorzystuje  się operator epistemiczny K.  Język logiki intu
icjonistycznej pozwala na wyrażenie pewnych pojęć bez odwoływania się 
explicite do operatorów epistemicznych. Na przykład na podstawie speł
nialności formuły " tp  stwierdzamy, że dla każdego stanu informacyjnego 
istnieje takie jego rozszerzenie , w którym tp jest spełniona. Stwierdzenie 
to jest , pomijaj ąc szczegóły, bliskie stwierdzeniu, że wiemy, że tp musi 
być spe łniona. 

W semantyce Kripkego dla logiki epistemicznej nadbudowanej nad kla
sycznym rachunkiem zdań spełnianie formuły K tp w modelu 9Jt, w stanie 
informacyjnym s , definiowaliśmy w sposób następujący: 

9Jt, w F Ktp dla dowolnego wRw' : 9Jt, w' F tp.  

Rozważmy kwestię spełnialności formuły K ,tp w modelu 9Jt, w sta
nie w. Zgodnie z warunkiem spełniania operatora K 

9Jt, w F K ,tp dla dowolnego wRw' : 9Jt, w' F ,tp.  

Uwzględniaj ąc warunek spełniania negacj i w logice epistemicznej nad
budowanej nad logiką klasyczną mamy: 

9Jt, w F K ,tp dla dowolnego wRw' : 9Jt, w' � tp.  
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Warunek spełniania negacj i intuicjonistycznej , czyli : 

9)1, w F -,:p dla dowolnego w ::; W
f : 9)1, Wf F :p. 

wskazuje ,  że negację intuicjonistyczną (-, ) można postrzegać j ako kombina
cję operatora K i negacj i klasycznej -, (K -,) . Analogicznie można wykazać , 
że intuicjonistyczną formułę :p ---+ 'IjJ można, pomijaj ąc szczegóły, postrze
gać j ako implikację zmodalizowaną (K (:p ---+ 'IjJ) ) ,  czyli kombinację operatora 
epistemicznego K oraz implikacj i klasycznej . 

6 . 1 .  IKt - minimalna intuicjonistyczna logika temporalna 

IKt jest systemem logiki temporalnej nadbudowanym nad intuicjoni
stycznym rachunkiem zdań 5. Język 'clKt to język intuicjonistycznej logiki 
zdań uzupełniony o operatory temporalne : G, H, F, P. Operatory te czy
tamy standardowo. 

Definicja 6 . 1 . 1  (zbioru FOR('clKJ )  
Zbiór zdań FOR('clK,) jest t o  najmniej szy zbiór skończonych ciągów 
elementów alfabetu języka 'clKt taki , że: 

1 . jeżeli :p E AP , to :p E FOR('clKt) , 
2 .  jeżeli :p , 7/J E FOR('clKJ ,  to -':p, G:p, F:p, H:p, Pcp, (cp/\7/J) , (cpV'IjJ) , 

(cp ---+ 'IjJ) , (:p � zjJ) E FO R( 'clKJ 

\\1 systemie IKt , operatory G i F oraz H i P w odróżnieniu od sys
temów nadbudowywanych nad logiką klasyczną, nie są wzajemnie definio
walne . 

6 .2 .  Semantyka dla IKt zaproponowana przez Ewalda 

Konstrukcja semantyki dla IKt bazuje na częściowo uporządkowanym 
zbiorze stanów wiedzy, które rozważa podmiot poznaj ący. Każdemu sta
nowi wiedzy przypisany jest zbiór momentów czasowych oraz porządek 

.5 Konstrukcję systemu 1Kt oraz do,�ród adckvvatności tego systcrnu \vzględem zapropono
wanej semantyki podał \\-. B. Ewald [Ew8G] . 
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temporalny. Gdy podmiot poznający osiągnie większy stan wiedzy6 , zacho
wuje wszystkie informacje ,  które miał w mniejszych stanach wiedzy. Na 
potrzeby formalnego zdefiniowania semantyki Ewald konstruuje intuicjoni
styczną strukturę temporalną. 

Definicja 6 .2 . 1  (intuicjonistycznej struktury temporalnej [Ew86] ) 
Intuicjonistyczna struktura temporalna 9J1 to: 

gdzie : 
• (5, :::; ) jest częściowo uporządkowanym zbiorem, 
• Ts jest niepustym zbiorem , 
• f-.Ls jest relacj ą binarną na Ts , 
• R% jest relacj ą na formułach spełniającą warunki : 

1 .  Rf (rp) R{ (rp) , gdy rp E AP i s :::; S
i
, 

2 .  RHrp l\ ljJ) Rf (rp) i Rl (1/;) , 

3 .  Rf (rp V 1/;) 

4 .  Rf (,rp) 

5 .  RH rp --+ 1/;) 
6 .  Ę(F,P) 
7. Rf (Prp) 

8. Rf (Grp) 

9 .  Rf (Hrp) 

RH rp) lub RH1/;) , 

dla dowolnego s :::; S
i nie jest prawdą, że R{ ( rp ) , 

dla dowolnego s :::; S
i
: jeżeli R{ ( rp) , to R{ ( 1/;) , 

istnieje t' , tf-.Ls t' : Rl, (rp) ,  

istnieje t' , t'f-.Lst : RHrp) , 

dla dowolnych S
i
, t' takich , że : 

s :::; S
i
, t ' E Ts' , tf-.Lsd' : Rf: ( rp ) ,  

dla dowolnych S
i
, t' takich , że: 

s :::; S
i
, t' E Ts' , t ' f-.Lsd : R;: ( rp) .  

Podamy teraz intuicje związane z poszczególnymi elementami powyż
szej struktury. Para (5, :::; ) jest częściowo uporządkowanym zbiorem stanów 
wiedzy. Ts jest zbiorem momentów czasowych w stanie s .  f-.Ls jest relacj ą 
binarną na zbiorze Ts ' Ponadto , aby spełniony był postulat , że podmiot po
znający, osiągając większy stan wiedzy, zachowuje wszystkie informacje ze 
stanów mniej szych, wymagane jest spełnienie warunku, aby dla s :::; S

i speł-

6 \Vedług Ewalda [Ew86] podmiot poznaj ący porusza się. przechodząc do kolejnych stanów 
wiedzy. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



6.3. Aksjomatyka IKt 247 

nione było Ts <;;; Ts' oraz UB <;;; Us' .  Inaczej mówiąc , podmiot poznający 
osiągając większy stan wiedzy zachowuje zbiór momentów czasowych oraz 
porządek temporalny z mniej szych stanów wiedzy. 

Spełnianie formuły w intuicjonistycznej strukturze temporalnej oraz 
prawdziwość formuły definiowane są następująco : 

Definicja 6 .2 .2  (spełniania w intuicjonistycznej strukturze temporalnej ) 
001 F 'P, formuła 'P jest spełniona w intuicjonistycznej strukturze tem
poralnej 001, wtedy i tylko tedy, gdy dla dowolnego s E S oraz dowolnego 
t E Ts : R� ('P) . 

Definicja 6 .2 .3 (prawdziwości formuły) 
F 'P, formuła 'P jest prawdziwa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej 
struktury 001 : 001 F 'P. 

6 .3 .  Aksjomatyka IKt 

1 )  'P, jeśli 'P jest tautologią intuicjonistycznej logiki zdań języka �IKt " 

2)  G ('P ---* ?jJ) ---* (G 'P ---* G?jJ) 2 ' ) H ('P ---* 7p) ---* (H 'P ---* H?jJ) 
3) G (..p I\ ?jJ) +-t (G'P I\ G?jJ) 3 ' ) H (;p I\ ?jJ) +-t (H;p I\ H1jJ) 

4) F ('P V ?jJ) +-t (Fi.p V F1jJ) 4 ' ) P ('P V ?jJ) +-t (P'P V P?jJ) 
5) G (i.p ---* ?jJ) ---* (F i.p ---* F?jJ) 5 ' ) H ('P ---* ?jJ) ---* (P 'P ---* p 1jJ ) 

6) (Gi.p 1\ F1jJ) ---* F (i.p 1\ 1jJ) 6 ' ) (H 'P 1\ P?jJ) ---* p ( i.p 1\ ?jJ) 
7) G --, i.p ---* --, F i.p 7 ' ) H --, i.p ---* --, p ;p 

8) F H;p ---* i.p 8 ' ) P G i.p ---* i.p 
9) i.p ---* G P i.p 9 ' ) i.p ---* H F i.p 

10)  ( F i.p ---* G 1/J) ---* G (i.p ---* 1/J) 10 ' )  ( P 'P ---* H 1/J) ---* H (;p ---* ?jJ) 
1 1 )  F (i.p ---* 1jJ) ---* (G i.p ---* F 7jJ ) 1 1 ' ) P (;p  ---* ?jJ) ---* (H i.p ---* P?jJ) 

Reguły: MP, RH, RG . 

Ewald [Ew86] dowodzi adekwatności systemu IKt względem klasy in
tuicjonistycznych struktur temporalnych . Na potrzeby przeprowadzenia do
wodu adekwatności wprowadza się pojęcie niesprzecznej pary zbiorów. 
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Definicja 6 .3 . 1 (niesprzecznej pary zbiorów) 
Para (X, Y) zbiorów zdań jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, 
gdy nie istnieją takie skończone podzbiory Xo (=  {ipl , ip2 , . . .  , ipm } ) <;;:; X 
oraz Yo (= {"l/Jl , 1)J2 , . . .  , "l/Jn } ) <;;:; y takie , że 

f-- (ipl /\ ip2 /\ . . .  /\ rm) -+ ("l/Jl V "l/J2 V . . .  V "l/Jn ) .  

W 1Kt dowodzi się intuicjonistycznego odpowiednika lematu Linden
baurna, czyli : 

Twierdzenie 6 . 1  ( [Ew86] )  
Jeżeli para (X, Y )  j est niesprzeczna, t o  istnieje  niesprzeczna para 
(X' ,  Y') taka, że : 

1 .  X <;;:; X' oraz Y <;;:; Y' , 
2 .  X' n Y' = O , 
3 .  dla dowolnej formuły ip : ip E X' lub ip E Y' . 

Para spełniaj ąca te warunki to para maksymalna niesprzeczna. 
Każda para (X, Y ) maksymalna niesprzeczna może być reprezentowana 
przez wartościowanie v :  

v :  FOR(IKt) -+ {O , l } , 
takie , że 

v ( ip) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ip E X. 

Ewald dowodzi dla systemu 1Kt twierdzenia o adekwatności w następującej 
wersj i :  

Twierdzenie 6 .2  (Adekwatność 1Kt [Ew86] ) 
Dla dowolnego IKt-wartościowania v istnieje intuicjonistyczna struk
tura 

9Jt = (S, � , {TS }SES , {US LES , {Rl }8ES. taJ , 

stan wiedzy s E S oraz moment t E 7, takie , że dla dowolnej formuły 
ip E FOR(i2IK,) zachodzi: 

R; (ip) wtedy i tylko wtedy, gdy v ( ip) = 1 .  

W semantyce systemu 1Kt w intuicjonistycznych strukturach tempo
ralnych nie nakładaliśmy żadnych warunków na porządek temporalny. Sys
tem 1Kt jest zatem analogonem systemu Kt , czyli jest minimalnym syste
mem intuicjonistycznej logiki temporalnej . 
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6.4 .  Zmodyfikowana semantyka dla języka 1Kt 

Rozważymy zmodyfikowaną semantykę dla 1Kt oraz zbadamy jej pod
stawowe własności . IKt służy do opisu stanów wiedzy, które podlegają 
zmianom w miarę jej zdobywania. Zdobywanie wiedzy w 1Kt pojmo
wane jest j ako przechodzenie do kolejnych stanów wiedzy, przy czym 
przyjmuje się , że cała wiedza z danego stanu dostępna jest w kazdym 
stanie wiedzy nie mniej szym niż rozważany. Zakłada się zatem mono
toniczność procesu zdobywania wiedzy. Nie mniej szy stan wiedzy osią
gamy wzbogacaj ąc wiedzę o nowe fakty. Może to nastąpić w kilku przy
padkach. 

Wiedzę możemy wzbogacić , gdy dzięki badaniom dokonujemy opisu 
zdarzeń z przeszłości , mających miejsce w momentach czasowych, które nie 
były znane w danym stanie wiedzy. O zdarzeniach tych, w tym stanie wie
dzy nie posiadaliśmy żadnych informacj i .  W takim przypadku struktura 
czasowa w nie mniej szym stanie wiedzy rozszerza się w przeszłość i jest 
nadzbiorem struktury czasowej danego stanu wiedzy. Z analogicznych po
wodów struktura czasowa stanu wiedzy może rozszerzać się w przyszłość . 

Rozszerzanie się struktury czasowej (niezależnie od tego , czy dokonuje 
się w przeszłość , czy w przyszłość) powoduje zmianę dziedziny relacj i na
stępstwa czasowego . \V nowym stanie wiedzy należy rozważać zatem zmie
nioną relację następstwa czasowego . 

Kolejnym z możliwych wariantów osiągnięcia nie mniej szego stanu wie
dzy jest sytuacja ,  gdy nie zmienia się zbiór momentów czasowych , lecz ro
sną moce zbiorów formuł , o których możemy orzec , czy w danych momen
tach czasowych są spełnione . Nie dokonuje się zatem w takim przypadku 
ekspansja struktury czasowej , ani w przeszłość , ani w przyszłość , lecz po
znając lepiej teraźniej szość , przeszłość lub przyszłość w granicach znanej 
struktury czasowej , przypisujemy momentom czasowym liczniejsze zbiory 
formuł spełnionych w tych momentach. 

W proponowanej semantyce stan wiedzy składa się ze zbioru faktów, 
będących semantycznymi korelatami formuł . zbioru momentów czasowych 
oraz relacj i następstwa czasowego . Podzbiór zbioru faktów przyporządko
wany określonemu momentowi czasowemu pojmowany jest j ako zbiór fak
tów znanych w tym momencie . 

Osiągalne stany wiedzy różnią się jej poziomem. Poziom wiedzy stanu 
wiedzy określaj ą jego elementy, czyli : zbiór momentów czasowych, relacj a 
następstwa czasowego i zbiory formuł spełnionych w poszczególnych mo-
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mentach czasowych. Powiemy, że stan wiedzy mil ma nie niższy poziom wie
dzy niż stan wiedzy mi

, wtedy i tylko wtedy, gdy spełnione są następujące 
warunki : 

1 .  Zbiór momentów czasowych stanu wiedzy mi zawiera się w zbiorze mo
mentów czasowych stanu wiedzy m

il
. (Zmiana ilości momentów czaso

wych powoduje zmianę poziomu wiedzy stanu wiedzy) . 
2 . W stanie wiedzy m

il zachowane są � zachodzące między momentami 
czasowymi � związki wcześniej-później , które istniały w stanie wie
dzy m

i
. Ponadto w stanie wiedzy m

il mogą zachodzić takie związki 
wcześniej-później , które nie miały miej sca w stanie wiedzy m

i
. 

3 .  Wszystkie fakty, które są znane w stanie wiedzy m
i są również znane 

w stanie wiedzy mil
. (To ,  co jest znane , nie przestaje być znane również 

wtedy, gdy pojawiają się nowe fakty znane) . Ponadto w momentach 
czasowych stanu wiedzy m

il mogą być znane fakty, które nie są znane 
w odpowiednikach tych momentów w stanie wiedzy m

i
. 

Między warunkami 1 ,  2 i 3 zachodzą określone związki . 
Spełnienie warunku 1 pociąga spełnienie warunku 2 , gdyż pomijamy 

sytuacje ,  w których nowe momenty czasowe nie są w żadnym związku wcze
śniej-później z innymi momentami czasowymi . Zmiana zbioru momentów 
czasowych pociąga więc zmianę relacj i następstwa czasowego . Nie jest na
tomiast odwrotnie . Zmiana relacj i następstwa czasowego nie musi pociągać 
zmiany zbioru momentów czasowych. W stanie wiedzy o nie mniej szym po
ziomie wiedzy nowe związki wcześniej-później mogą zachodzić między mo
mentami czasowymi w stanie wiedzy o niższym poziomie wiedzy. Spełnienie 
warunku 2 nie pociąga więc spełnienia warunku 1 .  Podobnie , spełnienie wa
runku 3 nie pociąga spełnienia warunku 1 lub 2 , gdyż nowe fakty mogą być 
znane bez nowych momentów czasowych lub nowych związków wcześniej
-później . 

Każdemu momentowi przypisany jest niepusty zbiór faktów znanych. 
Jeżeli istnieją  nowe momenty, to istniej ą również nowe fakty znane . Speł
nienie warunku 1 pociąga więc spełnienie warunku 3 .  

Istnienie nowych związków wcześniej-później pociąga natomiast istnie
nie nowych faktów znanych w tych momentach czasowych , w których nowe 
związki wcześniej-później mają miej sce . Zatem, podobnie j ak w przypadku 
warunku 1 ,  spełnienie warunku 2 pociąga spełnienie warunku 3 .  

Mamy dwa rodzaje czasu. Pierwszy, to czas , który jest przypisany sta
nowi wiedzy. Jest to struktura, składająca się ze zbioru momentów czaso
wych i relacj i następstwa czasowego danego stanu wiedzy. Drugi , to CZs,s , 
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który nie jest zrelatywizowany do jakiegokolwiek stanu wiedzy. Jest on sumą 
czasów przypisanych wszystkim możliwym stanom wiedzy. 

Opisane intuicje zapiszemy w sposób formalny: 

• l to niepusty zbiór ( indeksów stanów wiedzy) . 

• Ii (i E 1) to niepusty zbiór (momentów czasu w stanie wiedzy o indek
sie i ) . 

• Ri (�  Ii x Ii) to relacj a binarna określona na zbiorze momentów w sta
nie wiedzy o indeksie i .  Relacja Ę jest rozumiana j ako relacj a wcze
śniej-później na zbiorze momentów czasu stanu wiedzy o indeksie i .  

• 'Ii = (Ii , Ri ) .  Jest t o  czas w stanie wiedzy o indeksie i .  
• T = U Ii t o  zbiór wszystkich momentów czasowych istniej ących 

iEI 
w jakimkolwiek stanie wiedzy. 

• R = U Ri to relacj a binarna na zbiorze T. Relacja ta rozumiana 
iEI 

jest j ako relacj a wcześniej-później dla czasu niezrelatywizowanego do 
j akiegokolwiek stanu wiedzy. Zauważmy, że R � T x T. 

• 'I = (T, R) to czas niezrelatywizowany do j akiegokolwiek stanu wiedzy. 

• Vi � Ti x 2AP , gdzie i E l .  Vi to funkcja przypisuj ąca momentom t E Ii 
podzbiory Vi (t) zbioru liter zdaniowych . 

• F = {Vi : i E I} to zbiór wartościowań. 

• mi = (Ii , Ę ,  Vi) gdzie i E l (mi to stan wiedzy o indeksie i ) . 
• M = { (Ii , Ę ,  Vi )  : Vi E F, i E I} , czyli M = {mi : i E I} .  M to model 

bazujący na czasie '! i klasie F funkcj i .  

Na zbiorze M definiujemy relację :S (�  M x M) . 

Definicja 6.4 . 1 
Dla dowolnych i , j E l :  

mi :S mj wtedy i tyko wtedy, gdy 

(Ii � Tj i Ę � Rj oraz dla dowolnego t E Ii : Vi (t) � Vj (t) ) . 

To, że dla stanów wiedzy mi , mj zachodzi relacj a :S (mi :S mj ) rozu
miemy następująco : stan wiedzy mj ma nie niższy poziom wiedzy niż stan 
wiedzy mi . 
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Relacja ::::: j est wyznaczona przez inkluzje :  zbioru momentów czasowych, 
relacj i następstwa czasowego oraz zbiorów zdarzeń znanych w poszczegól
nych momentach czasowych . Relacj a ::::: j est więc zwrotna i przechodnia. 

Twierdzenie 6 .3 
Dla dowolnego mi ( E  wt) : 

Twierdzenie 6 .4 
Dla dowolnych mi , mj , mk ( E  wt) : 

jeżeli (mi ::::: mj oraz mj ::::: mk ) ,  to mi ::::: mk . 

Relacja ::::: częściowo porządkuje zbiór stanu wiedzy. W stanach wiedzy, 
między zbiorami momentów czasowych, relacj ami wcześniej-później oraz 
wartościowaniami mogą zachodzić różne związki . Rozważmy niektóre z nich . 

Pierwsza z możliwych sytuacj i ,  to :  

Ti = Tj i Ri = Rj i V (V; (t) � Vj (t) ) . 
tETi 

Sytuacj a ta wystąpi wtedy, gdy zbiory momentów czasowych stanów wiedzy 
mi i mj są takie same (Ti = Tj ) .  Taka sama w obu stanach wiedzy jest też 
relacja następstwa czasowego (Ri = Rj ) .  Stan wiedzy mj , j ako stan wiedzy 
o nie niższym poziomie wiedzy niż stan wiedzy mi , powstaje więc przez 
zmianę wartości funkcj i V; przypisującej momentom czasowym podzbiory 
zbioru AP. Innymi słowy, w tym przypadku stan wiedzy o nie niższym 
poziomie wiedzy powstaje przez zwiększenie ilości faktów znanych w po
szczególnych momentach czasowych. 

Druga z możliwych sytuacj i może być następująca: 

Ti � Tj i Ri � Rj i V (V; (t) = Vj (t) ) . 
tET, 

\V tym przypadku stan wiedzy mj , j ako stan wiedzy o nie niższym poziomie 
wiedzy niż stan wiedzy mi ,  powstaje przez dodanie do struktury czasu stanu 
wiedzy mi nowych momentów czasowych . W żadnym momencie t ( E  T;)  nie 
zmienia się zbiór V; (t) . Zmiana poziomu wiedzy polega na tym, że w stanie 
wiedzy mj pojawiają się nowe momenty czasowe (w przyszłości lub w prze
szłości) . W związku z nowymi momentami czasowymi. w stanie wiedzy mj 
zmieniają się wszystkie elementy. Zmienia się zbiór momentów czasowych . 
Zmienia się relacj a wcześniej-później , ponieważ pewne momenty czasowe 
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stanu wiedzy mi będą w relacj i wcześniej-poźniej z nowymi momentami 
czasowymi . Zmienia się też funkcja wartościująca, przypisująca momentom 
czasowym podzbiory zbioru liter zdaniowych, ponieważ zmienia się jej dzie
dzina (podzbiory zbioru liter zdaniowych będą przypisane nowym momen
tom czasowym) . 

Jeszcze inną możliwością jest : 

Ti = Tj i Ri � Rj i V (V; (t) � Vj (t) ) . 
tETi 

Może być też tak, że zmiana poziomu wiedzy stanu wiedzy nie polega 
na zmianie zbioru momentów czasowych znanych w stanie wiedzy mi , a na 
zmianie własności czasu stanu wiedzy mi . Innymi słowy, na zmianie własno
ści relacj i następstwa czasowego w tym stanie wiedzy. Zmiana taka pociąga 
jednak zmianę ilości faktów znanych w tych momentach. 

Kolejne stany wiedzy - o coraz wyższym poziomie wiedzy - mogą po
wstawać poprzez zwiększenie poziomu wiedzy dotyczącej różnych elemen
tów stanu wiedzy. 

W celu skrócenia zapisów wprowadzimy oznaczenie : 

Oznaczenie 

mi ( = (T;* ,  Ri , 11;* ; )  (gdzie i E 1) to dowolny mj (E 9Jl) taki , że 

Definicja 6 .4 .2 (spełniania) 
Dla dowolnych formuł 'P, ?jJ E FOR(52IKJ ,  dowolnego modelu 9Jl, stanu 
wiedzy mi oraz dowolnego momentu t ( E  Ti ) spełnianie formuły w mo
delu 9Jl, w stanie wiedzy mi , w momencie t definiujemy następuj ąco : 

1 .  9Jl, mi , t F 'P  'P E V; (t) , jeżeli 'P E AP, 
2 .  9Jl, mi , t F -''P 
3 . 9Jl, mi , t F 'P V ?jJ 
4 . 9Jl, mi , t F 'P 1\ 7f' 
5 . 9Jl, mi , t F 'P -+ ?jJ 

6 .  9Jl, mi , t F F'P 
7 .  9Jl, mi ,  t F C'P 

dla dowolnego mi E 9Jl : 9Jl, mi , t F 'P , 
9Jl, mi , t F 'P  lub 9Jl, mi , t F ?jJ ,  
9Jl, mi , t F 'P i 9Jl, mi , t F ?jJ, 
dla dowolnego mi E 9Jl: 
9Jl, mi , t F 'P lub 9Jl, mi , t F ?jJ, 
istnieje t '  E Ti , tRit' : 9Jl, mi , t '  F 'P , 
dla dowolnego mi ( E  9Jl) , 
dla dowolnego t' ( E  T,* ) takiego , że tRi t' : 
9Jl, mi , t' F 'P, 
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8. 9J1, mi , t 1= P'P 
9 .  9J1, mi , t 1= H 'P 

istnieje t' E T;, , t' Rit : 9J1, mi ,  t' 1= 'P , 
dla dowolnego m; (E 9J1) , 
dla dowolnego t' ( E Tt ) takiego , że t' Rit :  
9J1, m; , t '  1= 'P .  

Warunkiem koniecznym na to, aby formuła F'P była spełniona w sta
nie wiedzy mi , w momencie t (E T;,) jest istnienie w strukturze czasu stanu 
wiedzy mi momentu t' (E T;, ) ,  później szego niż t (tRi t' ) , w którym for
muła 'P jest spełniona. Jeżeli taki moment istnieje w strukturze czasu stanu 
wiedzy mi ,  to z definicj i relacj i :S oraz teoriomnogościowych własności in
kluzj i wynika, że moment taki istnieje  również w strukturze czasu każdego 
stanu wiedzy o poziomie wiedzy nie mniej szym niż poziom wiedzy stanu 
wiedzy mi . Stąd weryfikację spełniania w stanie wiedzy mi formuły F'P 
można ograniczyć do stanu wiedzy mi . Zauważmy, że jeżeli formuła F'P 
nie jest spełniona w momencie t ,  nie znaczy to ,  że w t j est spełniona for
muła F-,'P. 

W przypadku operatora G sytuacja jest inna. Zgodnie ze sposobem 
rozumienia tego operatora, formułę G'P czytamy: zawsze w przyszłości bę
dzie tak, że 'P. Aby formuła G'P była spełniona w stanie wiedzy mi w cza
sie t ( E T;,) konieczne jest , by formuła 'P była spełniona w dowolnym stanie 
wiedzy m; (o poziomie wiedzy nie niższym niż poziom wiedzy stanu mi ) 
oraz w dowolnym momencie t' ( E  'In później szym niż t (tRi t') .  Spełniania 
formuły G'P nie można więc rozpatrywać tylko w temporalnych granicach 
danego stanu wiedzy. To , że formuła 'P zawsze w przyszłości jest spełniona 
znaczy, że 'P jest spełniona w dowolnym momencie czasu przyszłego . Po
nieważ stanowi wiedzy mi przypisany jest tylko pewien fragment struktury 
czasowej , definiując pojęcie spełniania dla formuły zbudowanej za pomocą 
operatora G, należy uwzględnić wszystkie stany wiedzy o nie niższym po
ziomie wiedzy niż poziom wiedzy stanu mi . 

Gdyby definicja spełniania formuły G'P miała postać taką, j aka przyjęta 
została w systemie np. w systemie Tm [Trz94] (intuicjonistycznej logice 
temporalnej czasu niezmiennego 7) ,  czyli : 

9J1, mi , t 1= G'P == dla dowolnego t' E T;" takiego , że tRit' : 9J1, mi , tI 1= 'P 

7 Przez czas niezmienny (w przyjętej terminologii) rozumiany jest taki czas ,  że dla 
dowolnych i , j E I :  (Ti = Tj oraz Ri = Rj ) .  
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prowadziłoby to do sprzeczności . Możliwa byłaby bowiem taka sytuacj a, że 
w pewnym stanie wiedzy mi w momencie t zachodziłoby: 

( 1 )  

oraz w pewnym stanie wiedzy mj , o poziomie wiedzy nie mniej szym niż 
poziom wiedzy stanu wiedzy mi , czyli mi � mj , istniał by moment t' (E Tj ) 
taki , że: t' et. Ii ,  tRjt' i 9Jt, mj , t' � <p. Czyli : 

(2) 

To , co jest znane , nie przestaje być znane , gdy wzrasta poziom wiedzy. Po
nieważ stan wiedzy mj jest stanem wiedzy o poziomie wiedzy nie mniej szym 
niż poziom wiedzy stanu mi , więc z tego , że : 

wnioskujemy: 

Jest to sprzeczne z (2 ) . 
Wprowadzone w definicj i  6 .4 . 2 rozumienie spełniania formuły G<p, 

w stanie wiedzy mi , w momencie t wyklucza sytuację opisaną powyżej . 
Podamy teraz kilka podstawowych definicj i .  

Definicja 6.4 .3 
9Jt F <p ,  <p jest spełnione w modelu 9Jt, wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla dowolnego stanu wiedzy mi ( E  9Jt) oraz dla dowolnego t ( E  Ii) : 
9Jt, mi , t F <p . 

Definicja 6.4 .4 
'I F <p ,  <p jest prawdziwe w czasie 'I, wtedy i tylko wtedy, gdy <p jest 
spełnione w modelu 9Jt dla dowolnej , niepustej klasy :F (= {Vi : i E I} ) 
funkcj i .  

Definicja 6.4 .5 
F <p , <p jest prawdziwe , wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego 'I: 
'I F <p . 

W niektórych naukach (np. naukach empirycznych) bywa tak, że zda
nia uznane w pewnym czasie za prawdziwe , wraz z rozwojem teorii na
ukowych okazują się fałszywe . Zdarza się , że pewne prawa nauk empirycz-
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nych obowiązujące w danym okresie podlegają weryfikacj i i są zmieniane , 
a czasami wręcz odrzucane , j ako prawa, które niedokładnie , bądź wręcz 
źle opisują stan świata. Weryfikacj a taka jest możliwa na skutek wzro
stu poziomu wiedzy. W naszej terminologii zapisalibyśmy ten fakt nastę
puj ąco : zdanie spełnione w pewnym stanie wiedzy mi , w jakimś stanie wie
dzy o poziomie wiedzy nie niższym niż poziom wiedzy stanu wiedzy mi 
może nie być spełnione . W systemie IKt taka sytuacj a jest niemożliwa. 
To , co jest spełnione w stanie wiedzy mi , jest też spełnione w dowol
nym stanie wiedzy, o poziomie wiedzy nie mniejszym niż poziom wiedzy 
w stanie mi . 

Między systemami logik temporalnych budowanych w oparciu o logikę 
klasyczną a systemami logik temporalnych budowanych w oparciu o logikę 
intuicjonistyczną jest wiele różnic . Jedna z nich polega na tym, że w tych 
ostatnich niespełnianie rp nie pociąga spełniania ,rp.  

Rozważmy następującą sytuację .  Formuła rp nie j est znana w stanie 
wiedzy mi w momencie t ( E  �) ,  jest natomiast znana w tym momencie 
w pewnym stanie wiedzy mj , którego poziom wiedzy jest nie mniej szy niż 
poziom wiedzy w stanie wiedzy mi . Gdyby na podstawie tego , że rp nie jest 
znana w momencie t w stanie wiedzy mi uznać , że w tym stanie wiedzy 
w momencie t znana jest 'rp,  to � zgodnie z przyjętym warunkiem spełnia
nia dla ,rp � formuła rp nie mogłaby być znana w momencie t w żadnym 
stanie wiedzy o poziomie wiedzy nie mniejszym niż poziom wiedzy stanu 
wiedzy mi .  W szczególności , formuła rp nie mogłaby być znana w momen
cie t, w stanie wiedzy mj . Prowadzi to do sprzeczności , gdyż otrzymujemy, 
że rp jest jednocześnie znana i nieznana w momencie t, w stanie wiedzy mj . 
Gdy formuła rp jest znana w jakimś momencie, w pewnym stanie wiedzy mi , 
to w każdym stanie wiedzy o poziomie wiedzy nie mniej szym niż poziom 
wiedzy stanu wiedzy mi w tym momencie formuła rp jest znana. Nato
miast , gdy w pewnym momencie nie j est znana 'rp,  nie znaczy to wcale , 
że w tym momencie , w każdym stanie wiedzy o poziomie wiedzy nie mniej 
szym, niż poziom wiedzy stanu wiedzy mi , jest znana rp.  Znaczy to jedynie 
tyle , że nie w każdym stanie wiedzy, w którym poziom wiedzy jest nie 
mniej szy niż poziom wiedzy w stanie wiedzy mi ,  rp jest w tym momen
cie nieznana. 

Udowodnimy lemat , który wyraża monotoniczność wiedzy w syste
mie IKt . To , co jest znane w stanie wiedzy mi , jest również znane w każdym 
stanie wiedzy, którego poziom wiedzy jest nie niższy, niż poziom wiedzy 
stanu wiedzy mi . 
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Lemat 24 
Dla dowolnej formuły 'P (E FOR(f.IKJ ) , dowolnych mi , mj ( E 9J1) : 

Jeżeli (mi ::; mj i 9J1, mi , t 1= 'P) , to 9J1, mj , t 1= 'P.  

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy przez indukcję ,  ze względu na długość for

muły 'P .  Załóżmy, że mi ::; mj . 

('P E AP) 
Rozważmy najpierw przypadek, gdy 'P jest literą zdaniową. Z definicj i 

6 .4 . 1 jeżeli mi ::; mj , to dla dowolnego t E Ti zachodzi: 

( 1 ) V; (t) r::;; Vj (t) .  

Jeśli 9J1, mi , t 1= 'P ,  to z definicj i 6 .4 .2 

(2 ) 'P E V; (t) .  

Na podstawie ( 1 ) i (2 )  otrzymujemy: 

(3 ) 'P E Vj (t) .  

Ponieważ 'P jest literą zdaniową, więc na podstawie (3 ) i definicj i 6 .4 . 2 mamy 
9J1, mj , t 1= 'P.  

Założenie indukcyjne: 
Niech 'P , 1/; są takie , że : 
a) jeżeli 9J1, mi , t 1= 'P ,  to 9J1, mj , t 1= 'P, 

oraz 
b) jeżeli 9J1, mi , t 1= 1/;, to 9J1, mj , t 1= 1/; .  

Rozważymy formuły zbudowane z formuł 'P , 1/; za  pomocą spójników 
zdaniowych i operatorów temporalnych . 

(''P ) 
Załóżmy, że 9J1, mi , t 1= ''P.  Z definicj i warunku dla negacj i (defini

cj a 6 .4 . 2 ) : 

( 1 ) dla dowolnego mk , takiego , że mi ::; mk : 9J1, mk , t  � 'P.  

Rozważmy dowolny stan wiedzy mi o poziomie wiedzy nie mniej szym niż 
poziom wiedzy stanu mj , czyli : 

(2 ) 
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Z (2 ) , założenia, że mi :S mj oraz przechodniości relacj i :S dostajemy, że 
mi :S mi , czyli stan wiedzy mi jest stanem wiedzy o poziomie wiedzy nie 
niższym niż poziom wiedzy stanu mi .  Zatem na podstawie ( 1 ) : 9J1, mi , t F rp.  
Ponieważ mi jest stanem wiedzy dowolnym, lecz takim,  którego poziom 
wiedzy jest nie niższy niż poziom wiedzy stanu mj , otrzymujemy: 

(3 ) dla dowolnego mi takiego , że mj :S mi jest tak, że: 9J1, mi , t F rp. 

Z (3 ) i warunku dla negacj i (definicj a 6 .4 .2 ) : 

( rp 1\ 7/;) 
Załóżmy, że 9J1, mi , t � lP 1\ W .  Zatem z warunku dla koniunkcj i (defi

nicja 6 .4 .2 ) : 

( 1 )  

oraz 

(2 )  

Z ( 1 )  oraz punktu a) założenia indukcyjnego otrzymujemy: 

(3 )  9J1, mj , t � lP.  

Analogicznie na podstawie (2 )  oraz punktu b) założenia indukcyjnego do
stajemy: 

(4) 

Z (3 ) .  (4) oraz warunku dla koniunkcj i (definicj a 6 .4 .2 )  otrzymujemy 
9J1, mj . t � lP 1\ 7/; .  

(rp V 7/;)  
Rozumowanie analogiczne jak w przypadku koniunkcj i .  

(rp ----+ zjJ) 
Załóżmy, że 9J1, mi ,  t � rp ----+ 'l/J.  Z warunku dla implikacj i (defini

cj a 6 .4 .2 ) : 

( 1 )  dla dowolnego mi ( E  9J1) : 9J1, mi . t F :.p lub 9J1. mi . t � 1/J ,  
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Rozważmy stan wiedzy mz o poziomie wiedzy nie niższym niż poziom wiedzy 
w stanie wiedzy mj , czyli : 

(2 )  

Na podstawie (2 ) , założenia, że mi :S mj oraz przechodniości relacj i :S 
dostajemy, że mi :S mz , czyli poziom wiedzy w stanie wiedzy mz jest nie 
niższy niż poziom wiedzy w stanie wiedzy mi . Zatem na podstawie ( 1 ) :  
M, mz , t � ep lub M, mz , t F 'l/J. Ponieważ mz jest dowolnym stanem wiedzy, 
w którym poziom wiedzy jest nie mniej szy niż poziom wiedzy w stanie mj , 
otrzymujemy: 

(3 ) dla dowolnego mi takiego , że mj :S mi : 
M, mI , t � ep lub M, mi , t F 'l/J. 

Na podstawie (3 ) oraz warunku dla implikacj i (definicj a 6 .4 .2 )  otrzymujemy 
M, mj , t  F ep � 'l/J. 

(Gep) 
Załóżmy, że M, mi , t F Gep. Z warunku dla operatora G (defini

cja 6 .4 .2 ) : 

( 1 ) dla dowolnego mi ( E  M) ,  dla dowolnego t1 ( E  �* ) takiego , że tRitl : 
M, mi , tl F ep . 

Rozważmy dowolny stan wiedzy mi o poziomie wiedzy nie mniej szym niż 
poziom wiedzy w stanie wiedzy mj , czyli : 

(2 )  

Z (2) , założenia, że mi :S mj oraz przechodniości relacj i :S otrzymujemy, że 
mi :S mi · Zatem na podstawie ( 1 )  dostajemy: 

(3 ) dla dowolnego t1 ( E  Tz) takiego , że tRlt 1  zachodzi M, ml , t l F ep . 

Ponieważ stan wiedzy mi jest stanem wiedzy o poziomie wiedzy nie niższym 
niż poziom wiedzy w stanie wiedzy mj : 

( 4) dla dowolnego mi , dla dowolnego tl ( E  Tz )  : 
jeżeli (mj :S mi i tRltd , to M, mi , tl F ep. 

Na podstawie (4) oraz warunku dla operatora G (definicj a 6 .4 .2 ) : 
M, mj , t F Gep. 
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(Hep) 
Rozumowanie analogiczne j ak w przypadku operatora G. 

(Fep) 
Załóżmy, że 9Jt, mi , t F Fep. Z warunku dla operatora F (definicja 6 .4 .2 )  

istnieje moment tl (E Tt ) ,  tRJl w którym zachodzi : 

( 1 )  
N a  podstawie ( 1 )  i punktu a) założenia indukcyjnego 

(2 )  
Z założenia, że mi :::; mj oraz definicj i 6 . 4 . 1  otrzymujemy, że :  

(3 )  

Zatem na podstawie (2 ) , (3 ) oraz warunku dla operatora F (definicja 6 .4 .2 )  
9Jt, mj , t F Fep.  

(Pep) 
Rozumowanie analogiczne j ak w przypadku operatora F. D 

Wykazaliśmy zatem, że to , co jest spełnione w danym stanie wiedzy mi , 

jest również spełnione w każdym stanie wiedzy, w którym poziom wiedzy 
jest nie niższy niż poziom wiedzy w stanie mi . 

6 .5 .  Uproszczona aksjomatyka 1Kt 

Zaproponowana przez Ewalda aksjomatyka 1Kt jest aksjomatyką za
leżną. Pewne aksjomaty dają  się wyprowadzić z innych aksjomatów. Do
wody zależności wybranych aksjomatów były podane w pracy [Sur99b] .  
Proponujemy uproszczoną aksjomatykę IKt : 

1 ) ep,  jeśli ep jest tautologią intuicjonistycznej logiki zdań języka �IKt . 

2 ) G (ep -t 'IjJ) -t (Gep -t G'IjJ) 2 ' ) H (ep -t 'IjJ) -t (Hep -t H'IjJ) 

3 ) F (ep V 'IjJ) -t (Fep V F'IjJ) 3 ' ) P (ep V 'IjJ) -t (Pep V P'IjJ) 

4 ) G (ep -t 'IjJ) -t (Fep -t F'IjJ) 4 ' ) H (ep -t 'IjJ) -t (Pep -t P'IjJ) 
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6) FHi.p -+ i.p 

7) i.p -+ G Pi.p 

6.5 .  Uproszczona aksjomatyka IKt 

6 ' ) PGi.p -+ i.p 

7' ) i.p -+ H Fi.p 

261 

8) (Fi.p -+ G'l/J) -+ G (i.p -+ 'l/J) 8 ' ) (Pi.p -+ H'l/J) -+ H(i.p -+ 'l/J) 
Reguły: MP, RH, RG . 

Wykażemy, że aksjomatyka ta jest równoważna aksjomatyce zapropo
nowanej przez Ewalda. Do wykazania wyprowadzalności niektórych aksjo
matów IKt za pomocą pozostałych aksjomatów tego systemu, przydatne 
będą następujące twierdzenia 8 : 

Twierdzenie 6 .5  
Dla dowolnej formuły i.p ( E  FO R( iJIKt) ) :  

a) Jeżeli hK i.p -+ 'l/J ,  to f-IK Gi.p -+ G'l/J. t t 
b) Jeżeli hKt i.p -+ 'l/J, to f-IKt H i.p -+ H 'l/J. 

Dowód. 

a) 

Udowodnimy jedynie a) . Dowód b) j est analogiczny. 

1 .  
2 .  
3 .  
4 .  

hK i.p -+ 'l/J t 
hKt G (i.p  -+ 'l/J) 
hKt G (i.p -+ 'l/J) -+ (Gi.p -+ G'l/J) 
hKt Gi.p -+ G'l/J. 

Twierdzenie 6 .6 
Dla dowolnej formuły i.p ( E  F O R( iJIKt) ) : 

a) Jeżeli hK i.p -+ 'l/J to hK Fi.p -+ F'l/J . t t 
b) Jeżeli hK i.p -+ 'l/J to hK Pi.p -+ P'l/J. t t 

założenie 
1 ,  RG 

aksjomat 2 
2 , 3 ,  MP 

D 

Dowód tego twierdzenia uzyskuje się w sposób analogiczny do dowodu 
twierdzenia poprzedniego , z tą różnicą, że zamiast z aksjomatu 1 ( 1 ' ) ko
rzystamy z aksjomatu 4 (4 ' ) .  

Wykażemy, że w IKt wyprowadzalne są "stare" aksjomaty 3 , 3 ' , 6 , 6 ' , 7 , .  
7 ' , 1 1 , 11 ' . Wyprowadzalne są także implikacje "starych" aksjomatów 4 i 4 ' . 

8 Reguły dowodzone w twierdzeniach 6 . 5  i 6 . 6  są intuicjonistycznymi odpowiednikami 
reguł RRG, RRH, RF i RP stosowanych w systemach bazujących na logice klasycznej . 
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Lemat 25 

Dowód. 
hKt G (ip 1\ 'IjJ) <-4 (Gip 1\ G'IjJ) 

A) f-1Kt G (ip 1\ 'IjJ) -+ (Gip 1\ G'IjJ) 
Dowód. 

1 .  hKt (ip 1\ 'IjJ) -+ ip aksjomat 1 

2 .  hKt (ip 1\ 'IjJ) -+ 'IjJ aksjomat 1 

3 .  hKt G( ip 1\ 'IjJ) -+ Gip 1 ,  Tw. 6 . 5  

4 .  hKt G(ip l\ 'IjJ) -+ G'IjJ 2 ,  Tw. 6 . 5  

5 .  hKt (G (ip l\ 'IjJ) -+ Gip) -+ ( (G (ip l\ 'IjJ) -+ G'IjJ) -+ 
(G (ip 1\ 'IjJ) -+ (Gip 1\ G'IjJ) ) ) aksjomat 1 

6 .  f-1Kt (G (ip 1\ 'IjJ) -+ G'IjJ) -+ (G (ip 1\ 'IjJ) -+ (Gip 1\ G'IjJ) )  3 , 5 ,  MP 
7. hKt G(ip 1\ 'IjJ) -+ (Gip I\ G'IjJ) 4 , 6 ,  MP 

D 

B) f-1Kt (Gip 1\ G'IjJ) -+ G (ip 1\ 'IjJ) 
Dowód. 

1 .  hKt ip -+ ('IjJ -+ ( ip  1\ 'IjJ) ) 
2 .  hKt G ip -+ G ('IjJ -+ (ip 1\ 'IjJ) ) 
3 .  f-1Kt G ('IjJ -+ (ip 1\ 'IjJ) ) -+ (G'IjJ -+ G (ip 1\ 'IjJ) )  

4 . f-1Kt Gip -+ (G'IjJ -+ G(ip 1\ 'IjJ) ) 
o .  f-1Kt (Gip -+ (Ol/J -+ G(ip l\ 'IjJ) ) ) -+ 

( (Gip 1\ G'IjJ) -+ G(ip 1\ l/J) ) 
6 .  hKt (Gip I\ Gl/J) -+ G(ip 1\ 7jJ) 

Na postawie A i B otrzymujemy tezę . 

Analogicznie dowodzi się lematu. 

Lemat 26 

hKt H ( ip 1\ 'IjJ) <-4 (H ip 1\ H'IjJ) 

aksjomat 1 

1 ,  Tw. 6 . 5  

aksjomat 2 

2 , 3 ,  SYLL 

aksjomat 1 

4 , 5 ,  MP 
D 

D 
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Lemat 27 

Dowód. 
hKt (F<p V F1jJ) -t F (<p V 1jJ) 

1 .  
2 .  

3 .  

4 .  

5 .  

6 .  

7 .  

hKt <p -t (<p V 1jJ ) 
hKt 1jJ -t (<p V 1jJ ) 
hKt F<p -t F (<p V 1jJ) 
hKt F1jJ -t F (<p V 1jJ) 
hKt (F<p -t F(<p V 1jJ) ) -t ( (F1jJ -t F(<p V 1jJ) ) -t 

( (F<p V F1jJ) -t F(<p V 1jJ) ) )  
hKt (F1jJ -t F(<p V 1jJ) ) -t ( (F<p V F1jJ) -t 

hKt (F<p V F1jJ) -t F(<p V 1jJ) 
F (<p V 1jJ) ) 

aksjomat 1 

aksjomat 1 

1 ,  Tw. 6 .6  

2 ,  Tw.  6 .6  

aksjomat 1 

3 , 5 ,  MP 
4 , 6 ,  MP 

D 

Lemat 28 
f-1Kt (P<p V P1jJ) -t P(<p V 1jJ) 

Dowód analogiczny do dowodu lematu poprzedniego . 

Lemat 29 

Dowód. 
f-1Kt (G<p 1\ F1jJ) -t F(<p 1\ 1jJ) 

1 .  hKt <p -t (1jJ -t (<p 1\ 1jJ) ) aksjomat 1 

2 .  hKt G<p -t C(  1jJ -t (<p 1\ 1jJ) ) 1 ,  Tw. 6 . 5  

3 .  hKt C(  1jJ -t (<p 1\ 1jJ) ) -t (F1jJ -t F( <p 1\ 1jJ) ) aksjomat 4 

4 .  hKt G<p -t (F1jJ -t F(<p 1\ 1jJ) ) 2 , 3 ,  SYLL 

5 .  hKt (G<P -t (F1jJ -t F(<p 1\ 1jJ) ) ) -t ( (G<p 1\ F1jJ) -t 
F( <p 1\ 1jJ) ) aksjomat 1 

4 , 5 ,  MP 
D 

Lemat 30 
f-1Kt (H <p 1\ P1jJ) -t P( <p 1\ 1jJ) 

Dowód analogiczny do dowodu lematu poprzedniego . 
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Lemat 31 

Dowód. 

f-1K G-,<p -t F-,<p t 

1 .  hK F<p -t -,G-,<p t 
2 .  hKt (F<p -t -,G-,<p) -t (G-,<p -t -,F<p) 
3 .  hKt G-,<p -t -,F<p 

Lemat 32 
hK H -'<p -t -,P<p t 

Dowód analogiczny do dowodu lematu poprzedniego . 

Lemat 33 

Dowód. 

f-1Kt F( <p -t 1jJ) -t (G<p -t F1jJ) 

1 .  f-1Kt <p -t ( (  <p -t 1jJ )  -t 1jJ ) 
2 .  f-1Kt G<p -t G ( (<p -t 1jJ) -t 1jJ ) 
3 .  hKt G( (<p -t 1jJ) -t 1jJ) -t (F (<p -t 1jJ) -t F1jJ) 
4. f-1Kt G<p -t (F (<p -t 1jJ) -t F1jJ) 
5 .  f-1Kt (G<p -t  (F (<p -t 1jJ) -t F1jJ) ) -t 

(F (  <p -t 1jJ) -t (G<p -t F1jJ) ) 
6 .  f-1Kt F (<p -t 1jJ) -t (G<p -t F1jJ ) 

Lemat 34 
hKt P( <p -t 1jJ) -t (H <p -t P1jJ) . 

aksjomat 5 
aksjomat 1 

1 , 2 ,  MP 
D 

aksjomat 1 
1 ,  Tw. 6 . 5  

aksjomat 4 
2 , 3 ,  SYLL 

aksjomat 1 
4 , 5 ,  MP 

D 

Wykażemy, że "nowe" aksjomaty 5 i 5 ' są wyprowadzalne na podstawie 

"starych" aksjomatów 8 i 8 ' . 

Lemat 35 

Dowód. 

{G-,<p -t -,F<p} hKt F<p -t -,G-,<p 

1 .  f-1Kt G-,<p -t -,F<p 
2 .  f-1Kt (G-,<p -t -,F<p) -t (F<p -t -,G-,<p) 
3 .  hKt F<p -t -,G-,<p 

założenie 
aksjomat 1 

1 , 2 ,  MP 
D 
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Analogicznie dowodzi się , że: 

Lemat 36 
{H -,tp -----+ -,Ptp} hKt Ptp -----+ -,H -,tp. 

Wykazaliśmy więc tym samym, że podane aksjomatyki są równoważne . 
W dalszych rozważaniach mówiąc o aksjomatyce IKt będziemy mieli na 
myśli "nową" aksjomatykę . 

6 .6 .  Adekwatność IKt względem zmodyfikowanej semantyki 

Naturalne j est pytanie o związek między zmodyfikowaną semantyką dla 
języka "clKt a przyjętą dla IKt aksjomatyką· 

Twierdzenie 6 .7  
Aksjomaty IKt są  prawdziwe w dowolnym modelu , a reguły inferen
cj i IKt są niezawodne . 

Dowód. 
Podamy dowody jedynie dla aksjomatów 2 ' , 3 ' oraz reguły RH. Dowody 

dla pozostałych reguł i aksjomatów przeprowadza się w sposób analogiczny. 

2 '  
Dla dowolnych 9J1, mi  ( E  9J1) oraz t ( E Ti ) :  

9J1, mi , t F H (  tp -----+ 1/;) -----+ ( H  tp -----+ H1/;) . 

Dowód. 
Załóżmy. że dla pewnych 9J1, mi ( E 9J1) i t ( E Ti ) : 

9J1, mt , t F H( tp -----+ 1/;) -----+ (H tp -----+ H1/;) . 

Zatem na podstawie warunku spełniania implikacj i istnieje  stan wie
dzy mj o nie mniejszym poziomie wiedzy niż poziom wiedzy stanu mi , 
czyli mi :::; mj , w którym: 

( 1 )  

(2 )  

9J1, mj , t F H(tp -----+ V') ,  
9J1, m) , t  F Htp -----+ H1/;. 

Na podstawie (2 )  oraz warunku spełniania implikacj i ,  w pewnym sta
nie wiedzy mk , o poziomie wiedzy nie mniej szym niż poziom wiedzy 
stanu mj , tj . takim, że mj :::; mk : 
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3' 

(3 ) 

(4) 

Rozdział 6 .  Intuicjonistyczna logika temporalna 

SJJl, mk ,  t F H c.p,  

SJJl, mk ,  t F H'IjJ. 

Z (3 ) oraz warunku spełniania operatora H otrzymujemy: 

(5 ) dla dowolnego stanu wiedzy mi takiego , że mk ::; mi oraz 
dla dowolnego tI E Tz takiego , że t IRl t  : SJJl, mi , tI F c.p.  

Na podstawie (4 )  i warunku spełniania operatora H, istnieje świat mp ,  
o poziomie wiedzy nie mniej szym niż poziom wiedzy stanu mk (czyli 
mk ::; mp) oraz istnieje moment t2 E Tp taki , że t2Rpt ,  w którym: 

(6) 

Ponieważ mk ::; mp oraz t2Rpt zatem na podstawie ( 5 ) w momencie t2 
SJJl, mp , t2 F c.p.  Stąd na podstawie (6) oraz warunku spełniania impli
kacj i dostajemy: 

( 7) 
N a podstawie ( 1 )  oraz warunku spełniania operatora H: 

(8) dla dowolnego mr takiego , że mj ::; mr oraz dla dowolnego 
t3 E Tr takiego , że t3Rrt : SJJl, mT ) t3 F c.p ----7 'IjJ .  

Ponieważ : mj ::; mk ,  mk ::; mp więc z przechodniości relacj i ::; dosta
jemy mj ::; mp o Moment t2 jest taki , że t2Rpt . Zatem na podstawie (8)  

SJJl, mp , t2  F c.p ----7 1/J.  
Jest to  sprzeczne z ( 7) . D 

Dla dowolnych SJJl, mi ( E  SJJl) oraz t ( E  Tż ) : 

SJJl, mi , t F H(c.p ----7 'IjJ) ----7 (Pc.p ----7 P'IjJ) . 

Dowód. 
Załóżmy, że dla pewnych SJJl, mi (E SJJl) oraz t (E Ti ) zachodzi 

SJJl, mi , t F H (c.p ----7 'IjJ) ----7 (Pc.p ----7 P'IjJ) . Zatem z warunku spełniania im
plikacj i .  w pewnym stanie wiedzy mj takim, że mi ::; mj : 

( 1 )  
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(2)  

Z (2) oraz warunku spełniania implikacj i ,  w pewnym stanie wiedzy mk , 
takim, że mj Ś mk : 

(3 )  

(4 )  

9n, mk , t F= P !.p , 

9n, mk , t F P'IjJ . 

Na podstawie (3 ) oraz warunku spełniania operatora P: 

z (4) oraz warunku spełniania operatora P: 

(6) nie istnieje t2 ( E  Td , t2Rkt ,  taki , że 9n, mk , t2 F= 'IjJ . 

Rozważmy moment tl spełniający ( 5 ) . Ponieważ tlRkt ,  więc na pod
stawie (6 ) : 

(7)  
Gdyby 9n, mk , t l F= '0 ,  t o  byłoby to  sprzeczne z (6) . 

Na podstawie ( 5 ) , ( 7) oraz warunku spełniania implikacj i otrzy
mujemy więc , że 9n, mk , t1 F !.p --+ 'IjJ. Na podstawie ( 1 )  i warunku 
spełniania operatora H: 

(8 )  dla dowolnego mi takiego , że mj Ś mi oraz dla dowolnego 
t3 (E Tz)  takiego . że t3Rl t : 9n, mi , t3 F= !.p --+ '0.  

Ponieważ mj Ś mk , tlRkt oraz 9n ,  mk , tl F !.p --+ 
sprzeczność z (8) . 

Jeżeli 9n F= !.p ,  to 9n F= H!.p. 
Dowód. 

więc otrzymujemy 
D 

Załóżmy, że 9n F= !.p . Zatem dla dowolnego mi oraz dla dowolnego 
t ( E  Ti ) zachodzi 9n, mi , t F= !.p . VY szczególności vvięc dla dowolnego 
tl ( E  Ti ) takiego , że tlRit : 9n. mi , tl F= !.p . Zatem dla dowolnego t ( E  Ti ) 
9n, mi . t F= H!.p. Ponieważ rozpatrywaliśmy dowolny stan wiedzy mi 
zatem 9n F= H!.p. D 

D 
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Dla 1Kt zachodzi twierdzenie o adekwatności . 

Twierdzenie 6 .8 ( [Sur 12b] ) 

� hKt !.p wtedy i tylko wtedy, gdy � FIKt !.p. 

6 .7. Wzajemna niedefiniowalność w 1Kt operatorów H i p 
oraz G i F 

Udowodnimy teraz twierdzenia ,  które pokazują pewne szczególne wła
sności systemu IKt , zasadniczo odróżniaj ące ten system od systemów bu
dowanych w oparciu o logikę klasyczną. Na to ,  aby formuła była tautologią 
systemu 1Kt potrzeba, aby była prawdziwa w dowolnym czasie , w dowol
nym stanie wiedzy. Dla wykazania, że j akaś formuła nie jest prawdziwa 
wystarczy wskazać stan wiedzy i moment czasowy, w których formuła ta 
nie jest spełniona. 

Wykażemy, że niektóre związki zachodzące między operatorami H i P 
oraz G i F w systemie Kt nie zachodzą między odpowiednikami tych ope
ratorów w systemie 1Kt . 

Twierdzenie 6 .9  

a)  FIKt ,P'p ----+ Hp, 

b) FIKt ,H ,p ----+ Pp, 
c) FIKt ,Hp ----+ P'p, 

d)  FIKt ,F,p ----+ Gp, 

e) FIKt ,G,p ----+ Fp, 

f) FIK ,Gp ----+ F,p, t 

Dowód. 

a) 
Niech T = {t1 , t2 } ,  R = { (t 1 , t2 ) } .  Niech I będzie zbiorem indeksów sta

nów wiedzy o określonych poziomach wiedzy. Dla dowolnego i :  Ti = T, 
Ri = R. Niech k ,  takie , że k > 1 będzie pewnym ustalonym indeksem stanu 
wiedzy. Niech F = {1IiLEI będzie klasą funkcj i spełniaj ących następuj ące 
warunki : 

( 1 )  dla dowolnego i takiego , ż e  i ::; k zachodzi p rj:. 1Ii (td ,  
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( 2 ) dla dowolnego i takiego , że k < i zachodzi p E V; (td . 

Wartościowania V; są zatem tak dobrane , aby zdanie p było spełnione w mo
mencie tl w stanach wiedzy o indeksach nie większych niż k i jednocześnie 
nie było spełnione w momencie tl w stanach wiedzy o indeksach większych 
niż k . 
Niech 'I = (T, R) . Niech 9J1 = {mi : i E I} . Z konstrukcj i modelu 9J1 dosta
jemy, że istnieją  w modelu 9J1 stany wiedzy o poziomie wiedzy nie niższym 
niż poziom wiedzy w stanie wiedzy mI takie , w których w momencie tl speł
nione jest p oraz istniej ą stany wiedzy o poziomie wiedzy nie niższym niż 
poziom wiedzy w stanie wiedzy mI , w których w momencie t l  nie jest speł
nione p. Zatem nie j est prawdą, że w dowolnym stanie wiedzy mI (E 9J1) 
9J1, m! , tl F p. Z definicj i 6 .4 .2  dostajemy więc 9J1, mI ,  tl F -'p. Z kon
strukcj i modelu 9J1 otrzymujemy, że w dowolnym stanie wiedzy mi ( E  9J1) 
9J1, m! , tl F -'p. Ponieważ t IRi t2 zatem, z definicj i  6 .4 . 2 :  9J1, m! , t2 F P-,p. 
Z definicj i 6 .4 .2 otrzymujemy zatem 

(3 )  

Ponieważ moment t l  jest taki , że tIRI t2 i 9J1, mI , t l  F P więc z definicj i  6 .4 .2  

(4 )  

Na podstawie (3 ) , (4) i definicj i 6 .4 . 2 :  9J1, mI , t2 F -,P-,p --+ Hp. Zatem 
FIK! -,P-,p --+ Hp. 

b) 
Model 9J1 zaproponowany w dowodzie punktu a) wykorzystamy do wy

kazania ,  że -,H -,p --+ Pp nie jest tautologią 1Kt . Zauważmy, że z konstrukcj i 
modelu i definicj i 6 .4 .2  mamy 9J1, mi , tl F -'p. Ponieważ w dowolnym stanie 
wiedzy mi (E 9J1) jedynym momentem czasowym wcześniej szym niż t2 jest 
moment tl , więc z definicj i 6 .4 .2  dla dowolnego mi mamy 9J1. mi , t2 F H -'p. 
Stąd z definicj i 6 .4 .2  

( 1 )  

Z konstrukcj i modelu 9J1 mamy 9J1 ,  mI , t l  F p .  Ponieważ t1RI t2 ,  zatem 
z definicj i 6 .4 .2  

(2 )  9J1. mI , t2 F Pp. 
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Na podstawie ( 1 ) ,  (2 )  i definicj i 6 .4 . 2 :  9J1, ml , t2 F -,H-,p -----> Pp. Zatem 
FIKt -,H -,p -----> Pp. 

c) 
Pokażemy teraz , że -,Hp -----> P-'p nie j est tautologią IKt . Niech T1 = 

{t1 , t2 } , R1 = { (t2 ,  td } ·  Niech funkcja Vi będzie taka, że p et Vi (t2 ) ' Stany 
wiedzy, w których poziom wiedzy jest nie niższy niż poziom wiedzy w stanie 
wiedzy mi konstruujemy w sposób następujący: 

( 1 )  

(2 )  

(3) 

Ti+1  = Ti U {ti+2 } , 

Ri+l = Ri U { (ti+2 , td } · 
Vi+l jest takie , że dla t i- tż+2 : p E Vi+l (t) , 

natomiast dla t = ti+2 : p � Vi+l (t) . 

Stan wiedzy mi+l jest trójką uporządkowaną (Ti+1 ,  Ri+ l , Vi+l ) ,  czyli 

mi+l = (Ti+1 ,  Ri+ l , Vi+l ) ' 

Niech :F = {Vi}iEI będzie klasą funkcj i spełniaj ących warunek (3) , 
'I = ( U  Ti , U Ri ) ,  9J1 = {mi : i E I} ,  przy czym stany wiedzy mi kon-

iEI iEI 
struowane są zgodnie z warunkami ( 1 ) , (2) i (3 ) . Z konstrukcj i modelu 9J1 
dostajemy, że w każdym stanie wiedzy m! ( E  9J1) , istnieje moment t , wcze
śniej szy niż tl , tj . tRr tl taki , że 9J1, ml , t F p. Zatem z definicj i 6 .4 .2  dla 
dowolnego stanu wiedzy ml zachodzi 9J1, ml , tl F Hp. Na podstawie defi
nicj i 6 .4 .2  otrzymujemy 

(4) 

Z konstrukcj i modelu wynika, że jeżeli w jakimś momencie czasowym t , 
w dowolnym stanie wiedzy mi (E 9J1) jest tak ,  że 9J1, mi ,  t F p, to W kHż
dym stanie wiedzy m; ( E  9J1) zachodzi 9J1, m; , t F p. W stanie wiedzy mi 

( E  9J1) jedynym momentem czasowym wcześniej szym niż t1 jest moment t2 . 
Moment t2 jest taki , że p � Vi (t2 ) . W modelu klasycznym wystarczyłoby 
to do stwierdzenia, że 

9J1, mi , t2 F -'p. 

W modelu logiki temporalnej nadbudowanej nad logiką intuicjonistyczną 
tak nie jest . Ze sposobu konstrukcj i stanów wiedzy o nie niższym pozio
mie wiedzy niż poziom wiedzy w stanie mi mamy, że p E V2 (t2 ) . Zatem 
z definicj i 6 .4 .2  
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Z definicj i 6 .4 .2  

W sposób analogiczny konstruujemy kontrprzykłady dla d) , e) i f) . D 

Z powyższego twierdzenia wynika następujący wniosek: 

Wniosek 6 .7 . 1  
W systemie IKt między operatorami G i F oraz H i P nie zachodzą 
związki definicyjne zwykle mające miej sce w systemach logik tempo
ralnych , które budowane są w oparciu o logikę klasyczną. 

Wniosek powyższy nie jest jednak wystarczaj ący do stwierdzenia, że 
operatory G i F oraz H i P nie są wzajemnie definiowalne w IKt . Głosi 
on jedynie , że nie zachodzą między tymi operatorami związki definicyjne 
takie same , j akie zachodzą w nadbudowanych nad logiką klasyczną logi
kach tensalnych. W intuicjonistycznej logice zdaniowej udowodnione zostało 
twierdzenie o separowalności spójników (Wajsberg) .  Pokazaliśmy, że w in
tuicjonistycznej logice tensalnej operatory temporalne nie są definiowalne 
tak, j ak to ma miej sce w logikach temporalnych opartych na klasycznej lo
gice zdaniowej . Pokażemy, że intuicjonistyczne operatory temporalne nie są 
definiowalne w żaden inny sposób za pomocą spójników zdaniowych i po
zostałych intuicjonistycznych operatorów temporalnych. 

Na to, aby pokazać , że j akiś operator nie j est definiowalny na grun
cie IKt należy wskazać dwie struktury takie , że zdanie z rozważanym ope
ratorem w j akimś momencie t w jednej strukturze jest spełnione , a w drugiej 
nie jest spełnione . Natomiast wszystkie zdania, w których nie występuje roz
ważany operator mają w momencie t , w jednej i drugiej strukturze tę samą 
wartość logiczną 9 .  

Twierdzenie 6 . 10  
Intuicjonistyczne operatory temporalne F i G oraz P i H nie są  w IKt 
wzajemnie definiowalne . 

9 Jest to tzw. metoda Padoa dowodzenia niedefiniowalności . 
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Dowód. 
Pokażemy najpierw, że operator F nie jest definiowalny za pomocą 

intuicjonistycznych spójników zdaniowych i pozostałych operatorów tem
poralnych. W tym celu wykażemy, że Fp nie jest równoważne j akiejkolwiek 
formule temporalnej , w której operator F nie występuje .  

F: 
Niech TI = {tl , t2 } , T2 = {t l , t2 , t3 } , R I  = { (t l , t2 ) } , R2 = { (t l , t2 ) , 

(t l , t3 ) } , T = TI U T2 . Niech V'i : TI -+ 2AP będzie takie , że p t/. VI (t2 )  
natomiast 1-'2 : T2 -+ 2AP będzie taką funkcją, że: 1-'2 (tl ) = V'i (t l ) ,  1-'2 (t2) = 

V'i (t2 )  U {p} , 1-'2 (t3 ) = V'i (t2 )  . Niech F = {VI ,  1-'2 } , mI = (TI ,  RI , V'i ) ,  m2 = 

(T2 , R2 ,  1-'2 ) ,  9Jt = {ml , m2 } . 
Za pomocą indukcj i strukturalnej można wykazać , że dla dowolnego <p 

niezawierającego operatora F zachodzi: 

9Jt, mI ,  tl F <p wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt, m2 ,  tl F <p. 
Jednocześnie 9Jt, m2 ,  tl F Fp i 9Jt, mI , tl � Fp. Zatem operator F nie jest 
definiowalny w IKt . 

G: 
Pokażemy teraz , że operator G nie jest definiowalny za pomocą intuicjo

nistycznych spójników zdaniowych i pozostałych operatorów temporalnych. 
Pokażemy, że Gp nie jest równoważne j akiejkolwiek formule temporalnej , 
w której operator G nie występuje .  

Niech TI = {tl , t2 , t3 } , T2 = {tl , t2 , t3 } , RI = { (t l , t2 ) } , R2 = { (t l , t2 ) , 
(t l , t3 ) } , T = TI U T2 .  Niech V'i : TI -+ 2AP będzie taką funkcją, że p t/. 
VI (t2 ) . Niech 1-'2 : T2 -+ 2AP będzie taką funkcją ,  że: 1-'2 (tl ) = V'i (t l ) , 
1-'2 (t2 )  = V'i (t2 ) U {p} , 1-'2 (t3 ) = V'i (t3 ) ,  p E VI (t3 ) .  Niech F = {VI ,  1-'2} . Niech 
mI = (TI ,  RI , V'i ) , m2 = (T2 ,  R2 , 1-'2) . Niech 9Jt = {mI , m2 } . Za pomocą 
indukcj i strukturalnej można wykazać , że dla dowolnego <p niezawierającego 
operatora G zachodzi: 

9Jt, mI , tl F <p wtedy i tylko wtedy, gdy 9Jt, m2 ,  tl F <p. 
Z konstrukcj i modelu mamy, że 9Jt, m2 , tl F Gp i 9Jt, mI , tl � Gp. Zatem 
operator G nie jest definiowalny w IKt . 

Analogicznie można pokazać niedefiniowalność w IKt operatorów 
P i H. D 

Nie jest jednak tak, że operatory G, F, H, P są zupełne od siebie nieza
leżne . Pewne związki między operatorami H i P oraz G i F zachodzą w IKt . 
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Są to związki następujące : 

Twierdzenie 6 . 1 1  

a )  f-IKt H -,cp  ---) -,Pcp, 
b) hKt H cp ---) -,P-'cp,  
c) hKt P-'cp ---) -,H cp , 
d) hKt G -, cp ---) -, F cp , 
e) hKt G cp ---) -, F -, cp,  
f) hKt F-,cp ---) -,Gcp . 

Dowód. 

a) hKt H -,cp ---) -,Pcp 
Dowód. 

1 .  hKt (Pcp ---) -,H -'cp) ---) ( H  -, cp  ---) -,Pcp) aksjomat 1 ,  
2 .  hK H-,cp ---) -,Pcp aksjomat 5 ' , 1 ,  MP. t 

b) hKt H cp ---) -,P-'cp 
Dowód. 

1 .  
2 .  

3 .  
4 .  
5 .  
6 .  

Dowód. 

hK cp ---) -, -, cp t 
hK H (cp ---) -, -, cp ) t 

hKt H ( cp ---) -, -, cp) ---) (H cp ---) H -, -, cp ) 

hK H cp ---) H -, -, cp t 

1 . hKt (H cp ---) -, p -, cp) ---) (P -, cp ---) -, H cp ) 
2 .  hKt P-,cp ---) -,H cp 

o 

aksjomat 1 ,  
1 ,  RH , 

aksjomat 2 ' , 
2 , 3 ,  MP, 
punkt a) , 

4 , 5 ,  SYLL. 
O 

aksjomat 1 ,  
1 ,  punkt b) , MP. 

O 

Dowody punktów d) , e) i f) są podobne , więc je  pomijamy. O 
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6 .8 .  Podsumowanie 

Logika intuicjonistyczna i wiedza są ściśle ze sobą powiązane . To wła
śnie podej ście epistemiczne jest epicentrum intuicjonistycznego Brouwerow
skiego wyjaśniania prawdziwości j ako dowodliwości przez idealnego mate
matyka, czy ogólniej rzecz ujmując , przez idealny podmiot poznający. In
tuicjonistyczne modele Kripkego dobrze modelują ewolucyjny proces zdo
bywania wiedzy przez podmiot poznający. Można pokusić się o zadanie 
pytania, czy przy takim podejściu pojęcia bycie prawdziwym i bycie zna
nym powinny być pojmowane przez tenże idealny podmiot poznający 
jako dwa różne pojęcia, czy też pojęcia te powinny być ze sobą utożsa
miane? Wydaje się , że jeśli logika intuicjonistyczna służy jedynie mode
lowaniu wiedzy matematycznej , to pojęcia te można utożsamić . Jednak, 
gdy zastosujemy tę logikę do modelowania rozumowań empirycznych , to 
rozróżnienie tych pojęć jest nieuniknione . Intuicjonistyczna prawdziwość 
pojmowana j ako dowodliwość (w przypadku dyskursu matematycznego) , 
bądź jako weryfikowalność (w przypadku dyskursu empirycznego) wymaga 
pewnej wiedzy implicite .  Zakładamy o naszym idealnym podmiocie po
znawczym, że: 

• coś jest prawdziwe , gdy idealny podmiot poznaj ący może to zweryfiko
wać , 

• idealny podmiot poznający ma nieograniczone zasoby mocy obliczenio
wej , 

• idealny podmiot poznający ma nieograniczone zasoby pamięci, 
• idealny podmiot poznający ma nieograniczone zasoby czasu etc .  

\Viedza explicite idealnego podmiotu poznającego zawiera natomiast 
dane , które podmiot ten aktualnie posiada. Nawet w przypadku ideal
nego podmiotu poznającego , w aktualnym stanie wiedzy, nie ma on in
formacj i na temat przyszłych zdarzeń przygodnych, czy faktów, które 
jeszcze nie zaistniały. To rozróżnienie między wiedzą implicite a wiedzą 
explicite jest znakomicie widoczne właśnie w intuicjonistycznych mode
lach Kripkego . Rozważane w systemie IKt modele składaj ą się ze zbioru 
częściowo uporządkowanych stanów wiedzy. Pewne formuły są w nich 
spełnione jedynie przez odwołanie się do danego stanu wiedzy. Spełnial
ność innych formuł jest testowana ze względu na stany wiedzy o wyż
szym poziomie wiedzy. Litery zdaniowe oraz formuły zbudowane jedy
nie z liter zdaniowych, koniunkcj i ,  alternatywy oraz operatorów F i P 
są formułami pierwszego rodzaju .  Formuły zdaniowe zawierające nega-
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cję ,  implikację ,  bądź jeden z operatorów G lub H są natomiast formu
łami rodzaju drugiego . Litery zdaniowe mogą reprezentować podstawową 
wiedzę faktualną, j aką nabywa podmiot poznający np. przez akt patrze
nia. Z kolei zbiór częściowo uporządkowanych stanów wiedzy intuicyjnie 
reprezentuje ewolucyjny charakter nabywania wiedzy przez idealny pod
miot poznający. 

System IKt intuicjonistycznej logiki temporalnej ma wiele zalet , gdy 
pojmujemy go jako narzędzie formalne do logicznej reprezentacj i wiedzy 
zmieniaj ącej się w czasie . Wiedza jest bowiem w tym systemie zaimplemen
towana na poziomie semantycznym w sposób naturalny. 

System ten nie j est jednak pozbawiony niedoskonałości i ograniczeń . 
Pierwszym z nich j est jego ograniczona stosowalność . Ze względu na przy
jętą monotoniczność wiedzy czyli , że fakt uznany w danym stanie wiedzy 
jest uznany we wszystkich stanach wiedzy o nie niższym poziomie wiedzy, 
system ten dobrze modeluje zmieniaj ącą się w czasie wiedzę matematyczną, 
czy logiczną. W tych bowiem przypadkach mamy podobną zasadę : twier
dzenie raz poprawnie udowodnione , jest uznane w każdym stanie wiedzy 
o nie niższym poziomie wiedzy. W przypadku wiedzy dotyczącej nauk em
pirycznych bywa natomiast tak, że fakt uznany w pewnym stanie wiedzy, 
może zostać odrzucony w stanie wiedzy o wyższym poziomie wiedzy niż 
poziom wiedzy stanu wiedzy, w którym fakt ten został uznany. Uznane 
może być jego przeczenie . Opis takiej sytuacj i w systemie IKt nie jest 
możliwy. 

Kolejnym problemem jest uznawalność przez podmiot poznający zdań 
drugiego rodzaju. Jeśli podmiot poznający znajduje się w j akimś stanie 
wiedzy, to może uznać , bądź nie jedynie zdanie rodzaju pierwszego. Pod
miot ten nie ma bowiem wiedzy dotyczącej wszystkich stanów wiedzy. 
W przyjętej semantyce dla języka 'cIKt mamy zatem dwa rodzaje podmio
tów poznających . Pierwszy rodzaj , to podmiot wewnętrzny, czyli podmiot 
poznający, który znajduje się wewnątrz pewnego stanu wiedzy m; . Pod
miot ten może uznawać bądź nie uznawać jedynie zdania pierwszego ro
dzaju i zna jedynie czas 'I; stanu wiedzy m; . Drugi rodzaj podmiotu po
znającego , to podmiot zewnętrzny. Nazwijmy go Arbitrem. Arbiter patrzy 
na model z zewnątrz . Zna wszystkie stany wiedzy oraz zna całą struk
turę czasową modelu , czyli czas 'I. Może więc uznawać zdania zarówno 
pierwszego jak i drugiego rodzaju. Można sobie wyobrazić , że system taki 
mógłby służyć do modelowania pracy np . mikroprocesora. Mikroprocesor 
pełniłby w takiej sytuacj i rolę podmiotu poznaj ącego znajduj ącego się we-
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wnątrz stanów wiedzy. Rola Arbitra przypadłaby człowiekowi , nadzorują
cemu pracę takiego procesora i podejmującemu decyzje zewnętrzne , których 
procesor , j ako podmiot poznający znajdujący się wewnątrz , nie mógłby 
podejmować . 
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Rozdział 7 

Temporalno-epistemiczna formalizacja 

wiedzy algorytmicznej 

VV dotychczasowych rozważaniach dotyczących reprezentacj i w języku 
logiki wiedzy zmieniającej się w czasie zakładaliśmy, że podmiot poznaj ący 
na podstawie przesłanek automatycznie i natychmiast ma dostęp do wszyst
kich konsekwencj i logicznych z tych przesłanek wynikających . Nie braliśmy 
pod uwagę kosztu czasowego , j aki podmiot poznający musi ponieść , aby 
konsekwencje logiczne wyinferować . Takie założenie możemy przyjmować , 
kiedy opisujemy wiedzę idealnych podmiotów poznających. W przypadku 
opisu wiedzy rzeczywistych podmiotów poznających powinniśmy brać pod 
uwagę nie tylko , co podmiot poznający aktualnie wie , i co może wywnio
skować (kiedykolwiek) , lecz powinniśmy także wziąć pod uwagę co podmiot 
poznający jest w stanie wywnioskować , w specyficznych warunkach, w okre
ślonym czasie . 

Rozważmy następujący przykład. W teleturnieju o nazwie Gilotyna 1 
uczestnik zabawy biorący udział w finale gry musi w ciągu sześćdziesięciu 
sekund dobrać słowo pasujące do pięciu innych słów. Część uczestników od
gaduje właściwe słowo , część, niestety nie . Zdarza się , że tuż po zakończe
niu czasu przeznaczonego na udzielenie odpowiedzi ,  gracz , który zapisał na 
kartce błędną odpowiedź , podaje odpowiedź właściwą. Można więc stwier
dzić , że finalista miał dostateczną wiedzę , aby wywnioskować odpowiedź 
poprawną, jednak specyficzne warunki (presj a ,  stres , itp . )  oraz ograniczony 
czas na udzielenie właściwej odpowiedzi spowodowały, że udzielił błędnej 
lub nie udzielił żadnej odpowiedzi . 

1 Teleturniej ten był swego czasu emitowany w jednej z polskich stacj i  telewizyjnych. 
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VV przypadku rzeczywistych podmiotów poznających należy zatem roz
ważać co podmioty poznaj ące mogą wiedzieć lub co mogą wywnioskować 
w ciągu pewnej ilości jednostek czasowych. Zamiast zdań typu: 

podmiot  poznający wie (aktualnie), że rp,  

należy zatem analizować zdania typu: 

jeśli zapytam o rp, to podmiot poznający jest w stanie udzielić mi 
prawidłowej odpowiedzi w ciągu n jednostek czasowych. 

Ho [Ho98] definiuje wiedzę algorytmiczną j ako wiedzę spełniającą 
następujące postulaty: 

1 .  Podmiot poznający wie , że rp gdy rp jest elementem wiedzy aktualnej 
podmiotu bądź rp wynika (ze względu na logikę zastosowaną przez pod
miot poznający) logicznie z tej wiedzy. 

2 .  Podmiot poznający ma algorytm służący do wywnioskowania rp i jest 
zdolny wybrać ten algorytm,  aby go użyć wtedy, kiedy podejmie decyzję 
o wywnioskowani u rp. 

3 .  Obliczenia zajmują  co najwyżej n jednostek czasowych 2 . 
Do oszacowania złożoności czasowej stosowanych przez podmiot pozna

jący algorytmów potrzebujemy jakiegoś modelu miary czasu . Dla prostoty 
założymy, że czas semantyczny jest czasem dyskretnym z momentem po
czątkowym. Przyjmiemy zatem, że zbiór momentów czasowych jest izomor
ficzny ze zbiorem liczb naturalnych N. 

Ho [Ho98] wprowadza dwa operatory epistemiczne : Kn oraz KCl . For
mułę Knrp czytamy: podmiot  poznający dowie się, że rp w czasie n jednostek 
czasowych. Jeśli więc podmiot poznający ze swojej wiedzy aktualnej posta
nowi wywnioskować rp ,  to dokona tego co najwyżej po n jednostkach czaso
wych. Wymaga się więc od podmiotu poznającego nie tylko tego , aby miał 
przynajmniej jedną procedurę do obliczenia rp ,  ale także tego , aby posia
dał umiejętność wybrania właściwej procedury, prowadzącej do uzyskania rp 
w określonym czasie . 

Bywa też tak, że podmiot poznający może wywnioskować rp. lecz nie 
jest możliwe oszacowanie czasu, którego potrzebuje na dokonanie stosmv
nych operacj i prowadzących do uzyskania rp. Dzieje się tak w przypadkach , 
gdy nie jest znana złożoność algorytmu zastosowanego przez podmiot po
znający lub nie jest znana wybrana przez niego strategia postępowania. 

2 \\'iedza algorytmiczna związana jest więc z algorytmem, który ją ustanawia. Reprezen
tuje  ona nie tylko wiedzę faktualną. lecz także pewien rodzaj wiedzy proceduralnej . 
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Wprowadza się pewien rodzaj kwantyfikacj i w konstruowanym języku . Roz
waża się zatem zdania postaci istnieje liczba n taka, że podmiot poznający 
jest zdolny do wywnioskowania faktu <p w ciągu n jednostek czasowych. Zda
nie to można formalnie zapisać za pomocą operatora epistemicznego K3 
w sposób następujący: K3<p. 

Formuła K3<p jest formułą słabszą niż Kn<p w tym sensie, że nie mówi 
ona dokładnie j ak długo będzie trwało wyznaczanie formuły <p.  Formuła 
ta mówi jedynie , że gwarantowane jest zakończenie obliczeń w skończonym 
czasie . 

Przedyskutujemy logikę LAK wiedzy algorytmicznej zaproponowaną 
przez Ho [Ho98] .  

Aksjomatyka LAK 

1. <p, jeśli <p jest tautologią klasycznej logiki zdań języka 'cLAK 3 . 

2 .  ( 3nK[' <p J\ 3n' K[" (<p ---t 'IjJ) ) ---t 3n" Kr" 'IjJ.  

3 .  K[,<p ---t K:/ <p ,  dla dowolnych n ,  n '  takich , że  n < n' . 

Reguły: 

MP: 

RK: 

3n K[,<p 

Aksjomat 2 głosi , że jeżeli podmiot poznający ma algorytm, aby w j a
kimś skończonym czasie wywnioskować <p4  oraz ma algorytm,  aby w jakimś 
skończonym czasie wywnioskować <p ---t 'IjJ, to podmiot ten ma również algo
rytm, aby w jakimś skończonym czasie wywnioskować 'IjJ. Aksjomat 3 stwier
dza natomiast , że jeśli podmiot poznający może wywnioskować <p w czasie 
nie dłuższym niż n, to może on wywnioskować <p w każdym czasie dłuż
szym niż n .  

3 Nazwa logiki j est skrótem o d  Logic of AIgorythmic Knowledge. 

4 Nie mamy tu na myśli j edynie wnioskowania w sensie logicznym. Wspomniany algorytm 
może być algorytmem obliczeniowym lub j akimkolwiek sposobem uzyskania wiedzy <p .  
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Ponadto w logice LAK wyprowadza się regułę wtórną: 

Lemat 37 ( [Ho98] ) 
Reguła: 

3nK,n rp --) 3n' K�' rp 
jest regułą wtórną w LAK. 

Załóżmy, że podmiot poznający potrzebuje n jednostek czasowych , aby, 
gdy zajdzie taka potrzeba, wywnioskować rp.  Możemy zatem z całą pew
nością założyć , że podmiot poznający będzie w stanie wywnioskować rp ,  
kiedy będzie miał więcej czasu do dyspozycj i .  Wszystkie formuły postaci 
Knrp --) K'Jrp,  są aksjomatami LAK. 

Zauważmy, że w proponowanym formalizmie wiedza implicite o formule 
rp jest wyrażona za pomocą K'Jrp.  Na przykład , jeśli rp j est dowodliwe , to 
możemy założyć , że podmiot poznający posiada algorytm służący do udo
wodnienia rp. Na podstawie rp możemy zatem wnioskować , że K'Jrp (reguła 
generalizacj i epistemicznej ) .  

Podmioty poznające w LAK mają własność pozytywnej introspek
cj i [Ho98] , czyli po wywnioskowaniu rp podmiot poznaj ący może dokonać 
introspekcj i swojej wiedzy i odkryć , że wie , że rp. Pozytywną instrospekcję 
podmiotu poznającego w języku �LAK formułujemy następuj ąco : 

\::In (Kinrp --) Kin+1Krrp) .  
Wiedza algorytmiczna ma zastosowanie do reprezentacj i nie tylko tego , 

co podmiot poznający wie , lub wiedzieć może , ale także do analizy zagad
nienia ,  j ak dużo czasu podmiot poznaj ący potrzebuje ,  aby wywnioskować 
na podstawie swojej wiedzy to, co chce wiedzieć . Podmiot poznający może 
nie mieć wiedzy o rp w j akimś momencie czasowym. Może jednak mieć 
procedurę inferencyjną, prowadzącą do uzyskania formuły rp w przyszłości . 
Ilość czasu potrzebna do wykonania operacj i  niezbędnych do wyinferowa
nia danej formuły zależy jednak od szeregu czynników, z których najważ
niej szymi wydają się : złożoność rozważanego zdania oraz moc ob liczeniowa 
podmiotu poznającego. Jeśli złożoność formuły oraz moc obliczeniowa pod
miotu poznającego są znane , to czas potrzebny podmiotowi poznającemu 
na wyinferowanie danej formuły może być oszacowany. 

\tV wielu przypadkach ważna jest nie tylko wiedza na temat tego , co 
dany podmiot poznający wie , ale też wiedza na temat tego , czego pod
miot nie wie w określonym czasie . Braki w wiedzy podmiotu poznającego 
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mogą ograniczać j ego wybory. Jego działania mogą być w takich sytuacjach 
przewidywalne , bądź odpowiednio wyjaśnione . 

Rozważmy np. racjonalny podmiot poznający, który musi wykonać 
pewne zadanie w określonym czasie . Załóżmy ponadto ,  że znalezienie spo
sobu na wykonanie zadania j est relatywnie łatwe , lecz znalezienie planu 
optymalnego jest problemem bardzo trudnym, nierozwiązywalnym w cza
sie , który podmiot poznający ma do dyspozycj i .  W takiej sytuacj i racjo
nalne jest znalezienie i wykonanie innego , przybliżonego rozwiązania oraz 
rezygnacj a z poszukiwania rozwiązania optymalnego . 

Dobrym przykładem takiej sytuacj i jest problem komiwojażera. Obli
czenie trasy jest zadaniem dość łatwym, lecz wyznaczenie trasy optymalnej 
jest już zadaniem bardzo trudnym. Ponadto ,  co jest równie ważne , znale
zienie rozwiązania bliskiego rozwiązaniu optymalnemu może być zadaniem 
łatwym. Racjonalny podmiot poznający próbuje  więc wyznaczyć trasę bli
ską trasie optymalnej i skorzystać z tej wiedzy, zamiast próbować wyznaczać 
trasę optymalną· 

Rozważmy inny przykład . Kiedy używamy klucza publicznego , aby za
szyfrować wiadomość ,  chcemy być pewni , że nikt , kto nie zna klucza pry
watnego , nie będzie mógł odczytać zaszyfrowanej wiadomości , w zdroworoz
sądkowym czasie . Chociaż istnieją algorytmy służące do uzyskania klucza 
prywatnego na podstawie klucza publicznego , to przy odpowiedniej dłu
gości klucza ,  algorytmy te działaj ą na tyle długo , że możemy mieć , przy
najmniej na razie 5 , poczucie zachowania tajemnicy, w przypadku zaszy
frowanych wiadomości . Przekonanie , że nasza zaszyfrowana wiadomość nie 
zostanie szybko odczytana opiera się na złożoności rozumowania, które po
winno być wykonane , aby można było odczytać zaszyfrowaną wiadomość , 
bez znajomości klucza prywatnego . 

Brak określonych informacj i może być wydedukowany na podstawie 
obecności innych informacj i ,  z wykorzystaniem pewnych założeń o nie
sprzeczności podmiotów poznających . Na przykład , jeśli podmiot pozna
j ący wie , że !.p ,  to możemy założyć , że podmiot poznający nie wie , że '!.p,  

5 \V przypadku pojawienia się komputerów kwantowych, współczesna kryptografia, opie
rająca się na faktoryzacji  dużych liczb pierwszych , przestanie mieć zastosowanie. Szybkość 
działania komputerów kwantowych, ze względu na równoczesność wykonywania olbrzymiej 
ilości operacj i  obliczeniowych, będzie na tyle duża, że będą one zdolne do wykonania faktory
zacj i  dużych liczb pierwszych w bardzo krótkim czasie. Szacuje się, że rozwiązanie problemu, 
które współczesnym komputerom zajęłoby około 5000 lat ,  komputerowi kwantowemu zajmie 
kilkanaście sekund. 
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o ile podmiot poznający przeprowadza rozumowania w sposób niesprzeczny. 
Istnieje jednak także inny sposób , na podstawie którego można wnioskować 
o brakach wiedzy algorytmicznej . Oczekiwanie , że coś nie może być poznane 
w określonych granicach czasowych opiera się na złożoności rozumowania 
wymaganego do rozwiązania określonego problemu. 

Aby zilustrować j ak analiza złożoności może być użyta do uzyska
nia reguł epistemicznych , rozważmy przykład dotyczący wiedzy o liczbach 
pierwszych. Niech wiedza podmiotu poznającego opisana będzie za pomocą 
formuły Kn P( x) (podmiot poznający potrafi w czasie n jednostek cza
sowych rozstrzygnąć , czy x jest liczbą pierwszą) oraz formuł jej podob
nych. Dla uproszczenia przyjmijmy, że wszystkie podmioty poznające mają 
taką samą szybkość rozumowania. Istniej ą proste algorytmy do testowa
nia, czy dana liczba jest liczbą pierwszą. 'Wartość n może być więc opi
sywana pewną funkcj ą, zależną od x . Jeżeli do rozstrzygnięcia, czy x jest 
liczbą pierwszą podmiot poznający zastosuje jeden z testów naiwnych, to 
będzie musiał wykonać co najwyżej Vn dzieleń, przy czym koszt każdego 
dzielenia jest proporcjonalny do I l x2 1 1 , gdzie I l x l l  jest długością x . Funk
cj a kosztu f będzie określona następuj ąco : f (x) = x . I l x 1 1 2 . Zatem wie
dza podmiotu poznającego składa się m. in .  ze wszystkich formuł postaci 
Kf(x) P (x) ,  gdy x jest liczbą pierwszą oraz Kf(x)-,p(x) ,  gdy x nie jest liczbą 
pierwszą· 

Można postawić pytania: Co możemy powiedzieć na temat metawiedzy 
podmiotów poznających? Co podmiot poznający j wie na temat wiedzy 
podmiotu poznającego i? Jeśli podmiotowi poznającemu j zadamy pytanie : 
Jak dużo czasu potrzebuje podmiot poznający i na rozstrzygnięcie kwestii ,  
czy liczba x jest liczbą pierwszą, to podmiot poznający j nie musi sam 
stosować algorytmu sprawdzaj ącego , czy x j est liczbą pierwszą. Podmiotowi 
poznającemu j w takiej sytuacj i wystarczy obliczenie złożoności algorytmu 
sprawdzającego pierwszość liczby x , aby udzielić informacj i ,  że podmiot 
i potrzebuje f (x) jednostek czasowych. Czas , którego potrzebuje podmiot 
poznający j ,  aby obliczyć złożoność testu pierwszości , j est proporcjonalny 
do rozmiaru x .  

Za pomocą języka ,l;LAK możliwe jest modelowanie wiedzy racjonal
nych podmiotów poznających nieobdarzonych wszechwiedzą logiczną. Pod
mioty poznające są racjonalne ponieważ są zdolne do wyprowadzania logicz
nych konsekwencj i z tego ,  co wiedzą explicite. Z drugiej strony, ponieważ 
podmioty poznające mają ograniczone zasoby wiedzy, nie mogą wyprowa
dzić wszystkich konsekwencj i wynikaj ących z ich wiedzy. Wiedza explicite 
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podmiotów poznających nie jest domknięta na żadne prawo logiczne , więc 
problem wszechwiedzy logicznej , w tym przypadku, nie istnieje .  

Nasze rozważania dotyczące wiedzy algorytmicznej koncentrowały się 
na pojedynczym momencie czasowym. Formuła typu Krep jest formułą o ak
tualnej zdolności podmiotu poznającego do przetwarzania wiedzy. Jednak 
formuła ta nic nie mówi o wiedzy podmiotu poznaj ącego n jednostek cza
sowych od teraz (oprócz przypadku, gdy n = O) . Interesującym problemem 
jest relacja wiedzy algorytmicznej podmiotu poznającego , w różnych mo
mentach czasowych, w stosunku do jego wiedzy algorytmicznej w innych 
momentach . 

Niech czas semantyczny będzie izomorficzny ze zbiorem liczb całko
witych. Dla dowolnej liczby całkowitej t zamiast pisać Krep, będziemy pi
sać Krtep ,  aby wyraźnie zasygnalizować , że rozważamy wiedzę podmiotu 
poznającego w czasie t. Jeśli więc podmiot poznający i zacznie obliczać ep 
w czasie t ,  a na obliczenie ep potrzebuje przynajmniej n jednostek czaso
wych , to zakończy on obliczanie ep nie wcześniej niż w czasie t + n. Powstaje 
pytanie j ak można sformalizować relację między wiedzą algorytmiczną pod
miotu poznającego w dwóch różnych momentach czasowych. 

Rozważmy na początek przypadek, gdy n = O . Czy możemy założyć , 
że wiedza j awna podmiotu poznającego utrzyma się w czasie? Na przykład , 
czy formuła K�tep ---t K�t+l ep jest prawdziwa? Odpowiedź na to pytanie jest 
negatywna. Formuła taka nie może być aksjomatem, ponieważ nie można 
założyć j ej prawdziwości dla dowolnej formuły ep. Można zadać pytanie w j a
kich okolicznościach formuła taka jest prawdziwa, lub czy j akaś domyślna 
reguła wnioskowania może być użyta do ewolucj i w czasie wiedzy j awnej ? 

Pytanie pokrewne jest następujące : Jak zmieniają się zdolności 'rOzu
mowania podmiotu poznającego w czasie ?  Jeśli w czasie t stwierdzamy, że 
prawdziwe jest zdanie : podmiot poznający potrzebuje n jednostek czasowych, 
aby ob liczyć ep, to czy zdanie to pozostaje prawdziwe w czasie t + l ?  Czy 
Kftep ---t Kft+1 ep jest prawdziwa? Nie jest to prawda uniwersalna, ponie
waż wartość logiczna ep może nie być taka sama w różnych momentach 
czasowych . Co więcej , w czasie t + 1 podmiot poznający i może potrze
bować więcej czasu na rozstrzygnięcie tej samej kwestii . Niemniej jednak, 
w przypadku wiedzy algorytmicznej , słuszne wydaje się przyjęcie założe
nia, że możliwości obliczeniowe podmiotu poznającego nie malej ą w czasie . 
Przy takim założeniu, rozważana formuła może być prawdziwa, jeśli ep ma 
odpowiednią strukturę syntaktyczną. Na przykład ep jest obiektywne i nie 
zawiera znaku negacj i .  
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Jednym z głównych problemów teorii systemów jednopodmiotowych 
czy wielopodmiotowych jest opis rzeczywistych, implementowalnych pod
miotów poznających, czyli takich podmiotów poznających, które na obec
nym etapie wiedzy mogą być skonstruowane lub przynajmniej znana jest 
idea ich konstrukcj i ( implementacji ) . Cel ten nie może być osiągnięty, je
śli nie są odpowiednio uwzględnione właściwe ograniczenia zasobów wie
dzy, ponieważ rzeczywiste podmioty poznające nie mają nieograniczonej 
pamięci . Modalne logiki epistemiczne nie są dostosowane do formalizacj i 
rozumowań uwzględniaj ących ograniczenia zasobów wiedzy. Logika wiedzy 
algorytmicznej ten cel realizuje .  
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Niniej sza monografia dotyczy problematyki związanej z reprezenta
cją zmieniającej się w czasie wiedzy podmiotów poznających. Można j ą  
umiej scowić na  pograniczu filozofii i sztucznej inteligencj i .  Filozofia próbuje  
uchwycić aspekty ludzkiej inteligencj i i je  sformalizować za pomocą apa
ratu pojęciowego logiki , zwłaszcza modalnej logiki epistemicznej . Sztuczna 
inteligencja zaś próbuje te aspekty implementować w systemach sztucz
nych , w szczególności w systemach bazujących na technologii informatycz
nej . Skutkuje to potrzebą formalizacj i  postaw umysłowych, takich jak wie
dza czy przekonanie . Pojawiaj ą się jednak problemy, j ak pogodzić postawy 
motywacyjne ,  takie j ak intencje ,  z postawami informacyjnymi, takimi j ak 
wiedza ,  czy przekonania . Współcześnie wielką uwagę przywiązuje się do 
badania i formalizacj i postaw socjalnych w systemach wielopodmiotowych . 
W społeczności złożonej z wielu podmiotów poznających ważna jest analiza 
postaw informacyjnych grup podmiotów oraz postaw motywacyjnych , ta
kich jak intencje kolektywne. Aparat formalny logiki modalnej wzbogaca się 
więc o dodatkowe operatory specyficzne : operatory wiedzy wspólnej , wiedzy 
grupowej , czy wiedzy rozproszonej . Ważnym zagadnieniem jest także forma
lizacj a tzw. commonsense reasoning, sposobów rozumowania realizowanych 
w życiu codziennym, które stoj ą w opozycj i  do rozumowań w naukach for
malnych, takich j ak np . matematyka. 

Podej ście logiczne do reprezentacj i wiedzy budziło wiele emocj i  i na
dziei na budowę wszechstronnych systemów sztucznej inteligencj i .  Ba� 
dania mechanizmów rozumowania okazały się jednak bardziej skompli
kowane niż pierwotnie przypuszczano . Istniej ą bowiem poważne prze
szkody ograniczające zastosowanie tej metody do rozwiązywania problemów 
praktycznych. 
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Po pierwsze , w rozważaniach teoretycznych , najczęściej przyjmuje się , 
że wiedza podmiotów poznających jest monotoniczna. Jeśli podmiot po
znający raz pozna rp, to nigdy już nie może zrewidować swojej wiedzy na 
temat rp i stwierdzić , że ""rp.  W życiu codziennym nasza wiedza nie jest jed
nak monotoniczna. Wielokrotnie zdarzają się sytuacje ,  że pozyskując nowe 
przesłanki nasza dotychczasowa wiedza na określone tematy okazuje się fał
szywa i dokonujemy jej korekty. Jeśli np . podmiot poznający wie , że Struś 
jest ptakiem, to mając odpowiednie reguły przetwarzania informacj i może 
wywnioskować ,  że Struś fruwa. W rzeczywistości jednak struś nie fruwa. 
Jeśli ten dodatkowy fakt wprowadzimy jako fakt do wiedzy podmiotu po
znającego , to wiedza tego podmiotu będzie sprzeczna. Z jednej bowiem 
strony podmiot poznający wie , że Struś nie fruwa (wiedza zawarta w bazie 
danych) ,  z drugiej strony podmiot może wywnioskować zdanie Struś fruwa. 
Jeśli podmiot poznający posiada wiedzę sprzeczną, to o ile w systemie for
malnym opisującym wiedzę podmiotu poznającego zachodzi prawo przepeł
nienia ,  to podmiot poznający jest wszechwiedzący, ponieważ ze sprzeczności 
może wywnioskować dowolne zdanie l .  

Po drugie właściwości wiedzy aktualnej są bardzo trudne do specyfi
kacj i .  Dany podmiot poznaj ący może wiedzieć , że cp . Może także wiedzieć, 
że cp ---t 'IjJ .  Nie oznacza to j ednak wcale , że rozważany podmiot poznający 
wie , że 'IjJ. Może sobie tego po prostu nie uzmysławiać , ponieważ nigdy się 
nad tym nie zastanawiał . Wiedza ,  którą próbujemy opisać za pomocą syste
mów formalnych, nie jest więc wiedzą aktualną, jest to raczej wiedza poten
cj alna. Jeśli jednak rozważamy zagadnienia dotyczące wiedzy potencjalnej , 
to nie musimy przejmować się ograniczeniami dotyczącymi np . złożoności 
formuł .  Możemy przecież potencjalnie znać tautologie mające 10100000 sym
boli . Gdyby nasze rozważania dotyczyły wiedzy aktualnej , trudno byłoby 
obronić stwierdzenie , że j akiś człowiek zna wszystkie tautologie składające 
się z 1 0100000 symboli . Logiki wiedzy nie są więc dobrym narzędziem do for
malnego opisu wiedzy aktualnej . Rozważanie wiedzy potencjalnej znacznie 
upraszcza jednak teorię . 

Kolejnym problemem jest eksplozja kombinatoryczna, która wystę
puje w procesach reprezentacj i wiedzy za pomocą aparatu logicznego . 
Przyjęcie założenia, że podmiot poznający zna wszystkie konsekwencje 
logiczne swojej wiedzy, prowadzi do bardzo szybkiego rozrostu zapotrze-

l Z wyjątkiem sytuacj i ,  gdy system formalny służący do opisu wiedzy podmiotu pozna
j ącego byłby oparty na logice parakonsystentnej . 
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bowania pamięciowego w procesie implementacyjnym takiego podmiotu 
poznaj ącego 2 . 

Kluczowym problemem jest też wnioskowanie z użyciem niepełnej i nie
pewnej informacj i .  Metody formalne , j ak na razie dość słabo radzą sobie 
z tym problemem. Podejmowanie decyzj i w warunkach niepewności jest 
jednak czynnością nieodzowną w działaniu człowieka. 

Mimo występujących trudności w procesie analizy rozumowań oraz 
reprezentacj i logicznej wiedzy podmiotów poznających, problematyka ta 
j est obszarem intensywnych badań, a niniejsza monografia, mamy nadzieję ,  
w ten obszar badań się wpisuje .  Przedstawiony w niej został bowiem podsta
wowy aparat pojęciowy, służący do reprezentacj i logicznej wiedzy statycz
nej . Omówiliśmy podstawowe zagadnienia związane z logikami czasu oraz 
przedstawiliśmy metodę dodawania do systemu logicznego wymiaru tem
poralnego , pozwalającą na konstrukcje systemów logicznych nadających się 
do formalnego opisu wiedzy zmieniaj ącej się w czasie . Omówiliśmy własno
ści wybranych systemów epistemicznej logiki temporalnej oraz podaliśmy 
przykłady formalizacj i wybranych problemów z wykorzystaniem języków 
tych systemów. Podmioty poznające , z definicj i ,  wykonują różne działania. 
Ważne jest , aby w formalizmie służącym do opisu wiedzy podmiotów po
znających możliwe było wyrażenie dynamiki postaw mentalnych tych pod
miotów. To, co j est interesujące , to właśnie dynamika, zmiany wiedzy pod
miotu poznającego , zachodzące w czasie oraz zmiany zachodzące w wyniku 
interakcj i podmiotów poznających ze sobą. 

Modalne logiki epistemiczne odgrywają bardzo ważną rolę w formal
nym opisie wiedzy, lecz aby opis ten był pełniej szy i bardziej oddawał rze
czywistą naturę wiedzy, konieczne wydaje się uchwycenie zmian postaw in
formacyjnych podmiotów poznaj ących w czasie . Zatem bardzo ważną rolę 
w formalnym opisie wiedzy podmiotów poznających odgrywają logiki bę
dące połączeniem modalnych logik epistemicznych z logikami czasu. 

2 Istniej ą strategie usprawniające, jednak ich efektywność jest znikoma. Jednocześnie 
trudno jest połączyć metody formalne z dostępną informacją heurystyczną. 
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Schematy tez logiki zdaniowej wykorzystywane w dowodach 

Tzl :  ( c.p  -+ -,�) -+ (� -+ -,c.p) 1 
Tz2 : c.p -+ -,-,c.p 
Tz3: ( (c.p  -+ �) A (� -+  </J) ) -+ (c.p -+ </J) 
Tz4: (c.p -+ �) -+ ( (c.p  -+ </J) -+ (c.p -+ (� A  </J) ) )  
Tz5: c.p -+ ( (c.p -+ �) -+ �) 
Tz6: (c.p -+ (� -+  </J) ) -+ ( (c.p A �) -+ </J) 
Tz7: ( (c.p  A �) -+ </J) -+ (c.p -+ (� -+  </J) ) 
Tz8: (c.p -+ �) -+ ( (</J A c.p) -+ (</J A �) ) 
Tz9: (c.p -+ (� -+ </J) ) -+ (� -+ (c.p -+ </J) ) 
TzI0 :  (c.p -+ �) -+ (-, � -+ -, c.p) 
Tzl l : -' (c.p V �) -+ (-'c.p A -'�) 
Tz12 :  (c.p A -'�) -+ -' (c.p -+ �) 
Tz13 :  (c.p -+ �) -+ ( (� -+ </J) -+ (c.p -+ </J) ) 
Tz14: (-,-,c.p -+ -,-,�) -+ (c.p  -+ �) 

Tz15 :  (-,� -+ -,c.p) -+ (c.p -+ �) 
Tz16 :  c.p V -,c.p 
Tz17: -,-,c.p -+ c.p 
Tz18: (-'c.p -+ �) -+ (c.p V �) 

1 Tezy 1-13 ,  19-24 są tezami zarówno logiki klasycznej , j ak też logiki intuicjonistycznej . 
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Tz19: ep --+ (1jJ --+ (ep /\ 1jJ) )  
Tz20:  ( ep  /\ 1jJ) --+ ep 
Tz21 :  (ep /\ 1jJ) --+ 1jJ 
Tz22 :  ep --+ (ep V 1jJ) 
Tz23:  1jJ --+ (ep V 7jJ) 
Tz24: ( (  ep --+ I) /\ (7jJ --+ I) ) --+ ( ( ep V 7jJ) --+ I) 
Tz25 : , ( ep /\ ,1jJ) --+ (ep --+ 7jJ) 
Tz26 :  ( ( ep --+ (1jJ /\ �) ) /\ (1jJ --+ X) ) --+ (ep --+ (X --+ �) ) 
Tz27: ( ( ( ep /\ 1jJ) --+ �) /\ 7jJ) --+ (ep --+ �) 
Tz28: (ep --+ 1jJ) --+ (,1jJ --+ ,ep) 
Tz29: ( ( ep --+ (1jJ --+ �) ) /\ (ep --+ 1jJ) ) --+ (ep --+ �) 

Wybrane tezy i własności Kt 

Tl :  f-Kt H(ep --+ 1/J) --+ (Pep --+ P1jJ) 
T2: f-Kt G (ep --+ 1jJ) --+ (F ep --+ F1jJ) 
T3: f-K PGep --+ ep t 
T4: f-K F H ep --+ ep t 
T5: f-Kt P(ep V 1/J) --+ (Pep V  P1jJ) 
T6: f-Kt F(ep V 1jJ) --+ (Fep V F1/J) 
T7: f-K, (Pep --+ H1/J) --+ H (ep --+ 1jJ) 
T8: f-K (Fep --+ G1jJ) --+ G(ep --+ 1jJ) t 
T9: f-K Pep f-7 ,H 'ep t 
TIO :  f-K Fep f-7 ,G,ep t 
T l 1 :  f-Kt (Gep V G1/J) --+ G ( ep V 1/J) 
T12 :  f-K (H ep V H 7jJ) --'> H ( ep V 1/J) t 
T13 :  f-Kt (Fep V  F1/J) --+ F(ep V  1/J) 
T14:  f-Kt (Pcp V P7jJ) --+ P(ep V 1jJ) 
T15 :  f-Kt G(:p /\ 1jJ) f-7 (Gep /\ G1/J) 
T16 :  f-K H ( cp /\ "In f-7 (H:p /\ H 7jJ ) , 
T17: f-Kt F( cp /\ 1jJ) --+ (Fcp /\ F1/J) 
T18 :  f-Kt P( cp /\ 1/J) --+ (Pcp /\ P7jJ) 
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T19 :  f-K (H:p I\ P'IjJ) - P(:p I\ 'IjJ) , 

T20: f-K, (G:p /\ F'IjJ) - F(:p /\ 'IjJ) 
T21 :  f-K, F(:p - 'IjJ) - (G:p - F'IjJ) 
T22: f-K, P(:p - 'IjJ) - (H:p - P'IjJ) 
T23: f-Kt P( G:p /\ :p /\ H:p) - :p 
T24: f-K F(G:p /\ :p /\ H:p) - :p  , 

Udowodnimy jedynie, dla przykładu, tezy Tl ,  T7 i T15 .  Dowody po
zostałych tez można znaleźć np . w pracach [Świryd04] , [Trz08] , [Benth83] ,  
[McArt79] . 

Dowód. Tl .  
1 .  f-K, (:p - w) - (-,'IjJ - -':p) 
2 .  f-K, H (:p - 'IjJ) - H ( -, 'IjJ - -, :p) 
3 .  f-Kt H ( -, 'IjJ - -, :p) - (H -, 'IjJ - H -, :p ) 
4 .  f-Kt H (:p - 'IjJ) - (H -, W - H -, :p ) 
5 .  f-Kt (H -, W - H -, :p) - (-,H -, :p - -,H -, w) 
6 .  f-Kt H(:p - 'IjJ) - (-,H-, :p - -,H-, 'IjJ) 
7 .  f-Kt H(:p - 'IjJ) - (P :p - P 'IjJ) 

Tz10  

1 ,  RRH, 
aksjomat 2 ,  

2 , 3 ,  SYLL, 
Tz10 ,  

4 , 5 ,  SYLL, 

6 ,  REQ( -,H -,:p / P:p) ,REQ ( -,H -,'IjJ / P'IjJ) .  

Dowód. T7. 
1 .  f-K, P(:p /\ -,'IjJ) - Pip 
2. f-Kt P(:p /\ -,'IjJ) - p-,'IjJ 

3 .  f-K, (P(:p /\ -,'IjJ) - P:p) - ( ( P (:p /\ -,'IjJ) - p-,'IjJ) -

(P(:p I\ -''IjJ) - (P:p I\ P-,'IjJ) ) ) 
4 .  f-Kt (P(:p /\ -,w) - p-,'IjJ) - (P(:p /\ -,'IjJ) - (P:p /\ P-,w) ) 
5 .  f-Kt P ( :p /\ -,l/J) - (P:p /\ P-,w) 
6 .  f-Kt (p (:p /\ -,'IjJ) - (P:p /\ P-,w) ) -

(-, (P:p /\ p-,'IjJ) - -,P(:p /\ -,w) ) 
7. f-Kt -, (P:p /\ P-,w) - -,P(:p /\ -,w) 

D 

Tz20 , RP, 

Tz20 , RP, 

Tz4, 

1 , 3 ,  MP, 

2 , 4 ,  MP, 

Tz 10 ,  

5 , 6 ,  MP, 

8. f-Kt -,(P:p /\ -,-,p-,'IjJ) - -,P(:p /\ -''IjJ) 

9. f-Kt -,( Pip /\ -,H w) -, -,P(:p /\ -,w) 
7 ,REQ (P-,'IjJ / -,-,p-,'IjJ) 
8 ,  REQ(-,P-'w/H'IjJ) ,  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



Dodatek 291 

10 .  f-Kt -, (Pep 1\ -,H'IjJ) ----+ -,P-' (ep ----+ 'IjJ) 9 , REQ ( (ep 1\ -,'IjJ) j-, (ep ----+ 'IjJ) ) 

1 1 .  f-Kt -, (P ep 1\ -,H 1/J) ----+ H (ep ----+ 'IjJ) 
10 ,  REQ(-,P-, (ep ----+ 'IjJ) jH(ep ----+ 'IjJ) ) ,  

1 2 .  f-Kt (Pep 1\ -,H'IjJ) ----+ -, (Pep ----+ H'IjJ) Tz12 ,  

1 3 .  f-Kt ( ( p ep 1\ -,H'IjJ) ----+ -, (P ep ----+ H'IjJ) ) ----+ 
(-,-,(Pep ----+ H'IjJ) ----+ -, (Pep 1\ -,H'IjJ) ) Tz10  

14 .  f-Kt -,-,(Pep ----+ H'IjJ) ----+ -, (Pep 1\ -,H'IjJ) 1 3 ,  1 2 ,  MP, 

1 5 .  f-Kt -,-, (P ep ----+ H 'IjJ) ----+ H (ep ----+ 'IjJ) 
1 6 .  f-Kt (P ep ----+ H'IjJ) ----+ -, -, (P ep ----+ H'IjJ) 
17 .  f-Kt (P ep ----+ H'IjJ) ----+ H (ep ----+ 'IjJ) 

Dowód. T15 .  

Na dowód twierdzenia składają się dowody dwóch tez: 

A) f-Kt G (ep 1\ 'IjJ) ----+ (Gep 1\ G'IjJ) 
Dowód. 

14 ,  1 1 ,  SYLL, 

Tz2 , 

1 6 ,  1 5 ,  SYLL. 

O 

1 .  f-Kt (ep 1\ 'IjJ) ----+ ep Tz20 , 

2 .  f-Kt (ep l\ 'IjJ) ----+ 'IjJ Tz2 1 ,  

3 .  f-Kt G ( ( ep 1\ 'IjJ) ----+ ep) 1 ,  RG , 

4 .  f-Kt G ( ( ep 1\ 'IjJ) ----+ 'IjJ) 2 ,  RG, 

5 .  f-Kt G( (ep 1\ 'IjJ) ----+ ep) ----+ (G(ep 1\ 'IjJ) ----+ Gep) aksjomat 2 ,  

6 .  f-Kt G( (ep l\ 'IjJ) ----+ 'IjJ) ----+ (G(ep l\ 'IjJ) ----+ G'IjJ) aksjomat 2 ,  

7 .  f-K G(ep 1\ 'IjJ) ----+ Gep 3 , 5 ,  MP, t 

8 .  f-Kt G (ep 1\ 'IjJ) ----+ G'IjJ 4 ,  6 ,  MP, 

9 . f-Kt (G ( ep 1\ 'IjJ) ----+ Gep) ----+ ( (G ( ep 1\ 'IjJ) ----+ G'IjJ) ----+ 

( G (ep 1\ 'IjJ) ----+ (Gep 1\ G'IjJ) ) ) Tz4, 

10 .  f-Kt (G (ep 1\ 'IjJ) ----+ G'IjJ) ----+ (G (ep 1\ 'IjJ) ----+ (Gep 1\ G'IjJ) ) 7, 9 , MP, 

1 1 .  f-Kt G(ep 1\ 'IjJ) ----+ (Gep I\ G'IjJ) 8 , 10 ,  MP. 

O 
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B) f-Kt (Gcp 1\ G1/;) --+ G(cp 1\ 1/;) 
Dowód. 

1 .  f-Kt cp --+ (1/; --+ (cp 1\ 1/;) ) Tz19 ,  
2 .  f-K, G (cp --+ (1/; --+ (cp 1\ 1/;) ) ) 1 ,RG , 

3 .  f-K, G (cp --+ (1/; --+ (cp 1\ 1/;) ) ) --+ 

(GCP --+ G(1/; --+ (cp 1\ 1/;) ) ) aksjomat 2 ,  
4 .  f-Kt Gcp --+ G(1/; --+ (cp 1\ 1/;) ) 2 , 3 ,  MP, 
5. f-K, G(1/; --+ (cp l\ 1/;) ) --+ (G1/; --+ G(cp l\ 1/;) ) aksjomat 2 ,  
6 .  f-Kt Gcp --+ (G1/; --+ G(cp 1\ 1/;) ) 4 , 5 ,  SYLL , 
7. f-K, (Gcp --+ (G1/; --+ G(cpl\1/;) ) ) --+ ( (GcpI\G1/;) --+ G(cpl\1/;) ) Tz6 , 

8 .  f-K, (Gcp I\ G1/;) --+ G(cp 1\ 1/;) 6 , 7 , l\IP. 
D 

Z udowodnionych implikacj i A) i B)  wynika teza. 
D 

Zauważmy, że implikacje odwrotne do tez 1 1  i 1 2  nie są tezami Kt. 
Prawdziwość formuły G( cp V 1/;) nie pociąga bowiem prawdziwości formuły 2 
Gcp V G1/;. Dla prawdziwości w momencie t formuły G (cp V 'Ij;) wystarcza 
bowiem, że w dowolnym momencie później szym niż t, prawdziwe jest bądź 
cp, bądź 1/;. Nie wystarcza to j ednak do prawdziwości w momencie t formuły 
Gcp V G1/;. Aby w momencie t prawdziwe było Gcp V G1/; konieczne jest , aby 
bądź cp było spełnione w każdym momencie później szym niż t, bądź 1/; było 
spełnione w dowolnym momencie później szym niż t . 

Tezy 15 i 1 6  pokazuj ą, że w Kt operatory G i H są dystrybutywne 
względem koniunkcj i .  Kolejne dwie tezy pokazują, że własność ta przysłu
guje również operatorom F i P .  

Implikacje odwrotne do tez 1 7  i 1 8  nie zachodzą w systemie Kt . Praw
dziwość formuły Fcp (w przyszłości będzie taki moment czasowy, że cp jest 
prawdziwe) oraz jednoczesna prawdziwość formuły F'Ij; (w przyszłości bę
dzie taki moment czasowy, że 'Ij; jest prawdziwe) nie znaczy wcale , że praw
dziwa jest formuła F ( cp 1\ 1/;) (w przyszłości będzie taki moment czasowy, że 
prawdziwe będą w tym samym momencie czasowym formuły cp i 1/;) .  

2 l\Iożemy mówić o prawdziwości, bądź fałszywości w odniesieniu do tez systemu Kt ' po
nieważ dla K, zachodzi twierdzenie o pełności . 
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Implikacje odwrotne do tez 19 i 20 również nie zachodzą w Kt . 
Niektóre z podanych tez można uogólnić. Przedstawimy to w postaci 

następującego wniosku. 

Wniosek 8 . 1 . 1  
Dla dowolnego n E N i n 2': 2 zachodzą związki : 

a) f-Kt (Gcpl V . . .  V Gcpn) -+ G(CPl V . . .  V CPn) , 
b) f-Kt (Hcpl V . . .  V Hcpn) -+ H(CPl V . . .  V CPn) ,  
c) f-Kt (Fcpl V . . .  V Fcpn) +--+ F(CPl V . . .  V CPn ) ,  
d) f-Kt (Pcpl V . . .  V Pcpn) +--+ P(CPl V . . .  V CPn) ,  
e) f-Kt G (CPl /\ . . .  /\ CPn) +--+ (Gcpl /\ . . .  /\ Gcpn) , 
f) f-Kt H(CPl /\ . . .  /\ CPn) +--+ (Hcpl /\ . . .  /\ Hcpn) , 
g) f-Kt F(CPl /\ . . .  /\ CPn) -+ (Fcpl /\ . . .  /\ Fcpn) .  
h) f-Kt P(CPl /\ . . .  /\ CPn) -+ (Pcpl /\ . . .  /\ Pcpn) , 
i ) f-Kt (G(cpl /\ . . .  /\ CPn) /\ F7/J) -+ F(CPl /\ . . .  /\ CPn /\ 7/J) ,  
j )  f-Kt (H(cpl /\ . . .  /\ CPn) /\ P7/J) -+ P(CPl /\ . . .  /\ CPn /\ 7/J) .  

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy jedynie dla a) . Pozostałe dowody są analo

giczne . 

a) Dowód przeprowadzimy przez indukcję ze względu na n.  Dla n = 2 otrzy
mujemy tezę Tl l .  

Założenie indukcyjne: 
Załóżmy, że dla k E N i k 2': 2 jest tezą formuła: 

( 1 )  

Udowodnimy, że tezą jest też formuła: 

f-Kt (Gcpl V . . .  V Gcpk V Gcpk+l ) -+ G(cpl V . . .  V CPk V CPk+d . 
Z aksjomatu 1 mamy: 

(2 ) 

Po zastosowaniu reguły RG do (2) otrzymujemy: 

(3) f-Kt G ( (cpl V . . .  V CPk )  -+ ( (cpl V . . .  V CPk )  V CPk+l ) ) . 
Z (3) , aksjomatu 2 oraz reguły MP mamy więc : 
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(4) f-Kt G('Pl V . . .  V 'Pk ) ---t G( ('Pl V . . .  V 'Pk ) V 'Pk+l ) . 

Na podstawie ( 1 ) ,  (4) i SYLL otrzymujemy: 

(5) f-Kt (G'Pl V . . .  V G'Pk ) ---t G( ('Pl V . . .  V 'Pk ) V 'Pk+l ) . 

Korzystając z łączności alternatywy, możemy zapisać (5 )  w postaci : 

(6) f-Kt (G'Pl V . . .  V G'Pk ) ---t G('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+d ·  

Ponadto :  

( 7) f-Kt 'Pk+l ---t ('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) 3 . 

Stosując do (7) regułę RG mamy: 

(8) f-Kt G( 'Pk+l ---t ('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) . 

Na podstawie (8) , aksjomatu 2 oraz MP otrzymujemy: 

(9) 

Szczególną postacią Tz24 jest : 

( 10) ( ( (G'Pl V . . .  V G'Pk ) ---t G('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+d ) 1\ 

(G('Pk+l )  ---t G('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) ) ---t 

( ( G'Pl V . . .  V G'Pk V G'Pk+d ---t G( 'Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) . 

Na podstawie ( 10) , Tz7 i reguły MP otrzymujemy: 

( 1 1 )  f-Kt ( (G'Pl V . . .  V G'Pk ) ---t G('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) ---t 
(G(  'Pk+l ) ---t G( 'Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) ---t 

( ( G'Pl V . . .  V G'Pk V G'Pk+l ) ---t G( 'Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) ) . 

Stosując regułę MP do (6) i ( 1 1 )  dostajemy: 

( 1 2 )  f-Kt (G( 'Pk+l )  ---t G( 'Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) ---t 
( (G'Pl V . . .  V G'Pk V G'Pk+l ) ---t G('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) ) . 

Po zastosowaniu MP do (9) i ( 1 2) otrzymujemy: 

f-Kt (G'Pl V . . .  V G'Pk V G'Pk+l ) ---t G('Pl V . . .  V 'Pk V 'Pk+l ) .  

Dowody pozostałych punktów przeprowadzane są analogicznie , więc je  
pominiemy. D 

3 Jest to uogólniona wersj a Tz21 .  
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Twierdzenie 8 . 1  
Dla dowolnego n E N zachodzi: 

Jeżeli f-Kt ('Pl /\ . . .  /\ 'Pn ) � 1jJ, to f-Kt (G'PI /\ . . .  /\ G'Pn) � G1jJ.  

Dowód. 
Dowód przeprowadzony będzie przez indukcję ze względu na n.  
Dla n = O otrzymujemy regułę RG . 
Dla n = 1 dowód przebiega analogicznie do dowodu reguły RRG 

Założenie indukcyjne: 
Załóżmy, że dla k � 2 zachodzi : 

Jeżeli f-Kt ('P I /\ . . .  /\ 'Pk ) � 1jJ,  to f-Kt (G'PI /\ . . .  /\ G'Pk ) � G1jJ.  

Udowodnimy, że 

Jeżeli f-Kt ('Pl  /\ . . .  /\ 'Pk /\ 'PHI )  � 1jJ ,  

295 

to f-Kt (G'PI /\ . . .  /\ G'Pk /\ G'PH l ) � G1jJ.  

Niech więc 

( 1 )  

Stosując do ( 1 )  regułę RRG otrzymujemy: 

(2) 

Z wniosku 8 . 1 . 1 .  mamy: 

(3 )  f-Kt (G'PI /\ . . .  /\ G'Pk /\ G'PHI ) � G('PI /\ . . .  /\ 'Pk /\ 'Pk+l ) ' 

Na podstawie (2) , (3) i SYLL dostajemy: 

(4) f-Kt (G'PI /\ . . .  /\ G'Pk /\ G'PHI )  � G1jJ. 

Ponieważ twierdzenie zachodzi dla n = O i z tego , że zachodzi dla k ( E  N) 
wynika, że zachodzi dla następnika k wnioskujemy, że zachodzi dla dowol
nego n E N. D 

Definicja 8 . 1 . 1  
Dla dowolnych n E N: 

a) Gn'P = GG . . .  G 'P (przy czym G°'P = 'P) , "'--v--" 

b) 
n 

Fn'P = FF . . .  F 'P (przy czym F°'P = 'P) , "-v--" n 
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c) 

d) 

Dodatek 

Hnrp = HH . . .  H rp (przy czym HOrp = rp) , "-v--" 
n 

pn rp = PP . . .  p rp (przy czym pO rp = rp) .  "-..--" 
n 

Udowodnimy teraz kilka twierdzeń pokazujących własności operatorów: 
Gnrp,  Fnrp,  Hnrp,  pnrp .  

Twierdzenie 8 .2  
Dla dowolnego n E N: 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy przez indukcję ze względu na n .  
Dla n = O z definicj i operatora Gn otrzymujemy prawo tożsamości . 
Dla n = 1 otrzymujemy aksjomat 2 .  

Założenie indukcyjne: 
Załóżmy, że twierdzenie zachodzi dla k > 1 ,  czyli : 

( 1 )  

Na  podstawie ( 1 )  i RRG dostajemy: 

(2) 

Z aksjomatu 2 otrzymujemy: 

(3) 

Na podstawie (2) , (3) i SYLL mamy: 

(4) f-Kt GGk (rp -t 'IjJ) -t (GGkrp -t eek'IjJ) . 

Z definicj i operatora Gn otrzymujemy zatem: 

f-Kt Gk+l (rp -t 'IjJ) -t (ek+ 1 rp -t Gk+1'IjJ) . 

Wniosek 8 . 1 . 2  
Dla dowolnych n ,  m E N :  

f-Kt Gn+m (rp -t 'IjJ) -t Gm ( en rp -t Gn'IjJ) . 

Dowód. 

D 

Niech n będzie dowolne , ale ustalone . Dowód przeprowadzimy przez 
indukcję ze względu na m. 
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Dla m = O otrzymujemy postać twierdzenia 8 . 2 .  

Założenie indukcyjne: 
Załóżmy, że dla pewnego k zachodzi: 

( 1 )  

U dowodnimy, że 

f-Kt Gn+k+l (cp -----) 1/;) -----) Gk+1 (Gncp -----) Gn1/;) . 

Po zastosowaniu reguły RRG do ( 1 )  otrzymujemy: 

(2) 

Z definicj i 8 . 1 . 1  mamy: 

f-Kt Gn+k+l (cp -----) 1/;) -----) Gk+1 (Gncp -----) Gn1/;) . 

Ponieważ dla m = O 

f-Kt Gn+m (cp -----) 1/;) -----) Gm (Gncp -----) Gn1/;) 

oraz z założenia indukcyjnego 

wynika, że 

f-Kt Gn+k+l (cp -----) 1/;) -----) Gk+1 (Gncp -----) Gn1/;) , 

Zatem dla dowolnego m 

f-Kt Gn+m (cp -----) 1/;) -----) Gm (Gncp -----) Gn1jJ) . 

297 

W związku z tym, że n było dowolne (chociaż ustalone) , otrzymujemy, że 
dla dowolnych n,  m 

f-Kt Gn+m (cp -----) 1/;) -----) Gm (Gncp -----) Gn1/;) 

Twierdzenie 8.3 
Dla dowolnego n E N: 

Dowód pomijamy, j ako analogiczny do dowodu twierdzenia 8 . 2 .  
Z twierdzenia 8 . 3 wynika następujący wniosek: 

D 
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Wniosek 8 . 1 .3 
Dla dowolnych n ,  m E N: 

f-Kt cn+m ('P -----t 'IjJ) -----t cm (pn'P -----t pn'IjJ) .  

Dowód, j ako analogiczny do dowodu wniosku 8 . 1 . 2 ,  pomijamy. 

Twierdzenie 8 .4 
Dla dowolnego n E N: 

f-Kt cn'P -----t Cn ('IjJ -----t 'P) .  

Dowód przeprowadza się przez indukcję po n z wykorzystaniem re
guły RRG . 

Twierdzenie 8 .5  
Dla dowolnego n E N:  

jeżeli f-Kt 'P -----t 'IjJ , to  f-Kt Cn ( 'P -----t 'IjJ) .  

Dowód przeprowadza się przez indukcję po n z wykorzystaniem re
guły RRG . 

Twierdzenie 8 .6 
Dla dowolnych k , n E N: 

f-Kt (cn'PI V . . .  V cn'Pk ) -----t Cn ('PI V . . .  V 'Pd . 

Dowód. 
Zgodnie z Tz24 

( 1 )  f-Kt 'Pi -----t ('Pl V . . .  V 'Pi V . . .  V 'Pk) , ( 1 ::; i ::; k) . 

Na podstawie ( 1 )  i twierdzenia 8 . 5  otrzymujemy: 

(2) 

Zgodnie z twierdzeniem 8 .2  

(3 )  f-Kt Cn ('Pi -----t ('Pl V . . .  V 'Pi V . . .  V 'Pk ) ) -----t 
(cn'Pi -----t Cn ('PI V . . .  V 'Pi V . . .  V 'Pk) ) . 

Stosując regułę l\IP do (2 ) i (3) dostajemy: 

(4) 
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Zgodnie z Tz24 

(5) f-Kt ( (Cnipi -----+ Cn (ipI V . . .  V ipi V ipi+I ' " V ipk ) ) 1\ 
(Cnipi+I -----+ Cn (ipI V . . .  V ipi V ipi+I ' " V ipk ) ) ) -----+ 

( (Cnipi V Cnipi+d -----+ Cn (ipI V . . .  V ipi V ipi+I · · ·  V ipd ) ·  

Ponieważ (4) zachodzi dla dowolnych i ,  i + 1 ::; k ,  zatem stosując regułę MP 
do (4) i (5) otrzymujemy: 

(6) f-Kt (Cnip; V CnipHd -----+ Cn (ipI V . . .  V ipi V ipHI · · ·  V ipk ) . 

(4) zachodzi dla dowolnych i ,  takich , że 1 ::; i ::; k więc , korzystając z re
guły MP i tezy Tz24 , możemy uzupełniać poprzednik implikacj i wyraże
nia (6)  o kolejne zdania Cnipi , ( 1  ::; i ::; k) , aż dostaniemy tezę . D 

Wybrane tezy i własności 1Kt 

T25: 

T26: 

T27: 

T28: 

T29:  

T30:  

T31 :  

T32: 

T33: 

T34: 

T35: 

T36: 

hKt (Cip V C1jJ) -----+ C(ip V 1jJ) . 
f-1Kt (H ip V H 1jJ) -----+ H ( ip V 1jJ) .  
f-1Kt (Fip V F1jJ) -----+ F(ip V 1b) . 
f-1Kt (Pip V P1jJ) -----+ P(ip V 1jJ) 
hKt C(p 1\ 1jJ) � (Cip 1\ C1jJ) . 
f-1Kt H ( ip 1\ 1jJ) � (H ip 1\ H 1jJ ) . 
hKt F (ip 1\ 1jJ) -----+ (Fp 1\ F1jJ ) . 
hKt P(  p 1\ 1jJ) -----+ (Pip 1\ P1jJ) . 
hKt (Hip 1\ P1b) -----+ P(ip 1\ 1jJ) . 
hKt (Cp 1\ F1jJ) -----+ F(p 1\ 1/J) . 
hKt F (ip -----+ 1jJ) -----+ (Cip -----+ F1jJ) . 
f-1Kt P (ip -----+ 1jJ) -----+ (Hip -----+ P1jJ) . 

Podamy teraz dowody powyższych tez . 

Dowód. T 25 .  
1 .  hKt p -----+ (ip V 1jJ) 
2 .  hKt .ljJ -----+ (p V 1/J) 
3 .  f-1Kt C ( ip -----+ (p V 1/J) ) 

Tz22 ,  

Tz23 ,  

RG , l ,  
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4. f-1Kt G ( 1jJ ----+ (lP V 1jJ) ) 
5 .  hKt G (lP ----+ (lP V 1jJ) ) ----+ (GlP ----+ G ( lP V 1jJ) ) 
6 .  f-1Kt G (1jJ ----+ (lP V 1jJ) ) ----+ (G1jJ ----+ G( lP V 1jJ) ) 

RG, 2 ,  

aksjomat 2 ,  

aksjomat 2 ,  

7 .  f-1Kt GlP ----+ G(lP V 1jJ) 3 , 5 ,  MP, 

8. f-1Kt G1jJ ----+ G(lP V 1jJ) 4 , 6 ,  MP, 

9. hKt ( ( GlP ----+ G( lP V 1jJ) ) /\ (G1jJ ----+ G( lP V 1jJ) ) )  ----+ 
( (GlP V G1jJ) ----+ G (lP V 1jJ) ) Tz24, 

10. f-1Kt (G lP ----+ G ( lP V 1jJ) )  ----+ ( ( G1jJ ----+ G ( lP V 1jJ) ) ----+ 
( (  GlP V G1jJ) ----+ G (  lP V 1jJ) ) )  9 ,  Tz7, MP, 

1 1 .  f-IKt (G1jJ ----+ G ( lP V 1jJ) ) ----+ ( (  GlP V G1jJ) ----+ G ( lP V 1jJ) ) 7, 10 ,  MP, 

1 2 .  f-1Kt (GlP V G1jJ) ----+ G( lP V 1jJ) 8 , 1 1  ,MP. 

Dowód. T 26 .  
Analogiczny do dowodu tezy 25 .  

Dowód. T 27.  
1 .  hKt lP ----+ (lP V 1jJ) 
2 .  hKt 1jJ ----+ (lP V l/J) 
3 .  f-1K, G (lP ----+ (lP V 1jJ) ) 
4 .  f-1K, G ( 1jJ ----+ (lP V 1jJ) ) 
5 .  hKt G ( lP ----+ (lP V 1jJ) ) ----+ (F lP ----+ F ( lP V 1jJ) ) 
6 .  hKt G (1jJ ----+ (lP V 1jJ) ) ----+ (F1jJ ----+ F ( lP V 1jJ) ) 
7 .  hKt F lP ----+ F ( lP V 1jJ) 

O 

O 

Tz22 ,  

Tz23 ,  

RG , l ,  

RG , 2 ,  

aksjomat 4 

aksjomat 4 

3 , 5 ,  MP, 

8. hKt F1jJ ----+ F ( lP V 1jJ) 4, 6, MP, 

9. hKt ( ( FlP ----+ F( lP V 1jJ) ) /\ (F1jJ ----+ F( lP V 1jJ) ) ) ----+ 
( (FlP V F1jJ) ----+ F(lP V l/J) )  Tz24 , 

10 .  f-1Kt (FlP ----+ F (  lP V ?jJ) ) ----+ ( ( Pl/J ----+ F ( lP V ) ----+ 
( (FlP V F1jJ) ----+ F (lP V 1jJ) ) )  9 ,  Tz7, MP, 

1 1 .  f-1Kt (F1jJ ----+ F ( lP V l/J) ) ----+ ( (F lP V Fl/J) ----+ F ( lP V l/J) ) 7 ,  1 0 ,  MP, 

1 2 .  hKt (FlP V F1jJ) ----+ F (lP V l/J) 8 , 1 1 ,  MP. 

O 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



Dodatek 

Dowód. T 28.  
Dowód analogiczny do dowodu tezy 27 . 

Dowód. T 29.  
N a dowód twierdzenia składają się dowody dwóch tez: 

A) f-Kt C(ep /\ 1jJ) --+ (Cep /\ C1jJ) 
Dowód. 

1 .  hKt (ep /\ 1jJ) --+ ep 
2 .  hKt (ep /\ 1jJ) --+ 1jJ 
3 .  f-IKt C ( ( ep /\ 1jJ) --+ ep) 
4 .  hKt C ( ( ep /\ 1jJ) --+ 1jJ ) 
5 .  hKt C ( ( ep /\ 1jJ) --+ ep) --+ (C ( ep /\ 1jJ) --+ Cep) 
6 .  hKt C (( ep /\ 1jJ) --+ 1jJ) --+ (C (ep /\ 1jJ) --+ G1jJ) 
7. hKt C(ep /\ 1jJ) --+ Cep 
8 .  f-IKt C(ep /\ 1jJ) --+ C1jJ 

301 

o 

Tz20 , 
Tz2 l ,  

1 ,  RG , 
2 ,  RG , 

aksjomat 2 ,  
aksjomat 2 ,  

3 , 5 ,  MP, 
4 , 6 ,  MP, 

9. hKt (C(ep /\ 1jJ) --+ Cep) --+ ( (C(ep /\ 1jJ) --+ C1jJ) --+ 
(G(  ep /\ 1jJ) --+ (Cep /\ C1jJ) ) ) Tz4, 

10. hKt (C(ep /\ 1jJ) --+ C1jJ) --+ (C(ep /\ 1jJ) --+ (Cep /\ C1jJ) ) 7 . 9 ,  MP, 

1 1 .  hKt C(ep /\ 1jJ) --+ (Cep /\ C1jJ) 8 , 10 ,  MP. 

B) f-K, (Cep /\ C1jJ) --+ C(ep /\ 1jJ) 
Dowód. 

1 .  hKt ep --+ (1jJ --+ (ep /\ 1jJ) ) 

O 

Tz19 ,  
1 ,  RG , 2 .  hKt C (ep --+ (1jJ

. . 
--+ (ep /\ 1jJ) ) l 

3 .  f-IKt C (ep --+ (?t' --+ (rp /\ ?j:) ) --+ 
( Cep --+ C (1jJ --+ (rp /\ 1jJ) ) ) aksjomat 2 ,  

4 .  f-IK, Cep --+ C(1jJ --+ (ep /\ ?j:) ) 2 ,3 ,MP, 

5. hKt C ( 1jJ --+ (rp /\ 1jJ) ) --+ (C1jJ --+ C( ep /\ 1/;) ) aksjomat 2 ,  

6 .  hKt Cep --+ (C1jJ --+ C( rp /\ 1/;) ) 4 ,  5 ,  SYLL , 

7 .  hKt (Cep --+ (C7/; --+ C(rp/\7/;) ) ) --+ ( (Cep/\C7/;) --+ C(ep/\1jJ) ) Tz6 ,  

8 .  f-IKt (Cep /\ C7/;) --+ C(ep /\ 1jJ) 6 , 7 , MP. 
O 

Z udowodnionych implikacj i A) i B)  wynika teza. O 
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Dowód. T 30. 
Dowód analogiczny do dowodu tezy 29 .  

Dowód. T 3 1 .  
1 .  hKt G ( ( ep /\ 1/;) - ep) - (F ( ep /\ 1/;) - F ep ) 
2 .  hKt G( (ep /\ 1/;) - 1/;) - (F(ep /\ 1/;) - F1/;) 
3 .  hKt G ( (  ep /\ 1/;) - ep) 
4 .  hKt G( (ep /\ 1/;) - 1/;) 
5 .  f-IKt F( ep /\ 1/;) - Fep 
6 .  hKt F( ep /\ 1/;) - F1/; 
7 .  hKt (F ( ep /\ 1/;) - F ep) -

( (F(ep /\ 1/;) - F1/;) - (F(ep /\ 1/;) - (Fep /\ F1/;) ) )  
8 .  hKt (F (ep /\ 1/;) - F1/;) - (F(ep /\ 1/;) - (Fep /\ F1/;) ) 
9 .  hKt F(ep /\ 1/;) - (Fep /\ F1/;) 

Dowód. T 32 .  
Analogiczny do dowodu tezy 1 7 . 

Dowód. T 33.  
1 .  hKt ep - (1/; - (ep /\ 1/;) ) 

o 

aksjomat 4 ,  

aksjomat 4 ,  

Tz20 , RG , 

Tz2 1 ,  RG , 

1 , 3 ,  MP, 

2 , 4 ,  l\:1P, 

Tz4 , 

5 , 7 ,  MP, 

6 , 8 ,  MP. 

O 

O 

Tz 19 ,  

1 ,  RH, 2 .  f-IKt H (ep - (1/; - (ep /\ 1/;) ) l 
3 .  f-IKt H ( ep - (1/; - (ep /\ 1/;) ) -

(Hep - H(1/; - (ep /\ 1/;) ) )  aksjomat 2 ' , 

4 .  hKt Hep - H(1/; - (ep /\ 1/;) ) 2 , 3 , MP, 

5. f-IKt H (1/; - (ep /\ 1/;) ) - (P1/; - P( ep /\ 1/;) ) aksjomat 4 ' , 

6 .  hKt Hep - (P1/; - P(ep /\ 1/;) ) 4 , 5 ,  SYLL, 

7 . hKt (Hep - (P1/; - P ( ep /\ V;) ) ) -
( (Hep /\ P1/;) - P(ep /\ 1/;) ) 

8 .  hKt (Hep /\ P1/;) - P(ep /\ 1/;) 

Dowód. T 34. 
Analogiczny do dowodu tezy 19 .  

Tz6 ,  

6 , 7 ,  MP. 

O 

O 
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Dowód. T 35 .  
1 .  f-1Kt cP ---t ( ( cP ---t 1/;) ---t 1/; ) 
2 .  f-1Kt Gcp ---t G ( ( cP ---t 1/;) ---t 1/;) 
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Tz5 , 
1 ,  Tw. 6 . 5 ,  

3 .  hKt G ( (cp ---t 1/;) ---t 1/;) ---t (F ( cP ---t 1/;) ---t F1/; ) 
4 .  hKt Gcp ---t (F (cp ---t 1/;) ---t F1/;) 

aksjomat 4 ,  
2 , 3 ,  SYLL, 

5 .  hKt G cP ---t (F (cp ---t 1/;) ---t F1/;) ---t 
( F (cp ---t 1/;) ---t (G  cP ---t F1/;) ) 

6 .  f-1Kt F ( cP ---t 1/;) ---t (Gcp ---t F1/;) 

Dowód. T 36. 
Analogiczny do dowodu tezy 2 1 .  

Tz9 , 
4 , 5 ,  MP. 

O 

O 

Implikacje odwrotne do tez T27 i T28 są tezami Kt . Formuły te speł
nione są w dowolnym modelu . W Kt w dowodach tych formuł wykorzystuje 
się tezy, które nie są dowodliwe na gruncie logiki intuicjonistycznej . Aby 
zapewnić pełność 1Kt względem przyjętej semantyki implikacje odwrotne 
do tez T27 i T28 są przyjęte w 1Kt j ako odpowiednio aksjomaty 3 i 3 ' . 

Tezy T29 i T30 pokazują ,  że w 1Kt operatory G i H są dystrybutywne 
względem koniunkcj i .  Kolejne dwa zaś ,  wskazuj ą, że rozdzielne względem 
koniunkcj i w 1Kt są operatory F i P. 

Niektóre tezy, podobnie j ak miało to miej sce w przypadku systemu Kt , 
można uogólnić . Fakt ten przedstawimy w postaci następującego wniosku : 

Wniosek 8 . 1 .4 
Dla dowolnego n E N i n ::::: 2 zachodzą związki : 

a) hKt (Gcpl V . . .  V Gcpn ) ---t G(CPl V . . .  V CPn) , 
b) hKt (Hcpl V . . .  V Hcpn) ---t H(CPl V . . .  V CPn ) ,  
c) hKt (Fcpl V . . .  V Fcpn )  ---t F(CPl V . . .  V CPn) ,  
d) hKt (Pcpl V . . .  V Pcpn) ---t P(CPl V . . .  V CPn) ,  
e) hKt G (CPl /\ . . .  /\ CPn) +--+ (Gcpl /\ . . .  /\ Gcpn) , 
f) hKt H(CPl /\ . . .  /\ CPn) +--+ (Hcpl /\ . . .  /\ Hcpn ) ,  
g) f-1Kt F (CPl /\ . . .  /\ CPn) ---t (Fcpl /\ . . .  /\ Fcpn ) ,  
h) hKt P(CPl /\ . . .  /\ cP,,) ---t (Pcpl /\ . . .  /\ Pcpn ) ,  
i) hKt (G (CPl /\ . . .  /\ CPn ) /\ F1jJ) ---t F (CPl /\ . . .  /\ CPn /\ 1jJ) . 
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Twierdzenie 8 .7  
Specyficzne aksjomaty 3 , 3 ' , 5 , 5' , 6 , 6' , 7 , 7' , 8 , 8' 4 są  twierdzeniami sys
temu K, :  

a) f-K, H (rp --) 1/;) --) (Prp --) P1/;) , 
b) f-Kt PGrp --) rp ,  
c )  f-Kt P(rp V 1/;) --) (Prp V P1/;) , 
d) f-Kt (P rp --) H1/;) --) H (rp --) 1/;) , 
e) f-Kt Prp --) ,H,rp, 
f )  f-Kt G (rp --) 1/;) --) (F rp --) F1/;) , 
g) f-Kt F H rp --) rp ,  
h)  f-K, F (rp V 1/;) --) (Frp V F1/;) , 
i )  f-Kt (F rp --) G1/;) --) G (rp --) 1/;) , 
j )  

Dowód. 
Podamy jedynie dowody punktów od a ) do e ) . Dowody pozostałych 

punktów są analogiczne . 

Dowód. 
1 .  f-K (rp --) 1/;) --) (,1/; --) ,rp) , 
2 .  f-K H (rp --) 1/;) --) H ( , 1/;  --) , rp) , 
3 .  f-Kt H(, 1/; --) , rp) --) (H, 1/; --) H, rp) 

4 .  f-Kt H(rp --) 1/;) --) (H, 1/; --) H, rp) 

Tz10 ,  

1 ,  RRH, 

aksjomat 2 ' , 

2 , 3 ,  SYLL, 

5 .  f-K (H, 1/; --) H, rp) --) (,H, rp --) ,H, 1/;) Tz10 ,  , 
6 . f-Kt H(rp --) 1/;) --) (,H, rp --) ,H, 1/;) 4 , 5 ,  SYLL, 

7 . f-K, H (rp --) 1/;) --) (P rp --) P 1/;) 
6 ,  REQ ( ,H, rp/ p rp) ,  REQ(  ,H, 1/J / P 1/;) . 

D 

4 Pozostałe specyficzne aksjomaty s�'stemll IKt . czyli 2 . 2' . 4 , 4' . są specyficznymi aksjo
matami systemu Kt . 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



b) f-Kt PG'P --+ 'P 

Dowód. 
1 .  f-K ..., 'P --+ H P..., 'P t 

Dodatek 

2. f-Kt (..., 'P --+ H P..., 'P ) --+ (...,H P..., 'P --+ """"'P) 
3 .  f-K ...,H P..., 'P --+ """"'P t 
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aksjomat 5 ,  
Tz10 ,  

1 ,2 ,MP, 

4. f-K """"P""P""'P --+ """"'P t 
5 .  f-K ...,...,PG'P --+ """"'P t 

3 ,  REQ(HF...,'P/""P""P",,'P) , 
4 ,  REQ(  ""P""'P/G'P) , 

6 .  f-Kt (...,...,PG'P --+ """"'P) --+ (PG'P --+ 'P) 

Dowód. 

Tz14 ,  

5 , 6 ,MP. 
D 

1 .  f-Kt ""'P --+ (...,'IjJ --+ (""'P 1\ ...,'IjJ) ) Tz19 ,  

2 .  f-Kt H...,'P --+ H (...,'IjJ --+ (""'P 1\ ...,'IjJ) ) 1 ,  RRH, 
3 .  f-Kt H (...,'IjJ --+ (""'P I\ ...,'IjJ) ) --+ (H...,'IjJ --+ H(""'P I\ ...,'IjJ) ) aksjomat 3 ,  

4 .  f-Kt H...,'P --+ (H...,'IjJ --+ H(...,'P 1\ ...,'IjJ) ) 2 , 3 ,  SYLL, 

5 .  f-Kt (H...,'P --+  (H...,'IjJ --+ H(""'P I\ ...,'IjJ) ) ) --+ 
( (H""'P I\ H...,'IjJ) --+ H(""'P I\ ...,'IjJ) ) Tz6 , 

6 .  f-Kt (H...,'P 1\ H...,'IjJ) --+ H(...,'P 1\ ...,'IjJ) 4 , 5 ,  MP, 

7 .  f-Kt (""P""""'P 1\ ...,p...,...,'IjJ) --+ ""P""(""'P 1\ ...,'IjJ) 
6 ,  REQ(H...,'P/""P""",,'P) ,  REQ (H...,'IjJ/...,P...,...,'IjJ) , 

REQ (H(...,'P 1\ ...,'IjJ) /""P""(""'P 1\ ...,'IjJ ) )  
8 .  f-Kt (""P""""'P 1\ ...,p...,...,'IjJ) --+ ...,P(  """"'P V ...,...,'IjJ) 

7 ,  REQ ("" (""'P I\ ...,'IjJ) / (...,...,'P V """,,'IjJ) ) , 
9 .  f-Kt (""P'P 1\ ...,p...,...,'IjJ) --+ ""P('P V ...,...,'IjJ) 8 ,  REQ(...,...,'P/'P) , 

10 .  f-Kt (""P'P I\ ...,P'IjJ) --+ ""P('P V 'IjJ) 9 ,  REQ (...,...,'IjJ/'IjJ) , 
1 1 .  f-Kt ",, (P'P V P'IjJ) --+ (""P'P 1\ ...,P'IjJ) Tzl l ,  

1 2 .  f-Kt ",, (P'P V P'IjJ) --+ ""P('P V 'IjJ) 1 1 , 10 ,  SYLL, 

13 .  f-Kt (",, (P'P V P'IjJ) --+ ""P('P V 'IjJ) ) --+ 
(P('P V 'IjJ) --+ (P'P V P'IjJ) ) Tz15 ,  

1 2 , 1 3 ,  MP. 
O 
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Dowód. 
1 .  f-Kt P(ip /\ -,'1/;) ----7 Pip Tz20 , RP, 

2. f-Kt P( ip /\ -,'1/;) ----7 p-,'I/; Tz20 , RP, 

3 .  f-Kt (P(ip /\ -,'1/;) ----7 Pip) ----7 ( (P(ip /\ -,'1/;) ----7 P-,'I/;) ----7 
(P( ip /\ -,'1/;) ----7 (Pip /\ P-,'I/;) ) ) Tz4, 

4 .  f-Kt (p ( ip /\ -,'1/;) ----7 P -''1/;) ----7 
(P(ip /\ -,1jJ) ----7 (Pip /\ P-,'I/;) ) 1 , 3 ,  MP, 

5. f-Kt P(ip /\ -''I/;) ----7 (Pip /\ P-,1jJ) 2 , 4 ,  MP, 

6. f-Kt (P ( ip /\ -,1jJ) ----7 (Pip /\ p-,1jJ) ) ----7 
(-' (Pip /\ P-,'I/;) ----7 -,P(ip /\ -,1jJ) ) Tz10 ,  

7 .  f-Kt -' (Pip /\ P-,1jJ) ----7 -,P(ip /\ -,1jJ) 
8 .  f-Kt -, ( P ip /\ -, -, P -,1jJ) ----7 -, P ( ip /\ -,1jJ) 
9 .  f-Kt -' (Pip /\ -,H1jJ) ----7 -,P(ip /\ -,1jJ) 

10 . f-Kt -, ( Pip /\ -, H 1jJ) ----7 -, P -, (ip ----7 '1/;) 

5 , 6 ,  MP, 

7 ,  REQ (P-,1jJ j -,-,P-''I/;) 
8 ,  REQ ( -,P-''I/; j H'I/;) , 

9 ,  REQ ( ( ip /\ -,1jJ) j -, (ip ----7 '1/;) ) 
1 1 .  f-Kt -, ( Pip /\ -, H 1jJ) ----7 H (ip ----7 '1/;) 

10 ,  REQ ( -,P-, ( ip ----7 1jJ) j H(ip ----7 '1/;) ) ,  
1 2 .  f-Kt (Pip /\ -,H'I/;) ----7 -' (Pip ----7 H1jJ) Tz12 ,  

1 3 .  f-Kt ( (Pip /\ -,H1jJ) ----7 -' (Pip ----7 H1jJ) ) ----7 
(-'-' (Pip ----7 H1jJ) ----7 -' (Pip /\ -,H'I/;) )  TzlO  

14 .  f-Kt -'-' (Pip ----7 H1jJ) ----7 -' (Pip /\ -,H'I/;) 
1 5  . f-Kt -, -, ( P ip ----7 H'I/;) ----7 H (ip ----7 1jJ) 
16 . f-Kt (Pip ----7 H 1jJ) ----7 -,-, (Pip ----7 H 1jJ) 
17 . f-Kt (Pip ----7 H'I/;) ----7 H (ip ----7 1jJ) 

Dowód. 
1 .  H -, ip ----7 -, P -, -, ip 
2 .  Pip ----7 P -, -, ip 
3 . (P ip ----7 P -, -, ip) ----7 (-, P -, -, ip ----7 -, Pip) 
4 . -, P -, -, ip ----7 -, P ip 

1 3 , 1 2 ,  MP, 

14 ,  1 1 ,  SYLL, 

Tz2 , 

1 6 ,  1 5 ,  SYLL. 

D 

teza T9, 

Tz2 , RP, 

2 , 3JvlP, 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



Dodatek 

5. H 'ip ---+ 'Pip 
6 .  (H,ip ---+ 'Pip) ---+ (Pip ---+ ,H,ip) 
7. Pip ---+ ,H 'ip 

Z twierdzenia 8 . 7  wynika następuj ący wniosek: 

Wniosek 8 . 1 . 5  

Temporalno-logiczna charakterystyka czasów w IKt 
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1 ,4 ,SYLL 

Tzl ,  
5 ,6 ,MP. 

D 
D 

Podobnie , j ak miało to miej sce w przypadku systemów logiki tempo
ralnej nadbudowywanych nad klasycznym rachunkiem zdań , możliwa jest 
konstrukcja systemów intuicjonistycznej logiki temporalnej takich , że na 
relację wcześniej-później są nakładane określone warunki . Systemy takie 
tworzy się uzupełniaj ąc aksjomatykę 1Kt o klasy formuł charakteryzują
cych w języku intuicjonistycznej logiki temporalnej określone klasy czasów. 
Pokażemy, j akie formuły języka 'clKt charakteryzuj ą wybrane klasy czasów. 

Twierdzenie 8 .8  
Dla dowolnego czasu 'I:  

'I E SY1\;f wtedy i tylko wtedy, gdy 'I F Fp ---+ Pp. 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy dowodząc dwóch tez : 

A) jeżeli 'I E SY M ,  to 'I F Fp ---+ Pp, 
B) jeżeli 'I F Fp ---+ Pp, to 'I E SY M. 

A) 
Rozważmy model 9J1 bazujący na czasie 'I oraz stan wiedzy mi ( E  9J1) 

taki , że relacj a Ri jest symetryczna. Niech mi (E 9J1) i t (E T; ) będą dowolne . 
ale ustalone oraz takie , że 9J1, mi , t F Fp. Zatem z warunku spełniania 
operatora F istnieje t1 (E Ti ) , tRitl : 9J1. mi , t 1 p. Ponieważ relacj a Ri 
jest symetryczna, więc h Rit . Istnieje zatem tl ( E  Ti) , t lR;t : 9J1, mi , t 1 F P. 

N a podstawie warunku spełniania operatora P: 9J1, mi , t F Pp. 
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B) 
Załóżmy, że  'I F= Fp --+ Pp oraz dla pewnych 9J1 i mi ( E  9J1)  rela

cja Ri nie jest symetryczna. Istniej ą więc t, t 1 ( E  Ti ) takie , że tRit l  i nie
prawda, że t1Rit . Niech mi E 9J1 będzie taki , że 9J1, mi , tl F= p oraz dla do
wolnego t2 takiego , że t2Rit : 9J1, mi , t2 F p. Mamy zatem 9J1, mi , t F= Fp 
oraz 9J1, mi , t F Pp. Z warunku spełniania implikacj i dostajemy więc: 
9J1, mi , t F Fp --+ Pp. Czyli 'I F Fp --+ Pp. D 

Warunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu 1Kt adekwat
nego względem klasy SY M jest uzupełnienie aksjomatyki 1Kt o klasę for
muł podpadających pod schemat Fcp --+ Pcp. Nie jest to jednak warunek 
wystarczający. Schemat Fcp --+ Pcp jest schematem jednej z wielu klas 
formuł charakteryzuj ącyh klasę czasów SY A1. Na gruncie logiki tempo
ralnej nadbudowanej nad logiką klasyczną z formuł podpadających pod 
schemat Fcp --+ Pcp wyprowadzalne są pozostałe formuły charakteryzujące 
klasę SY M. Na gruncie intuicjonistycznej logiki temporalnej tak nie jest . 
Istniej ą formuły, które nie są wyprowadzalne w systemie powstałym po do
daniu do 1Kt schematu Fcp --+ Pcp. Aby uzyskać system adekwatny wzglę
dem klasy SY M należy uzupełnić jego aksjomatykę o schemat Fcp --+ Pcp 
oraz o schematy wszystkich tych formuł , które w semantyce przyjętej dla 
intuicjonistycznej logiki temporalnej charakteryzuj ą klasę SY A1 ,  a nie są 
wyprowadzalne w 1Kt na podstawie formuł o schemacie Fcp --+ Pcp. 

Uwagi odnośnie uzyskania rozszerzenia systemu 1Kt adekwatnego 
względem klasy SY!vI mają zastosowanie w przypadku konstrukcj i rozsze
rzeń 1Kt adekwatnych względem innych klas czasów. 

Twierdzenie 8 .9  
Dla dowolnego 'I:  

'I E T RAN S wtedy i tylko wtedy, gdy 'I F= F Fp --+ Fp. 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy dowodząc dwóch tez : 

A) jeżeli 'I E TRANS, to 'I F= FFp --+ Fp, 
B) jeżeli 'I F= FFp --+ Fp, to 'I E TRANS. 

A) 
Rozważmy model 9J1 bazujący na czasie 'I oraz stan wiedzy mi 

(E 9J1) takie , że relacja Ri jest przechodnia. Niech t E T; .  Załóżmy, że 
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9)1, mi , t F F Fp. Zatem na podstawie warunku spełniania operatora F ist
nieje tl (E Ii) takie , tĘtl oraz 9)1, mi , t l F Fp. Istnieje zatem moment 
t2 taki , że tlĘt2 , w którym 9)1, mi ,  t2 F p. Ponieważ relacja Ri jest prze
chodnia, więc tRit2 . Na podstawie warunku spełniania operatora F oraz 
faktu, że p jest spełnione w momencie t2 otrzymujemy 9)1, mi , t F Fp. Zatem 
F Fp --> Fp jest prawdziwe we wszystkich intuicjonistycznych strukturach 
temporalnych , w których relacj a następstwa czasowego jest przechodnia, 
czyli '!' F F Fp --> Fp. 

B) 
Załóżmy teraz , że  zdanie '!' F F Fp --> Fp. Rozważmy 9)1 bazujący na 

czasie '!' oraz mi (E 9)1) takie , że relacja Ę nie jest przechodnia. Istniej ą 
zatem to , t l , t2 ( E  Ii )  takie , że toĘtl , t lĘt2 , i nieprawda, że toRi t2 . Niech 
model 9)1 będzie taki , że 9)1, mi , t2 F p oraz dla dowolnego t: jeśli toRit ,  
to 9)1, mi , t � p. Na podstawie warunku spełniania operatora F zachodzi 
9)1, mi , to F F Fp oraz 9)1, mi , to � Fp. Otrzymujemy więc 9)1, mi , to � 
F Fp --> Fp. Jest to sprzeczne z założeniem, że '!' F F Fp --> Fp. 

D 

Warunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu IKt adekwat
nego względem klasy T RAN S jest uzupełnienie aksjomatyki IKt o klasę 
formuł podpadających pod schemat F Frp --> Frp. 

Zachodzą m .in. następujące twierdzenia: 

Twierdzenie 8 . 10  

{FFrp --> Frp} hKt Hrp --> HHrp. 

Dowód. 
1 .  FFHrp --> FHrp 
2 .  FHrp --> rp 
3 .  FFHrp --> rp 
4 .  H (FFHrp --> rp) 
5 .  HFFHrp --> Hrp 
6 .  FHrp --> HFFHrp 
7. FHrp --> Hrp 
8 .  H(FHrp --> Hrp) 
9 .  H(FHrp --> Hrp) --> (HFHrp --> HHrp) 

założenie , 

aksjomat 5 ,  

1 , 2 ,  SYLL , 

RH, 3 ,  

4 ,  Tw. 6 . 5 ,  

aksjomat 7 ' , 

5 , 6 ,  SYLL , 

RH, 7 ,  

aksjomat 2 ' , 
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10 .  HFHlP ----+ HHlP 
1 1 .  HlP ----+ HFHlP 
1 2 .  H lP ----+ H H lP 

Twierdzenie 8. 1 1  

{GlP ----+ GGlP} hKt p PlP ----+ PlP· 

Dowód. 
1 .  G PlP ----+ GG PlP 
2 .  lP ----+ GPlP 
3 .  lP ----+ GG PlP 
4 .  H (lP ----+ GG PlP) 
5 .  H (lP ----+ GGPlP) ----+ (PlP ----+ PGGPlP) 
6 .  PlP ----+ PGG PlP 
7 .  PGGPlP ----+ GPlP 
8 .  PlP ----+ G PlP 
9 .  H (PlP ----+ GPlP) ----+ (PPlP ----+ PGPlP) 

10 .  H (PlP ----+ GPlP) 
1 1 .  p PlP ----+ PG PlP 
1 2 .  PGPlP ----+ PlP 
1 3 .  P PlP ----+ PlP 

Twierdzenie 8. 1 2  

{F FlP ----+ FlP} hKt FlP ----+ H FlP 

Dowód. 
1 .  FlP ----+ H F FlP 
2. H (FFlP ----+ FlP) 
3 .  H (FFlP ----+ FlP) ----+ (HFFlP ----+ HFlP) 
4 .  HFFlP ----+ HFlP 
5. FlP ----+ HFlP 

8 , 9 ,  MP, 

aksjomat 7 ' , 

1 0 ,  1 1 ,  SYLL. 

D 

założenie , 

aksjomat 7 ,  

1 , 2 ,  SYLL , 

3 ,  RH, 
aksjomat 4 ' , 

4 , 5 ,  MP, 
aksjomat 6 ' , 

6 , 7 ,  SYLL , 

aksjomat 4 ' , 

8 ,  RH, 

9 , 1 0 ,  SYLL, 

aksjomat 6 ' , 

1 1 ,  1 2 ,  SYLL. 
D 

aksjomat 7 ' , 

założenie , RH, 

aksjomat 2 ' , 

2 , 3 ,MP, 

1 ,4 ,  SYLL. 

D 
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Klasę DENS czasów gęstych charakteryzuje formuła Fp ----+ FFp. 

Twierdzenie 8 . 13  
Dla dowolnego er: 

er E DENS wtedy i tylko wtedy, gdy er F Fp ----+ FFp. 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy dowodząc dwóch tez : 

A) jeżeli er E DENS, to er F Fp ----+ FFp, 

B )  jeżeli er F Fp ----+ F Fp, to er E DENS. 

A) 

3 1 1  

Rozważmy 9Jt, mi  ( E  9Jt) , t ( E  Ti ) takie , ż e  relacj a Ri jest gęsta oraz za
chodzi 9Jt, mi , t F Fp ----+ F Fp. N a podstawie warunku spełniania implikacj i 
istnieje stan wiedzy mj ( E  9Jt) taki , że mi :S mj , w którym 

( 1 )  9Jt, mj , t F Fp 

oraz 

(2 ) 9Jt, mj , t F FFp. 

Na podstawie ( 1 )  i warunku spełniania operatora F dostajemy, że istnieje 
tI E Tj takie , że tRjt I  i 9Jt, mj , t I  F p. Na podstawie (2 ) natomiast otrzy
mujemy, że nie istnieje t2 E Tj takie , że tRj t2 ,  w którym 9Jt, mj , t2 F Fp. 
Relacj a Rj jest gęsta, zatem istnieje t3 takie , że tRjt3 i t3RjtI . Ponieważ 
t3RjtI i 9Jt, mj , tI F p, więc z warunku spełniania operatora F dostajemy 
9Jt, mj , t3 F Fp. Skąd , na podstawie tRj t3 i warunku spełniania operatora F 
dostajemy 9Jt, mj ,  t F FFp. Jest to sprzeczne z (2 ) .  

B) 
Załóżmy er F Fp ----+ F Fp. Rozważmy model 9Jt, stan wiedzy mi (E 9Jt) 

oraz moment czasowy to (E Ti ) spełniające następujące warunki : relacja Ri 
nie jest gęsta, toRit I  , nie istnieje moment t2 ( E  Ti ) taki , że toRit2 i t2Rit I , 
9Jt, mi , tI F p oraz dla dowolnego t ( E  T; )  takiego , że t IRit :  9Jt, mi , t F p. 
Z konstrukcj i modelu dostajemy 9Jt, mi , to F Fp oraz 9Jt, mi , to F F Fp. 
Zatem na podstawie warunku spełniania implikacj i 9Jt, mi , to F F Fp ----+ Fp. 
Skąd otrzymujemy, że F Fp ----+ Fp nie jest spełnione w dowolnym czasie , 
czyli er F Fp ----+ F Fp. Jest to sprzeczne z założeniem. O 
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Warunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu IKt adekwat
nego względem klasy DEN S jest uzupełnienie aksjomatyki IKt o klasę 
formuł o schemacie F cp -----+ F F cp .  

Klasę REF F czasów zwrotnych charakteryzuje  formuła Gp -----+ p. 

Twierdzenie 8 . 14  
Dla dowolnego 'T: 

'T E REF F wtedy i tylko wtedy, gdy 'T F Gp -----+ p 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy dowodząc dwóch tez : 

A) jeżeli 'T E REF F ,  to 'T F Gp -----+ p, 
B) jeżeli 'T F Gp -----+ p, to 'T E REF F. 

A) 
Rozważmy model 9]1, stan wiedzy mi (E 9]1) oraz moment czasowy 

t ( E  T; )  takie , że dla dowolnego mi ( E  9]1) relacj a Ri jest zwrotna. Załóżmy, 
że 9]1, mi ,  t F Gp. Z warunku spełniania operatora G otrzymujemy, że dla 
dowolnego stanu wiedzy mi ( E  9]1) oraz dowolnego momentu h ( E  Tt ) 
takiego , że tRitl : 9]1, mi , tl F p. Ze zwrotności relacj i Ri mamy tRit . Zatem 
9]1, mi , t F p. Ze zwrotności relacj i ::; dostajemy 9]1, mi , t F p. 

B) 
Niech 'T F Gp -----+ p. Rozważmy 9]1, mi (E 9]1) oraz t (E T;) takie , że 

relacja Ri nie jest zwrotna i spełnione są następujące warunki : 

( 1 )  nieprawda, że tRi t ,  

(3 )  dla dowolnego mi (E 9]1) , dla dowolnego h (E Tt ) , takiego , że 
tRitl : 9]1, mi , t1 F p. 

Na podstawie (3 )  i warunku spełniania operatora G: 9]1, mi , t F Gp. Zatem 
z (2) i warunku spełniania implikacj i mamy 9]1, mi , t fi: Gp -----+ p. Wniosku
jemy więc , że 'T fi: Gp -----+ p. Jest to sprzeczne z założeniem. D 

\Varunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu IKt adekwat
nego względem klasy REF F jest uzupełnienie aksjomatyki IKt o klasę 
formuł o schemacie Gcp -----+ cp. 
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Klasę P-LIN czasów linearnych wstecz charakteryzuje formuła: 

(Pp I\ Pq) -t (P (p l\ q) V P(Pp l\ q) V P(p I\ Pq) ) . 

Twierdzenie 8 . 1 5  
Dla dowolnego 'r: 

'r E P-LI N wtedy i tylko wtedy, gdy 

'r � (Pp I\ Pq) -t (P (p l\ q) V P(Pp l\ q) V P(p I\ Pq) ) . 

Dowód. 

A) 

( 1 )  

oraz 

Dowiedziemy dwóch implikacj i :  
A) jeżeli 'r E P-LIN, 

to 'r � (Pp I\ Pq) -t (P (p l\ q) V P(Pp l\ q) V P (p I\ Pq) ) . 
B) jeżeli 'r � (Pp 1\ Pq) -t (P (p 1\ q) V P(Pp 1\ q) V P(p 1\ Pq) ) , 

to 'r E P-LIN. 

Załóżmy, że 

'r E P-LIN 

(2 )  'r � (Pp 1\ Pq) -t (P (p 1\ q) V P(Pp 1\ q) V P(p 1\ Pq) ) . 

313  

Na podstawie ( 1 )  dostajemy, że  dla dowolnego modelu 9J1 bazującego na 
czasie 'r, dla dowolnego stanu wiedzy mi (E 9J1) relacj a Ę jest linearna 
wstecz. Istnieje więc model 9J1, stan wiedzy mo ( E  9J1) oraz moment to ( E  To) 
taki , że 

9J1, m, to � (Pp 1\ Pq) -t (P (p 1\ q) V P(Pq 1\ q) V P(p 1\ Pq) ) . 

Zatem z warunku spełniania implikacj i istnieje stan wiedzy ml , mo :S ml 
taki , że 

(3 )  

oraz 

(4) 9J1, ml , to � P (p 1\ q) V P (Pp 1\ q) V P (p 1\ Pq) . 

Na podstawie (3)  otrzymujemy: 

(5 )  

(6) 

9J1, ml , to � Pp. 

9J1, ml , to � Pq. 
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Na podstawie (4) dostajemy: 

( 7) 

(8 )  

(9 )  

9Jt, ml , to � P (p /\ q) , 

9Jt, ml , to � P (Pp /\ q) , 

9Jt, ml , to � P (p /\ Pq) . 

Na podstawie (5 )  dostajemy: 

( 10 )  istnieje tl ( E  Td , t1R1 to , taki , że 9Jt, ml , t1 F P. 

Na podstawie (6) dostajemy: 

( 1 1 )  istnieje  t2 ( E  T1 ) ,  t2Rl to , taki , że 9Jt ,  ml , t2 F q . 

Niech tl , t2 (E  T1 ) będą momentami czasowymi spełniaj ącymi odpowiednio 
( 10)  i ( 1 1 ) .  Z tego , że t1R1 to i t2Rl tO oraz ze wstecznej linearności relacj i Rl 
otrzymujemy: 

( 1 2 )  

Na podstawie (7) 

( 1 3 )  dla dowolnego t ,  takiego , że tR1 tO : 9Jt, ml , t � p /\ q . 

( 14) 

oraz 

( 1 5) 

Z ( 14) i warunku spełniana dla koniunkcj i mamy: 

( 1 6) 9Jt, ml , t1 � p lub 9Jt, ml , tl � q . 

tl spełnia ( 10 ) , więc na podstawie ( 1 6) otrzymujemy: 

( 1 7) 

Z ( 1 5) dostajemy: 

( 1 8) 

t2 spełnia ( 1 1 ) ,  więc z ( 18) mamy: 

( 1 9) 

Na podstawie (8) dostajemy: 

(20) dla dowolnego takiego , że tR1 to : 9Jt, ml , t l  � Pp /\ q . 
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( 2 1  ) 

oraz 

(22) 

Na podstawie ( 2 1 )  i warunku spełniania koniunkcj i otrzymujemy: 

(23) 

Na podstawie (22) i warunku spełniania koniunkcj i otrzymujemy: 

(24) 

Ponieważ t2 spełnia ( 1 1 ) ,  więc z (24) dostajemy: 

(25)  

Zatem, z warunku spełniania operatora P 

(26) dla dowolnego t takiego , że tRI t2 : 001, mI , t F p.  
Na podstawie (9)  i warunku spełniania koniunkcj i 

(27) dla dowolnego t takiego , że tRI tO : 001, mI , t F p 1\ Pq. 

Ponieważ t IRI to i t2RItO , zatem na podstawie (27) dostajemy: 

(28) 

oraz 

(29) 

Na podstawie (28) i warunku spełniania koniunkcj i mamy: 

(30) 

Na podstawie (29) i warunku spełniania koniunkcj i mamy: 

(31 ) 

Ponieważ tI spełnia ( 10) , więc na podstawie (30) otrzymujemy: 

(32) 

Zatem, z warunku spełniania operatora P dostajemy: 

(33) dla dowolnego t takiego , że tRI tI : OO1, mI , t  F q .  

315  

Ponieważ przeprowadzamy dowód nie wprost , należy wykazać , że sprzecz
ność ma miej sce w każdym przypadku. Rozważymy więc kolejno przypadki 
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z punktu ( 1 2 ) . Jeśli tl = t2 ,  t l spełnia ( 10 ) , co daje sprzeczność z ( 1 9) . Jeżeli 
t1 RI t2 ,  to , ponieważ 9J1, ml , tl p p, więc otrzymujemy sprzeczność z (26) . 
Jeżeli t2RI tl , to , ponieważ t2 spełnia ( 1 1 ) ,  otrzymujemy sprzeczność z (33) . 
Sprzeczność uzyskana we wszystkich przypadkach kończy dowód tezy A) . 

B)  
Załóżmy teraz , że 

l' P (Pp 1\ Pq) -+ (P (p 1\ q) V P(Pp 1\ q) V P(p 1\ Pq) ) i l' li p - LIN. 

Niech 9J1 będzie modelem opartym na czasie 1'. Czas l' z założenia 
nie należy do klasy czasów linearnych wstecz , zatem w 9J1 istnieje stan 
wiedzy mi (= (Ti ,  Ri , Vi ) ) taki , że relacj a Ri nie jest linearna wstecz . Niech 
to , tl , t2 (E Ti ) będą takie , że: 

( 1 )  tlRi to , 

(2 )  t2Ri tO , 

( 3 )  t l i= t2 , 

(4) nieprawda, że tlRit2 , 

( 5 )  nieprawda, że  t2Rit l , 

(6 )  9J1, mi , tl p p, 

(7) 9J1, mż , tl � q ,  

(8 )  9J1, mi , t2 � p, 

(9 )  9J1, mi ,  t2 p q ,  

( 1 0) dla dowolnego t ( E  Ti ) takiego , że (t i= tl i t i= t2 i tRitO ) : 
9J1, mi , t � p i 9J1, mi , t � q.  

Na podstawie ( 1 ) , (6 )  i warunku spełniania operatora P 

( 1 1 )  

Na podstawie (2) , (9) i warunku spełniania operatora P 

( 1 2 )  9J1, mi , to P Pq 

Zatem, z ( 1 1 ) ,  ( 1 2 )  i warunku spełniania koniunkcj i 

( 1 3 )  9J1, mi , t o  p Pp 1\ Pq . 
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Na podstawie (6) , (9 )  i ( 10 )  otrzymujemy, że  moment tI ( E  Ti ) jest jedynym 
momentem wcześniejszym niż to takim, że 9]1, mi , tI F p, natomiast moment 
t2 ( E  Tż )  j est jedynym momentem wcześniej szym niż to takim, że zachodzi 
9]1, mi , t2 F q . Na podstawie (3) t I  i t2 są różne . Zatem nie istnieje mo
ment t ( E  Ti ) ,  wcześniej szy niż to , w którym spełnione byłyby jednocześnie 
zdania p i q . Dostajemy więc : 

( 14) 

W modelu 9]1, w stanie wiedzy mi (E 9]1) jedynym momentem wcześniej 
szym niż t o  i takim,  w którym spełnione jest zdanie q jest moment t2 . Aby 
w momencie t2 było spełnione Pp /\ q musiałby istnieć moment czasowy 
wcześniej szy niż t2 ,  w którym spełnione byłoby p. Jedynym momentem 
wcześniej szym niż to , w którym spełnione jest p jest moment t I . Jednak, 
na podstawie (4) wiemy, że tI nie jest momentem wcześniej szym niż t2 .  Nie 
istnieje więc w stanie wiedzy mi moment wcześniejszy niż t2 taki , w któ
rym spełnione jest zdanie p. Zatem w stanie wiedzy mi nie istnieje moment 
czasowy wcześniej szy niż to taki , w którym spełnione jest P(Pp /\ q) .  Czyli : 

( 1 5) 

Podobnie możemy wykazać , że 

( 1 6) 

Na podstawie ( 14) , ( 1 5 ) , ( 1 6) : 

( 1 7) 9]1, mi , to F p (p /\ q) V P (Pp /\ q) V P (p /\ Pq) . 

Na podstawie ( 1 3 ) , ( 1 7) i warunku spełniania dla implikacj i otrzymujemy 
sprzeczność z założeniem, że: 

� F (Pp /\ Pq) --+ (p (p /\ q) V P (Pp /\ q) V P (p /\ Pq) ) . D 

Warunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu IKt adekwat
nego względem klasy P�LI N jest uzupełnienie aksjomatyki IKt o klasę 
formuł o schemacie 

(Pzp /\ P?f;) --+ (p (zp /\ ?f;) V P (Pzp /\ ?f;) V P (zp /\ P?f;) ) . 

Wyrażeniem charakteryzującym klasę czasów F�LIN jest 

(Fp /\ Fq) --+ (F (p /\ q) V F (Fp /\ q) V F (p /\ Fq) ) . 

Podany warunek głosi , że dowolne dwa fakty, które ze względu na dany 
moment znajduj ą  się w przyszłości są równoczesne albo jeden z nich jest 
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pozmeJszy (wcześniej szy) od drugiego . Czas ,  w którym warunek ten jest 
spełniony, to czas , który nie rozgałęzia się w przyszłości . 

Twierdzenie 8 . 16  
Dla dowolnego 'I: 

'I E F-LIN wtedy i tylko wtedy, gdy 

'I F (Fp /\ Fq) ----t (F (p /\ q) V F (Fp /\ q) V F (p /\ Fq) ) . 

Dowód analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego . 
Warunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu 1Kt adekwat

nego względem klasy LI N jest uzupełnienie 1Kt o wszystkie formuły o sche
matach : 

(Pcp /\ P'IjJ) ----t (P(  cp /\ 'IjJ) V P( Pcp /\ 'IjJ) V P(:p /\ P'IjJ) ) , 

(F:p I\ F'IjJ) ----t (F (cp I\ 'IjJ ) V F (Fcp I\ 'IjJ ) V F (:p I\ F'IjJ) ) . 

Nie jest to jednak liniowość zgodna z jej intuicyjnym rozumieniem. 
Dołączenie tych aksjomatów do systemu nie wystarcza ,  aby system z uzu
pełnioną aksjomatyką był pełny względem modeli bazujących na czasie li
niowym w tym sensie , że czas taki graficznie reprezentowany byłby przez 
jedną linię . System z aksjomatyką uzupełnioną o powyższe schematy do
puszcza, j ako adekwatne takie struktury czasowe, które graficznie repre
zentowane byłyby j ako zbiór linii równoległych. W języku logiki temporal
nej nie jest bowiem wyrażalny warunek spójności relacj i następstwa cza
sowego [Benth83] . 

Klasę czasów bez momentu początkowego P-SUCC charakteryzuje 
zdanie Hp ----t Pp. 

Twierdzenie 8 . 17  
Dla dowolnego 'I: 

'I E P-SUCC wtedy i tylko wtedy, gdy 'I F Hp ----t Pp. 

Dowód. 
Dowód przeprowadzimy dowodząc dwóch tez : 

A) jeżeli 'I E P-SUCC, to 'I F Hp ----t Pp, 
B) jeżeli 'I F Hp ----t Pp, to 'I E P-SUCC. 
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A) 
Rozważmy 9)1, mi ( E  9)1) i t ( E  �) takie , że  dla dowolnego m; ( E  9)1) 

relacja Ri nie posiada elementu minimalnego oraz 

9)1, mi , t � Hp � Pp. 

Otrzymujemy stąd , że istnieje stan wiedzy mj ( E  9)1) taki , że mi :s: mj , 
w którym 

( 1 )  

(2 )  

9)1, mj , t F Hp, 

9)1, mj , t � Pp. 

Na podstawie ( 1 )  i warunku spełniania operatora H dostajemy: 

(3 )  dla dowolnego m; (E 9)1) , dla dowolnego t1 ( E  Tn takiego , że 
tlR;t : 9)1, m; , tl F p. 

Z (2 )  i warunku spełniania operatora P dostajemy, że 

( 4) nieprawda, że istnieje t2 (E Tj ) taki , że t2Rjt : 9)1, mj , t2 F p. 

Ponieważ relacj a Rj nie posiada elementu minimalnego wnioskujemy, że 

(5 )  

Niech t3 będzie momentem spełniaj ącym (5 ) . 
Ponieważ t3 spełnia, zatem z (3 )  dostajemy: 

(6 )  

Moment t3 jest więc taki , że 

(7) 

Uzyskaliśmy sprzeczność zdań (4) i (7) . 

B)  
Niech 'I F Hp � Pp. Rozważmy 9)1, mi ( E  9)1) oraz t o  (E �) takie , że 

dla dowolnego m; (E 9)1) relacj a R; posiada element minimalny. Niech 

( 1 )  to jest elementem minimalnym wszystkich relacj i Ri . 

Wtedy dla dowolnego tl (E Tt ) takiego , że tlR; to zachodzi 9)1, mi , t1 F P 
(jest to tzw. spełnienie puste) . Stąd otrzymujemy, że 9)1, mi ,  to F Hp. Z ( 1 )  
oraz warunku spełniania operatora P dostajemy 9)1 ,  mi , to � Pp. Otrzy
mujemy więc, że 9)1, mi ,  to � Hp � Pp. Jest to sprzeczne z założeniem, że 
zachodzi 'I F H p � Pp. D 
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Warunkiem koniecznym uzyskania rozszerzenia systemu 1Kt adekwat
nego ze względu na klasę p-suce czasów bez momentu początkowego , 
jest uzupełnienie 1Kt o wszystkie formuły o schemacie : 

H rp ---7 Prp. 
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Logic, Knowledge and Time 

Problems and Methods of Temporal-Iogical Representation 
of Knowledge 

Summary 

This monograph discusses the problems of implementing formaI logic 
apparatus to represent and investigate knowledge undergoing changes in 
time . By 'formal logic apparatus ' we understand systems which are a com
bination of epistemic modal logic systems applied for the description of 
knowledge and temporal logic systems which enable the expression of the 
temporaI context . Therefore , we implement various systems of epistemic 
temporal logic to describe knowledge changing in time .  

The monograph is  divided into seven chapters . Indicated in the title , 
the concept of knowledge is the subject of the First Chapter. We provide 
examples of designations of knowledge and point out basic differences in 
understanding knowledge in selected disciplines. In the case of a classical 
understanding of knowledge , we refer to Gettier 's arguments which indi
cate the limitations of such reasoning . However, the first chapter do es not 
consist of a fun exposition of the theory of knowledge . It should rather be 
treated in categories signaling the main ideas and problems connected with 
understanding and defining knowledge . 

In the Second Chapter we deal with the formalization of the concept 
of knowledge . We mainly focus on questions connected with modal logies , 
in particular with the formaI apparatus of modal epistemic logies .  There
fore, we discuss basic systems of epistemic logic. We supply a basic notional 
apparatus of modal epistemic logic concerning knowledge of a singular co
gnitive subject and the notional apparatus connected with issues of know
ledge of groups of cognitive subjects .  Formal languages considered he re are 
appropriate for the description of static knowledge which is not subject to 
changes . 

In the Third Chapter basic systems of temporaI logic , the superstruc
ture over classical sentence calculus , are called to mind and basic properties 
of these systems are discussed. These systems are employed for the tempo
ralization of logical systems utilizing the method described in Chapter Four , 
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as well as to build on their basis epistemic systems of temporal logic discus
sed in Chapter Five .  

In Chapter Four the problem of methods of temporalizing logical sys
tems is considered . Two basic methods of temporalization are discussed : 
internal temporalization and outer temporalization . Due to its possibilities 
for implementation we concentrate on the method of out er temporalization . 
We describe the Finger-Gabbay method and indicate conditions which sho
uld be met so that when joining two logical systems using the mentioned 
method, the newly created logical system retains the metaproperties of 
the component systems . We have in mind he re properties such as consi
stency, fullness , and decidability. We also discuss the generalization of the 
Finger-Gabbay method proposed by Finger and Weiss . 

In the Fifth Chapter we discuss selected systems of epistemic temporaI 
logic. We begin the review of selected systems of epistemic temporal logic 
by presenting systems whose languages possess lower expressive power. We 
discuss two systems of epistemic temporaI logic of linear time created as 
a result of the temporalization of system 85 using the method described in 
Chapter Four . We analyze classes of systems whose semantics is based on 
the interpreted systems and we investigate properties of epistemic temporaI 
logic of alternat ing time . Furthermore , in this Chapter, we provide exam
pIes of implementations of the discussed systems in philosophy, computer 
science , and game theory. 

In Chapter Six we discuss the possibilities of analyzing knowledge by 
me ans of the sentence language of temporal logic, superstructure over intu
itive logic. We prove that intuitive temporal logic may be treated as episte
mic temporaI logic . We analyze the system of minimaI intuitive temporaI 
logic suggested by EwaId . We prove that proposed axioms create a struc
ture of dependent axioms. We suggest our own ,  reduced axiomatic system. 
We also suggest our own version of semantics for minimaI intuitive tem
poral logic. We examine basic properties of this system and indicate basic 
differences between the constructed system and its classical counterpart . 

In the Seventh Chapter we consider issues connected with temporal-epi
sternic formalization of algorithmic knowledge . 

This monograph may be placed at the intersection of philosophy and ar
tificial intelligence . Philosophy attempts to render various aspects of know
ledge and formalize them by the means of the logic apparatus .  Artificial in
telligence , on the other hand , makes efforts to implement these elements in 
artificial systems , in particular in systems based on information technology. 
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JIorliIKa, 3HaHIiI.SI IiI BpeM.SI 

II p06JIeMbI 11 MeTO.n;bI TeMIIOpaJIbHO-JIOrlląeCKOrO 
IIpe.n;CTaBJIeHlIH 3HaHlIM 

Pe3łOMe 

HaCT05IliJ:aSI MOHOrpa<pII5I 3aHIIMaeTC5I BOrrpOCOM rrpIIMeHeHII5I arrrrapaTa 

<pOpMaJIbHOII JIOrIIKII .n:JI5I rrpe.n:CTaBJIeHII5I 3HaHIIII II IICCJIe.n:OBaHII5I 3HaHIIII, 

MeH5IIOIl(IIXC5I BO BpeMeHII. YrrOM5IHyTbIII , <pOpMaJIbHbIII arrrrapaT JIOrIIKII -

3TO CO'IeTaHIIe CIICTeM MO.n:aJIbHOII 3rrIICTeMII'IeCKOII JIOrIIKII , IICrrOJIb3yeMbIx 

.n:JI5I OrrIICaHII5I 3HaHIIII,  II CIICTeM BpeMeHHOII JIOrIIKII , .n:aIOIl(IIX B03MO.lK

HOCTb Bblpa3IITb KOHTeKCT BpeMeHII . CJIe.n:OBaTeJIbHO , .n:JI5I OrrIICaHII5I 3HaHIIII,  

MeH5IIOIl(IIXC5I BO BpeMeHII, IICrrOJIb3yeM pa3JIII'IHbIe CIICTeMbI 3rrIICTeMII'Ie

CKOII BpeMeHHOII JIOrIIKII .  

MOHOrpa<pII5I COCTOIIT II3  CeMII rJIaB . B rrepBoII rJIaBe rrpe.n:MeToM 06-

cy.lK.n:eHIIII 5IBJI5IeTC5I,  yrrOM5IHyToe B 3ar JIaBIIII , rrOH5ITIIe , ,3HaHII5I" . II pIIBO

.n:IIM rrpIIMepbI orrpe.n:eJIeHIIII 3HaHIIII II yKa3bIBaeM Ha rrpIIHIIIIrrIIaJIbHble pa3-

JIII'III5I B rrOHIIMaHIIII 3HaHIIII rro II36paHHbIM y3KIIM .n:IICIIIIrrJIIIHaM. B CJIy

'Iae KJIaCCII'IeCKOrO rrOHIIMaHII5I 3HaHIIII rrpIIBo.n:IIM apryMeHTbI Gettiera, 

yKa3bIBaIOIl(IIe Ha CJIa60CTb 3Toro rrOHIIMaHII5I . O.n:HaKO rJIaBa rrepBa5I He 

5IBJI5IeTC5I rrOJIHOII JIeKIIIIeII TeopIIII 3HaHIIII. CKopee CJIe.n:yeT ee paCCMaTpII

BaTb c TO'IKII 3peHII5I CIIrHaJIII3aIIIIII OCHOBHbIX II.n:eII II rrp06JIeM, CB5I3aHHbIX 

c rrOHIIMaHIIeM II orrpe.n:eJIeHIIeM 3HaHIIII . 

Bo BTOpOII rJIaBe MbI IIMeeM .n:eJIO c <popMaJIII3aIIIIeII rrOH5ITII5I , ,3HaHII5I" . 

Cocpe.n:oTO'IIIBaeM cBoe BHIIIvIaHIIe oc06eHHO Ha Borrpocax, CB5I3aHHbIX c MO

.n:aJIbHbIMII JIOrIIKaMII , B OCHOBHOM c <popMaJIbHbIM arrrrapaTOM Mo.n:aJIbHbIX 

3rrIICTeMII'IeCKIIX JIOrIIK. TaKIIM 06pa30M , 06cy.lK.n:aeM OCHOBHble CIICTeMbI 

3rrIICTeMII'IeCKOII JIOrIIKII . IIoKa3bIBaeM OCHOBHOII rrOH5ITIIIIHbIII arrrrapaT 

Mo.n:aJIbHOII 3rrIICTeMII'IeCKOII JIOrIIKII .n:JI5I 3HaHIIII OT.n:eJIbHOrO rr03HaBaTeJIb

Horo cy6'beKTa II rrOH5ITIIIIHbIII arrrrapaT , KaCaIOIl(IIIIC5I Borrpoca 3HaHIIII 

rpyrrrrbI rr03HaBaTeJIbHbIX cy6'beKTOB . 06cy.lK.n:aeMble <popMaJIbHble 5I3bIKII 

rro.n:xo.n:5IT .n:JI5I orrIICaHII5I CTaTII'IeCKIIX 3HaHIIII,  KOTopble He MoryT 6bITb 

II3MeHeHbI . 

B TpeTbeII rJIaBe yKa3aHbI OCHOBHble CIICTeMbI BpeMeHHoII JIor lIK II , 

5IBJI5IIOIl(IIeC5I OCHOBOII KJIaCCII'IeCKOrO IIC'IIICJIeHII5I rrpe.n:JIO.lKeHIIII, a TaK.lKe 
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o6cy:tK,I:(aIOTC5I OCHOBHbIe OC06eHHOCTH 3THX CHCTeł>1 .  8TH CHCTeMbI HC

IIOJlb3yIOTC5I ,I:(Jl5I TeMIIOpaJlH3aIIHH JlOrHLIeCKHX CHCTeM C HCIIOJlb30BaHHeM 

MeTO,I:(a, OIIHCaHHOrO B LIeTBepTOH: rJlaBe , H ,I:(Jl5I C03,I:(aHH5I Ha HX OCHOBa

HHH CHCTeM 3IIHCTeMHLIeCKOH: BpeMeHHOH: JlOrHKH , o6cy:tK,I:(aeMbIX B II5ITOH: 

rJlaBe . 

B LIeTBepTOH: rJlaBe paCCMaTpHBaeTC5I IIpo6JleMa MeTO,I:(OB TeMIIOpaJIH-

3aIIHH JlOrHLIeCKHX CHCTeM . 06cy:tK,I:(aeM ,I:(Ba OCHOBHbIX MeTO,I:(a TeMIIOpaJIH-

3aIIHH : BHyTpeHHIOIO TeMIIOpaJIH3aIIHIO H BHeIIIHIOIO TeMIIOpaJlH3aIIHIO . IIo 

B03MO:tKHOCT5IM IIpHMeHeHH5I MeTO,I:(OB MbI COCpe,I:(OTOLIHBaeM CBoe BHHMaHHe 

Ha BHeIIIHeH: TeMIIOpaJlH3aIIHH . OIIHCbIBaeM MeTO,I:( Fingera-Gabbay H yKa-

3bIBaeM yCJlOBH5I , KOTopbIe ,I:(OJl:tKHbI 6bITb BbIIIOJlHeHbI ,I:(Jl5I Toro , LIT06bI IIPH 

06'be,I:(HHeHHH ,I:(ByX JlOrHLIeCKHX CHCTeM, BMeCTe c IIpHMeHeHHeM YIIOM5I

HyToro MeTO,I:(a, BHOBb B03HHKIIIM JlOrHLIeCKM CHCTeMa COXpaHHJla MeTa

oco6eHHOCTH COCTaBHbIX CHCTeM . I1MeeM BBH,I:(y TaKHe oco6eHHOCTH KaK: 

HeIIpOTHBopeLIHe , IIOJlHOTa H peIIIHTeJlbHOCTb . 06cy:tK,I:(aeM TaK:tKe o606me

HHe MeTO,I:(a Fingera-Gabbay'a ,  KOTopoe IIpe,I:(JlaraIOT Finger i Weiss . 

B II5ITOH: rJlaBe o6cy:tK,I:(aeM H36paHHbIe CHCTeMbI 3IIHCTeMHLIeCKOH: Bpe

MeHHOH: JlOrHKH . 0630p H36paHHbIx CHCTeM 3IIHCTeMHLIeCKOH: BpeMeHHOH: 

JlOrHKH HaLIHHaeM c CHCTeM , y KOTOpbIX MOmHOCTb 3KCIIpeCIIHH MeHbIIIe . 

06cy:tK,I:(aeM ,I:(Be CHCTeMbI 3IIHCTeMHLIeCKOH: BpeMeHHOH: JlOrHKH JlHHeH:HOrO 

BpeMeHH , B03HHKIIIHe B pe3yJlbTaTe TeMIIOpaJlH3aIIHH CHCTeMbI c IIOMOmbIO 

MeTO,I:(a e5 ,  OIIHcaHHoro B LIeTBepTOH: rJlaBe . IIO,I:(BepraeM aHaJlH3y KJlaCCbI 

CHCTeM , KOTOpbIX ceMaHTHKa OCHOBaHa Ha HHTepIIpeTHpOBaHHbIX CHCTeMax 

H HCCJle,I:(yeM CBOH:CTBa 3IIHCTeMHLIeCKOH: BpeMeHHOH: JlOrHKH yLIacTKa aJIb

TepHaTHBHoro BpeMeHH . KpOMe 3Toro , B 3TOH: rJlaBe IIpe,I:(CTaBJleHbI IIPH

MepbI HCIIOJlb30BaHH5I o6cy:tK,I:(aeMbIX CHCTeM B <pHJlOCO<pHH, HH<popMaTHKe 

H TeopHH Hrp .  

B IIIeCTOH: rJlaBe o6cy:tK,I:(aeM B03MO:tKHOCTH aHaJlH3a 3HaHHH: c IIOMOmbIO 

BpeMeHHOH: JlOrHKH IIpe,I:(JlO:tKeHHH: , HaXO,I:(5ImeH:c5I Ha,I:( HHTyHIIHOHHCTHLIec

KOH: JlOrHKOH: . YKa3bIBaeM ,LITo HHTyHIIHOHIICTIILIecKyIO BpeMeHHyIO JlOrHKy 

MO:tKHO CLIIITaTb 3IIHCTeMIILIeCKOH: BpeMeHHOH: JlOrIIKOH: . l'vlbI ,I:(eJlaeM aHaJlH3 

CIICTeMbI MIIHHMaJlbHOH: HHTyHIIHoHHcTHLIeCKOH: BpeMeHHOH: JlOrHKH , IIpe,I:(

JlO:tKeHHOH: 8BaJlb,I:(OM . IIOKa3bIBaeM, LITO ,I:(aHHbIe aKCHOMbI C03,I:(aIOT cHcTeMy 

3aBHCHMbIX aKCHOM . IIpe,I:(JlaraeM co6cTBeHHyIO COKpameHHyIO cHcTeMy aK

CHOM. IIpe,I:(JlaraeM TaK:tKe CBOH: BapHaHT ceMaHTHKH ,I:(Jl5I MHHHMaJlbHOH: 

HHTyHIIHOHHCTHLIeCKOH: BpeMeHHOH: JlOrHKH . I1cCJle,I:(yeM OCHOBHbIe oco6eH

HOCTH 3TOH: CHCTeMbI H yKa3bIBaeM Ha OCHOBHbIe pa3JlHLIH5I Me:tK,I:(y C03-

,I:(aHHOH: CHCTeMOH: H ee KJlaCCHLIeCKHM aHaJlOrOM . 
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B ce.n;bMon: rJIaBe HaMII 3aTpoHyTbI BOIIpOCbI , CB5naHHble c Bpe�IeH

HO-3IIIICTe�III qeCKon: <popMaJIII3aIIIIen: aJIrOpIITMIIQeCKIIX 3HaHIIn: . 

HacTo5ImyIO MOHorpa<pIIIO MQ)KHO 3aQIICJIIITb K <pIIJIOCO<pIIII II IICKyC

CTBeHHon: IIHTeJIJIIIreHIIIIII - OHa Ha rpaHII Me2K.n;y <pIIJIOCO<pIIen: II IICKyC

CTBeHHon: IIHTeJIJIIIreHIIIIen: . <DIIJIOCO<pII5I IIbITaeTC5I « 3aXBaTIITb» pa3JIIIQ

HbIe aCIIeKTbI 3HaHIIn: II <popMaJIII30BaTb IIX c IIOMOmbIO KOHIIeIITyaJIbHOrO 

IIHTeJIJIeKTa JIOrIIKII . A IICKyccTBeHHM IIHTeJIJIIIreHIIII5I IIbITaeTC5I ocymecT

BJI5ITb 3TII aCIIeKTbI B IICKyccTBeHHbIX CIICTeMax,  oco6eHHO B CIICTe�mx, OC

HOBaHHbIX Ha IIH<popMaTIIQeCKIIX TeXHOJIOrII5IX. 
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