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Wstep

Réwnaniem diofantycznym (od greckiego matematyka Diofantosa)
nazywamy rownanie postaci:

f(xhx%"'?mn):o? (1)

gdzie [ jest funkcja n-zmiennych catkowitych i n > 2. Jesli f jest
wielomianem o wspotczynnikach catkowitych, to (1) nazywamy alge-
braicznym réwnaniem diofantycznym. Ciag (aq,as,...,a,) liczb
catkowitych taki, ze f(ay,aq,...,a,) = 0, nazywamy rozwigzaniem
réwnania (1). Réwnanie diofantyczne posiadajace co najmniej jedno
rozwigzanie nazywamy rozwigzalnym.

Diofantos (IIT wiek n.e.) jest nazywany ojcem algebry. Zastynat
dzieki dzietu “Arithmetica” oraz dzieki rezultatom osiggnietym w teo-
rii rownan algebraicznych i teorii liczb. Dzieto Diofantosa jest arytme-
tyczno-algebraiczne, w odroznieniu od geometrycznych dziet innych
matematykow tamtych czaséw. Traktuje on utamki jak inne liczby,
wprowadza zapis symboliczny, a takze poszerza zakres sposobow roz-
wigzywania rownan do trzeciego stopnia wlacznie.

Prace Diofantosa zwiazane z réwnaniem (1) byly kontynuowane
przez chinskich matematykéw (III wiek), arabskich (VIII-XII wiek)
i pozniej przy zastosowaniu bardziej zaawansowanych metod przez Fer-
mata, Eulera, Lagrange’a, Gaussa i wielu innych matematykdow. Row-
nania diofantyczne majg nadal wielkie znaczenie we wspotczesnej ma-
tematyce i jej zastosowaniach.

7 réwnaniem diofantycznym sa zwigzane nastepujace fundamen-
talne problemy:
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Problem 1. Czy jest ono rozwiazalne?

Problem 2. Jesli jest rozwiazalne, to czy liczba wszystkich jego
rozwigzan jest skoniczona czy nieskonczona?

Problem 3. Jedli jest rozwigzalne, to wyznaczy¢ wszystkie jego
rozwigzania.

Réwnaniom diofantycznym po$wiecono wiele monografii i artyku-
tow naukowych. Maja tez one zaszczytne miejsce w olimpiadach ma-
tematycznych i réznorodnych konkursach matematycznych. Literatura
jest tu tak bogata, ze nie sposdb wymieni¢ wszystkich publikacji, nie
moéwiac juz nawet o ich oméwieniu. W jezyku polskim istniejg bardzo
ciekawe prace A. Nowickiego, w tym temacie prezentujgce mnostwo
twierdzen i probleméw z podaniem obszernej literatury.

Powstaje zatem pytanie: jaki cel prze$wiecal autorowi tej ksigzki?
Ot6z nie chodzilo o zebranie jak najwigkszej liczby ciekawych zadan
konkursowych, czy tez podanie encyklopedycznych faktéw o uzyska-
nych wynikach w teorii rownan diofantycznych. Zamystem byto precy-
zyjne przedstawienie klasycznych (w miare mozliwosci jak najbardziej
elementarnych) metod i narzedzi, zwiazanych z tym tematem. Moja
pasja jest przedstawianie rozwiazan trudnych probleméw w sposob zro-
zumiaty dla czytelnika zainteresowanego matematyka, bez odsytania go
do trudno dostepnych artykutéw naukowych, ksiazek obcojezycznych,
czy polegania na zaawansowanych teoriach matematycznych. Chcia-
tem tak zaprezentowa¢ material, aby byt on zrozumiaty dla Czytelnika
zaznajomionego jedynie z podstawowym kursem elementarnej teorii
liczb. Stad w tej ksiazce pojawiaja si¢ na przyktad elementy teorii pier-
Scieni oraz podstawy teorii ciat abstrakcyjnych umieszczone w ostat-
niej jej czesci. Mam nadzieje, ze taka prezentacja materiatu zacheci
mlodego matematyka do studiowania matematyki wyzszej, ze szcze-
golnym uwzglednieniem wspotcezesnej algebry. Natomiast Czytelnik z
wyzszym wyksztatceniem algebraicznym moze pomingé te fragmenty
ksigzki, ktore sa mu dobrze znane i skupié¢ sie raczej na ich zastosowa-
niach podanych w innych czesciach tej publikacji.

Podczas pracy na Wydziale Matematyki UwB wielokrotnie spo-
tykatem rozne nietrywialne réwnania diofantyczne i borykatem sie ze
znalezieniem ich w miare mozliwosci jak najbardziej elementarnych
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i prostych rozwigzan. Okazato sie, ze trzeba poszerzy¢ stosowane do tej
pory metody, aby udowodni¢ kilka bardzo trudnych twierdzen, ktore
sprawity podobny klopot innym matematykom. Stad moja wdziecz-
no$¢ za prace W. Narkiewicza, T. Nagella, J. Cohna, A. Nowickiego,
W. Sierpinskiego, L. Mordella i innych. Uznatem, ze zebrany mate-
rial zashuguje na zaprezentowanie szerszemu gronu czytelnikow, tym
bardziej, ze znalazty si¢ tu dowody twierdzen, ktore opieraty si¢ przez
kilkadziesigt lat i dopiero niedawno zostaty odkryte.
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Rozdziat 1

Podzielnosé liczb calkowitych

1.1 Zasady: indukcji, minimum
i maksimum

Dodatnie liczby catkowite bedziemy nazywali liczbami naturalnymi
i przez N bedziemy oznaczali zbiér wszystkich liczb naturalnych, nato-
miast Ng = NU{0}. Liczby naturalne mozna wprowadzi¢ aksjomatycz-
nie postugujac sie na przyktad piecioma postulatami Peano. Kluczowa
role odgrywa w tym systemie tak zwany Aksjomat indukcji zupetnej,
ktory bedziemy dalej nazywali zasadg indukcji. Oto jej sformutowa-
nie:

Zasada indukcji. Niech A bedzie podzbiorem zbioru N takim, zZe
1 € A oraz dla kazdego k € N spelniona jest implikacja:

jezelik € A, tok+1 € A.

Wowczas A =N, tzn. kazda liczba naturalna nalezy do A.

Wychodzac natomiast z aspektu porzadkowego liczby naturalnej
zauwazamy, ze zachodzi tez bardzo wazna

Zasada minimum. W kazdym niepustym podzbiorze A zbioru N
istnieje liczba nagmniejsza, tzn. liczba mniejsza lub rowna od kazdej
liczby ze zbioru A.

15
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Méwimy, ze niepusty podzbiér X zbioru N jest ograniczony z gory,
jezeli istnieje a € N takie, ze x < a dla kazdego z € X i méwimy wow-
czas, ze liczba a ogranicza z géry zbiér X. Stosujac Zasade minimum
mozna udowodni¢, ze zachodzi nastepujaca

Zasada maksimum. Kazdy niepusty i ograniczony z gory podzbior
A zbioru N posiada element najwiekszy, tzn. taki, ktory jest wiekszy lub
rowny od kazdej liczby naleZgcej do A.

W Arytmetyce dowodzi sie, ze te trzy zasady sa réwnowazne (patrz
na przyktad [36]). Tutaj nie bedziemy sie zajmowali takimi formali-
zmami i przyjmiemy, ze Czytelnik zna prawa dziatan i ich zwiazek
z nieréwnosciami nie tylko w zbiorze N, ale tez w zbiorze R wszyst-
kich liczb rzeczywistych. Warto tez podkresli¢, ze zasada maksimum
zachodzi nie tylko dla A C N, ale tez dla A C Z, gdzie Z jest zbio-
rem wszystkich liczb catkowitych. Jako przyktad zastosowania zasady
maksimum podamy teraz nastepujace

Twierdzenie 1.1. Niech m € N. Wowczas dla kazdej liczby cal-
kowitej a istnieje dokladnie jedna para (q,r) liczb catkowitych taka, Ze
a=qg-m+ri0<r<m.

Dowdd. Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb catkowitych k takich,
zek-m<a. Jedlia >0,to0 € Xidlak € X mamy, ze km < a < ma,
skad k < a. Jesli zas a < 0, to a € X, bo wtedy m > 1, skad am < a
idla k € X mamy, ze km < 0, skad k£ < 0. Zatem zbior Xjest niepusty
i ograniczony z géry. Wobec tego na mocy zasady maksimum istnieje
w X liczba najwicksza q. Zatem ¢ - m < a, wigc poniewaz ¢ + 1 > ¢,
tog+1¢Xi(¢g+1)-m>a Stadr=a—qg-m>20,reZir<m
oraz a=¢-m—+r.

Niech teraz ¢, g2, 71,72 € Z beda takie, ze a = q1-m—~+7r; = qa-m—~+7s
oraz 0 < 1,19 < m. Wtedy ¢; -m—qo-m =ry—11, skad (¢1 —q2) -m =
= ro—ry. Zauwazmy, ze —m < ro—r1 < m, wiec —m < (¢1—@q2)-m < m,
skad —1 < ¢ — @2 < 1. Zatem ¢; — ¢o = 0 i wobec tego ro — 1y = 0,
czyli ¢ = qo 171 = 19, a wiee (q1,71) = (g2, 72). ]

Uwaga 1.2. Liczbe r w twierdzeniu 1.1 nazywamy resztg z dzie-
lenia liczby catkowitej a przez liczbe naturalng m i oznaczamy sym-
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bolem [al,, za$ liczbe ¢ nazywamy niepelnym ilorazem z dzielenia
liczby catkowitej a przez liczbe naturalng m.

Poniewaz —1 = (=1)-5+410 < 4 < 5, wigc [—1]; = 4. Jezeli
0<r<mir € Z, tooczywiscie [r], = r, bor = 0-m + r oraz
0 < r < m. Zatem na przyktad [1]s = 1 oraz [5]; = 5. Aby obliczy¢
[101]7 wykonujemy pisemne dzielenie liczby 101 przez 7 i uzyskujemy,
ze 101 = 14 - 7+ 3, wiee [101]; = 3, a [~101]; = 4.

Uwaga 1.3. Zauwazmy, ze twierdzenie 1.1 mozemy wypowiedzie¢
rownowaznie innymi stowami: Niech m € N, m > 1. Wowczas kazda
liczba catkowita jest doktadnie jednej z m postaci:

mk, mk+1, mk+2, ..., mk+(m—1) dla k€ Z,
czyli zbidr Z jest sumag m parami roztacznych podzbioréw:
1Oy 11Xy (12l - [l = 1|

gdzie ||jllm ={km+j : k€Z}dlaj=0,1,...,m— 1.

W szczegblnosci dla m = 2 mamy, ze kazda liczba caltkowita jest
postaci 2k (tzn. jest parzysta) albo jest postaci 2k + 1 (tzn. jest niepa-
rzysta), czyli zbiér Z jest suma roztacznych podzbioréw: {2k : k € Z}
i{2k+1:keZ}.

Dla m = 3 mamy, ze kazda liczba catkowita jest postaci 3k albo
3k +1 albo 3k + 2, a wigc zbidér Z jest sumag trzech parami roztacznych
zbioréw: {3k: ke Z}, {3k +1:keZ}i{3k+2:k € Z}.

Twierdzenie 1.4. (O dzieleniu z reszta). Niech b bedzie nieze-
rowq liczbg catkowitq. Wowczas dla kazdego a € Z istnieje dokladnie
jedna para (q,r) liczb calkowitych taka, Ze a =q-b+r i 0 <r < |b].

Dowdéd. Jezeli b > 0, to teza wynika od razu z twierdzenia 1.1. Niech
b < 0. Wtedy m = —b € N. Wezmy dowolne a € Z. Wtedy z twier-
dzenia 1.1 istnieja liczby calkowite x i r takie, ze 0 < 7 < m = |b|
ia =axm+r = (—x)-b+r. Niech ¢, s € Z beda takie, ze 0 < s < |b| =m
ia=qgb+s. Wtedy a = (—q)-m+ s. Zatem z twierdzenia 1.1 mamy,
ze —q=u1x1is=r,wiec qg= —x. Konczy to nasz dowdd. O
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1.2 Okreslenie i wlasnosci podzielnosci
liczb catkowitych

Definicja 1.5. Powiemy, ze liczba catkowita a dzieli liczbe cal-
kowitg b (a jest dzielnikiem b, b jest podzielne przez a, b jest wielo-
krotnoscia a), jezeli istnieje taka liczba catkowita t, ze b = a-t. Piszemy
wtedy a | b. Jezeli a nie dzieli b, to piszemy a 1 b.

Przyktad 1.6. Dla dowolnej liczby catkowitej a mamy, ze

(1) a|a (gdyz a =a- 1), tzn. kazda liczba catkowita dzieli siebie,

(2) a |0 (gdyz 0 = a-0), tzn. 0 jest podzielne przez kazda liczbe
catkowita,

(3) 1| a (gdyz a =1-a), tzn. kazda liczba catkowita jest podzielna
przez 1,

4)0|la<a=0((hbo0=0-0ijezeli 0] a, to istnieje catkowite
t takie, ze a = 0 - t, skad a = 0), tzn. 0 jest jedyna liczba catkowita
podzielng przez 0.

Twierdzenie 1.7. Wsrod dowolnych kolejnych m liczb catkowitych
1stnieje doktadnie jedna liczba podzielna przez liczbe naturalng m.

Dowdéd. Teza jest oczywista dla m = 1. Niech dalej m > 1. Ogdlna
postaé m kolejnych liczb catkowitych: n,n+1,...,n+ (m — 1), gdzie
n € Z. Na mocy twierdzenia o dzieleniu z resztg n = gm + r dla
pewnych ¢, € Z takich, ze 0 < r < m. Jedli r = 0, to m | n. Jesli zas
r#0,tol <r<m—1,wiec 0 < m—r < miwtedy liczba n+ (m—r)
wystepuje w ciggu n,n+1,...,n+(m—1) oraz n+(m—r) = (¢+1)m,
wiec ta liczba jest podzielna przez m.

Przypusémy, ze wérdd liczb n,n+1,...,n + (m — 1) co najmniej
dwie sa podzielne przez m. Wtedy istniejg liczby catkowite ¢, j takie,
ze0<i<j<morazm |n+iim|n+j. Zatem m+i = km
im+j = Im dla pewnych k,l € Z. Stad j —i = (I — k)m. Ponadto
mamy, ze 0 < j—i < j < m,wiec0 < (I—k)m <m,skad 0 < -k < 1,
co przeczy temu, ze | — k jest liczba catkowita.

Wobec tego wsrdéd dowolnych kolejnych m liczb caltkowitych istnieje
doktadnie jedna liczba podzielna przez m.

O
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Whniosek 1.8. Liczba catkowita a jest podzielna przez liczbe natu-
ralng m wtedy i tylko wtedy, gdy [a], = 0.

Dowéd. Niech m | a. Wtedy a = gm dla pewnego q € Z, skad a =
= gm + 0 1 z twierdzenia o dzieleniu z resztag wynika, ze [a],, = 0.
Na odwr6t, niech [a],, = 0. Wtedy z twierdzenia o dzieleniu z reszta
otrzymujemy, ze a = gm + 0 = gm, czyli m | a. ]

Stwierdzenie 1.9. Niech a,b,c bedg dowolnymsi liczbami catkowi-
tymi. Wowczas:
(1) jezelia |bib|c, toalec,
(2) jezelia|bialc, toa| (b-x+c-y) dla dowolnych liczb calkowitych
x,y, (w szczegolnosci a | (b+¢) oraza| (b—c)),
(3) jezelia|bia|(b+c), toa]c,
(4) warunki: a | b, a | (=b), (—a) | b i (—a) | (=b) sg rownowazne,
(5)dlac#0:a|b < (a-¢)|(b-c),
(6) jezelic| (a—b), tocla < c|b.

Dowdéd. (1). Z zalozenia istnieja liczby catkowite ¢, s takie, ze b=a -t
ic=0b-s,skad c=a- (t-s). Ponadto t - s jest liczba calkowita, wiec
alc.

(2). Z zalozenia istnieja liczby catkowite t,s takie, ze b = a -t
ic=a-s. Zatem dla calkowitych x,y mamy, ze b-x+c-y=a-t-x+
+a-s-y=a-(t-x+s-y). Ponadto t - + s -y jest liczba catkowita,
wiec a | (b-x+ c-y). Podstawiajac x = y = 1 uzyskamy, ze a | (a + b).
Podstawiajac z = 1,y = —1 uzyskamy, ze a | (b — ¢).

(3). Na mocy (2) mamy, ze a | [(b+ ¢) — b], czyli a | c.

(4). Jezeli a | b, to istnieje catkowite ¢ takie, ze b = a - t, skad —b =
=a-(—t)i(—t) jest catkowite, wigc a | (—b). Jezeli a | (—b), to istnieje
catkowite ¢ takie, ze —b = a -t, skad b = (—a) - t, wiec (—a) | b. Jezeli
(—a) | b, to istnieje t € Z takie, ze b = (—a) - t, skad —b = (—a) - (—1),
wiec (—a) | (=b). Jezeli (—a) | (=b), to istnieje caltkowite ¢ takie, ze
—b=(—a)-t,skad b=a-t, wiec a | b.

(5). Jezeli a | b, to istnieje catkowite t takie, ze b =a-t, skad b-c =
=a-c-t,czyli (a-c) | (b-c). Jezeli zas (a-c) | (b-c), to istnieje catkowite
t takie, ze b-c=a-c-tic#0, wiecb=a-t, skad a | b.
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(6). Niech ¢ | (a—b). Jedli ¢ | b, to na mocy (2), ¢ | ((a—b)+0b), czyli
¢ | a. Jezeli zas ¢ | a, to na mocy (2), ¢| (a — (a —0b)), czylic|b. O

Przyktad 1.6 i stwierdzenie 1.9 (4) redukuja badanie podzielnosci
liczb catkowitych do badania podzielnosci przez liczby naturalne.

Stwierdzenie 1.10. Niech m,n bedq liczbami naturalnymi. Wow-
czas:

(i) m | n <= istniejet € N takie, Zen =t -m,

(ii) jezeli m | n, to m < n,

(111) jezelim | n in|m, tom=n.

Dowdéd. (i). Jezeli m | n, to n = ¢ - m dla pewnego t € Z. Ponadto
m,n >0, wiect-m >0im > 0, skad t > 0, czyli t € N. Jezeli zas
n=t-m dla pewnego t € N, to t € Z, wiec m | n.

(11). Zalézmy, ze m | n. Wtedy na mocy (i), n =t -m dla pewnego
teN. Stad t > 1, wigct-m > 1-m, a zatem n > m.

(11). Zatézmy, ze m | nin | m. Wtedy z (i1), m < n in < m, skad
m = n. O

1.3 Najwiekszy wspdllny dzielnik
i najmniejsza wspOlna wielokrotnosé

Niech X bedzie podzbiorem zbioru Z zawierajacym co najmniej jedna
niezerowg liczbe a. Oznaczmy przez Dx zbiér wszystkich wspolnych
dzielnikéw naturalnych wszystkich liczb ze zbioru X, czyli

Dx ={deN : d|z dlakazdego x € X}.

Na mocy przyktadu 1.6, 1 € Dx. Ponadto, jesli d € Dy, to d | a,
skad d | |a|, a poniewaz |a|] € N, wiec d < |a| na mocy stwier-
dzenia 1.10. Wobec tego z zasady maksimum wynika, ze w zbiorze
Dy istnieje liczba najwicksza, ktora nazywamy najwiekszym wspol-
nym dzielnikiem liczb ze zbioru X i oznaczamy symbolem NWD(X).
Oczywiscie, NWD(X) = NWD({|z| : z € X}) oraz NWD(X) =
= NWD(X \ {0}). Jezeli X = {ay,a9,...,a,} dla pewnego n € N, to



NWD i NWW 21

zamiast NWD({aq, as,...,a,}) bedziemy pisali NWD(ay, ag, ..., a,).
Ze stwierdzenia 1.10 wynika, ze NWD(a) = |a| dla kazdego 0 # a € Z.

Twierdzenie 1.11. Niech n € N i n > 2 oraz niech ay,as, ..., ay,
bedq liczbami catkowityma i co nagmniej jedna z nich jest rozna od zera.
Wtedy istniejq liczby catkowite xq, xs, . .., x, takie, Ze

a121 + asxo + ... + apr, = NWD(aq, aqg, ..., a,).

Dowdd. Oznaczmy przez A zbior wszystkich liczb postaci ayx1+aszs+

+ ...+ apx, dla xq,29,...,2, € Z. Zauwazmy, ze podstawiajac x; =
= +1 oraz z; = 0 dla j # ¢ uzyskujemy, ze +a, € A dla kazdego
1 =1,2,...,n. Jednak pewna z liczb ay,as, ..., a, jest rozna od zera,

wiec ANN # (). Z zasady minimum wynika zatem, ze w zbiorze ANN
istnieje liczba najmniejsza d, przy czym d = aju; +agus+. . .+ayu, dla
pewnych uy, us, . .., u, € Z. Wezmy dowolne a € A. Wtedy a = a1z, +
+asxs+ ...+ ayx, dla pewnych zq, s, ..., 2z, € Z oraz na mocy twier-
dzenia o dzieleniu z reszta a = qd + r dla pewnych ¢, r € Z takich, ze
0<r<d Stad r = ay(x1—qui)+as(xe—qua)+. .. +an(x,—qu,) € A.
Zatem z minimalnosci d, r € N, czyli r = 0. Wobec tego d | a dla
kazdego a € A. W szczegélnosei d jest wspolnym dzielnikiem liczb
ai, g, ..., a,, wiec d < NWD(ay,aq,...,a,) = D. Ponadto dla kaz-
dego i =1,2,...,n, a; = Db; dla pewnego b; € Z, wiec d = D(u1b; +
+ugby + ... + uyby), skad D | d. Poniewaz d, D € N, wiec D < d.
Mamy tez d < D, wiec d = D, czyli ajuy + asus + ... + ayu, =
= NWD(ay,as, ..., a,). ]

Definicja 1.12. Powiemy, ze liczby catkowite aq,as, ..., ar, gdzie
k > 2, sa wzglednie pierwsze, jezeli NWD(aq, ag, ..., a;) = 1.

Twierdzenie 1.13. (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki).
Niech a 1 b bedg liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi. Wowczas
dla dowolnej liczby calkowitej ¢ z tego, Ze a | b+ c wynika a | c.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 1.11 istnieja liczby catkowite = i y takie,
ze a-x+b-y =1 Zatem ¢ = acx + bcy. Dodatkowo a | b - ¢, wiec
z przyktadu 1.6 i ze stwierdzenia 1.9 mamy, ze a | (acx + bey), czyli
alec. O



22 Podzielnos¢ liczb catkowitych

Twierdzenie 1.14. Jezeli liczby calkowite ay,as, ..., ar, 2 ktérych
co nagmniej jedna jest rozna od zera, podzielimy przez ich najwiekszy
wspolny dzielnik d, to otrzymamy liczby wzglednie pierwsze.

Dowdad. Istnieja liczby caltkowite by, ...,b, takie, ze a; = d - b; dla
i = 1,....k. Niech t = NWD(by,...,b;). Wtedy istnieja liczby catko-
wite ¢, ..., cx takie, ze by =t-¢; dlai = 1,..., k. Zatem a; = (dt)c; dla
i=1,..,k Stad d-t € Dyq,,. a1, Wiec d -t < d, czyli t = 1. Zatem
liczby by, ..., by sa wzglednie pierwsze. ]

Stwierdzenie 1.15. Kazdg liczbe wymierng mozna jednoznacznie
zapisac w postaci ¢, gdzie a € Z i b € N sq takie, Ze NWD(a,b) = 1.

Dowéd. Wezmy dowolna liczbe wymierna q. Wtedy g = % dla pewnych
x € Z iy € N. Niech d = NWD(z,y). Wéwczas na mocy twierdzenia
1.14, z = ad i y = bd dla pewnych a € Z, b € N takich, ze NWD(a, b) =
= 1. Stad ¢ = Z—g = 7. Niech teraz r € Z i s € N beda takie, ze ¢ = £
oraz NWD(r,s) = 1. Wtedy § = £, skad as = br. Zatem b | as
i NWD(b,a) = 1, wiec z Zasadniczego twierdzenia arytmetyki b | s.
Analogicznie pokazujemy, ze s | b. Ponadto b, s € N, wiec b < sis < b,
skad b = s. Wobec tego as = sr i po skroceniu przez s, a = r. O

Lemat 1.16. Niech a,ay,a9,...,0,,q1,q2,---,Gn € Z 1 a # 0.
Wowczas zachodzi wzor:

NWD(a, ay, as, . ..,a,) = NWD(a,a; — q1a,as — gea, ..., a, — q,a).

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze dla X = {a,ai,as,...,a,} 1Y =
= {a,a; — qra,a3 — qa,...,a, — qua} jest Dx = Dy. Dodatkowo,
jeSlid € Dx,tod e Nid|aorazd| a; dlai=1,2,...,n, skad na
mocy stwierdzenia 1.9, d | a;—qa dlai =1,2,... ,n, czylid € Dy. Po-
dobnie, jeslid € Dy,tod € Nid|aorazd | a;—qadlai=1,2,...,n,
skad na mocy stwierdzenia 1.9, d | a; dlai = 1,2,...,n, a to oznacza,
ze d € Dx. ]

Na uzyskanych w ten sposéb wtasnosciach opiera sie nastepujacy
algorytm wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielnika liczb natural-
nych:
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ALGORYTM EUKLIDESA. Niech dany bedzie niepusty, skon-
czony zbior Aj liczb naturalnych. Wyznaczamy najpierw najmniejsza,
liczbe ay tego zbioru. Jezeli a; dzieli wszystkie liczby naszego zbioru,
to ich najwiekszy wspolny dzielnik jest rowny a; i algorytm jest za-
konczony. W przeciwnym przypadku wyznaczamy reszty z dzielenia
pozostatych liczb zbioru A; przez a,. Nastepnie wykreslamy wszystkie
zerowe reszty i tworzymy nowy zbiér As ztozony z ay i z wszystkich
nie wykreslonych reszt. Wowczas najwiekszy wspolny dzielnik liczb ze
zbioru A; jest réwny najwiekszemu wspolnemu dzielnikowi liczb ze
zbioru A,. Nastepnie stosujemy nasz algorytm do zbioru As. Jezeli ay
jest najmniejsza liczba ze zbioru A,, to oczywiscie a; > ao. Wynika
stad, ze po skonczonej liczbie krokow nasz algorytm musi si¢ zakonczy¢
i doprowadzi nas do obliczenia najwiekszego wspolnego dzielnika liczb
ze zbioru A;.

Przyktad 1.17. Na mocy algorytmu Euklidesa otrzymujemy, ze
NWD(—42, —58,72) = NWD(42, 58, 72) =

— NWD(42, 58 —42, 72— 42) = NWD(42, 16,30) = NWD(16, 30, 42) =
— NWD(16,30 — 16,42 — 2 - 16) = NWD(16, 14, 10) =
— NWD(10, 14, 16) = NWD(10, 14 — 10,16 — 10) =
— NWD(10,4,6) = NWD(4,6,10) = NWD(4,6 — 4,10 — 2 - 4) =
= NWD(4,2,2) =2,
bo?2|2i2]4.

Niech ay, as, ..., ar beda niezerowymi liczbami catkowitymi. Wéow-
czas liczbe catkowita podzielng przez wszystkie te liczby nazywamy ich
wspolng wielokrotnoscia. Zbior wszystkich naturalnych wspélnych
wielokrotnosci takich liczb bedziemy oznaczali przez W (ay, ..., ax). Po-
niewaz liczby ay - ... - ax oraz —ay - ... - a; sa wspolnymi niezerowymi
wielokrotnosciami liczb aq, ..., ax, wiec zbiér W(ay, ..., ax) jest niepu-
sty. Zatem z zasady minimum istnieje w nim liczba najmniejsza. Na-
zywamy ja najmniejszg wspolng wielokrotnoscia liczb aq, ..., ag
i oznaczamy przez NWW (ay, ..., ag).
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Twierdzenie 1.18. Kazda wspolna wielokrotnosc niezerowych liczb
catkowitych ay, ..., ap jest podzielna przez ich najmniejszq wspolng wie-
lokrotnosé. W szczegolnosci liczba catkowita a jest podzielna przez kazdg
z liczb ay,...,a, wtedy i tylko wtedy, gdy a jest podzielna przez
NWW(al, . ,CLk).

Dowdd. Niech m = NWW(ay, ..., ax) i niech M bedzie wspdlna wielo-
krotnoscia liczb ay, ..., ar. Wtedy a; | M oraz a; | m dlai = 1,...) k.
Ponadto na mocy twierdzenia o dzieleniu z reszta istniejg liczby catko-
wite q, r takie, ze M = qg-m-+r oraz 0 < r < m. Wtedy ze stwierdzenia
1.9 mamy, ze a; | r dla i = 1, ..., k. Zatem r nie moze by¢ liczba natu-
ralna, bo inaczej r € W(ay, ..., ax) oraz r jest mniejsze od najmniejszej
liczby tego zbioru, ktéra jest m. Stad r =01 m | M.

Zatozmy, ze NWW (ay,...,a;) dzieli liczbe catkowita a. Wprost
z definicji mamy, ze a; | NWW(ay, ..., ax), wiec ze stwierdzenia 1.9
uzyskujemy, ze a; | a dla kazdego i =1,... k. ]

Twierdzenie 1.19. Niech X # {0} bedzie niepustym podzbiorem
zbioru Z.. Wowczas kazdy wspolny dzielnik liczb ze zbioru X jest dziel-
nikiem NWD(X).

Dowéd. Niech D = NWD(X) i niech d bedzie wspélnym dzielnikiem
liczb ze zbioru X. Z przyktadu 1.6 i ze stwierdzenia 1.9 wynika, ze bez
zmniejszania ogdlnosci mozemy zakltadaé, ze d jest liczba naturalng.
Dla kazdego x € X mamy, ze D | z i d | z, wiec na mocy twierdzenia
1.18, NWW(D, d) | x. Stad i z dowolnosci z, NWW (D, d) € Dx. Zatem
NWW(D,d) < D. Jednak D | NWW(D, d), wiec ze stwierdzenia 1.10
mamy, ze D < NWW(D,d). Stad D = NWW(D,d). Ponadto d dzieli
NWW(D,d), wiec d | D. O

Twierdzenie 1.20. Dla dowolnych liczb naturalnych a i b zachodzi
wzor:

a-b=NWD(a,b) - NWW(a,b). (1.1)

Dowdd. Oznaczmy d = NWD(a,b) oraz m = NWW(a,b). Wowczas
istnieja liczby naturalne k, [, x, y takie, ze a = dk, b = dl, m = ax,
m = by. Ponadto kld = al = kb, wiec na mocy twierdzenia 1.18 istnieje
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naturalne n takie, ze kld = mn. Stad al = nax oraz kb = nby, wiec
Il =nrik=mnyoraz a = (dn)yib = (dn)x. Zatem dn € Di.p,
skad dn < d. Zatem n = 11 kld = NWW(a,b) oraz NWD(a,b) -
NWW(a,b) =d - kld = (kd) - (Id) = ab. O

Twierdzenie 1.21. Jezeli X # {0} i Y # {0} sq niepustymi pod-
zbiorami zbioru Z, to zachodzi wzor:

NWD(X UY) = NWD(NWD(X), NWD(Y)).

Dowdd. Oznaczmy d = NWD(X UY), d; = NWD(X), dy = NWD(Y')
i D = NWD(dy,ds). Wtedy d,dy,ds, D € N. Wezmy dowolne = € X.
Wtedy dy | x1 D | dy, wiec D | z. Podobnie D |y dlay € Y. Stad D | a
dla kazdego a € X UY i wobec tego D < d. Dodatkowo X C X UY,
wiec d | x dla kazdego # € X i na mocy twierdzenia 1.19, d | d;.
Analogicznie pokazujemy, ze d | dz. Wobec tego na mocy twierdzenia
1.19,d | NWD(dy, ds), czylid | D, skad d < D i ostatecznie d = D. [

Twierdzenie 1.22. Jezeli X # 0 i Y # () sq skoriczonymi podzbio-
rami zbioru Z takimi, 2e 0 € X 10 € Y, to zachodzi wzor:

NWW (X UY) = NWW(NWW(X), NWW(Y)).

Dowdd. Oznaczmy m = NWW(X UY), m; = NWW(X), my =
=NWW(Y)iM = NWW(mq,msy). Wtedy m, my, ma, M € N. Wezmy
dowolne x € X. Wtedy « | my i my | M, wigc x | M. Podobnie y | M
dla y € Y. Stad a | M dla kazdego a € X UY i na mocy twierdzenia
1.18, m | M, skad m < M. Ponadto X C XUY', wiec znowu z twierdze-
nia 1.18 mamy, ze m; | m. Analogicznie pokazujemy, ze my | m. Wobec
tego na mocy twierdzenia 1.18, NWW (mq,my) | m, czyli M | m, skad
M < m i ostatecznie M = m. ]

Twierdzenie 1.23. Niech X # {0} bedzie niepustym podzbio-
rem zbioru Z i niech m € N oraz mX = {mz : v € X}. Wowczas
NWD(mX) = m - NWD(X).

Dowéd. Oznaczmy d = NWD(X) i D = NWD(mX). Dla 2 € X
mamy, ze d | x, wiec ze stwierdzenia 1.9 dostajemy, ze md | mx. Wobec
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tego md < D i na mocy twierdzenia 1.19, md | D, czyli D = mdt dla
pewnego t € N. Jednak to oznacza, ze mdt | max dla kazdego » € X,
czyli dt | x na mocy stwierdzenia 1.9. Z dowolnosci x € X wnosimy, ze
dt <d,czylit=11D =md. O

Twierdzenie 1.24. Niech aq,as, ..., a, bedg niezerowymsi liczbami
catkowitymi. Wowczas dla dowolnej liczby naturalnej d zachodzi wzor:

NWW(d - ay,d - ag,...,d-a,) =d-NWW(ay,as,...,a,). (1.2)

Dowdd. Niech NWW(d - ay,...,d-a,) = M iNWW(ay,...,a,) =m.
Wtedy a; | m oraz (d - a;) | M, skad istnieje liczba catkowita ¢; taka,
ze M = d - a;-c; oraz ze stwierdzenia 1.9 (5): (d-a;) | (d-m) dla
i = 1,...,n. Zatem z twierdzenia 1.18 mamy, ze M | (d - m), wiec
istnieje liczba naturalna t taka, ze d-m = M -t. Stad d-m = d-a;-¢; - t,
czylim = t-a;-c;dlai = 1,...,n. Zatem istnieje liczba naturalna s taka,
zem=t-soraz s =a;-c; dlai=1,... n. Zatem z twierdzenia 1.18
uzyskujemy, ze m | s. Tymczasem s | m, wiec na mocy stwierdzenia
1.10, m = s, czylit =1. Stad d- m = M. ]

Stwierdzenie 1.25. Jesli liczba catkowita a jest wzglednie pierwsza
2z kazdg z liczb catkowitych ay, ..., ay, to liczby a i ay -as - ...-a, tez
sq wzglednie pierwsze.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywi-
sta. Niech NWD(a, a;) = NWD(a, as) = 1 i niech d = NWD(a, ajas).
Wtedy d € N, d | a id | ajas. Ponadto NWD(d, a;) jest wspolnym
dzielnikiem liczb wzglednie pierwszych a i ay, wiec NWD(d,a;) = 1
i z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, d | as. Zatem d jest wspol-
nym dzielnikiem liczb wzglednie pierwszych a i ao, skad d = 1, czyli
NWD(a, ajas) = 11 teza zachodzi dla n = 2.

Zaloézmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i wezmy
liczby catkowite a,aq, ..., a,,a,+1 takie, ze NWD(a,q;) = 1 dla i =
=1,...,n,n+1. Wtedy z zalozenia indukcyjnego NWD(a, a;-. . .-a,) =
= 1. Jednakze NWD(a, a,41) = 1, wiec z kroku dla n = 2:

NWD(a, (ay-...-an) ans1) = 1, czyli teza zachodzi dla liczby n+1. O
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Twierdzenie 1.26. Jezeli kazde dwie liczby sposrod liczb natural-
nych ay,aq, ..., a, (gdzie n > 2) sq wzglednie pierwsze, to

NWW(ay,as,...,a,) =aj-ag-...-ay.

Dowod. Zastosujemy indukcje wzgledem n > 2. Dla n = 2 teza wynika
od razu z twierdzenia 1.20. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego na-
turalnego n # 2 i niech kazde dwie liczby spoéréd liczb naturalnych

ai, ag, ..., 0, G,+1 beda wzglednie pierwsze. Wtedy z zatozenia induk-
cyjnego NWW (aq, as, ..., a,) = aj-as-. . .-a,, wiec na mocy twierdzenia
1.22, NWW(ay, as, ..., an,anr1) = NWW(a;-as-...-ay, ayq1). Ponadto
ze stwierdzenia 1.25 liczby ay - ag - ... - a, 1 a,11 sa wzglednie pierw-
sze, wiec na mocy kroku dla n = 2, NWW(a; - ag - ... ap,apy1) =
=ay ... Qp-Apy1, czyli NWW(aq, ag, ... Gn, Gpy1) = Q- ...y Gpyr,
a zatem teza zachodzi dla liczby n + 1. [

7 twierdzen 1.18 i 1.26 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 1.27. Niech kazde dwie liczby sposrod liczb naturalnych
ap,as,...,a, (gdzie n > 2) bedqg wzglednie pierwsze. Wowczas liczba
catkowita a jest wspolng wielokrotnosciq tych liczb wtedy i tylko wtedy,
gdy a jest podzielna przez iloczyn tych liczb.

Twierdzenie 1.28. Niech a,b,c,n € N. Jezeli ab = " i liczby
a 1 b sqg wzglednie pierwsze, to a = z™ i b =y" dla pewnych x,y € N.

Dowéd. Oznaczmy x = NWD(a,c). Wtedy = € N i na mocy twier-
dzenia 1.14, a = wx i ¢ = yz dla pewnych wzglednie pierwszych
liczb naturalnych v i y. Zatem uxb = y"a", czyli ub = y"2" 1. Dalej,
ze stwierdzenia 1.25 wynika, ze NWD(y", u) = 1, a poniewaz y" | ub,
to na mocy zasadniczego twierdzenia arytmetyki uzyskujemy, ze y" | b.
Dodatkowo NWD(a,b) = 1 i x | a, wiec ze stwierdzenia 1.25 mamy,
ze NWD(z"~1 b) = 1, a poniewaz "' | ub, to znowu z zasadniczego
twierdzenia arytmetyki, z"~! | u. Ponadto ub = y"z"!, wigc u/x"!
i b/y" sa liczbami naturalnymi o iloczynie réwnym 1, skad b = y”
iu=a""1 czylia = 2" ]
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Twierdzenie 1.29. Niech k,n,aq,as,...,ar,¢c € N, k > 2 i niech

kazde dwie sposrod liczb ay,as, ..., a; bedg wzglednie pierwsze. Jezeli
ap-Qg-...-a =c", to dla kazdego 1 = 1,2,... k istnieje x; € N takie,
ze a; = Ty

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 2 teza wynika
z twierdzenia 1.28. Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby na-

turalnej £ > 2 i niech kazde dwie sposréd liczb naturalnych aq, ..., ag,
ar+1 beda wzglednie pierwsze oraz niech ay - .. .- ag - a1 = ¢™ dla pew-
nych ¢;n € N. Na mocy stwierdzenia 1.25 liczby a; - ... - ag
i apy1 sa wzglednie pierwsze oraz ich iloczyn jest réwny ", wiec
z twierdzenia 1.28 otrzymujemy, ze ay - ... - ap = 2" 1 agp1 = T},
dla pewnych x, 7,1 € N. Ponadto na mocy zalozenia indukcyjnego
dla kazdego 7 = 1,2,..., k istnieje x; € N takie, ze a; = 7. O

Twierdzenie 1.30. Dia dowolnych liczb naturalnych a, b, n:
a | b <= a|b.

Dowdd. Jezeli a | b, to istnieje t € Z takie, ze b = a - t, skad b" =
= a"-t". Ponadto t" € Z, wiec a™ | b". Na odwrét, zatézmy, ze a™ | b™.
Niech d = NWD(a,b). Wtedy z twierdzenia 1.14 istnieja wzglednie
pierwsze liczby naturalne x i y takie, ze a = d - x oraz b = d - y. Zatem
d"-a™ | d"-y", skad ze stwierdzenia 1.9 uzyskujemy, ze 2" | y", wiec tez
x | y". Jednak ze stwierdzenia 1.25 mamy, ze NWD(z,y") = 1, wiec
x = 1. Zatem a = d, skad a | b. O

Whniosek 1.31. Niech D,n € N bedqg takie, zen > 2 i D # a™ dla
kazdego a € N. Wéwczas /D jest liczbg niewymierng.

Dowdd. Zatézmy, ze /D jest liczba wymierna. Wtedy istnieja liczby
naturalne ¢ i b takie, ze /D = g Stad D = Z—Z, czyli 0" = Da™. Zatem
a™ | b" i na mocy twierdzenia 1.30, a | b, skad b = ac dla pewnego
ceNiD =c" coprowadzi do sprzecznosci.

Wobec tego liczba rzeczywista /D jest niewymierna. ]
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1.4 Liczby pierwsze

Przez dzielnik liczby naturalnej n bedziemy rozumieli od tej pory liczbe
naturalng dzielaca n. Przez D,, bedziemy oznaczaé¢ zbiér wszystkich
dzielnikéw liczby n.

Definicja 1.32. Liczbe naturalng p nazywamy liczba pierwsza,
jezeli p ma doktadnie dwa dzielniki. Liczbe naturalng n > 1, ktora
nie jest pierwsza, nazywamy liczbg zlozong. Zbior wszystkich liczb
pierwszych oznaczamy przez P.

Uwaga 1.33. Liczba 1 nie jest ani pierwsza ani ztozona, gdyz ze
stwierdzenia 1.10 mamy, ze D; = {1}, tzn. liczba 1 posiada doktadnie
jeden dzielnik.

Uwaga 1.34. Na mocy przyktadu 1.6 kazda liczba naturalnan > 1
posiada co najmniej dwa rézne dzielniki: 1 i n. Wynika stad, ze liczba
naturalna n > 1 jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy
jedynymi jej dzielnikami sg 1 i n.

Uwaga 1.35. Wobec uwagi 1.34 liczba naturalna n > 1 jest liczba
ztozong wtedy i tylko wtedy, gdy n posiada dzielnik d taki, ze
1 < d < n. Zatem, gdy n = d - k dla pewnego naturalnego k£ > 1.
Stad kazda liczba zlozona n jest postaci n = a - b dla pewnych
liczb naturalnych a,b > 1.

Uwaga 1.36. Liczba 2 jest jedyna parzysta liczbg pierwsza.
Rzeczywiscie, kazda liczba parzysta n jest postaci n = 2k dla pewnego
naturalnego k. Jezeli £ > 1, to z uwagi 1.35 n jest liczba ztozona.
Natomiast dla £ = 1 mamy, ze n = 2, wiec z przyktadu 1.6 i ze
stwierdzenia 1.10: Dy = {1,2}, czyli liczba 2 jest pierwsza. Zatem 2
jest tez najmniejsza liczba pierwsza.

Twierdzenie 1.37. Kazda liczba naturalna n > 1 posiada co naj-
mniej jeden dzielnik bedgcy liczbg prerwszq.

Dowdd. Dla liczby naturalnej n > 1 oznaczmy przez A zbidr wszyst-
kich jej dzielnikow wigkszych od 1. Wtedy zbiér A jest niepusty, bo
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z przyktadu 1.6, n € A. Zatem z zasady minimum w zbiorze A istnieje
liczba najmniejsza p. Wtedy p > 1 oraz p | n. Jezeli d jest dzielnikiem
pid>1, to ze stwierdzenia 1.9 uzyskujemy, ze d € A oraz ze stwier-
dzenia 1.10: d < p. Zatem z minimalnosci p jest d = p. Stad p jest
liczba pierwsza. O]

Twierdzenie 1.38. Zbior wszystkich liczb pierwszych jest nieskori-
czony.

Dowdod. Zatézmy, ze tak nie jest, i nich p; = 2, po, ..., p, beda wszyst-
kimi liczbami pierwszymi. Niech a = p; - py - ... p, + 1. Wtedy a
jest liczba naturalng wieksza od 1, wiec z twierdzenia 1.37 istnieje
liczba pierwsza p dzielaca a. Ponadto py, po, ..., p, sa wszystkimi licz-
bami pierwszymi, wiec p = p; dla pewnego ¢ = 1,2,...,n. Zatem
pi | (p1e. . pi. . pp+1) oraz oczywiscie p; | (p1-...-pi-... pn), Wiec
ze stwierdzenia 1.9, p; | 1, skad ze stwierdzenia 1.10, p; < 1 i mamy
sprzecznos¢. Przypuszczenie, ze zbior wszystkich liczb pierwszych jest
skonczony doprowadzito nas do sprzecznosci. Zatem ten zbior jest nie-
skonczony. [

Twierdzenie 1.39. Kazda liczba ztozona n ma dzielnik pierwszy p
taki, ze p* < n.

Dowdod. Niech n bedzie liczba ztozona. Wtedy z uwagi 1.35 istnieja
liczby naturalne a, b takie, ze 1 < a < b oraz n = a - b. Zatem
z twierdzenia 1.37 istnieje liczba pierwsza p dzielaca liczbe a. Dodat-
kowo a | n, wiec ze stwierdzenia 1.9, p | n. Ponadto p < a na mocy
stwierdzenia 1.10, wiec p? < a® < a-b = n, czyli p*> < n. O]

Stwierdzenie 1.40. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech a € Z.
Wowczas:
NWD(p,a) =1 <= pta. (1.3)

Dowdd. 7 definicji liczby pierwszej mamy, ze D, = {1,p}. Stad, jezeli
p nie dzieli a, to Dy, 4 = {1}, wiec NWD(p, a) = 1. Jezeli zas p | a, to
D(p,a) = {1, p}, wiec wtedy NWD(p, a) = p > 1. Zatem NWD(p, a) =
=1 < pta. O
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Twierdzenie 1.41. Jezeli n > 2 1 liczba pierwsza p dzieli iloczyn
ajp - as - ... ay liczh calkowitych ay,as, ... a,, to p | a; dla pewnego
i=1,2,...,n.

Dowadd. Zatézmy, ze tak nie jest dla pewnej liczby pierwszej p. Wtedy
istnieja: liczba naturalna n > 2 oraz liczby catkowite aq,as,..., a,,
ktére nie dziela sie przez p, ale p | (a1-az-. . .-a,). Na mocy stwierdzenia
1.40, NWD(p,a;) = 1 dlai = 1,...,n. Zatem ze stwierdzenia 1.25,
NWD(p,a;-as-...-a,) =1, co przeczy temu, ze p | (a;-az-...-a,). O

Uwaga 1.42. Niech py,ps,...,ps beda réznymi liczbami pierw-
szymi i niech aq, am, ..., as beda liczbami naturalnymi. Wtedy jedyny-
mi dzielnikami pierwszymi liczby a = p{* - p3*-...-p%s sa: p1, pa, .. ., Ps.
Rzeczywiscie, p; | a, gdyz o; > 0 dlai =1,...,s. Jezeli zas p jest liczba
pierwsza dzielaca a, to z twierdzenia 1.41 wynika, ze p | p; dla pewnego
1=1,...,s, skad z pierwszosci p i p;, p = p;. O

Uwaga 1.43. Niech p, py,...,ps beda réznymi liczbami pierwszy-
mi. Wowcezas nie istniejg liczby catkowite nieujemne aq, ..., ay takie,
ze p | pi* - ... p%, bo inaczej na mocy twierdzenia 1.41, p | pi dla
pewnego ¢ = 1,...,s. Stad z uwagi 1.42 mamy, ze o; = 0, wiec p | 1,
czyli p =11 mamy sprzecznosc.

Twierdzenie 1.44. Niech pi,ps,...,ps bedq roznymi liczbami
pierwszymi i niech o, ..., a4, 01,...,0s bedg mieujemnymi liczbami
catkowitymi. Wowczas: pi* ... - p¥s = pfl PP wtedy i tylko wtedy,
gdy (o, ..., 05) = (B1, ..., 0s).

Dowdd. Zatézmy, ze (av,...,a5) = (B1,...,0s). Wtedy «; = f; dla
kazdego i = 1,...,s, wiec pi* - ... - p% = pfl ...~ p%. Na odwrét,
zatézmy, ze pi* - ... - p¥ = pfl - ... p%. Wystarczy udowodnié, ze
a; = B; dla kazdego i = 1,...,s. Gdyby tak nie bylto, to dla pewnego
i = 1,...,s mielibySmy «; # ;. Bez zmniejszania ogblnosci mozemy
zaktadaé, ze 1 = 1 oraz ay > (1. Wtedy a; — (1 jest liczba naturalng i
po skréceniu przez p;* uzyskamy, ze p; | py°-. . .-p?, co przeczy uwadze
1.43. O
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Twierdzenie 1.45. (O jednoznaczno$ci rozkladu). Kaida
liczba naturalna n > 1 moze byc przedstawiona w postaci

n=pi-ps? ...k, (1.4)

gdzie k,aq, ..., ap sq liczbami naturalnymi, zas p1 < ps < ... < pg
sq liczbami pierwszymi. Przedstawienie liczby n w postaci (1.4) jest
jednoznaczne, tzn. jezeli n = qlﬁl . q2ﬁ2 Ce qfl, gdzie 1,31, ..., 3 sq
liczbami naturalnymi, zas ¢ < g < ... < q sq liczbami pierwszymi,
tok=1loraza;=0; ip;=q; dlai=1,2,... k.

Dowdd. Zatézmy, ze istniejg liczby naturalne n > 1, ktérych nie mozna
zapisa¢ w postaci (1.4). Wtedy z zasady minimum istnieje wéréd nich
liczba najmniejsza ny > 1. Z twierdzenia 1.37 istnieje najmniejsza
liczba pierwsza pq, ktora dzieli liczbe ng. Zatem ng = p; -n; dla pewnej
liczby naturalnej n; < mg. Jesli ny = 1, to ng = p} whrew zalozeniu.
Zatem n, > 1, wiec z minimalnosci liczby ng istniejg liczby pierwsze

q1 < p2 < ... < ps oraz istniejg liczby naturalne ~yq, 79, ..., takie,
zeny = qi" -py® ... pl. Z okredlenia liczby p; wynika, ze p; < q1.
Jezeli py = qu, to ng = pP*t - pY? - ... - p¥, whrew zalozeniu. Jesli zas
p1 < qi, to ng = pi - q* - p3* - ...pl, whrew zalozeniu. Zatem kazda

liczbe naturalng n > 1 mozna zapisa¢ w postaci (1.4).
Niech teraz przy oznaczeniach naszego twierdzenia

n=p-... - p* :qlﬁlm.uqlﬁl.
Wtedy z uwagi 1.42 mamy, ze {p1,...,px} = {q1,.-.,q}, wiec k =1
oraz kolejno: p1 = qi, p2 = qo,..., pr = q oraz z twierdzenia 1.44
mamy, ze oy; = F; dlai=1,2,... k. ]

Przedstawienie liczby naturalnej n > 1 w postaci (1.4) nazywamy
jej rozkladem kanonicznym.

Liczba 1 nie posiada rozktadu kanonicznego, ale dla dowolnych roz-
nych liczb pierwszych py,...,p, mamy, ze 1 = p{ ... p’.

Stwierdzenie 1.46. Liczby catkowite aq,as, ..., ay,, gdzie n > 2,
nie sq wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba pierw-
sza p bedgca ich wspolnym dzielnikiem.
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Dowdd. Jezeli istnieje liczba pierwsza p bedaca wspolnym dzielnikiem
liczb ay,....a,, to NWD(ay,...,a,) = p > 1, wiec liczby te nie sa
wzglednie pierwsze. Na odwrot, zatézmy, ze liczby aq,...,a, nie sg
wzglednie pierwsze. Wtedy NWD(ay, ..., a,) = d > 1. Zatem z twier-
dzenia 1.37 istnieje liczba pierwsza p bedaca dzielnikiem d i wtedy ze
stwierdzenia 1.9 liczba p jest wspolnym dzielnikiem liczb a4, ..., a,. O

Z uwagi 1.43 oraz z twierdzen 1.44 i 1.45 wynika od razu nastepujace

Stwierdzenie 1.47. Liczby naturalne ay,as, ..., a, wieksze od 1
nie sq wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba pierw-
sza wystepujgca w rozkladzie kanonicznym kazdej z tych liczb.

Twierdzenie 1.48. (O postaci dzielnikéw). Niech py, po, ..., Dk
bedqg roznymi liczbami pierwszymi, zas oy, o, . .., o € Ny. Liczba na-
turalna d jest dzielnikiem liczby n = pi* - p5? - ... - pp* wtedy i tylko
wtedy, gdy d :pfl-p?u : .pf’“, gdzie 3; =0,1,...,c; dlai =1,2,... k.

Dowdd. Zatézmy, ze d = p{h -p§2 . ...pg’“, gdzie 6; = 0,1,...,q; dla
1 =1,2,...0k. Wtedy v = a;, — 3, € Ngdlai =1,... k, skad m =
=p'-...-pl* €Noraz d-m=mn, czyli d | n.

Na odwrot, zatdézmy, ze liczba naturalna d dzieli n. Wtedy n = d-m
dla pewnego m € N. Jezeli p jest liczba pierwsza dzielaca d lub m, to
p dzieli n, wiec z uwagi 1.43, p € {p1,...,pr}. Zatem z twierdzenia
1.45 oraz z uwagi 1.43 istnieja By, ..., Bk, Y1, - -+, Ve € Np takie, ze d =
—pl e ime=pl e plE Stad p{t T =
ek, Zatem z twierdzenia 1.44 uzyskujemy, ze §; + v; = oy, skad (; =
=0,1,...,a;dlai=1,... k. O]

Liczbe wszystkich dzielnikéw liczby naturalnej n bedziemy ozna-
czali przez ©(n).

Stwierdzenie 1.49. (O liczbie dzielnikéw). Niech p1,po, ..., p
bedq roznymi liczbami pierwszymi, za$ oy, g, ..., € Ng. Wowczas

O™ -ps?-...opi)=04a1) - (14+ay) ...-(I1+ag). (L.5)
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Dowdéd. 7 twierdzen 1.44 i 1.48 wynika od razu, ze dla n = pi* - p5? -
.o pE, ©(n) jest réwne liczbie wszystkich ciagow (01, .. ., k) takich,
ze B =0,1,...,csdlai=1,....k czyli O(n) = (14+ 1) - (1 + ay) -

Twierdzenie 1.50. Jezeli p jest liczbg pierwszq, to p | (z) dla k =
=1,...,p—1.

Dowdd. Niech k bedzie dowolng ustalong liczbg naturalng mniejsza
od p. Oznaczmy (z) = ng. Wtedy z kombinatoryki wiadomo, ze ny
jest liczba podzbioréw k-elementowych zbioru p-elementowego, czyli
ny jest liczbag catkowita. Ponadto wiadomo, ze ny = ﬁ!_k)!, wiec p! =
= ng - k! (p—k)!. Ponadto ze stwierdzenia 1.10 mamy, ze p nie dzieli j

dla 7 =1,...,p— 1. Zatem z twierdzenia 1.41 mamy, ze p nie dzieli k!
oraz p nie dzieli (p — k)!. Jednakze p! =1-2-...p, wiec p | p!. Zatem
z twierdzenia 1.41 otrzymujemy, ze p | ng. O

Zadanie 1.51. Stosujac twierdzenie 1.50 udowodnij, ze dla dowol-
nej liczby pierwszej p i dowolnej liczby naturalnej n, p | n? — n.

Zadanie 1.52. Niech F,, = 22" + 1 dla n € Ny. Udowodnij, ze
Fy-Fy-...-F,+2 = F,, dla kazdego n € N i wyprowadz stad
twierdzenie Goldbacha ktéore méwi, ze dla dowolnych réznych n,m €
€ Ny liczby F, i F,,, sa wzglednie pierwsze.

Zadanie 1.53. Stosujac zadanie 1.52 i twierdzenie 1.37 udowodnij,
ze zbior wszystkich liczb pierwszych jest nieskoniczony.



Rozdziat 2

Kongruencje i ich
zastosowania

2.1 Kongruencje

Definicja 2.1. Niech a,b € Z i niech m € N. Mowimy, ze a przy-
staje do b modulo m i piszemy a = b (mod m), jezeli m | a — b.
W przeciwnym przypadku piszemy a # b (mod m). Otrzymana w ten

sposéb relacje nazywamy kongruencjg (wedtug modutu m).

Stwierdzenie 2.2. Dla dowolnych liczb catkowitych a i b i dla do-
wolnej liczby naturalne; m nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) a =b (mod m),

(i) m | a — b,

(1i1) [alm = [blm-

Dowdd. Réwnowaznosé warunkow (i) oraz (i) wynika wprost z De-
finicji 2.1. Niech m | a — b. Wtedy a — b = gm dla pewnego ¢ € Z.
Ponadto z twierdzenia o dzieleniu z reszta uzyskujemy, ze a = xm-+[al,,
ib=ym+[bl,, dla pewnych =,y € Z. Stad zm + [a],, = a = b+ qm =
= (y + ¢@)m + [b];n 1 znowu z twierdzenia o dzieleniu z reszta wynika,

ze |aly = [blm. Na odwrdt, niech [a],, = [b],,. Wtedy z twierdzenia
o dzieleniu z reszta mamy, ze a = xm + [a], 1 b = ym + [a],, dla
pewnych z,y € Z. Zatem a — b = (z — y)m, czyli m | a — b. O

35
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Stwierdzenie 2.3. Dla dowolnej liczby naturalnej m 4 dla dowol-
nych liczb catkowitych a, b, c:

(i) a = a (mod m),

(ii) jezeli a = b (mod m), to b =a (mod m),

(i1i) jezeli a =b (mod m) i b= c (mod m), to a =c (mod m).

Dowdd. Poniewaz [a],, = [a]n, wiec na mocy stwierdzenia 2.2, a = a
(mod m). Zatézmy, ze a = b (mod m). Wtedy [a],, = [b]m, wiec [b], =
= [al,, 1 ze stwierdzenia 2.2, b = a (mod m).

Zalézmy, ze a = b (mod m) i b= c (mod m). Wtedy ze stwierdze-
nia 2.2, [a]y, = [b]m 1 [b];m = [c]m, Wiec [a], = [c]m 1 ze stwierdzenia 2.2,
a = c¢ (mod m). O

Klasa reszt modulo m o reprezentancie a € Z nazywamy zbior
lla||m ={r €Z:2=a (mod m)}. (2.1)

Stwierdzenie 2.4. Niech m € N ¢ niech a,b € Z. Wtedy:

(i) a € [alln,

(i) ||al|m = ||b||m <= a=b (mod m).

W szczegolnosci dowolne dwie klasy reszt modulo m sg albo réowne,
albo roztgczne.

Dowéd. (i). Na mocy stwierdzenia 2.3 (i) mamy, ze a = a (mod m),
wiec a € ||alpm,.

(71). Niech ||a||m = ||b||;m. Poniewaz a € ||a||, na mocy (i), wiec
a € ||b]|m, czyli @ = b (mod m). Na odwrét, zatézmy, ze a = b
(mod m). Wtedy ze stwierdzenia 2.3 (i) mamy, ze b = a (mod m).
WeZzmy dowolne ¢ € ||a||,,. Wtedy t = a (mod m). Dodatkowo a = b
(mod m), wiec ze stwierdzenia 2.3 (ii7), t = b (mod m), czylit € ||b||m.
Analogicznie, jesli ¢ € ||b]|m, to t = b (mod m), a poniewaz b = a
(mod m), wiec t = a (mod m) na mocy stwierdzenia 2.3 (7ii), skad
t € ||al|m. Wobec tego ||allm = ||b]|m.

Wezmy dowolne a,b € Z takie, ze ||a||,m N [|b||lm # 0. Wtedy ist-
nieje z € Z takie, ze x € ||all, 1 z € ||b]|m. Zatem z = a (mod m)
iz = b (modm). Stad b = x (mod m) na mocy stwierdzenia 2.3
(17). Zatem b = x (mod m) i x = a (mod m), a to oznacza na mocy
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stwierdzenia 2.3 (iii), ze b = a (mod m). Wobec tego ||al|,n = [b||m
z pierwszej czesci dowodu. ]

Dla liczb naturalnych m oznaczmy przez Z,, zbiér wszystkich reszt
z dzielenia przez m. Zatem:

L ={0,1,...,m —1}. (2.2)
Ze stwierdzenia 2.2 wynika, ze dla dowolnych m € N i a € Z:
llallm ={z € Z: [z]m = [a|lm} ={gm +a:q € Z}. (2.3)

Stwierdzenie 2.5. Kazda kongruencja wedtug modutu m posiada
doktadnie m klas reszt modulo m i sg one postaci:

r|lm ={gm+r:q€Z}={a€Z:[a], =1}, gdzie r € Z,.
(2.4)

Dowdéd. Niech a € Z. Wtedy z twierdzenia o dzieleniu z reszta a =
= gm +r dla pewnego q € Z i dla pewnego r = 0,1,...,m — 1. Zatem
[a),, = r, czyli @ = r (mod m) i wobec tego ||a||,, = ||r||m» na mocy
stwierdzenia 2.4. Niech r, s € {0,1,...,m — 1} beda takie, ze ||r||,, =
= ||8||;m- Wtedy na mocy stwierdzenia 2.4 mamy, ze r = s (mod m),
wiec [r],, = [s];, na mocy stwierdzenia 2.2, czyli r = s, bo 1,5 € Zy,.
Wobec tego zbiory (2.4) sa parami rozne i jest ich doktadnie (m —1)+
+1=m. ]

Duza zaletg kongruencji jest to, ze posiadaja one podobne wlasnosci
jak relacja réwnosci. Wyraza to nastepujace

Twierdzenie 2.6. Niech m,n € N 1 niech a,b,c € Z oraz niech
a;,b; € Z dlav=1,...,n. Wowczas:

(1) jezelia =b (mod m), to a+c¢=b+ ¢ (mod m),

(11) jezeli a = b (mod m), toa-c=0b-c (mod m),

(i1i) jezeli a; = b; (mod m) dlai =1,...,n, toa; + ...+ a, =
=b+...+ b, (mod m),

(iv) jezelia; = b; (mod m) dlai=1,...,n,toay-...-a, =by-...-b,
(mod m),
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(v) jezeli a = b (mod m), to a™ = b" (mod m),

(vi) jezeli a = b (mod m), to f(a) = f(b) (mod m) dla kazdej
funkcji f: Z — Z postaci f(x) = ¢y + c1x + ... + cs°, gdzie s € Ny
oraz Co, Ci, ..., Cs € 7.

Dowdd. Niech a =b (mod m). Wtedy m |a—b1i(a+c¢)— (b+c) =
=a—b,wieca+c=b+c (mod m). Ponadtoa-c—b-c=(a—10)-c,
wiecm |a-c—b-c, czylia-c=0b-c (mod m), co dowodzi punktéw
(1) oraz (ii).

(7i1). Z zalozenia a; — b; = q;m, gdzie ¢; € Z dla 1 = 1,2,...,n.
Zatem (a1 + ...+ ay) — (b1 + ...+ by) = (@1 + ... + g,)m. Stad i na
mocy stwierdzenia 2.2, a; + ...+ a, =b; + ...+ b, (mod m).

(1v). Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczy-
wista. Dla n = 2 mamy, ze a; = b; (mod m) i ay = by (mod m).
Zatem na mocy (i), ajas = byjas (mod m) i byag = biby (mod m), skad
ajas = biby (mod m) na mocy stwierdzenia 2.3. Przypusémy teraz,
ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech a; = b;
(mod m) dlai=1,...,n,n+ 1. Wtedy a,1+1 = b,11 (mod m) iz za-

lozenia indukeyjnego ay - ... a, = by -... b, (mod m), wiec z kroku
dowodudlan=2,a;-...a, a1 =by-... by -byy1 (mod m).
(v). Podstawiajac a; = a oraz b; = b dlai =1,2,...,n w punkcie

(1v) uzyskujemy, ze a™ = b" (mod m).

(vi). Namocy (v), a* = b* (mod m), skad na mocy (i), cxa® = b
(mod m) dla kazdego k = 0,1,...,s. Stad po dodaniu stronami tych
kongruencji (punkt (¢iz)!) uzyskujemy teze. O

k

Skracanie kongruencji jest bardziej subtelne niz skracanie réwnosci.
Mowi o tym nastepujace

Twierdzenie 2.7. Niech m,n € N i niech a,b,c € Z. Wowczas:

(i) n-a=n-b (mod mn) wtedy i tylko wtedy, gdy a = b (mod m),

(ii) jezelin |m ia=b (mod m), to a =b (mod n),

(11i) jezeli NWD(c,m) =1, to a-c =b-c (mod m) wtedy i tylko
wtedy, gdy a = b (mod m).

Dowdd. (i). Niech n-a =n-b (mod mn). Wtedy mn | na —nb. Zatem
n(a—0b) = mnk dla pewnego k € Z i po skréceniu przez n, a—b = mk,
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skad m | a—b, czyli @ = b (mod m). Na odwrdt, niech a = b (mod m).
Wtedy m | a — b, wiec a — b = km dla pewnego k € Z, skad na —nb =
= mnk, wiec mn | na —nb. Zatem n-a =n-b (mod mn).

(11). Z zalozen wynika, ze n | m im | a — b. Zatem ze stwierdzenia
1.9, n|a—>b, czylia=0b (mod n).

(7i1). Niech NWD(¢,m) =1ia-c=b-c (mod m). Wtedy m dzieli
ac—be, czyli m | c(a —b), wiec z zasadniczego twierdzenia arytmetyki,
m | a — b, a zatem a = b (mod m). Implikacja odwrotna wynika od
razu z twierdzenia 2.6 (7). O

Twierdzenie 2.8. Niech kazde dwie liczby sposrod liczb natural-
nych my, mo, ..., my bedg wzglednie pierwsze © niech a,b € 7Z. Wowczas
rownowazne sq¢ warunki:

(i) a =b (mod m;) dla kazdego i =1,2,...,s,

(1)) a =b (mod my -mg - ... my).

Dowdd. (i) = (ii). Z zalozenia m; | a — b dla kazdego i = 1,2,...,s.

Zatem z wniosku 1.27 otrzymujemy, ze my - mg - ... mg | a — b, skad
uzyskujemy, ze a = b (mod my - my - ... mg). Implikacja odwrotna
wynika od razu z twierdzenia 2.7 (ii). O

Lemat 2.9. Jezeli liczba catkowita a jest wzglednie prerwsza z liczbg
naturalng m, to istnieje liczba calkowita x taka, ze ax =1 (mod m).
Dodatkowo, dlay € Z: ay =1 (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy y = x
(mod m).

Dowdéd. Poniewaz NWD(a, m) = 1, wiec z twierdzenia 1.11 otrzymu-
jemy, ze ax + my = 1 dla pewnych z,y € Z. Stad m | ax — 1, czyli
ax =1 (mod m).

Niech teraz y € Z. Jedli ay = 1 (mod m), to ze stwierdzenia 2.3,
ay = ax (mod m) i z twierdzenia 2.7 (4i7) mamy, ze y = = (mod m).
Jezeli za§ y = x (mod m), to ze stwierdzenia 2.2 (i) uzyskujemy,
ze ay = ax (mod m), wiec ay = 1 (mod m) na mocy stwierdzenia
2.3. [
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2.2 Wazne twierdzenia o kongruencjach

Twierdzenie 2.10. (Chinskie o resztach). Niech kazde dwie li-
czby sposrod liczb naturalnych my, mo, ..., my bedg wzglednie pierwsze
1 niech ri,r9,...,rs € Z. Wowczas istnieje r € Z takie, ze r = r;
(mod m;) dla kazdego i = 1,2,...,s. Ponadto dla dowolnego x € 7Z:
r = r; (mod m;) dla kaZdego i = 1,2,...,s wtedy i tylko wtedy, gdy
r=r (mod my-mg-... -my).

Dowdd. Oznaczmy: M = mqy - mo - ... - mg i niech M; = mM dla
i =1,2,...,5s. Wtedy m; | M; dla wszystkich ¢ # j oraz na fnocy
stwierdzenia 1.25, NWD(M;, m;) = 1. Zatem z lematu 2.9 dla kazdego
i = 1,2,...,s istnieje x; € Z takie, ze M;z; = 1 (mod m;). Niech
r = Myxiry + Maxorg + ... + Mgxgrs. Wtedy m; | r — Mxr;, skad
r = Mx;r; (mod m;) dlai=1,2,...,s. Ponadto M;z; =1 (mod m;),
wiec na mocy twierdzenia 2.6 (ii), M;x;r; = r; (mod m;), a zatem na
mocy stwierdzenia 2.3, r = r; (mod m;) dla kazdego i = 1,2,...,s.
Ostatnia czesé naszego twierdzenia wynika od razu z twierdzenia

2.8. ]

Definicja 2.11. Funkcje ¢: N — N taka, ze p(n) jest liczba wszyst-
kich liczb naturalnych k < n, ktore sa wzglednie pierwsze z liczba
naturalng n, nazywamy funkcja Eulera.

Przyktad 2.12. Wprost z definicji mamy, ze ¢(1) = 1. Jesli zas
liczba naturalnan > 1, to ¢(n) € NiNWD(n,n) =n > 1, skad ¢(n) <
< n. Ponadto dla liczby pierwszej p kazda z liczb 1,2, ..., p—1 nie jest
podzielna przez p, a wiec kazda z tych liczb jest wzglednie pierwsza z p
na mocy stwierdzenia 1.40. Jednak NWD(p, p) > 1, wiec stad ¢(p) =
= p—1. W szczegdlnosci: p(2) =1, ¢(3) = 2, ¢(5) = 4, i tak dalej. Za-
uwazmy, ze wszystkimi liczbami naturalnymi k£ < 4, ktére sa wzglednie
pierwsze z liczba 4 sa jedynie 1 i 3. Zatem ¢(4) = 2. Podobnie uzysku-
jemy, ze na przyktad p(6) = 2.

Twierdzenie 2.13. (Euler). Jezeli liczba calkowita a jest wzgled-
nie pierwsza z liczbg naturalng m, to

a?™ =1 (mod m). (2.5)
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Dowdéd. Dla m = 1 teza jest oczywista. Niech dalej m > 1. Oznaczmy
s = p(m). Wtedy s € N. Niech rq,rs, ..., rs beda wszystkimi liczbami
naturalnymi wzglednie pierwszymi z liczba m i nie wiekszymi od m.
Poniewaz NWD(m,m) = m > 1, wiec kazda z tych liczb nalezy do
zbioru Z,,. Ponadto NWD(0,m) = m > 1, wiec X = {r,r9,...,7s}
jest zbiorem wszystkich liczb ze zbioru Z,,, ktore sa wzglednie pierwsze
z liczba m. Dodatkowo NWD(a, m) = 1, wiec na mocy stwierdzenia
1.25 mamy, ze NWD(a - r;,;m) = 1 dla kazdego i = 1,...,s. Z twier-
dzenia o dzieleniu z reszta istniejg liczby catkowite q1, qo, . . ., ¢s takie,
ze a-r; = ¢ -m + [ar;],, skad na mocy lematu 1.16 uzyskujemy,
ze NWD([ar;]m, m) = NWD(ar;, m), a zatem NWD([ar;],,,m) = 1
dla kazdego ¢+ = 1,2,...,s. Wezmy dowolne 7,7 = 1,2,...,s takie,
ze lar)m = larj],. Wtedy ze stwierdzenia 2.2, ar; = ar; (mod m).
Stad 7, = r; (mod m) na mocy twierdzenia 2.7 (4i7). Zatem ze stwier-
dzenia 2.2, [ri];, = [rj]m. Ponadto r;,r; € Z,,, wiec r; = r;, skad
i = j. To oznacza, ze zbiér {[ari|m, [ar2]m, ... [ars]m} ma doktadnie
s-elementéw. Dodatkowo, jak pokazalismy, ten zbiér jest podzbiorem
s-elementowego zbioru X. Wobec tego

{lar1]m, [ar2]m, - - - [ars)m} = {r1, 72, ..., 75}
Stad [ari]m - [ara]m ... [argm =r1-re-. .. rgiar; = [ar], (mod m)
dla kazdego i = 1,2,...,s, wiec na mocy twierdzenia 2.6 (iv) mamy,
ze (ary) - (arg) - ...« (ars) = [ari]m - [ar2]m - - .. - [ars)m (mod m), czyli
a®-(ry-ra-. . .ors) = 11120, . ors (mod m). Ponadto na mocy stwierdzenia
1.25 liczby ry - ro - ... - rs 1 m sa wzglednie pierwsze, wiec na mocy
twierdzenia 2.7 (i), a* = 1 (mod m), czyli a?™ =1 (mod m). O

7 twierdzenia Eulera oraz ze stwierdzenia 1.40 i przyktadu 2.12
uzyskujemy od razu nastepujacy rezultat nazywany Malym twier-
dzeniem Fermata:

Twierdzenie 2.14. Dla dowolnej liczby calkowitej a niepodzielnej
przez liczbe pierwszq p zachodzi wzor:

a?'=1 (mod p). (2.6)
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Twierdzenie 2.15. Jezeli liczba pierwsza p jest postact 4k + 3
i dzieli sume kwadratéw dwéch liczb catkowitych a i b, top|a ip]|b.

Dowéd. Poniewaz p | a® + b?, wiec jedli p | a, to p | b?, skad p | b.
Podobnie, jesli p | b, to p | a. Przypu$émy zatem, ze p 1 a. Wtedy
p 1 b iz Matego twierdzenia Fermata, a?~! = 1 (mod p) oraz v¥»~! =
= 1 (mod p). Ponadto p = 4k + 3 dla pewnego k € Ny i a*? = —b?
(mod p), wiec po podniesieniu tej kongruencji stronami do potegi 2k+1
uzyskamy, ze a?~! = —b*~! (mod p), gdyz (—1)?**! = —1 oraz 2(2k +
+1)=4k+2=p—1. Zatem 1 = —1 (mod p), skad p | 2, co prowadzi
do sprzecznosci. Wobec tego p | aip|b. ]

Uwaga 2.16. Niech m > 1 bedzie liczbg naturalng. Wtedy
NWD(m, m) = NWD(0,m) =m > 1, wiec

{(keN:k<n iNWD(k,m)=1} = Z,,

gdzie
7% = {k € Zy, : NWD(k,m) = 1}.

Zatem dla m > 1: ¢(m) = |Z7,].

Twierdzenie 2.17. Jezeli liczby naturalne m i n sqg wzglednie
pierwsze, to o(mn) = @(m) - p(n).

Dowdd. Jesli m = 1 lub n = 1, to teza jest oczywista, bo ¢(1) = 1.
Niech dalej m > 1in > 1. Niech F': Z,,, — Z,, X Z,, bedzie funkcja
okreslona wzorem

F(a) = ([a]m, [a]n)- (2.7)

Z chinskiego twierdzenia o resztach wynika, ze funkcja F' jest ,na’.
Ponadto |Zmp,| = mn i |Zy, X Zy| = |Zw| - |Z,] = mn, wiec ta funk-
cja jest bijekcja. Wezmy dowolne a < Z,,,. Jezeli NWD(a,m) =
= NWD(a,n) = 1, to ze stwierdzenia 1.25, NWD(a,mn) = 1. Na
odwrét, jesli NWD(a,mn) = 1, to NWD(a,m) = NWD(a,n) = 1,
bo NWD(a, m)[NWD(a, mn) i NWD(a, m)[NWD(a, mn). Wobec tego
a € Z;,, wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,m) = NWD(a,n) = 1. Do-
datkowo na mocy lematu 1.16 mamy, ze NWD(a, m) = NWD([a],,, m)
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i NWD(a,n) = NWD([a],,n), wiec a € Z,, wtedy i tylko wtedy, gdy
F(a) € ZF, x Z%. Zatem zbiory Z* 1 Z* x Z* sa réwnoliczne. Stad

mn

oraz z uwagi 2.16, p(mn) = |Z; .| = |Z%,| - |Z%] = o(m) - p(n). O
Whniosek 2.18. Jezeli kazde dwie liczby sposrod liczb naturalnych
mi,Ma, ..., ms (8> 2) sq wzglednie pierwsze, to
o(my -mg ... mg) = @(my) - p(msa) - ... p(my).

Dowdd. Dla s = 2 teza wynika z twierdzenia 2.17. Zatézmy, ze teza
zachodzi dla pewnego naturalnego s > 2 i niech kazde dwie sposrod
liczb my, ..., ms,mgy1 € N beda wzglednie pierwsze. Wtedy ze stwier-
dzenia 1.25 liczby mgy1 1 mq - ... - my sa wzglednie pierwsze, wiec
na podstawie twierdzenia 2.17 otrzymujemy, ze @(my ... Mg Mgi1) =
=@(my -...-mg) - p(msy1). Ponadto z zalozenia indukcyjnego mamy
réownos$é p(my - mg - ... - mg) = p(my) - p(ma) - ... - @(mg). Dlatego
e(my-...-mg-mgi1) = @(my)-p(ma)-...-o(mg)-p(mgy1). Zatem teza
zachodzi tez dla liczby s + 1. Na mocy zasady indukcji mamy zatem,
ze teza zachodzi dla kazdej liczby naturalnej s > 2. O

Twierdzenie 2.19. Niech pi,ps,...,ps bedg roznymi liczbami

pierwszymi i niech aq, ao, ..., a5 € N. Wtedy zachodzi wzor:
Pyt ) =P e = ) T (s — 1),

Dowéd. Niech p € P ik € N. Na mocy stwierdzenia 1.47 i uwagi 1.43
liczba catkowita a jest wzglednie pierwsza z liczba p* wtedy i tylko
wtedy, gdy p 1 a. Wobec tego o(p*) = p* — z, gdzie z jest liczbg liczb
naturalnych < p* podzielnych przez p. Poniewaz takie liczby sg postaci
pndlan=1,...,p" ! wiec z = p*~1 i mamy, ze o(p*) = p* —p*1 =
= p*~1(p — 1). Zatem nasze twierdzenie zachodzi dla s = 1.

Niech teraz s > 2. Wowczas na mocy stwierdzenia 1.47 i uwagi 1.43

kazde dwie liczby sposrdd liczb pi?, ps?, ..., p% sa wzglednie pierwsze.
Zatem z pierwszej czesci naszego dowodu i z wniosku 2.18 uzyskujemy
teze. O]

Niech m i n beda liczbami naturalnymi i niech f bedzie wielo-
mianem o wspotezynnikach catkowitych stopnia n. Méwimy, ze liczba
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catkowita a spetnia kongruencje
f(z)=0 (mod m), (2.8)

jezeli f(a) =0 (mod m). Wowczas na mocy twierdzenia 2.6 (vi) kazda
liczba caltkowita b taka, ze b = a (mod m) tez spenia te kongruencje.
Z tego powodu rozwigzaniem kongruencji (2.8) nazywamy kazda
klase abstrakcji

allm = {a+km : ke Z}

relacji przystawania wedtug modutu m taka, ze f(a) = 0 (mod m).
W praktyce, rozwiazanie ||a||,, zapisujemy wzorem: x = a (mod m).
Stopienn wielomianu f nazywamy stopniem kongruencji (2.8). Kon-
gruencje stopnia pierwszego nazywamy tez kongruencjami linio-
wymi, zas kongruencje stopnia drugiego nazywamy kongruencjami
kwadratowymi.

7, twierdzenia o dzieleniu z reszta wynika, ze zbiér Z wszystkich
liczb catkowitych jest sumg parami roztacznych m - klas modulo m:

Z = [|0]|m U |11 U ... Ullm — 1]|;m. (2.9)

7, tego powodu dowolna kongruencja modulo m posiada co najwyzej
m-rozwigzan. Termin rozwigzaé kongruencje oznacza zatem: wy-
znaczy¢ wszystkie klasy modulo m rozwigzan tej kongruencji.

W procesie rozwigzywania kongruencji bardzo czesto zastepujemy
kongruencje prostsza lub uktadem mniej ztozonych kongruencji. W na-
turalny sposéb powstaje wtedy problem zapisu klasy ||al|q przy po-
mocy klas ||al||,, gdzie d € Nid | m. Méwi o tym nastepujace

Stwierdzenie 2.20. Niech d bedzie naturalnym dzielnikiem liczby
naturalnej m. Wowczas dla kazdego a € Z klasa ||al|q jest sumgq "}
parami roztgcznych klas modulo m:

m

lalla = lallm U lla + dllm U ... Ulla + (-

1)d||m.
Dowdd. Wezmy dowolng liczbe catkowita b nalezaca do prawej strony

dowodzonego wzoru. Wtedy b € ||a+id||,, dla pewnegoi = 0,1,...,%.
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Stad b = a + id (mod m), a poniewaz d | m, wiec z twierdzenia 2.7
(i7) mamy, ze b = a + id (mod d). Jednak a + id = a (mod d), wiec
b = a (mod d), czyli b € ||alls- Na odwrdt, niech b € ||a||s. Wtedy
b=a (mod d). Zatem d | b — a, skad b — a = kd dla pewnego k € Z.
Z twierdzenia o dzieleniu z reszta wynika, ze k = ¢- 7 +r dla pewnych
liczb catkowitych ¢ i r takich, ze r € {0,1,...,% — 1}. Zatem b — a =
=qm+rd, skad b — (a +rd) = gm, czyli b= a + rd (mod m), a wiec
b € ||a+ rd||m. To konczy dowdd naszego wzoru.

Pozostaje do wykazania, ze klasy ||a+id||,, 1 ||a+jd||m sa rézne dla
wszystkich réznych i, j € {0,1,..., % —1}. Bez zmniejszania ogélnosci
mozemy zaktadaé, ze i < j. Przypusémy, ze ||a + id||m = ||a + jd||m.
Wtedy a + jd = a + id (mod m), skad (j —i)d = 0 (mod m), wiec
z twierdzenia 2.7 (i) wynika, ze j —i = 0 (mod %), czyli % | j — 1.
Ponadto 0 < j — ¢ < 7, wigc mamy sprzecznosc. ]

Uwaga 2.21. W praktyce zamiast klasy ||a||; piszemy = = a
(mod d) i dla wielokrotnosci m liczby d zapisujemy to za pomocy
wzorw: © = a,a+d,a+2d,...,a+ (" —1)d (mod m). Czasami méwi
sie, ze stwierdzenie 2.20 podaje metode podnoszenia rozwigzan kongru-
encji wedtug modutu d do rozwigzan tej kongruencji wedhug modutu
m (oczywiscie, gdy d | m).

Ogélna posta¢ kongruencji liniowej:
ar =b (mod m), (2.10)
gdzie a,b € Z,a #01im € N.

Twierdzenie 2.22. Kongruencja liniowa (2.10) posiada rozwigza-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,m) | b. Jezeli ten warunek jest
spetniony, to kongruencja (2.10) ma doktadnie NWD(a, m) rozwigzan.
Dokladniej, jezeli axg = b (mod m) dla pewnego x¢ € Z, to wszystkimi
rozwigzaniami kongruencyi (2.10) sq klasy:

20| [ms [|20 + Mi]|m, |20 + 2ma]|m, - . ., [|70 + (d = 1)my|m,

gdzie d = NWD(a,m) i my = 7.
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Dowdéd. Przypusémy, ze kongruencja (2.10) ma rozwiazanie ||r||,.
Wtedy ar = b (mod m), wiec m | ar — b, czyli ar — b = km dla
pewnego k € Z. Dodatkowo d | a i d | m, wiec stad d | b.

Na odwrot. Zalézmy, ze d | b. Wtedy a = day, b = dby i m = dm, dla
pewnych liczb catkowitych a; i b oraz dla pewnego m; € N, przy czym
na mocy twierdzenia 1.14, NWD(ay,m;) = 1. Kongruencja (2.10) ma
zatem postaé dajx = db; (mod dm;), wiec na mocy twierdzenia 2.7,
liczba catkowita spehia ja wtedy i tylko wtedy, gdy ta liczba spetnia
kongruencje a;x = by (mod my). Z lematu 2.9 ta ostatnia kongruencja
posiada doktadnie jedno rozwiazanie ||xgl|m, 1 stad na mocy stwierdze-
nia 2.20 kongruencja (2.10) posiada doktadnie d rozwiazan, przy czym

sa to klasy: ||zol|m, [|To + mallm, - - -, [|ro + (d — 1)ma]|m. O

Twierdzenie 2.23. (Lagrange’a). Niech p bedzie liczbg pierwszq,
niech n € N i niech co,c1,...,¢, € Z, przy czym p 1 a,. Wowczas
kongruencja

cot+cix+...+cz" =0 (mod p)

posiada co Najwyzej n-rozwiqzan.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 mamy, ze p { ¢;
i nasza kongruencja przybiera posta¢ c;z + ¢g = 0 (mod p). Jezeli
a,b € Zicia+cog =0 (mod p) oraz c;b+cy =0 (mod p), to po odjeciu
stronami tych kongruencji uzyskamy, ze ¢;(a —b) = 0 (mod p). Stad
na mocy twierdzenia 2.7 (iii), a—b =0 (mod p), czyli a = b (mod p).
Zatem nasza kongruencja posiada co najwyzej jedno rozwigzanie i teza
zachodzi dla n = 1.

Przypusémy teraz, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n
i niech ¢, c1, ..., ¢y, o1 € Z beda takie, ze p 1 ¢,41. Jesli kongruencja
f(z) =0 (mod p), gdzie f(x) = co+ 12+ ... + ™ + Cpp12™ ™, nie
posiada rozwigzania, to teza zachodzi dla liczby n + 1. Niech zatem
istnieje a € Z takie, ze f(a) =0 (mod p). Ponadto

o —af = (r—a)(" + 2" %0+ a4 AP

dla k = 2,3,...,n+ 1, wigc stad f(z) — f(a) = (x — a)g(x), gdzie
g(fL’) = + C2($ + CL) 4+ ...+ Cn(ajn_l —+ xn_za + ...+ $(J,n_2 + an—l) +
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+enp (" + 2" a4+ ...+ xza™ ! + a"). Stad g(x) = by + bz + ...+
+bp_ 12" + 2™ dla pewnych b, by, ..., b,_1 € Z. Jedli teraz b € Z
ib# a (modp) oraz f(b) = 0 (mod p), to (b —a)g(b) = 0 (mod p)
iptb—a, wiec g(b) =0 (mod p) na mocy twierdzenia 2.7 (iii). Wy-
nika stad, ze liczba rozwiazan kongruencji f(z) = 0 (mod p) réznych
od rozwigzania x = a (mod p) jest nie wieksza niz liczba rozwiazan
kongruencji g(x) = 0 (mod p), czyli na mocy zalozenia indukeyjnego,
nie wieksza niz n. Wobec tego liczba rozwiazan kongruencji f(z) = 0
(mod p) jest nie wieksza niz n + 1. Zatem teza zachodzi dla liczby
n+ 1. [

Twierdzenie 2.24. (Wilsona). Dla dowolnej liczby pierwszej p
zachodzi wzor: (p—1)! = —1 (mod p).

Dowdd. Dlap =2, (p—1)!=1'=1= —1 (mod 2), wiec teza zachodzi.
Niech dalej p > 2. Wtedy p jest nieparzyste. Zauwazmy, ze wielomian
glx) = (x = 1)(x —2)-...- (z — (p — 1)) mozna zapisa¢ w postaci
g(x) = 2Pt + ¢y 0xP 2+ ..+ 17 + o, gdzie ¢ = (—1)PH(p— 1) =
= (p—1)!, gdyz p—1 jest liczba parzysta. Ponadto g(a) = 0 dla kazdego
a=1,2,...,p—1, skad g(a) = 0 (mod p) dla @ = 1,2,...,p — 1.
7 twierdzenia 2.14 mamy, ze a?~! — 1 = 0 (mod p) dla kazdego a =
=1,2,...,p—1. Stad g(a) —a?' +1 =0 (mod p), czyli ¢, 2a?~2 +
+...4ca+(p—1)+1=0 (mod p) dla kazdego a = 1,2,...,p— 1,
wiec na mocy twierdzenia Lagrange’a, p | ¢; dla ¢ = 1,2,...,p — 2.
Zatem (p— 1)! +1=0 (mod p), skad (p — 1)! = —1 (mod p). O

Whniosek 2.25. Jezeli p jest liczbg pierwszg i p = 1 (mod 4), to
pla*+1dlaa= (5.

Dowdd. Dla kazdego i = 1,2,..., % mamy, ze p — i = —i (mod p)

oraz p — i }p—% = p;rl = ’%1%—1 ip—1i<p-— 1. Ponadto, jesli

]e{%_'_l?ap_l}a top—je{Lap%l} oraZJ:p—(p—j)

Wobec tego (p— 1)! = [1- (p— D)]-[2- (p—2)]-...- [25% - (p— 25| =
- 2

= (—1)%1~12~22-...- (%) (mod p). Jednakze p =1 (mod 4), wigc

% jest liczba naturalng parzysta, a zatem a* = (p—1)! (mod p). Stad

i z twierdzenia Wilsona mamy teze. [
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Twierdzenie 2.26. (Fermata o dwéch kwadratach). KaZda
liczba pierwsza p postaci 4k + 1 jest sumq kwadratow dwoch liczb na-
turalnych.

Dowdd. Oczywiscie liczba pierwsza nie jest kwadratem liczby catkowi-
tej. Wystarczy zatem wykazac, ze p jest sumg kwadratow dwoch liczb
catkowitych. Poniewaz p > 1, wigc istnieje najwicksza liczba naturalna
k taka, ze k < \/p. Wtedy k+1 > ,/p, wiec (k4 1)*> > p. Ponadto
k # \/p, wigc k < /p. Ponadto p > 1, wigc \/p < p, skad k < p. Zatem
A={0,1,...,k} CZ,i |Al=k+1,skad |[A x 4] = (k+1)* > p.
Niech a = (1)l Wtedy p t a i z wniosku 2.25 mamy, ze a® = —1
(mod p). Rozwazmy funkcje f: A x A — Z, dana wzorem: f(z,y) =
= [z — ay],. Poniewaz |A x A| = (k+1)* > p = |Z,|, wiec [ nie jest
réznowartosciowa. Zatem istnieja rézne pary (x1,y1), (z2,y2) € A x A
takie, ze f(z1,y1) = f(x2,92), czyli [21 — ay], = [v2 — ayo],. Stad
1 —ay; = T3 — ays (mod p), czyli x = ay (mod p), gdzie ©z = x; — x9
iy =y1—yo. JeSliz = 0,toay =0 (mod p), wiec z twierdzenia 2.7 (4i7)
uzyskujemy, ze y = 0 (mod p). Zatem y; = y» (mod p), skad [y1], =
= [ya]p. Jednakze y1,y2 € A C Z,, wiec y; = yo. Wobec tego x1 = 29
i y1 = 1o, co przeczy temu, ze (x1,y1) # (T2,y2). Wobec tego = # 0.
Dalej, = ay (mod p), wigc po podniesieniu do kwadratu, z* = a?y*
(mod p). Jednak a* = —1 (mod p), wiec > = —y? (mod p). Zatem
p | 22 +5?. Ponadto x # 0, wiec 22+ y* = pm dla pewnego m € N. Do-
datkowo 21, 22, y1,y2 € {0,1,..., k}, wiec |z1 — 22|, [y1 — 12| <k < /D,
skad z%,y? < p, czyli mp = 22 + y? < 2p. Zatem mp < 2p, skad m = 1
ip=a?+y° O

Definicja 2.27. Liczbe pierwsza p nazywamy liczbg pierwszg
Sophie Germain, jezeli p > 21 2p + 1 jest liczba pierwsza.

Zauwazmy, ze cztery najmniejsze liczby pierwsze Sophie Germain
to 3, 5, 111 23.

Lemat 2.28. Niech p bedzie liczbg pierwszq Sophie Germain i niech
k bedzie liczbg catkowitq miepodzielng przez 2p + 1. Wowczas kP = £1
(mod 2p + 1).
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Dowdd. 7 zalozenia wynika, ze p jest nieparzysta liczba pierwsza
iq=2p+ 1 tez jest liczba pierwsza. Z Matego twierdzenia Fermata,
q | k¥ 1—1. Ponadto ¢ = 2p+1, wiec k7' -1 = k?’ -1 = (k»—1)(kP+1)
i wobec tego ¢ | kP — 1 lub g | k” + 1, skad k? = £1 (mod q). O

Twierdzenie 2.29. (Sophie Germain). Jezeli p jest liczbg pierw-
szq Sophie Germain, to réwnanie

2P +yP + 2P =0 (2.11)

nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych x,y, z niepodzielnych
przez p.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze istnieja x,y, 2 € Z niepodzielne przez
p spelniajace réwnanie (2.11). Wtedy bez utraty ogdélnosci mozemy
zatozy¢, ze liczby x, y, 2z sa parami wzglednie pierwsze. Niech ¢ = 2p+1.

Najpierw wykazemy, ze ¢ |  lub ¢ | y lub ¢ | 2. W tym celu
zatdzmy, ze tak nie jest. Poniewaz 2P +yP 4 2P = 0, wiec 2P +yP 4 2P =0
(mod ¢) i wobec tego na mocy lematu 2.28, +1++1++1 =0 (mod q).
Dodatkowo kazda z liczb postaci 1 + 1 + +1 jest nieparzysta i ma
modut nie wigkszy od 3, wiec £1 + +1 + +1 € {1,—1,3, -3}, skad
g | 11lub q | 3, czyli ¢ = 3. Zatem 3 = 2p + 1, skad p = 1 i mamy
sprzecznosé. Wobec tego ¢ |  lub ¢ | y lub ¢ | z. Bez utraty ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze q | x. Poniewaz liczby z, vy, z sa parami wzglednie
pierwsze, wiec ¢{y i g1 z.

7 nieparzystosci liczby p otrzymujemy, ze

Y4+ =y+2) P =y ey P,
co implikuje réwnosé:
(—2) = (+2) " =y e+ —yP ). (2.12)

Zatozmy, ze liczby y + z iyt — P22 + ... — y2P~2 + 27! nie sg
wzglednie pierwsze. Wtedy istnieje ich wspélny dzielnik pierwszy r.
Dodatkowo r # p, gdyz inaczej p | (—z)?, skad p | z, wbhrew zalozeniu.

Dalej, z = —y (mod r) oraz yP~! — yP 2z + ... — y2P2 + 2771 =
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(mod r), skad po podstawieniu z = —y (mod r) uzyskamy, ze py?~! =
= 0 (mod r). Wobec tego r | y. Ponadto z = —y (mod r), wiec r | z
i mamy sprzecznosé, bo liczby y i z sa wzglednie pierwsze. Zatem liczby
y+ziyP Tt —yP 224+ .. — y2P7? + 2271 53 wzglednie pierwsze i na
mocy (2.12) oraz twierdzenia 1.28, istnieja a, A € Z takie, ze

y+z=aP oraz Yyl —yP e —y P i P = AP (2.13)
Analogicznie pokazuje sie, ze istniejg b, c € Z takie, ze
r+y=>0b oraz v+ z=c". (2.14)

Stad P +? —a? = (v +y) + (v + 2) — (y + z) = 2z i poniewaz ¢ | x,
wiec 0P + & + (—a)? = 0 (mod q). Z pierwszej czesci dowodu, ¢ | a
lub ¢ | b lub ¢ | ¢. Ponadto ¢ | z i jedli ¢ | b, to z (2.14) wynika, ze
q | y, co przeczy temu, ze NWD(x,y) = 1. Jesli zas q | ¢, to z (2.14)
wynika, Ze ¢ | z, co przeczy temu, ze NWD(z, z) = 1. Wobec tego ¢ | a
i na mocy (2.13), z = —y (mod ¢) oraz AP = py?~! (mod ¢). Jednakze
q | =, wigc z (2.14), y = W (mod q). Zatem AP = py?~! (mod q)
iy =W (mod q). Stad A7 = p(b?)*~* (mod ¢). Ponadto ¢ 1 b, wiec
q 1 A, skad na mocy lematu 2.28, A? = £1 (mod ¢) i’ = £+1 (mod q).
Lecz, jak wykazalismy, AP = p(0?)P~! (mod ¢), wiec p = +1 (mod q),
skad ¢ | p—11ub ¢ | p+ 1. Dodatkowo ¢ =2p+1>p+1>p—1>1,
wiec mamy sprzecznosc. ]



Rozdziat 3

Kongruencje kwadratowe

3.1 Zagadnienia wstepne
W tym rozdziale beda rozpatrywane kongruencje postaci:
az’ +bx+c=0 (mod p), (3.1)

w ktorych p jest liczba pierwsza oraz a, b i ¢ sg liczbami catkowitych,
przy czym p 1 a.

Przypadek p = 2 jest trywialny, gdyz wowczas kongruencja (3.1)
przybiera postaé: 22 + bx +c¢ =0 (mod 2). Jedli b jest nieparzyste, to
nasza kongruencja redukuje sie do postaci: 22 + z + ¢ = 0 (mod 2),
wiec dla nieparzystego ¢ nie posiada ona rozwigzania, zas dla parzy-
stego ¢ posiada dwa rozwiazania: ||0||2 1 ||1]]2. W przypadku, gdy b jest
parzyste nasza kongruencja przybiera posta¢ z? + ¢ =0 (mod 2) i dla
parzystego ¢ posiada ona dokladnie jedno rozwiazanie ||0||2, zas dla
nieparzystego c¢ tez posiada dokltadnie jedno rozwiazanie: ||1||o. Podsu-
mowujac, kongruencja z2+bxr+c = 0 (mod 2) nie posiada rozwigzania
wtedy i tylko wtedy, gdy liczby b i ¢ sa nieparzyste.

Dalej bedziemy zatem rozpatrywali tylko nieparzyste liczby pierw-
sze p. Wowcezas p 1 4a, wiec NWD(4a,p) = 1 i na mocy twierdzenia
2.7 (ii7) zbiér rozwiazan kongruencji (3.1) jest rowny zbiorowi rozwia-
zaf kongruencji 4a’r + 4abxr + 4ac = 0 (mod p). Ponadto mamy, ze
4a’x + 4abz + dac = (2ax + b)* — (b* — 4ac), wiec zbiér rozwiazan

51
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kongruencji (3.1) jest réwny zbiorowi rozwiazan kongruencji
(2ax +b)*>=A (mod p), (3.2)

gdzie A = b — 4ac nazywamy wyro6znikiem kongruencji (3.1).

Jedli teraz p | A, to dla z € Z: (2ax + b)*> = A (mod p) wtedy
i tylko wtedy, gdy p | (2az + b)?, czyli z pierwszosci p, wtedy i tylko
wtedy, gdy 2az + b = 0 (mod p). Ta ostatnia kongruencja na mocy
twierdzenia 2.22 posiada doktadnie jedno rozwiazanie.

Dalej, jedli nie istnieje y € Z takie, ze y> = A (mod p), to kongru-
encja (3.2) nie posiada rozwiazania, a wiec tez kongruencja (3.1) nie
posiada wtedy rozwigzania.

Rozwazmy teraz ostatni przypadek, gdy p 1 A iistnieje yo € Z takie,
ze y2 = A (mod p). Pokazemy, ze wowczas zachodzi nastepujace

Stwierdzenie 3.1. JeZeli liczba calkowita A nie jest podzielna
przez nieparzystq liczbe pierwsza p i yg = A (mod p) dla pewnej liczby
catkowitej yo, to kongruencja y* = A (mod p) posiada dokladnie dwa
rozwigzania: ||yollp @ || — Yollp-

Dowdd. 7 naszych zalozenn wynika, ze p { yo oraz (—yp)? = y2
(mod p). Zatem ||yo||, 1 || — vol|, sa rozwiazaniami kongruencji y* =
(mod p). Gdyby te rozwiazania byly réwne, to yo = —yo (mod p),
skad p | 2yo. Jednakze p jest nieparzysta liczba pierwsza i p 1 yo, wiec
prowadzi to do sprzecznosci. Wobec tego ||yoll, # || — yollp-

WezZmy dowolne y; € Z takie, ze y? = A (mod p). Wtedy y3 =
= y5 (mod p). Zatem p | y§ — v i 7 —v5 = (Y1 — vo)(y1 + %o), Wiec
z pierwszosci p, p | y1 — yo lub p | 1 + vo, skad y1 = yo (mod p) lub

y1 = —yo (mod p). Zatem [[y1|l, = [lyollp Tub |[a]| = || = ollp, co
konczy dowdd. ]

A
A

Z przeprowadzonego dowodu wynika, ze w przypadku, gdy p t+ A
i istnieje yo € Z takie, ze y5 = A (mod p) rozwiazanie kongruencji
(3.1) sprowadza si¢ do rozwiazania dwoch kongruencji liniowych:

2ac +b=yy (modp) oraz 2ar+b=—y, (modp). (3.3)
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Kazda z tych kongruencji na mocy twierdzenia 2.22 posiada dokltadnie
jedno rozwigzanie, przy czym te rozwiazania sg roézne, bo jak pokaza-
lismy, yo Z —yo (mod p). Wobec tego w tym przypadku kongruencja
(3.1) posiada doktadnie dwa rozwiazania.

W ten sposoéb udowodnilismy nastepujace

Twierdzenie 3.2. Niech p bedzie nieparzystg liczbg pierwszg
i niech a,b,c € Z, gdzie pta. Niech A = b? — 4ac. Wowczas:

(i) jesli p | A, to kongruencja (3.1) posiada dokladnie jedno roz-
wigzanie, ktore jest rozwigzaniem kongruencyi 2ax +b =0 (mod p),

(ii) jesli kongruencja x> = A (mod p) nie posiada rozwigzania, to
kongruencja (3.1) tez nie posiada rozwigzania,
(iii) jesli p + A i y3 = A (mod p) dla pewnego yo € Z, to kon-

gruencja (3.1) posiada doktadnie dwa rozwigzania ||z1||, @ ||z2||p, gdzie
2ax1 + b=y (mod p) i 2axs + b= —yp (mod p).

3.2 Reszty i niereszty kwadratowe

Podsumowujac rozwazania poprzedniego paragrafu widzimy, ze pro-
blem rozwiazywania kongruencji (3.1) sprowadziliémy do problemu roz-
wigzywania kongruencji postaci:

2> =a (mod p), (3.4)

gdzie p jest liczba pierwsza nieparzysta, za$ a jest liczbag catkowita
niepodzielng przez p. Jezeli kongruencja (10.4) ma rozwiazanie, to mo-
wimy, ze a jest resztg kwadratowa modulo p i piszemy (%) = 1.
W przeciwnym przypadku méwimy, ze a jest niereszta kwadratowa
modulo p i piszemy (§) = —1. Tak zdefiniowany symbol () nazy-
wamy symbolem Legendre’a.

Uwaga 3.3. Jezelia,b,c € Zic* = a (mod p) oraz b = a (mod p),
to ¢ = b (mod p). Wobec tego: jesli a jest niereszta kwadratowa mo-
dulo p, to kazda liczba z klasy ||al|, tez jest reszta kwadratowa modulo

a

p. W szczegblnosei, (3) = (%), jesli a = b (mod p).
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Lemat 3.4. Zbior {0, £1,+2,..., i%} ma dokladnie p elemen-
tow 1 wszystkie jego elementy dajg paramsi rozne reszty z dzielenia przez
nieparzystq liczbe pierwszq p.

Dowéd. Oczywiscie {0, %1, £2,..., £21} = 142250 = 14 (p—1) =
=p. Jedli z,y € {0,£1,£2,..., £} to |2| < B i Jy| < B, skad

o —y| <o+ |yl <22 =p—1. Jedli [z], = [y],, to p | z —y, czyli

p | |x—yl, wiec poniewaz |z —y| < p, to |z —y| =0, azatem x = y. O

Twierdzenie 3.5. Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq.
Wéwczas zbidr 1"2;1 elementowy:

{1, [2°]p,- - [(p = 1)/2))p} (3.5)

sktada sie z roznych reszt kwadratowych modulo p i kazda reszta kwa-
dratowa modulo p przystaje modulo p do doktadnie jednej liczby z tego
zbtoru. Ponadto zbior % elementowy:

{12, op = A (2%, [0 — 1)/2)%],} (3.6)

sktada sie z roznych niereszt kwadratowych modulo p i kazda niereszta
kwadratowa modulo p przystaje do doktadnie jednej liczby z tego zbioru.
W szczegdlnosci liczba elementow zbioru Z, = {0,1,...,p—1}, ktore sq
resztami kwadratowymi modulo p jest rowna liczbie elementow zbioru

L, ktore sq nieresztami kwadratowyms modulo p 1 wynosi %.

Dowdd. Niech a bedzie reszta kwadratowa modulo p. Wtedy p 1 a
ia=c® (modp) dla pewnego ¢ € Z. Stad p { ¢ i na mocy lematu
3.4, ¢ = j (mod p) dla pewnego j € {1,2,...,22}. Stad a = ;2
(mod p), czyli a = [j%), (mod p). Dalej, dlai € {1,2,..., 21} mamy,
ze pti*ii® = [i*], (mod p), wiec p 1 [i?], i [1?], # 0. Stad [i?], jest
resztag kwadratowa modulo p dla kazdego i € {1,2,..., %} Niech
z,y € {1,2,..., 5} beda takie, ze [22], = [y*],. Wtedy p | 2% — y?
122 —y*=(z—y)(z+y), wiecp |z —y, skad = [z], = [y], = y lub
p | x+y. Ponadto 0 < z +y < 2-% =p—1<p wiecptz+y.
Zatem zbiér (3.5) ma doktadnie % elementow i pierwsza czegs¢ naszego
twierdzenia jest udowodniona.
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Wobec tego zbiér (3.6) ma doktadnie (p—1)— 251 = -1 elementow,
z ktorych ani jeden nie jest podzielny przez p. Zatem kazdy z elementow
zbioru (3.6) jest niereszta kwadratowa modulo p. Jesli liczba catkowita
a jest nieresztg kwadratowa modulo p, to p{a i [a], € Z, oraz [a], nie
nalezy do zbioru (3.5). Stad [a], # 0 i [a], nalezy do zbioru (3.6) oraz
a = lal, (mod p). Dowéd twierdzenia zostal wige zakonczony. O

Przyktad 3.6. (a). Na mocy twierdzenia 3.5 wszystkimi elemen-
tami zbioru Zs, ktére sg resztami kwadratowymi modulo 3 jest jedynie
liczba 12 = 1, za$ liczba 2 jest jedynym elementem zbioru Zs, ktory
jest niereszta kwadratowa modulo 3. Stad i z uwagi 3.3 uzyskujemy, ze
dla dowolnej liczby catkowitej a niepodzielnej przez 3:

(g) =1 <= a=1 (mod3).

(b). Podobnie, na mocy twierdzenia 3.5 wszystkimi elementami
zbioru Zs, ktére sa resztami kwadratowymi modulo 5, sg jedynie [1%]5 =
=11 [2%5 =4, zad 2 i 3 sa wszystkimi elementami zbioru Zs, ktére sg
nieresztami kwadratowymi modulo 5. Stad i z uwagi 3.3 uzyskujemy,
ze dla dowolnej liczby catkowitej a niepodzielnej przez 5:

(‘;) =1 < a=1,4 (mod5).

(c). Dlap =1, % = 3, wiec na mocy twierdzenia 3.5 wszystkimi
elementami zbioru Z;, ktore sg resztami kwadratowymi modulo 7, sg
jedynie [1%2]; = 1, [2%]; = 41 [3%]; = 2, za$ 3, 5 i 6 sa wszystkimi
elementami zbioru Zz, ktére sa nieresztami kwadratowymi modulo 7.
Stad i z uwagi 3.3 uzyskujemy, ze dla dowolnej liczby catkowitej a

niepodzielnej przez 7:

(;”) =1 < a=1,24 (mod7).
Twierdzenie 3.7. (Kryterium Eulera). Niech p bedzie niepa-
rzystq liczbg pierwszq i niech a € Z. Wowczas:
(i) a jest resztq kwadratowg modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy
a5 =1 (mod p),
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(zz) a jest nieresztq kwadratowg modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy

a7 = -1 (mod p).

Dowdd. (7). Zalozmy, ze a jest resztyg kwadratowg modulo p. Wtedy
ptaia=c® (modp) dla pewnego ¢ € Z. Stad p f ¢, wiec z Matego
twierdzenia Fermata, ¢! =1 (mod p). Dodatkowo p jest nieparzyste,
wiec 21 ¢ N ipo podn1e51en1u obu stron kongruencji a = ¢? (mod p)
do pot@gl —1 yzyskujemy, ze a7 = @1 =1 (mod p), czyli a” =1
(mod p).

p—1

Na odwrét, niecha 2z =1 (mod p). Wtedy p 1 ail|al|, jest rozwia-
zaniem kongruencji x B _1=0 (mod p). Ponadto z pierwszej czesci
dowodu i z twierdzenia 3.5 klasy |[j%||, dla j = 1,2,..., 251 sa réznymi
rozwigzaniami tej kongruencji. Gdyby a nie byto reszta kwadratows
modulo p, to ta kongruencja miataby co najmniej 1 + % rozwigzan,
co przeczy twierdzeniu Lagrange’a o liczbie pierwiastkow kongruencji.
Zatem a musi by¢ reszta kwadratowq modulo p.

(77). Przypusémy, ze a =1 (mod p). Wtedy p 1 a. Poniewaz
p> 2, wiec 1 Z —1 (mod p). Wobec tego o’z # 1 (mod p). Stad i na
mocy (i), a jest niereszta kwadratowa modulo p.

Na odwrét, zaltdozmy, ze a jest niereszta kwadratowa modulo p.
Wtedy p 1 a inamocy (i), p1 a7 —1.7 Matego twierdzenia Fermata,
a’' =1 (mod p), czylip | ("= —1)(a”= +1). Dodatkowo p t a"z —1,
wiec p | a"T + 1, skad a'r =1 (mod p). ]

Whniosek 3.8. Dla nieparzystej liczby pierwszej p liczba —1 jest
resztq kwadratowg modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1 (mod 4),
czyli: (1) =1 <= p=1 (mod 4).

Dowdd. Poniewaz p 4 —1, wiec na mocy twierdzenia 3.7 liczba —1
jest reszta kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy (—1 )E =
1 (mod p). Ponadto p > 2 oraz (—1)u = +1, wiec —1 jest reszta

kwadratowa modulo p wtedy i tylko wtedy, gdy (—1 )% =1, a to
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczba pgl jest parzysta, czyli gdy
p=1 (mod 4). O
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Whniosek 3.9. Jezeli liczby catkowite ay, as, . .., a, nie sqg podzielne
przez nieparzystg liczbe pierwszq p, to zachodzi wzor:

()00 6) )

Dowdéd. 7 twierdzenia 1.41 mamy, ze p{ay - ag - ... - a,, wiec na mocy
kryterium Eulera, (%) =(a;-ay- ... a,) P Y2 (mod p) oraz

(%’“) = a%p_l)ﬂ (mod p) dla kazdego k =1, ..., n. Zatem po pomnoze-
niu stronami tych kongruencji uzyskamy, ze

Qn

— (mod p).

( p )

(252 (5) 5)

Dodatkowo obie strony tej kongruencji sa rowne 1 lub —1 oraz —1 # 1
(mod p), bo liczba pierwsza p jest nieparzysta, wiec stad mamy teze.
O

Przypomnijmy, ze dla rzeczywistej liczby = symbol |z] oznacza
najwieksza liczbe catkowitag nie wigkszg od x.

Lemat 3.10. Niech ¢ bedzie liczbg catkowitqg niepodzielng przez
nieparzystq liczbe pierwszq p. Wowczas istnieje doktadnie jedna liczba
re {1,2,...,%} taka, Ze

c= (D% (mod p)

oraz liczba L—J jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy [c], > %.

Dowdd. 7 twierdzenia o dzieleniu z reszta mamy, ze ¢ = kp + [c],, dla
pewnego k € Z oraz p { ¢, wigc [c], # 0. Jezeli [c ] e {1,2,...,2},

to 0 < 2[c], < —1<p,w1gc2k<%_2k:+ "<2k:+1 skad

L%J = 2k. Lecz ¢ = [¢], (mod p), wigc stad ¢ = (— ) 5y (mod p) dla
r = [a],. Niech zatem [c], > 251, Wtedy [c], > &5t +1 = 22 >
wiee p < 2[c], < 2(p—1) < 2p. Stad 2k +1 < 2k + 2 = 2 < 9k + 2

czyli | 2] = 2k + 1. Zatem (~1)'%(p — [c],) = [c], — p = ¢ (mod p)
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oraz p — [c], € {1,2,..., 251}, bo 0 <p —[c], < p— 23! = E51. Wobec
tego w tym przypadku wystarczy obraé¢ r = p — [c],.

Jezelir,s € {1,2,..., 551}, c = (-1 )L e (mod p) i e = (- 1)L2ﬂ5
(mod p), to (— l)Ler = (—1)L%Js (mod p), skad r = s (mod p), czyli
s=lslp=[l+p=r. 0

Twierdzenie 3.11. (Kryterium Gaussa). Niech p > 2 bedzie
liczbg pierwszq, ktora nie dzieli liczby catkowitej a. Wowczas réowno-
wazne sq¢ warunki:

(1) a jest resztq kwadratowg modulo p,
(p—1)/2
(it) liczba > |(2ai)/p| jest parzysta,
i=1
(iii) liczba wszystkich i € {1,2,..., 21} takich, ze |ai], > 5 jest
parzysta.

Dowdd. Poniewaz p jest liczb@ pierwsza, p { a oraz p { i, wiec p { ai

dla kaZdego i E {1,2 1} Stad na mocy lematu 3.10 dla kazdego
ie{l,2,..., 1} 1stnleJe dokladnle jedno r; € {1,2,..., 21} takie,
ze

ai = (—1)LED/Plr (mod p). (3.7)

Ponadto z lematu 3.10 wynika, ze funkcja ¢ — r; jest roznowartos$ciowa.
Wobec tego

{7”1, To,... ,7"@_1)/2} = {1, 2, ey (p — 1)/2} (38)
Zatem wymnazajac stronami kongruencje (3.7) dla i = 1,2,..., %
i uwzgledniajac (3.8) uzyskujemy, ze
(p—1)/2
- > [(2ad)/p]
az A= (-1) =1 - A (mod p)
dla A=1-2-...- 7%1. Ponadto p jest liczba pierwsza, wiec p 1 A,

czyli NWD(A,p) = 1 1 w otrzymanej kongruencji mozemy skréci¢ A
uzyskujac wzor:
(p—1)/2

> L(2ai)/p]
(—1) =1 (mod p). (3.9)

S
wf |
-
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p—1

(1) = (it). Z Kryterium Eulera a2 = 1 (mod p), wiec na mocy

p—1
2

(3.9) i tego, ze p > 2, liczba Y _ [(2ai)/p] jest parzysta.
i=1
(17) = (¢i1). Wynika od razu z lematu 3.10.
(7i1) = (i). Poniewaz suma parzystej liczby liczb nieparzystych

p—1
2

jest liczba parzysta, wiec na mocy lematu 3.10 liczba » _ |(2ai)/p] jest
i=1

parzysta. Zatem z (3.9), T =1 (mod p), wiec na mocy Kryterium

Eulera a jest resztg kwadratowg modulo p. O

Uwaga 3.12. Zauwazmy, ze Kryterium Gaussa mozna sformuto-
wacé inaczej. Mianowicie jesli liczba catkowita a nie jest podzielna przez
nieparzysta liczbe pierwsza p, to

S L2ai )

p

Whniosek 3.13. Dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p zacho-
dzi wzor:

<2> = (_1)(p—1)/2—Lp/4J — (_1)(172—1)/8'
p

W szczegdlnosci (%) =1 <= p=1,7 (mod 8).

Dowdd. Najpierw zauwazamy, ze dla kazdego i € {1,2,..., %} liczba
22 o M 2 2—% < 2 oraz % > 0. Zatem |(4i)/p] €
1

P P P
€ {0,1}. Pozostaje zatem obliczy¢ liczbe tych i € {1,2,..., 55}, dla
ktorych [(4i)/p] = 1, czyli takich, ze 1 < %, tzn. B < i < B
Dodatkowo 4 { p, wiec i = [p/4] +1,..., 2%, Zatem liczba takich i

e -1
jest réwna £ — |p/4]. Wobec tego Y [(2-2i)/p] = pT — |p/4]

i=1
2

i na mocy uwagi 3.12 mamy, ze (5) = (—1)p=1/2=p/4],
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Ponadto p = 1,3,5,7 (mod 8), wiec w pierwszym przypadku p =
= 8k + 1 dla pewnego k €N, skad 2% — |p/4| = 4k — [2k + 1] =
= 4k—2k = 2k oraz =L 8 = 2k(4k’+1) W drugim przypadku, p = 8k+3
dla pewnego k € No, wiec 5= —|p/4| = 4k+1— L2k+%J = 4k+1-2k =
= 2k+1 oraz p = (4k+1)(2k+1) W trzecim przypadku, p = 8k+5
dla pewnego k 6 No, WIQC 22— |p/4] = 4k+2— |2k+1+1] = 4k+2—

(2k—i— 1) = 2k+1 oraz =— (2k—|—1)(4k+3) W ostatnim przypadku,

= 8k+7 dla pewnego k E No, wige 252 —|p/4] = 4k+3—|2k+1+2| =
_4k:+3—(2k;+1) = 2k + 2 oraz ps—l = 2(k + 1)(4k + 3).

Konczy to dowod naszego wniosku. ]

Whniosek 3.14. Dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p zacho-

dzi wzor:
-2
2 = ()4
()=

W szczegolnosci (_?2) =1 <= p=1,3 (mod 3).

Dowdd. 7 wniosku 3.9 mamy, ze (_72) = (_?1) : (%) Dodatkowo na mocy

wniosku 3.8, (2+) = (=1)®»"Y/? i na mocy wniosku 3.13 uzyskujemy,
e (120) = (=1)P= D2/ | wiee (*72) = (=1t = (—1)lP/4) Po-
nadtop =1,3,5,7 (mod 8), wiec p = 8k+1lub p = 8+3 lub p = 8k+5
lub p = 8k + 7 dla pewnego k € Ny i Ls%lj = 2k, L%ﬁj = 2k,
|85 | = 2k + 1 oraz |3EET] = 2k + 1. Stad (%) =1 < p=1,3
(mod 8). O

3.3 Prawo wzajemnosci reszt
kwadratowych

Lemat 3.15. Niech p @ q bedg roznymi nieparzystymi liczbami
pierwszymi. Oznaczmy przez A zbior wszystkich par liczb natumlnych
(x,y) takich, Ze 1 < x < pgl i1<y< % Looraz 1 < py — qv < B2
Wowezas (1) = (=14l
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Dowéd. Niech X oznacza zbioér wszystkich = € {1,2,..., 21} takich,
e [qz], > 1. Wtedy na mocy Kryterium Gaussa ()
Wystarczy zatem wykazaé, ze zbiory A i X sa réwnoliczne.

Niech z € X. Wtedy z lematu 3.10 istnieje r € {1,2, ..., 21} takie,
ze qr = —r (mod p). Zatem qx + r = py dla pewnego Yy
qr+7r >0, wiecy > 0, czyliy > 1. Ponadtox<—17“<
py < (¢+1)85%, skad y < 53 - B0 < €83 Zatem y < 4 — 1 = 454,
Ponadto 1 < r = py — qa: < % Zatem (x,y) € A. Jezeli i €
e{L2,..., 5 il <py —qu <P tollpy —qz) — (py — qz)| <
< %, czyli ply — v'| < %, skad |y — ¢/| = 0, czyli ¥/ = y. Zatem
dla kazdego x € X istnieje doktadnie jedno y takie, ze (x,y) € A.
Wobec tego funkcja x — (z,y) odwzorowuje réznowartosciowo zbior
X w zbior A. Pozostaje zatem do wykazania, ze ta funkcja jest ,na”.
W tym celu wezmy dowolne (x y) € A. Wtedy z € {1,2,. p’l
ye{l,2,... ‘11}11<r< Ldlar = py — qu. Staddqx—py—'r’—
:(y—l)p+( ), WIQCpOIlleWELZp>p—T>p—;1 %>p;1,
top—r = [gz], > 1. Zatem z € A iz — (z,y). Koiiczy to dowod
naszego lematu. O

Fundamentalng role w teorii kongruencji kwadratowych petni na-
stepujace twierdzenie nazywane Prawem wzajemnosci reszt kwa-
dratowych:

Twierdzenie 3.16. Dla dowolnych réznych nieparzystych liczb
pierwszych p i q zachodzi wzor:

<Z> : (;) = (-1 (3.10)

Dowéd. Oznaczmy przez A zbiér wszystkich par (x,y) liczb natural-
nychtakich,Zel<x<%il<y<q;—lorazl<py—q;1:<p—l
Niech B bedzie zbiorem par liczb naturalnych (z,y) takich, ze 1 < z <
<ELil<y< Glorazl < gr—py < &, ezyli — 4 < py—qa < —1.
Wtedy na mocy lematu 3.15, (£) = (=)l () = (—1)Bl. Zatem

<1;> , (Z) _ (—1ymiE (3.11)
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Dlax € {1,2,...,7%1}iy € {1,2,...,";21} nie moze zajs¢ qx —py = 0,
bo wtedy bytoby p | gz, a poniewaz p,q € P i p # ¢, wiec mieliby$my,
ze p | x, co jest niemozliwe, bo 1 < z < p. Wobec tego zbiér U =
={1,2,..., %} x {1,2,..., qT} jest sumg parami roztgcznych zbio-

row A, B, C i D, gdzie C = {(z,y) € U : py — gz < -5}
iD= {(z,y) €U : 5t < py — qa}.
Zauwazmy, ze (ﬁ z, %t —y) € U dla (z,y) € U. Niech teraz

(z,y) € C. Wtedy gz — py < — L wice p(E —y) — (B —x) =

_pq+p_py_pq12+q_|_qx:p (py—qx)>pq+q+1:%l,
skad (ZH — 2,22 — y) € D. Wobec tego przeksztalcenie (z,y) —
— (% —x, @ — y) jest roznowartos$ciowym odwzorowaniem zbioru C'

w zblor D. Wezmy dowolne (u,v) € D. Wtedy (25 —u, & —v) e U

orazp < pv—qu, vv1Qcp(qul v)—q (p—%—l ):‘H’l;p —pu— pq+q+qu—
:pq—(pv—qu)<pq p21:—— Sk@d(er mq+1—y)60

przy czym (¥5- — —y) — (u,v). Wobec tego tak zdefiniowane
odwzorowanie jest bijekcja zbioru C na zbiér D. Wobec tego |C| = | D).
Dalej, [U| = 25% - 52 i |U| = |A| + |B| +|C] + [ D] = |A| +|B| + 2/C].

p—1, qfl

Stad (1) 7 = (—1)AH+Bl = () - (1), na mocy (3.11). O

2
Pl A
)

Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych znali juz Euler i Legendre,
ale po raz pierwszy udowodnil je Gauss, ktéry nazywat je ,funda-
mentalnym twierdzeniem” w swoich Disquisitiones Arithmeticae, pi-
szac: Jfundamentalne twierdzenie nalezy z pewnoscig uznaé¢ za jedno
z najbardziej eleganckich tego typu.” Gauss opublikowat szes¢ dowo-
dow tego twierdzenia, a dwa kolejne znaleziono w notatkach znalezio-
nych po jego Smierci. Obecnie istnieje ponad 240 opublikowanych dowo-
dow tego prawa. Prawu wzajemnosci reszt kwadratowych poswiecona
jest na przyktad monografia [16].
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Rozdziat 4

Metody podstawowe

4.1 Metody kongruencyjne

W wielu sytuacjach proste rozwazania z uzyciem kongruencji prowadza
do wniosku, ze dane réwnanie diofantyczne nie posiada rozwiazania lub
umozliwiajg ograniczenie zbioru wszystkich rozwiazan tego réwnania.

Stwierdzenie 4.1. Jezeli a jest nieparzystq liczbg calkowitq, to
a’> =1 (mod 8). W szczegdlnosci a*> = 1 (mod 4) i réwnanie diofan-
tyczne x* = 4y + 3 nie posiada rozwigzania.

Dowdéd. 7 zalozenia wynika, ze a = 2k + 1 dla pewnego k € Z. Zatem
a* — 1 = 4k® + 4k = 4k(k + 1) oraz k(k + 1) jest iloczynem dwdch
kolejnych liczb catkowitych, wiec na mocy twierdzenia 1.7, k(k + 1) =
= 2n dla pewnego n € Z. Stad a? — 1 = 8n, czyli a> = 1 (mod 8) oraz
a* =1 (mod 4).

Niech z,y € Z. Jezeli x jest parzyste, to 22 =0 (mod 4) i dy+3 =3
(mod 4), a poniewaz 3 # 0 (mod 4), wigc 22 # 4y + 3. Jezeli zas z jest

nieparzyste, to z pierwszej czeéci dowodu 2 =1 (mod 4) i dy +3 =3
(mod 4), a poniewaz 3 # 1 (mod 4), wiec z*> # 4y + 3. Wobec tego
réwnanie diofantyczne x2 = 4y + 3 nie posiada rozwigzania. [

Przyktad 4.2. Udowodnimy, ze réwnanie diofantyczne

vyt =42+ 3

65
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nie posiada rozwigzania. W tym celu wezmy dowolne z,y,z € Z.
Wtedy 4z + 3 = 3 (mod 4). Ponadto dla liczby catkowitej a mamy,
ze a®> =0 (mod 4), gdy 2 | a oraz a®* =1 (mod 4), gdy 2 1 a na mocy
stwierdzenia 4.1, wiec 22 +y> =0+0,0+1,14+0,1+1 (mod 4), czyli
2 +y*=0,1,2 (mod 4). Dodatkowo 3 # 0,1,2 (mod 4), wiec

2+ y*#3 (mod 4). (4.1)
W szczegdlnosci o2 + y? # 4z + 3, co koriczy nasz dowdd.

Przyktad 4.3. Udowodnimy, ze réwnanie diofantyczne
=8t 47

nie posiada rozwigzania. W tym celu wezmy dowolne z,y, z,t € Z.
Przypusémy, ze pewna z liczb a € {x,y, 2} jest parzysta. Wtedy a* =
(mod 4), wiec z (4.1) 2% + y? + 2* # 3 (mod 4). Ponadto 8t + 7 = 3
(mod 4), wiec 2% + y* + 22 # 8t + 7.

Jezeli za$ liczby x, vy, z sa nieparzyste, to na mocy stwierdzenia 4.1,
22=1 (mod 8), 5> =1 (mod 8)iz?2 =1 (mod 8), wiec 2% +y*+ 2% =
=1+1+1=3 (mod8). Tymczasem 8 + 7 =7 (mod 8) i 7 # 3
(mod 8), wiec 2% + y? + 2% # 8t + 7, co koniczy nasz dowdd.

Stwierdzenie 4.4. Jezeli a jest liczbg calkowitq niepodzielng przez
3, to a® = 1 (mod 3). W szczegdlnosci réwnanie diofantyczne x* =
= 3y + 2 nie posiada rozwigzania.

Dowdd. 7 twierdzenia o dzieleniu z resztg wynika, ze a = 3k + 1 lub
a = 3k + 2 dla pewnego k € Z. W pierwszym przypadku a? — 1 =
= 3k(3k+2), awdrugim, a®* —1 = (3k+1)(3k+3) = 3(k+1)(3k+1).
Zatem w kazdym przypadku 3 | a® — 1, wigc a®> = 1 (mod 3).

Niech z,y € Z. Jedli 3 | x, to 3 | 22 1 31 3y + 2, skad x? # 3y + 2.
Jezeli zas$ 3 1 x, to z pierwszej czeéei dowodu 22 = 1 (mod 3). Ponadto
3y +2=2 (mod 3)i2#1 (mod 3), wiec 22 # 3y + 2. Wobec tego
réwnanie diofantyczne x? = 3y + 2 nie posiada rozwigzania. ]

Stwierdzenie 4.5. Jezeli a jest liczbg catkowitq niepodzielng przez
3, to a®> = 1 (mod 9).
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Dowdd. 7 twierdzenia o dzieleniu z reszta wynika, ze a = 1,2,4,5,7,8
(mod 9), skad a = 1,2,4,—4,—-2,—1 (mod 9). Ponadto mamy, ze
13 =1 (mod9), 2> =8 = -1 (mod9), 4% = (2°)2 = (-1)* =1
(mod 9), (—4)> = —4%> = —1 (mod 9), (-2)> = —8 = 1 (mod 9)
i(—1)*>= -1 (mod 9), wiec a®> = £1 (mod 9). O

Przyktad 4.6. Udowodnimy, ze jezeli liczby catkowite a, x,y, 2 sa
takie, ze a = 2,3,4,5,6,7 (mod 9) oraz 23 +ay® =923, to 3 |zi3 |y
i3]z

Jezeli 3 | x, to 9| 2319923, wiec 9 | ay®. Dodatkowo 9 { a, wigc
3| y3, skad 3 | y. Wobec tego 27 | x® + ay?, skad 27 | 923, wiec 3 | 23,
czyli 3 | z.

Podobnie, jesli 3 | y, to 3 | ay® 1 3 | 923, wiec 3 | 23, skad 3 | =
i z pierwszej czesci rozumowania 3 | z.

Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy 3 1 = 1 3 1 y. Wtedy ze
stwierdzenia 4.5, 2* = £1 (mod 9) i y* = £1 (mod 9). Zatem z* +
+ay’ =1+a,1—a,—1+a,—1—a (mod 9). Ponadto a = 2,3,4,5,6,7
(mod 9), wiec 2° + ay® = 1,2,3,4,5,6,7,8 (mod 9). Tymczasem x> +
+ay® = 92° =0 (mod 9), wigc uzyskaliémy sprzecznosé.

Stad3|zi3|yi3|z.

Przyklad 4.7. Udowodnimy, ze jezeli liczby catkowite z,y, 2z sa
takie, ze 5z + 11y% + 1323 = 0, to kazda z nich jest podzielna przez
13. Najpierw pokazemy, ze jezeli a € Z i 13 { a, to a® = +1,45

(mod 13). Rzeczywiscie, a = +1,42, 43,44, 45,46 (mod 13) oraz
1 =1 (mod 13), 2> = 8 = —5 (mod 13), 3> = 17 = 1 (mod 13),
43 = 64 = -1 (mod 13), 5* = 5> -5 = (=1) -5 = —5 (mod 13),
63 =2%.3%=(-5)-1 = —5 (mod 13), skad wynika, ze a®> = +1,+5

(mod 13).

Przypuéémy teraz, ze 13 f z i 13 1 y. Wtedy 23,43 = +1,41
(mod 13) i 523 +11y* = 52° —2¢® (mod 13), skad 523+ 11y* = 5a—2b
(mod 13), gdzie a,b € {1,—1,5, —5}. Ponadto x>+ 11y = —132% =
(mod 13), wiec 5a = 2b (mod 13). Stad po pomnozeniu przez 5 obu
stron tej kongruencji, —a = —3b (mod 13), czyli @ = 3b (mod 13).
Lecz 3b = 3,-3,2,—2 (mod 13), zas a = 1, —1,5, =5 (mod 13), wiec
uzyskujemy sprzecznosc.
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Wobec tego 13 |  lub 13 | y. W pierwszym przypadku mamy,
ze 13 | 53 + 1323, wiec 13 | 11y3, skad 13 | y. Podobnie w drugim
przypadku, 13 | 5z°, skad 13 | . Wobec tego 13 | z i 13 | y. Zatem
13% | 523 + 11y3, czyli 13% | 1323, skad 13 | z.

Zadanie 4.8. Niech liczby catkowite a,x,y i z beda takie, ze
a=42 43 4+4, 46 (mod 13) i 23 + ay® = 1323. Udowodnij, ze wtedy
13|z, 13|yil3]z.

Przyklad 4.9. Udowodnimy, Ze nie istnieja liczby nataralne z, y, 2
takie, ze 4xy —y — 1 = 22 Przypu$émy, ze tak nie jest. Wtedy
(4r — 1)y = 2% + 1. Liczba 4x — 1 € N jest nieparzysta i wicksza
od 1. Istnieja zatem liczby pierwsze nieparzyste p1, ps, ..., ps takie, ze
dr—1=pi-py-...-ps. Jezelip; =1 (mod 4) dla kazdegoi =1,2,...,s,
to po pomnozeniu tych kongruencji stronami uzyskamy, ze 4o — 1 =1
(mod 4), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego p; =3 (mod 4) dla
pewnego i = 1,2,...,s. Stad p; | 22 + 12, wiec z Twierdzenia 2.15
uzyskujemy, ze p; | 1, co jest niemozliwe.

Zatem nie istnieja z,y € N takie, ze 4oy —y — 1 = 22

Zadanie 4.10. Udowodnij twierdzenie FEulera, ktére mowi, ze nie

istniejg liczby naturalne x,y, z takie, ze 4oy — o —y = 22

Zadanie 4.11. Udowodnij, ze jezeli x,y,z € N i 3% +4Y = 5% to
liczby x i z sa parzyste.

Zadanie 4.12. Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1522 — 7y? = 9.

Zadanie 4.13. Udowodnij twierdzenie Levi ben Gersona (1288-
1344), ze réwnanie 2* — 3Y = 1 nie posiada rozwigzania w liczbach
naturalnych z,y > 1, za$ jedynym rozwigzaniem réwnania 3* —2¥ = 1
w liczbach naturalnych x,y > 1 jest x =21y = 3.

4.2 Wykorzystanie zasady minimum

Rozumowania, ktore zaprezentujemy w tym rozdziale byty, w innej po-
staci, juz znane i uzywane przez Starozytnych, (pojawily sie na przy-
ktad w Elementach Euklidesa). Metoda ta zostata pézniej rozwinieta
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przez Fermata, ktory uzywat jej do rozwiazywania réwnan diofantycz-
nych, dlatego w literaturze tego typu dowody nazywamy metoda nie-
skoniczonego zejscia Fermata. Metoda ta jest szczegdlnym rodzajem
dowodu “nie wprost”, i polega na wykazaniu, ze dane zdanie nie moze
zachodzi¢ dla zadnej liczby naturalnej, gdyz gdyby zdanie miato zacho-
dzi¢ dla pewnej liczby naturalnej k, to samo zdanie bytoby prawdziwe
dla liczby naturalnej mniejszej od k, co prowadzitoby do nieskonczo-
nego, malejacego ciggu liczb naturalnych, prowadzac ostatecznie do
sprzecznosci. Czyli, ta metoda opiera si¢ na Zasadzie minimum. Fermat
byt w stanie wykaza¢ nieistnienie rozwiazan wielu klasycznych rownan
diofantycznych (na przykltad problem czterech doskonatych kwadratow
w postepie arytmetycznym).

W XX w. metoda nieskonczonego zejécia byta uzywana w algebra-
icznej teorii liczb i do badania tak zwanych L-funkcji. Takze Mordell
udowodnit bardzo wazny wynik méwiacy, ze wymierne punkty na krzy-
wej eliptycznej E tworzg skonczenie generowana grupe abelowa wyko-
rzystujac metode Fermata.

Przyktad 4.14. Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby n € Ny row-
nanie diofantyczne z? + y*> = 4"(4z + 3) nie posiada rozwigzania.
W tym celu zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy z zasady minimum wy-
nika, ze istnieje najmniejsza liczba n € Ny taka, ze 22 +y* = 4"(42+3)
dla pewnych x,y,z € Z. 7 przyktadu 4.2 wynika, ze n > 1. Zatem
n—1 € Ny oraz 4 | 22+y?. Stad liczby x i y sa tej samej parzystosci. Je-
éli obie te liczby sg nieparzyste, to ze stwierdzenia 4.1, 22 = 1 (mod 4)
iy? =1 (mod 4), wiec 2% + y* = 2 (mod 4), co prowadzi do sprzecz-
nosci. Wobec tego 2 | 12 | y, skad z = 2X i y = 2Y dla pewnych
XY € Z. Zatem 4X?+4Y? = 4"(42+3), skad X?+Y? = 4" 1(42+3)
oraz n — 1 < n, wiec mamy sprzeczno$¢ z minimalno$cig liczby n.

Nasze przypuszczenie doprowadzito zatem do sprzecznosci. Wobec
tego nie istnieja n € Ny oraz x,y, z € Z takie, ze 22 + 3> = 4"(4z + 3).

Przyktad 4.15. Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby n € Ny row-
nanie diofantyczne x? + y? + 2% = 4"(8t + 7) nie posiada rozwiazania.
W tym celu zatozmy, ze tak nie jest. Wtedy z zasady minimum wynika,
ze istnieje najmniejsza liczba n € Ny taka, ze 22 +y? + 22 = 4"(8t +7)
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dla pewnych x,y, z,t € Z. 7 przyktadu 4.3 wynika, ze n > 1. Zatem
n—1¢€ Nyoraz 4 | 22 + y*> + 2. Stad albo doktadnie jedna z liczb
x,y, 2 jest parzysta albo wszystkie te liczby sa parzyste. W pierwszym
przypadku bez zmniejszania ogdlno$ci mozemy zaktadaé, ze 2 | x oraz
2t yi2¢tz Wtedy ze stwierdzenia 4.1, y*> = 1 (mod 4) i 2% =
(mod 4), skad 2> + 4> + 22 =0+ 1+ 1 = 2 (mod 4), co prowadzi do
sprzecznosci. Wobec tego 2 | z, 2 | y 12 | 2z, czyli x = 2X, y = 2V
iz =27 dlapewnych X,Y, Z € Z. Zatem 4X?+4Y?+47% = 4"(8t+7),
skad X2 +Y? + Z%2 = 4""1(8t + T), co przeczy minimalnosci liczby n.

Nasze przypuszczenie doprowadzito zatem do sprzecznosci. Wobec
tego nie istniejg n € Ny oraz x,vy, z,t € Z takie, ze 22 + y* + 2% =
=4"(8t+ 7).

Przyktad 4.16. Udowodnimy, ze jezeli liczby catkowite a, x,y, 2
sq takie, ze a = 2,3,4,5,6,7 (mod 9) oraz 2® + ay® =923, tox =y =
=2=0.

Zalézmy, ze istniejg liczby catkowite a, z,y, z takie, ze 23 + ay® =
= 923 oraz a = 2,3,4,5,6,7 (mod 9) i (z,y,2) # (0,0,0). Wtedy
na mocy zasady minimum mozemy zakladaé, ze |z| + |y| + |z| jest
najmniejsze z mozliwych. Z przyktadu 4.6 wynika, ze v = 3X, y =
=3Y iz=3Zdlapewnych X,Y,Z € Z, wiec (X,Y, Z) # (0,0,0) oraz
PX3+a-3Y3=9-3373, skad X3 +aY? = 9Z3. Ponadto | X |+ Y|+
+|Z| = % ~(Jz] + |yl + 12]) < |z| + |y| + |2], wiec mamy sprzecznosé
z minimalnoscia |z| + |y| + |2|-

Nasze przypuszczenie doprowadzito zatem do sprzecznosci. Wobec
tego z =y = z = 0 oraz 03 +a- 03 = 9.0, wiec jedynym rozwigzaniem
réwnania diofantycznego x® + ay® = 922 jest x =y = 2 = 0.

Przyktad 4.17. Udowodnimy, ze jedynym rozwigzaniem réwnania
diofantycznego 53 + 11y3 + 1323 = 0 jest z = y = 2z = 0. Przypu-
s¢my, ze tak nie jest. Wtedy z zasady minimum wynika, ze istnieje
takie rozwiazanie (z,y, z) # (0,0,0), ze |z| + |y| + |z| jest najmniejsze.
Z przyktadu 4.7, x = 13X, y = 13Y i z = 13Z dla pewnych liczb
catkowitych X,Y, 7, skad (X,Y,Z) # (0,0,0), | X| + |Y| + |Z] =
= +-(lz|+|yl+2]) < |z|+|y[+]2] 15-13°X3+11-13%YV*+13-13° 2% = 0,
skad 5X3 4+ 11Y? + 1373 = 0, co przeczy minimalnosci |z| + |y| + |2].
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Nasze przypuszczenie doprowadzito zatem do sprzecznosci. Wobec
tegox =y =2 =0oraz 5-03+11-0%+ 13- 0% = 0, wiec jedynym
rozwigzaniem réwnania diofantycznego 5z + 11y3 + 132% = 0 jest z =

Zadanie 4.18. Niech liczby calkowite a,x,y i z beda takie, ze
a= 4243 4+4,4+6 (mod 13) i 2 + ay® = 13z°. Udowodnij, ze wtedy
r=y=2z2=0.

4.3 Metoda faktoryzacji

Metoda faktoryzacji polega na tym, aby dane rownanie diofantyczne
sprowadzi¢ do rownowaznego mu réwnania postaci

filz, o xn) o fo(x, .o x,) = a,

gdzie a € 7Z oraz funkcje f1,..., fs przyjmuja wartosci catkowite dla
wszystkich wartosci catkowitych argumentow x4, ..., x,.

Jezeli a = 0, to fi(xy,...,2,) = 0 lub fo(zy,...,2,) = 0 lub ...
lub fs(x1,...,2,) =0.

Natomiast dla a # 0 nalezy wyznaczy¢ wszystkie (aq,...,as) € Z°
takie, ze a; - . ..-as = a i nastepnie rozwiaza¢ wszystkie uktady rownan
diofantycznych fi(xq,...,2,) =apy dlak=1,...s.

Zilustrujemy te metode réoznymi przyktadami i zadaniami.

Przyklad 4.19. Wyznaczymy wszystkie rozwiazania réwnania
4= Y,

gdzie 7,y € Nip € P. Zauwazmy, ze z* + 4 = (22 + 2)? — 42? =
= (2% + 2 — 2z)(2? 4+ 2 + 2x). Zatem (z? — 2z + 2)(2? + 2z + 2) = pV.
Ponadto 2% — 2z +2=(x —1)2+1> 1,22 = 2x +2 < 2? + 2x + 2 i
p € P, wiec 22 — 2242 = p® oraz 2%+ 2x +2 = p°, gdzie a € Ny, b € N
ia<b.

Zatozmy, ze a > 0. Wtedy p | (224+22+42)— (22 —22+2), czylip | 4x,
wiec p | 2 lub p | x. Ponadto p | 2% + 2z + 2, wiec jedli p | x, to p | 2.
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Wobec tego p = 2. Stad 2% +4 = 2Y, wiec y > 2 i wobec tego v = 2X
dla pewnego X € N. Zatem 16X* 4+ 4 = 2¥, skad 4X* +1 = 2v72,
Dodatkowo y > 2, wiec prawa strona tej réwnosci jest parzysta, a lewa
strona jest nieparzysta. Otrzymalismy zatem sprzecznos¢.

Wobec tego a = 0, skad (x —1)? +1 =1, wieccz = 115 = pY,
a zatem p = 5 iy = 1. Ponadto 1* + 5 = 5. Wobec tego jedynym
rozwiazaniem naszego rownania jest r =y =11ip = 5.

Otrzymany przez nas rezultat jest uogélnieniem twierdzenia Sophie
Germain, ktére méwi, ze dla liczb naturalnych n liczba n* 44 jest liczba
pierwszg wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1.

Przyktad 4.20. Wyznaczymy wszystkie z,y € N takie, ze
(zy — 47)% = 2% + o~

W tym celu do obu stron tego réwnania dodajmy 2xy. Uzyskamy row-
nanie réwnowazne: (zy)? — 94y + 47° + 2y = (v + y)?, a to z kolei
jest réwnowazne réwnaniu (zy — 46)% — 46% + 47% = (z + y)?. Wobec
tego mamy takie réwnanie réwnowazne danemu:

(zy —46)* — (z +y)* = —93.

Ze wzoru skroconego mnozenia uzyskujemy nastepng postaé¢ rowno-
wazna:
(xy —x —y —46)(xy + z +y — 46) = —93.

Ponadto (zy +x +y—46) — (zy —x —y—46) = 2(z+y) > 0, wiec stad
xy+x+y—46 € Nizy + x + y — 46 dzieli liczbe 93 = 3 - 31. Wobec
tego xy +x +y — 46 € {1,3,31,93} i odpowienio zy — x —y — 46 =
= —93,-31,—-3,—1 oraz v +y = 47,17,17,47, wiec poczatkowe réw-
nanie jest rownowazne czterem uktadom réwnan:

xy + z + y = 47 xy + z + y = 49
r + y = 477 r + y = 17"
Yy + x + y = 77 xy + x + y = 139

r + y = 177 r + y = 47
Po prostych rachunkach znajdujemy wszystkie rozwigzania: x = 5
iy=12oraz x =121y = 5.
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Zadanie 4.21. Wyznacz wszystkie liczby naturalne x i y takie, ze
(ry — 103)% = 22 + ¢%.

Zadanie 4.22. Wyznacz wszystkie liczby naturalne x i y oraz
wszystkie liczby pierwsze p takie, ze o* + 4 = py*.

Przyktad 4.23. Wyznaczymy wszystkie liczby naturalne = i y ta-
kie, ze 2 — 1 = 3Y. Jezeli liczba x jest nieparzysta, to x > 1, wiec
r = 2k + 1 dla pewnego k € N. Stad 22 = 22kl = 2.4k =2.1 =2
(mod 3), bo4* =1 (mod 3), gdyz4 =1 (mod 3). Wobec tego 2°—1 =
= 1 (mod 3), co prowadzi do sprzecznosci.

Zatem x = 2k dla pewnego k € N oraz 3¥ = 2% —1 = (28 —1)(2" +
+1). Stad 28 — 1 =321 2F + 1 = 3° dla pewnych a € Ny i b € N, przy
czyma<b bo2—1< 2841 Jezelia#0,to3 |28 —113]2%+1,
skad 3 | (28 +1) — (2¥ — 1), czyli 3 | 2, co jest niemozliwe. Zatem a = 0,
skad 28 =2, wiecck=1ixz=2o0raz 3V =4 — 1 = 3, wiec y = 1.

Wobec tego jedynym rozwiazaniem rownania 2 —1 = 3Y w liczbach
naturalnych jest t =2 iy = 1.

Zadanie 4.24. Wyznacz wszystkie liczby naturalne x, y i z takie,
ze 3 4+ 4Y = 5%,

Twierdzenie 4.25. Wszystkie rozwigzania w liczbach naturalnych
rownania xy = zw dane s¢ wzorami: x = mn, y = kp, z = mp,
w = kn, gdzie m,n, k,p € N oraz NWD(n,p) = 1.

Dowdd. Niech m,n,k,p € Nixz = mn, y = kp, 2z = mp, w = kn.
Wtedy xy = mnkp i zw = mpkn, wiec xy = zw.

Na odwr6t, niech x,y, z,w € Nizy = zw. Oznaczmy NWD(z, z) =
= m. Wtedy m € N oraz na mocy twierdzenia 1.14 istnieja n,p € N
takie, ze NWD(n,p) = 1, x = mn i z = mp. Zatem mny = mpw, skad
ny = pw. Z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, n | w, wiec w = kn
dla pewnego k € N oraz ny = pkn, skad y = kp. O

Zadanie 4.26. Udowodnij, ze jezeli liczby naturalne x, vy, z, w spet-
niajg réwnanie zy = zw, to liczba x + y + 2 + w jest ztozona.
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Zadanie 4.27. Stosujac twierdzenie 4.25 udowodnij, ze wszystkie
rozwigzania réwnania xy = z? w liczbach naturalnych dane sg wzorami
r = kn?* y=km? z = kmn, gdzie k,m,n € N oraz NWD(m,n) = 1.

Zadanie 4.28. Wyznacz wszystkie liczby catkowite = i y takie, ze
3+ 2+ 1 = 3zy.

4.4 Metody stosujagce nieré6wnosci

Przyklad 4.29. Wyznaczymy wszystkie liczby naturalne z,y, 2
takie, ze x +y+ z = xyz. Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetri¢ zmien-
nych mozemy najpierw rozwazaé przypadek, gdy x < y < z. Wtedy
xr+y+ 2 < 3z, wiec 222 < zyz < 3z, skad 22 < 3, wiec x = 1. Zatem
yz =y + z+ 1, a to jest réwnowazne réwnaniu (y — 1)(z — 1) = 2.
Ponadtoy <z, wiecy—1=1iz2—1=2skady=21iz=3.

Ostatecznie mamy zatem doktadnie 6 rozwiazan: (1,2,3), (1,3,2),
(2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) i (3,2,1).

Przyktad 4.30. Wyznaczymy wszystkie liczby naturalne x,y, 2, ¢
takie, ze x + y + z + t = xyzt. Zauwazmy, ze ze wzgledu na symetrie
zmiennych mozemy najpierw rozwazaé przypadek, gdy x < y < z < t.
Wtedy xyzt = v +y + 2 +t < 4t, skad 2yz < 4. Zatem 23 < 4, skad
r=11yz < 4. Mamy zatem takie przypadki:

l.x=1,y=1,2=1. Wtedy 3+t = t, co prowadzi do sprzecznosci.

2.¢=1,y=1, 2 =2. Wtedy 4+t = 2t, skad t = 4.

3.x=1,y=1, z=3. Wtedy 5+t = 3t, co jest niemozliwe.

4.x =1,y =1, 2 = 4. Wtedy 6 +t = 4t, skad t = 2 i mamy
sprzecznosé.

5.x=1,y=2, 2z=2. Wtedy 5+t = 4t, co jest niemozliwe.

Podsumowujac mamy zatem 12 wszystkich rozwiazan:
(1,1,2,4), (1,1,4,2), (1,2,1,4), (1,4,1,2), (1,2,4,1), (1,4,2,1),
(2,1,1,4), (4,1,1,2), (2,1,4,1), (4,1,2,1), (2,4,1,1), (4,2,1,1).

Zadanie 4.31. Wyznacz wszystkie liczby naturalne x,y, 2, t, u ta-
kie, ze v+ y + 2z +t + u = xyztu.

1
1
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Przyktad 4.32. Wyznaczymy wszystkie pary (z,y) liczb catkowi-
tych spetliajace réwnanie

o +y? =1

Niech z,y € Z i 2* + y* = 1. Wtedy |z| < [z]* = 22 < 22 +¢* = 1,
wiec z = 1,—1,0. Jezeli x = £1, to 1 +y? = 1, skad y = 0. Jezeli zad
x =0, to y?> = 1, wiec y = +1. Wobec tego wszystkimi rozwigzaniami
rownania diofantycznego z? + y* = 1 sa pary: (1,0), (=1,0), (0,1)
i(0,-1).

Przyktad 4.33. Wyznaczymy wszystkie pary (z,y) liczb catkowi-
tych speliajace réwnanie

2?4 ay+y? =1

Po pomnozeniu przez 4 obu stron otrzymamy réwnanie rOwnowazne:
4% +4xy+4y* = 4, ktére mozna zapisa¢ w postaci (2z+y)?+3y? = 4.
Stad 3y? < 4, wige |y| < 1, a zatem y = 1, —1,0.

Jedliy =1,t0 2z +1)>=1,skad 2x +1 = 11lub 2z + 1 = —1,
czyliz =0 lub x = —1.

Jesliy=—1,t0 2r —1)*=1,skad 2z — 1 =11ub 22 — 1 = —1,
czyliz=11ub x =0.

Jedliy =0, to (22)% = 4, skad 2z = 2 lub 2z = —2, czyli z = 1 lub
r=—1.

Zatem nasze rownanie diofantyczne posiada doktadnie 6 rozwigzan:

0,1), (-1,1), (1,—1), (0,-1), (1,0) i (—1,0).

Przyklad 4.34. Wyznaczymy wszystkie liczby naturalne z,y, 2
takie, ze
o2y + %2 + 2% = 3ayz.

W rozwiazaniu tego problemu postuzymy sie nastepujacym twierdze-
niem Cauchy’ego: Niech n = 2,3, ... i niech z, x», ..., z, beda dodat-
nimi liczbami rzeczywistymi. Wowczas zachodzi nieréwnosé:

Ty t+x2+ ...+ Ty
n

> {1/1}1'.1’2'...'1}”
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przy czym HFEEzbete — o/, r, wtedy i tylko wtedy, gdy
T1 =Ty = ... =Tp.
Niech z,y, z beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze

v*y +yPz + 2%x = 3wy,

Wtedy M = xyz oraz \/x%y - Y’z - 2°x = wyz. Zatem

2 2 2
x y+y32+zaz _ 3ﬁ2y-y2z-z%,

wiec z twierdzenia Cauchy’ego mamy, ze x%y = y?z = 2%z, skad

22y = a2y - y2z - 220 = xyz,

wiec x =z iy =z, czyli x = y = z. Na odwrdét, jezeli v =y = z, to
2%y + y?z + 2%z = 323 = 3zyz.

W szczegdlnosci wszystkimi rozwigzaniami naszego réwnania dio-
fantycznego sa tréjki (k, k, k) dla k € N.

Przyktad 4.35. Wyznaczymy wszystkie trojki (z,y, z) liczb natu-
ralnych takie, ze
(x+y)?+3r+y+1=2"

Przypusémy, ze y < x. Wtedy 2z +2y < 3z+yi(r+y)*+3r+y+1 >
> (r+y)P+2x+y)+1=(x+y+1)% oraz (x+y+2)°* = (x +y)* +
+4(z+y)+4> (x+y)? +3x+y+ 1, wiec wtedy (7 +y +2)% > 2% >
> (z+y+ 12 skadz+y+2>2>x+y+ 1, coprowadzi do
Sprzecznosci.

Teraz przypusémy, ze y > x. Wtedy 22 + 2y > 3z + y, wiec
(r4+y+1)? =4y’ +2x+y)+1> (z+y)?+3z+y+1> (z+y)?
wiec (x+y+1)?2>22> (r+y)? skadz+y+1>2>x+y, co
prowadzi do sprzecznosci.

Wobec tego y = x i nasze réwnanie przybiera postaé 4o +4x+1 =
= 22, czyli (2x + 1) = 22, skad 2z = 2z + 1.

Zatem wszystkimi szukanymi tréjkami sa (n,n,2n + 1) dlan € N.



Rozdziat 5

Liniowe réwnania
diofantyczne

5.1 Liniowe réwnania diofantyczne

Definicja 5.1. Liniowym réwnaniem diofantycznym nazy-
wamy rownanie postaci:

a1r1 + aoxs + ... + apx, = b, (5.1)

gdzie b € Z i liczba naturalna n > 2 oraz dane liczby catkowite
ai,as,...,a, nie wszystkie sg rowne zero i niewiadome xq, s, ..., T,
sg liczbami catkowitymi. Jezeli b = 0, to dane rownanie nazywamy
jednorodnym.

Twierdzenie 5.2. Liniowe réwnanie diofantyczne (5.1) posiada
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(aq,as, ..., a,) | b. Ponadto,
jezeliNWD(ay, ag, . .., ay) | b, to réwnanie (5.1) posiada nieskoriczenie
wiele rozwiazan.

Dowdd. Niech a1z +asxs+. .. +a,x, = bdlapewnych xq,xs,...,2, €
€ Z. Poniewaz pewna z liczb aq,as,...,a, jest rézna od zera, wiec
istnieje NWD(ay,as,...,a,) = d. Wtedy dla i = 1,2,...,n istnieje
b; € Z takie, ze a; = db;. Stad b = d(byxy + boxs + ...+ byx,), a zatem
d|b.

77
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Na odwr6t, zatézmy, ze NWD(aq, as, .. ., a,) | b. Wtedy istnieje b €
€ Z takie, ze b = a - NWD(ay, ay, . .., a,). Z twierdzenia 1.11 uzysku-
jemy, ze NWD(aq, as, ..., a,) = aju; + agus + . . . + ayu, dla pewnych
Uy, U,y ..., Uy € Z. Zatem b = a1x1 + asxs + ... + a,x,, gdzie x; =
=au; € Zdlai=1,2,...,n. Jezeli a; = 0 dla pewnego 1 =1,2,...,n,
to dla kazdego k € Z ciag (z1,...,x;+k, ..., x,) tez jest rozwiazaniem
rownania (5.1). Jezeli za$ a; # 0 dla wszystkich j = 1,2,...,n, to dla

kazdego k € N ciag (x1 — ask,xs + a1k, z3, ..., x,) jest rozwiazaniem
rownania (5.1). Wobec tego réwnanie to posiada nieskoriczenie wiele
rozwigzan. [

Uwaga 5.3. Zauwazmy, ze kazde réwnanie postaci (5.1) takie, ze
NWD(ay,...,a,) | b, mozna przy pomocy algorytmu Euklidesa spro-
wadzi¢ do réwnania postaci

n+0-y+...40-y,=c (5.2)

dla pewnego ¢ € Z. Rzeczywiscie, w pierwszym kroku wybieramy nie-
zerowy wspoétczynnik a; o najmniejszym module. Bez zmniejszania
ogblnosci mozemy zaktadac¢, ze jest nim a;. Nastepnie z twierdzenia
o dzieleniu z reszta dla kazdego ¢ = 2,3, ..., n dobieramy liczby catko-
wite ¢;, r; takie, ze a; = ga; +r; oraz 0 < r; < |a|. Wtedy z algorytmu
Euklidesa: NWD(aq, as, ..., a,) = NWD(ay,79,...,7,). W nastepnym
kroku robimy podstawienie:

21 =21+ Qoo + ...+ Gy, (5.3)
Stad:
Ty =21 — (QﬂQ +...+ ann)' (5-4)
Teraz zauwazamy, ze jezeli (x1, Ta,. .., T,) jest rozwiazaniem rownania
(5.1), to dla z; danego wzorem (5.3), (21, 2, ..., Z,) jest rozwigzaniem
rOwnania:
a1z, +1roxo + ...+ 11, = 0. (5.5)
Na odwrét, jesli (z1,xe,...,2,) jest rozwiazaniem réwnania (5.5), to
dla z; danego wzorem (5.4), (21,2, ..., 2,) jest rozwigzaniem réwna-

nia (5.1).
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Stad problem znalezienia wszystkich rozwiazan réwnania (5.1) zostat
sprowadzony do problemu znalezienia wszystkich rozwigzan rownania
(5.5). Teraz, jeslirg =13 = ... =1, =0, to xa,...,x, sa dowolnymi
liczbami catkowitymi, zas z; = i € Z, bo |a;| = NWD(ay,...,a,).
Jezeli zas pewne 1; # 0, to 0 < r; < |ay| 1 najmniejszy co do mo-
dutu niezerowy wspo6tezynnik przy niewiadomych w réwnaniu (5.5) jest
mniejszy od |a|, ktére jest najmniejszym co do modutu niezerowym
wspOlezynnikiem przy niewiadomych w réwnaniu (5.1).

Nastepnie z rownaniem (5.5) postepujemy wedlug tej samej pro-
cedury, ktéra stosowaliémy do réownania (5.1). Po skonczonej liczbie
krokow, zgodnie z algorytmem Euklidesa, dojdziemy do réwnania po-
staci: dy; +0-y2 + ...+ 0-y, = b, gdzie d | b, wiec po skrbceniu przez
d uzyskamy réwnanie postaci (5.2). W tym réwnaniu ys, . .., y, sa do-
wolnymi liczbami catkowitymi, za$ y; = c¢. Teraz cofajac sie z naszymi
podstawieniami uzyskujemy po skonczonej liczbie krokéw wszystkie
rozwiazania réwnania (5.1) i zauwazamy, ze beda one zalezaty od do-
ktadnie n — 1 parametréw catkowitych.

Zilustrujmy algorytm przedstawiony w uwadze 5.3 nastepujacymi
przyktadami.

Przyklad 5.4. Rozwigzemy liniowe réwnanie diofantyczne
6z + 10y + 15z = 1.
Poniewaz NWD(6, 10,15) = NWD(6,4,3) = NWD(3,1,0) =1i1 |1,

wigc na mocy twierdzenia 5.2 nasze réwnanie posiada nieskoriczenie
wiele rozwigzan. Nasze rownanie mozemy zapisa¢ w postaci:

6(r+y+22)+4y+32=1.
Robimy podstawienie:
T+ y+2z=ux.

Wtedy
rT=x1—Y— 22

oraz
6r1 +4y + 3z = 1.
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Zatem
0-21+y+32x; +y+2) =1

Wobec tego 1 = k oraz 21 +y+ 2 =1liy = 1—3l, gdzie kil
sa dowolnymi liczbami catkowitymi. Zatem z = 1 — 2k — (1 — 3l) =
=4l —2k—1orazz =k —(1—-3l) —2(4l —2k—1) = 5k — 5l + 1.
Wobec tego: t =5k —5l+1,y=1—-3liz=41— 2k — 1, gdzie kil
sa dowolnymi liczbami catkowitymi (parametrami).

Przyklad 5.5. Rozwigzemy liniowe réwnanie diofantyczne
402 4+ 250y + 152 = 75.
Zauwazmy, ze to rGwnanie mozna zapisa¢ w postaci:
—5x — 5y + 15(2 + 3z + 17y) = 75.
Wprowadzamy zatem nowa niewiadoma
2 =z + 3z + 17y. (5.6)

Wtedy
2=z —3x— 1Ty (5.7)

oraz —bx — by + 15z = 75, czyli po skroceniu przez —b:
r+y— 3z =—15. (5.8)

Wobec tego y =k € Z i 21 = [ € Z sa dowolne oraz v = —15+ 31 — k.
Ze wzoru (5.7), z =1—3(=15+3l — k) — 17k =1+ 45— 91 + 3k — 17k,
czyli z =45 — 14k — 8I.

Wobec tego nasze réwnanie posiada nieskonczenie wiele rozwigzan
danych wzorami: x = =154+ 3l — k, y = ki z = 45 — 14k — 8l, gdzie k
i [ sg dowolnymi liczbami catkowitymi.

Zadanie 5.6. Rozwiazac liniowe réwnanie diofantyczne

21z + 112y + 144z = 1.



Liniowe réwnania diofantyczne 81

Uwaga 5.7. Niech (uq,us,. .., u,) bedzie ustalonym rozwiazaniem
réwnania diofantycznego (5.1), tzn. ajuy + agug + ... + ayu, = b. Be-
dziemy je nazywali rozwigzaniem szczegdllnym tego rownania.

Jezeli (y1,y2,...,Yn) jest rozwiazaniem diofantycznego réwnania
jednorodnego a1+ asxo+. ..+ ayz, =0, to ay(us +y1) +a(ug+y2) +
+ .o Fap(un +yn) = (Gug + agug + . ..+ aguy) + (@Y1 + agys + ... +
+a,yn) = b+0 = b, czyli (u1+y1, us+ys, - . ., up+yy,) jest rozwiazaniem
rownania diofantycznego (5.1).

Na odwrdét, niech (z1, 2, . . ., 2,) bedzie rozwiazaniem réwnania dio-
fantycznego (5.1). Wtedy a121 +as22+. .. +anz, = boraz ai(z; —uy) +
+as(zo—ug)+. .. Fan(zn—u,) = (a121+a220+. . .+anz,)—(a1u; +agus+
+...4+ayu,) =b—>b=0, wiec (21 —uq, 29— Ug, . . ., 2, — Uy) jest wtedy
rozwigzaniem diofantycznego réwnania jednorodnego ayx+asxo+. . .+
+a,x, =0, przy czym z; = u; + (2; —u;) dlai =1,2,... n.

W ten sposéb wykazalismy, ze wszystkie rozwigzania réwna-
nia diofantycznego (5.1) sa sumami dowolnego rozwiazania
szczegblnego tego réwnania i dowolnego rozwigzania réwna-
nia jednorodnego a x| + asxs + ...+ a,x, = 0.

Uwaga 5.8. Niech ay,as...,a, € Z, gdzien > 2, przy czym a; # 0
dla pewnego i = 1,2, ...,n. Oznaczmy przez A zbioér wszystkich ciagdw
(1,9, ..., x,) liczb catkowitych takich, ze a1z +asxs+. .. +a,x, = 0.
Oczywiscie 0 = (0,0,...,0) € A. Jesli o = (v, 22,...,2,) € A1 [ =
= (y1,Y2, .- Yn) € Aoraz a+ = (1 + Y1, %2 + Y2, - - -, Ty, + Yn), tO
liczby z;+y; € Zdlai=1,2,... noraz ai(z1+y1) +as(va+1y2)+. ..+
+an (T +yn) = (@121 +agza+. ..+ ayz,)+(a1y1 +asyo+ .. .+ azy,) =
=040=0, wiec a + 8 € A. Stad przez prostg indukcje pokazujemy,
ze dla dowolnego m € N i dla dowolnych aq,...,q,, € A mamy, ze
a; + ...+ a, € A Dalej, niech dla k € Z: k-« = (kxy, kxa, ..., kzy,).
Wtedy kz; € Z dla i = 1,2,....n oraz ay(kxy) + ag(kxe) + ... +
+a,(kx,) = k- (a121 + agwa + ... + apz,) = k-0=0, wiec k-« € A.
Wobec tego dla kazdego m € N i dla dowolnych aq, ..., a,, € A oraz
ki,...,kn € Z mamy, ze « = ki -ay +ky-as+...+ k-, € A, przy
czym « nazywamy wowczas kombinacjg liniowa ciagdéw aq, ..., qp,
o wspotczynnikach catkowitych &y, ..., k,.

Niech aq,...,q,, € A. Méwimy, ze uklad (aq,...,q,) jest li-
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niowo niezalezny, jezeli dla dowolnych ky,...,k,, € Z z tego, ze
ki-ay...+ k- a, =60 wynika, ze ky = ... = k,, = 0. Mowimy, ze
uktad (a,...,q,) generuje A, jezeli kazdy ciag o € A jest kombi-
nacja liniowa ciagdéw aq, ..., a,. Méwimy, ze uktad (aq, ..., a;,) jest
baza A, jezeli ten uktad jest liniowo niezalezny i generuje A.

W nawigzaniu do uwagi 5.3 zastosowanej do b = 0, oznaczmy przez
B zbiér wszystkich ciagéw (21, xa, . .., x,) liczb calkowitych takich, ze
a1z + rexs + ... + rpx, = 0. PokazaliSmy tam, ze (z1,z9,...,2,) € A
wtedy i tylko wtedy, gdy (21, 29, ...,2,) € B.

Zatem funkcja f: A — B dana wzorem

f(z1, 20, ... 20)) = (21, T2y - o+, Ty,

gdzie z1 = x1 + @x2 + ... + q,x,, jest bijekcja i funkcja g do niej
odwrotna dana jest wzorem g¢((21,%2,...,%,)) = (z1,%2,...,2,) dla
r1 =21 — (@T2 + ... + Gun).

Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze dla dowolnych «, 5 € A oraz
k € Z mamy, ze f(a+ () = f(a) + f(B) i f(k-a) = k- f(a). Stad

przez indukcje mozna wykazac, ze
f(k1a1++k:mozm) :klf(a1)++k:mf(ozm)

dla dowolnego m € N i dla dowolnych a4, ...,a,, € Aiky, ..., k, € Z.
Ponadto analogiczne wtasnosci ma funkcja g. Wynika stad, ze uktad
(B, ..., Bm) jest baza B wtedy i tylko wtedy, gdy (g(51), ..., 9(Bm))
jest bazg A.

Na mocy uwagi 5.3 po skonczonej liczbie krokéow dojdziemy do réw-
nania rownowaznego rownaniu a1, +. . .+a,x, = 0, ktére bedzie miato
postac: y1 +0-ys 4+ ...+ 0y, = 0. Zbiorem rozwiazan tego ostatniego
rownania diofantycznego jest zbior

O:{(an27"'7yn):y2,...7yn€Z}.

Stad baza C jest uktad (o, ..., &,), gdzie g jest ciagiem n wyrazowym
posiadajacym jedynke na k -tej pozycji i zera na pozostatych miejscach
dla k = 2,3,...,n. Stosujac teraz skonczenie razy przeksztatcenia typu
g uzyskamy, ze A posiada baze (a1, g, ..., 1).
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Zatem kazde rozwigzanie rownania diofantycznego jednorodnego
a1r1 + asrs + ...+ ayx, = 0 jest kombinacja liniowa o wspotezyn-
nikach catkowitych ciagéw o, ..., 1.

Jezeli uy,ug, ..., u, € Z1ib=ayu; + ...+ a,u,, to na mocy uwagi
5.7 wszystkie rozwiazania réwnania diofantycznego

a121 + aeko + ...+ apx, = b
dane sg wzorem:
(xl,...,a:n) = (ul,u2,...,un)+t1-a1+...+tn_1-ozn_1,

gdzie elementy ty,...,t, 1 € Z sa dowolne i nazywamy je parame-
trami.

Zadanie 5.9. Smok ma 2000 gtéw. Rycerz moze $cia¢ jednym cie-
ciem 33 gtowy lub 21 gtow lub 17 gtéw lub 1 glowe. Smokowi odrasta
odpowiednio: 48, 0, 14 i 349 gtéw jednoczesnie. Zostanie on zabity, jesli
wszystkie gtowy zostana Sciete. Czy rycerz moze zabi¢ smoka?

Zadanie 5.10. Uczennica rozwiazata test ztozony z 60 pytan. Za
kazda dobra odpowiedz otrzymata 11 punktow, za kazda zta - mi-
nus 8 punktéw, za pytanie pozostawione bez odpowiedzi - 0 punktow.
W sumie uczennica otrzymata 24 punkty. Na ile pytan odpowiedziata
dobrze, a na ile zle? Znalez¢ wszystkie mozliwe rozwiazania.

5.2 Diofantyczne réwnania liniowe
z dwiema niewiadomymi
Ogoélna posta¢ diofantycznego rownania liniowego z dwiema niewiado-

mymi:
ar + by = c, (5.9)

gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami catkowitymi takimi, ze a # 0 lub b # 0.

Twierdzenie 5.11. Diofantyczne réwnanie liniowe (5.9) posiada
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,b) | c. Jesli NWD(a,b) | ¢
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i axg + byy = ¢ dla pewnych zg,yo € Z, to wszystkie rozwigzania réw-
nania (5.9) dane sq wzorami:

— b
{ =m0t N (5.10)
Y=Y~ NwD@p)

gdzie k jest dowolng liczbg catkowitq.

Dowdéd. Pierwsza czesé¢ twierdzenia wynika od razu z twierdzenia 5.2.
Niech dalej NWD(a,b) | c. Wtedy z twierdzenia 5.2 istnieja zg,yo €
€ 7 takie, ze axy + byy = c. Dla dowolnego k € Z liczby x i y dane
wzorem (5.10) sa catkowite oraz ax + by = axg + byo + Wb@b) k-

+Wb(am -k = axg + byo = ¢, czyli (x,y) jest rozwiazaniem réwnania
(5.9).
Na odwrdt, niech para (z,y) bedzie rozwigzaniem réwnania (5.9).

Wtedy ax + by = axg + by, skad a(z — z9) = b(yo — y). Zatem

a _ b : a : b
NWD(a,b) (z —x0) = NWD(ab) (yo — y). Liczby NWD(ap) | NWD(ap) %
wzglednie pierwsze, wiec z zasadniczego twierdzenia arytmetyki otrzy-

mujemy, ze Zatem x —zy = 4 5 -k dla pewnego

b _ b
NWD(ab) | & — . NWD(a,

k€Zix=x+ ywpan ko swhas  wwben k= vwien Yo —
+y). Stad dla b # 0, Yo =¥ = Nwp@n * Y =Y — ywpEs  F
Jezeli zas b = 0, to © = x9 1 a # 0 oraz NWD(a,b) = |a|, skad
= +1, Wchy:yo—Wwb)~kdlak:i(yo—y)iwtedy

k. ]

a
NWD(ab)
_ b
T =20+ Nwpap

Uwaga 5.12. Opiszemy metode wyznaczania pewnych liczb cal-
kowitych x, y speliajacych réwnanie:

ax + by = NWD(a, b)

dla ustalonych liczb catkowitych a i b takich, ze a # 0 lub b # 0.
Jesli a | b, to a # 0, bo inaczej a = b = 0, wiec NWD(a,b) = |a
i wystarczy przyjac¢ ©o = £l oraz yp =0 (zp = —1dlaa < 0ixzy =1
dla a > 0). Podobnie jest w przypadku, gdy b | a.

Niech dalej a t bi bt a. Wtedy a # 01 b # 0. Bez zmniejsza-
nia ogoélnosci mozemy zakladaé, ze |a| < |b|. Poniewaz a 1 b, wiec
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z twierdzenia o dzieleniu z reszta b = qia + r; dla pewnych ¢; €
€ Z ir € N takich, ze r; < |a|]. Z algorytmu Euklidesa wiemy,
ze NWD(a,b) = NWD(ry,a). Jesli wiec r1 | a, to 11 = NWD(a,b)
ir; =a-(—q)+b-1. Niech dalej r; { a. Wtedy z twierdzenia o dzieleniu
z reszta a = qory + 19 dla pewnego ¢ € Z i dla pewnego r, € N ta-
kiego, ze 1y < 11, przy czym NWD(a, b) = NWD(rg, r1). Jesli ry | 1, to
NWD(a,b) =ryiry =a—qor1 = a—qz(b—qra) = a(l+q2q1) +b(—q2),
wiecc NWD(a,b) = a(l + ¢q1) + b(—¢q2). Niech dalej 75 {1 r1. Wtedy
z twierdzenia o dzieleniu z resztg istnieja g3 € Z i r3 € N takie, ze
r1 = 379 + 13 oraz r3 < ro. Postepujac tak dalej uzyskujemy istnienie
liczby naturalnej n i liczb catkowitych ¢, s, ..., g, oraz liczb natural-
nych ry, 79, ..., 7, takich, ze r;1 > ro > ... > r,, pray czym 7,1 = 0,
r_1 =b1iry=a oraz mamy speklione tozsamosci:

Tii1 = Qip1 -1 + i1 dla kazdego i =0,1,...,n. (5.11)

Wtedy z algorytmu Euklidesa NWD(a, b) = r,,.

Teraz zapiszemy r; w postaci ax; + by; dla pewnych x;,y; € Z dla
kazdego ¢+ = —1,0,1,...,n. Mamy kolejno: r_y = b =a-0+b-1,
wiec mozemy przyjac: v—1 = 0iy_y = 1. Dalej, o =a=a-14+0b-

0, wiec na przyktad xo = 11 yy = 0. Jesli z_y,2¢,...,2; € Z oraz
Y-1,Y0,---, Y € Z sa juz wyznaczone dla pewnego catkowitego i > 0,
przy czym rp = axy + by, dla kazdego k = —1,0,...,1, to ze wzoru

(5.11), 741 = i1 — Qa7 = (axi—1 +byi—1) — Gt (ax; +by;) = a(ri—1 —
Git17i) + 0(Yi—1 — Gi1Y:), Wiee wystarczy przyjac Tiy1 = Tio1 — ¢it1%;
oraz Y11 = Yi—1—¢qi+1Y;. Po skonczonej liczbie krokow uzyskamy zatem,
ze r, = ax, + by, dla pewnych z,,y, € Z. Ponadto r,, = NWD(a, b),
wiec NWD(a,b) = a -z, + b - y,.

Przyklad 5.13. Zilustrujemy uwage 5.12 wyznaczajac liczby cat-
kowite x,y spelniajace réwnanie diofantyczne:

2522 + 574y = NWD(252, 574).

Zapiszmy kolejne dzielenia z reszta w algorytmie Euklidesa wyznacza-
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nia NWD(252, 574):
574 = 2252 4 70
252 = 370 4 42

70=1-42428 . (5.12)
42=1-28+14
28 =214

Zatem ostatnia dodatnia reszta jest liczba 14, wiec NWD(252,574) =
= 14. Teraz kolejno, z pierwszej réwnosci 70 = 252 - (—=2) 4+ 574 - 1,
wiec po podstawieniu w drugiej réwnosci za 70, 42 = 252 - 1 — (252 -
(=2)+574-1)-3 = 252 -7+ 574 - (=3). Dalej, z trzeciej réwnosci
28=70—42-1=(252-(—2)+574-1) —(252-7+574-(=3)) -1 =
= 252 (—9) 4+ 574 - 4. W koncu z czwartej rownosci: 14 = 42 — 28 =
=(252-7T+574-(—=3)) — (252 (=9) + 574 -4) = 252 - 16 + 574 - (—7),
czyli 252 - 16 + 574 - (=7) = NWD(252,574).

Na mocy twierdzenia 5.11, wszystkie rozwigzania naszego réwnania
diofantycznego dane sg wzorami: x = 16 + %k = 16 + 41k, y =

=—-T7— %k = —7 — 18k, gdzie k jest dowolna liczba catkowita.

Uwaga 5.14. Metoda opisana w uwadze 5.12 i twierdzenie 5.11
umozliwiajg szybkie rozwigzywanie réwnan diofantycznych postaci
ar + by = c. Mianowicie najpierw obliczamy d = NWD(a,b). Jesli
d 1 ¢, to rébwnanie nasze nie posiada rozwigzania. W przypadku, gdy
d | ¢, metoda opisana w uwadze 5.12 znajdujemy w,v € Z takie, ze
au + bv = d. Wtedy o = Su i yo = Sv sa liczbami calkowitymi
i azxy+ byy = c. Zatem na mocy twierdzenia 5.11 wszystkie rozwiaza-
nia réwnania diofantycznego ax + by = ¢ dane sa wzorami (5.10).

Przyktad 5.15. Zastosujemy uwage 5.14 do wyznaczenia wszyst-
kich rozwigzan réwnania diofantycznego:

152 + 98y = 4.

Poniewaz NWD(15,98) = NWD(15,8) = NWD(8,—1) = 1 i oczywi-
Scie 1 | 4, wiec najpierw wyznaczamy u, v € 7Z takie, ze 15u + 98v = 1.
Ponadto 98 = 6-15+8i 15 =2-8 — 1, wiec 8 = 15-(—6) + 98 - 1
i1=8-2—-15=(15-(—6)+98-1)-2+15-(—1) =15-(—13) + 98- 2.
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Mozemy zatem wzia¢ u = —13 1 v = 2. Stad xy = 4 - (—13) = —52
iy = 4-2 = 8. 7 twierdzenia 5.11 wszystkie rozwigzania naszego
rownania diofantycznego dane sa zatem wzorami: z = —52 + 98k,
y = 8 — 15k, gdzie k jest dowolng liczba catkowita.

Zadanie 5.16. Rozwiaza¢ liniowe rownanie diofantyczne

89z + 233y = 1.

5.3 Twierdzenie Sylvestera

Twierdzenie 5.17. (Sylvester). Niech a i b bedg dowolnymi,
wzglednie pierwszymsi liczbami naturalnymi. Wowczas kazdg liczbe na-
turalng ¢ > ab—a—b mozna zapisa¢ w postaci ¢ = ax+by dla pewnych
x,y € Ng. Ponadto nie istniejg x,y € Ny takie, ze ax+by = ab—a —b.

Dowdéd. Zatozmy, ze ax + by = ab — a — b dla pewnych z,y € Ny.
Wtedy a(z + 1) +b(y + 1) = ab. Stad a | b(y + 1), wiec z zasadniczego
twierdzenia arytmetyki, a | y+1, skad y+1 > a. Podobnie pokazujemy,
ze © + 1 > b. Wobec tego ab = a(z + 1) +b(y + 1) > ab + ab, skad
ab < 0, co prowadzi do sprzecznosci.

Pozostaje udowodni¢ pierwsza cze$¢ naszego twierdzenia. Z twier-
dzenia 5.11 istnieja xg,yg € Z takie, ze axg + byy = c. Z twierdzenia
o dzieleniu z reszta wynika, ze istniejg liczby catkowite k i r takie,
ze Yo = ka+ri0<r <a Stad 0 <y = yo — ka < a — 1 oraz
dla z = 2y + ka na mocy twierdzenia 5.11 mamy, ze az + by = c,
wiec ax = ¢ — by > ¢ — (a — 1)b. Ponadto ¢ > ab — a — b, wiec
ar >ab—a—b—(a—1)b = —a, skad z > —1, czyli > 0. Wobec tego
x,y € Ny, co konczy dowdd. [

Zadanie 5.18. Wypisz wszystkie elementy zbioru Ny \ A, gdzie
A={bx+8y:x,ye Ny}

Zadanie 5.19. Niech a i b bedg wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi i niech A = {ax + by : z,y € Ny}. Udowodnij, ze zbiér

Np \ A ma doktadnie % elementéw.
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Whniosek 5.20. Niech ng € Ny ¢ niech a i b bedqg wzglednie pierw-
szymi liczbami naturalnymi. Wowczas kazdg liczbe naturalng c takg, ze
¢ > (a—1)(b—1) + ang mozna zapisaé w postaci ¢ = ax + by dla
pewnych x,y € Ny takich, ze x > ny.

Dowdéd. 7 zatozen wynika, ze c—ang > (a—1)(b—1) =ab—a—b+1 >
> ab — a — b, wiec z twierdzenia 5.17 mamy, ze ¢ — ang = az + by dla
pewnych z,y € Ny. Zatem ¢ = a(x + ng) + by i x + ng > no. O

Whniosek 5.21. Niech aq,as,...,a,, gdzie n > 2 bedg wzglednie
pierwszymi liczbami naturalnymi. Wowczas istnieje K,, € Ny takie, Ze
kazda liczba naturalna ¢ > K,, jest postaci ¢ = a1x1 + asTs + ...+ apcy
dla pewnych x1,x2,...,2, € Ny.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem liczby naturalnej n > 2. Dla
n = 2 na mocy twierdzenia 5.17 wystarczy obra¢ Ko = (a3 —1)(az—1).

Zatézmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 przy
dowolnych wzglednie pierwszych liczbach aq,...,a, i niech aq, ..., ay,,
an+1 beda dowolnymi wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.
Z twierdzenia 1.14 istnieja wzglednie pierwsze liczby by, ...,b, € N ta-
kie, ze a; = db; dlai =1, ..., n. Zatem na mocy zatozenia indukcyjnego
istnieje K, € Ny takie, ze kazda liczba naturalna ¢ > K, jest postaci
c=bx1+...+b,x, dla pewnych x4, ..., x, € Nyg. Ponadto z twierdze-
nia 1.21 i stad, ze liczby a4, ..., a,, a,+1 sa wzglednie pierwsze wynika,
ze NWD(d, a,,+1) = 1, wiec na mocy wniosku 5.20 istnieje L € Ny ta-
kie, ze kazda liczba naturalna ¢ > L jest postaci ¢ = du + ap1Tn41
dla pewnych wu,z,.; € Ny takich, ze v > K,. Ponadto, jak poka-

zalismy, u = byxy + ... + bz, dla pewnych zy,..., 2, € Ny, wiec
c=azr1 + ...+ a,xy + @p11Tpy1, bo db; = a; dlai =1,...,n. Wy-
starczy zatem obra¢ K, = L. [

Uwaga 5.22. Z wniosku 5.21 wynika, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej n > 2 i dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb naturalnych
ap, as, . . ., a, istnieje najwieksza liczba catkowita g(ay, as, . .., a,), kto-
ra nie jest postaci a;ri + asxs + ... + a,x, dla pewnych nieujem-
nych liczb catkowitych x1,xs, ..., x,. Z twierdzenia Sylvestera mamy,
ze g(ai,az) = (a1 — 1) - (ag — 1) = 1 = ajay — ay — ap. Znany jest tez
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wzér na g(ay,as, az), ale nie jest znany wzoér na g(ag,as,...,a,), gdy
n jest dowolng liczba naturalna (jest to tak zwany Problem Monety
Frobeniusa).

Problem Monety Frobeniusa jest zwigzany z wieloma dziatami ma-
tematyki, i ogélniej nauki. Na przyktad, techniki wypracowane przy ba-
daniu tego problemu znajduja zastosowanie w badaniu: algebraicznych
kodoéw geometrycznych, wypelnianiu ptaszczyzny zadanymi figurami
geometrycznymi, generowaniu wektorow losowych, graféw Hamiltona
etc. Z tym problemem zwigzanych jest wiele otwartych pytan; czesé
z nich oraz dodatkowe informacje o Problemie Monety moze zaintere-
sowany czytelnik znalez¢é w monografii [32] poswieconej tym zagadnie-
niom.

Zadanie 5.23. Wypisz wszystkie elementy zbioru Ny \ A, gdzie
A={15z+21ly+35z:x,y,z € No}.

Zadanie 5.24. Niech a,b,c beda wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi takimi, ze a | b. Udowodnij, ze wtedy g(a, b, c) = g(a,c) =
=ac—a—c.

Nastepny przyktad byt zadaniem na 24. Miedzynarodowej Olimpia-
dzie Matematycznej.

Przykltad 5.25. Niech a,b,c beda parami wzglednie pierwszymi
liczbami naturalnymi i niech A = {abx + acy + bez : x,y,z € Ny}.
Udowodnimy, ze d = 2abc—ab—ac—bc & A oraz kazda liczba catkowita
n > d nalezy do A.

Przypusémy, ze d € A. Wtedy d = abx + acy + bcz dla pewnych
x,y, z € Ny. Zatem 2abc—ab—ac—bc = abr+acy+bcz, skad a | be(z+1).
Dodatkowo NWD(a,b) = NWD(a,c) = 1, wiec na mocy stwierdzenia
1.25 liczby a i be sa wzglednie pierwsze. Zatem z zasadniczego twierdze-
nia arytmetyki, a | z+ 1, skad 2+ 1 > a, czyli z > a — 1. Analogicznie
dowodzimy, ze y > b—11ixz > c— 1. Stad d = abx + acy + bcz > ab(c—
+1)4ac(b—1)+bc(a—1) = 3abc—ab—ac—be > 2abc—ab—ac—be = d,
co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego d & A.

Zauwazmy, ze (a — 1)(bc — 1) +a(b—1)(c — 1) = abc —a — be +
+1 4+ abc — ab — ac + a = 2abc — ab — ac — bc +1 = d + 1, skad
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d+1 € Ny. Wezmy dowolng liczbe catkowita & > d+ 1. Wtedy k£ € Nj
ing = (b—1)(c—1) € Ngoraz k > (a—1)(bc—1)+any. Liczby naturalne
a i be sg wzglednie pierwsze, wiec na mocy wniosku 5.20 istnieja xg, 2 €
€ Ny takie, ze axg + bcz = k i xg > ng. Z twierdzenia 5.17 mamy, ze
xo = bx + cy dla pewnych z,y € Ny. Zatem k = abx + acy + bcz, gdzie
x,y, 2z € Ng. Wobec tego k € A.

Zadanie 5.26. Niech a i b beda wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi. Udowodnij, ze jezeli k € Ni (a —1)(b—1) < k < ab,
to istnieje doktadnie jedna para (x,y) nieujemnych liczb catkowitych
taka, ze k = ax 4 by. Natomiast réwnanie ab = ax + by ma doktadnie
dwa rozwiazania dla x,y € Ny. A co bedzie dla k > ab?

Zadanie 5.27. Niech a, b, c,d beda parami wzglednie pierwszymi
liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze wtedy g¢(abc,abd,acd,bed) =
= 3abcd — abc — abd — acd — bed.



Rozdzial 6

Rownanie diofantyczne
drugiego stopnia z dwiema
niewiadomymi

Ogolne réwnanie diofantyczne drugiego stopnia z dwiema niewiado-
mymi x i ¥y ma postac:

az? +bry + ey’ +dr+ey+ f =0, (6.1)
gdzie liczby catkowite a, b, c,d, e, f sa dane, przy czym a # 0 lub b # 0
lub ¢ # 0.

W tym rozdziale beda omdéwione metody rozwiazywania takich row-
nan. Duze znaczenie bedg miaty dla nas nastepujace liczby zwigzane z
réwnaniem (6.1):

A =" —4dac oraz T =dacf + bde — ae® — cd* — fb°. (6.2)
Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze zachodzi wzor:

(2ae — bd)?* — A(d* — daf) = —4al. (6.3)

Ponadto, poniewaz (p + ¢+ q)* = p* + ¢* + r* + 2pq + 2pr + 2qr dla
p,q,7 € Z, wiec dla F(z,y) = az® + bry + cy® + dx + ey + f mamy
tozsamos¢:

4a- F(z,y) = (2az + by + d)* — Ay® + (4ad — 2bd)y + 4af — d*. (6.4)
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Ze wzoréw (6.3) i (6.4) uzyskujemy tozsamosé:

—daA - F(x,y) = (Ay — (2ae — bd))? — A(2az 4 by + d)? + 4al’. (6.5)

6.1 Przypadek a=c=0

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy a = ¢ = 0. Wtedy b # 0 i réwnanie
(6.1) przybiera postac:

bry +dx+ey+ f =0, (6.6)

wiec po pomnozeniu obu stron przez b jest réwnowazne réwnaniu:
b xy + bdx + bey + bf = 0, a to z kolei jest réwnowazne réwnaniu:

(b + €)(by + d) = ed — bf. (6.7)

Zajmijmy sie najpierw przypadkiem, gdy ed — bf = 0. Na mocy
(6.2) jest to réwnowazne temu, ze [' = 0. Wtedy mamy nastepujace
mozliwosci:

e bfeibfd Wtedy rownanie (6.6) nie posiada rozwiazania.

e b|eib|d Wtedy mamy nieskonczenie wiele rozwiagzan: © = —
inZoraszZiy:—%.

e b |eibtd Wtedy mamy nieskonczenie wiele rozwigzan: r = —
iy € Z.

ebfeib|d Wtedy mamy nieskonczenie wiele rozwiazan: x € Z
iy=—42

Terabz rozwazymy przypadek, gdy ed — bf # 0. Niech X bedzie
zbiorem wszystkich liczb catkowitych 0 dzielacych liczbe ed — bf i ta-
kich, ze b | e — § oraz b | @. Wtedy X jest zbiorem skoniczonym
i liczba rozwiazan réwnania (6.6) jest rowna | X|, czyli jest skonczona.
Ponadto, gdy X = (), to réwnanie (6.6) nie posiada rozwiazania. Nato-
miast dla X # () wszystkie rozwigzania sg postaci: © = % iy = edb_ébf
dlad € X.

Wobec tego dalej nalezy rozwazaé jedynie przypadki, gdy a # 0 lub
¢ # 0. Jednak zamiana zmiennej  na y pozwala nam ograniczy¢ sie
do jednego przypadku, gdy a # 0. Okazuje sie, ze tu takze bedziemy
mieli r6zne mozliwosci zalezne od wartosci A i T

[Salfe

o
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Zadanie 6.1. Wyznacz wszystkie rozwiazania nastepujacych row-
nan diofantycznych:

(a) 6xy+3zr+2y+1 =0, (b) xy+22+y+2 = 0, (¢) zy+x+2y+2 = 0,
(d) zy+az+y+1 =0, (e) 3zy+4x+2y—9 = 0, (f) bry+3x+2y+1 = 0.

6.2 Przypadek a #0i A =0

Teraz zakladamy, ze a # 01 A = b? — 4ac = 0. Wtedy na mocy wzoru
(6.4) réwnanie (6.1) jest réwnowazne réwnaniu:

(2az + by + d)> — By = F, (6.8)

gdzie E = 2bd — 4ae i F = d? — 4af. Mozliwe sg zatem nastepujace
przypadki:

o [/ = F =0. Wtedy 2ax + by + d = 0, wiec na mocy twierdzenia
5.11, jesli NWD(2a, b) 1 d, to réwnanie (6.8) nie posiada rozwiazania,
za$ w przeciwnym przypadku posiada ono nieskonczenie wiele rozwia-
zan.

e £ =01F #0. Jezeli F nie jest kwadratem liczby naturalnej, to
réwnanie (6.8) nie posiada rozwigzania. Jezeli zas F' = k? dla pewnego
k € N, to réwnanie (6.8) jest rownowazne temu, ze 2ax+by+d = k lub
2ax + by + d = —k. Zatem w tym przypadku réwniez réwnanie (6.8)
nie posiada rozwiazania lub posiada nieskonczenie wiele rozwiazan.

e F # 0. Jezeli nie istnieje k € Z takie, ze E | k?* — F', to réwnanie
(6.8) nie posiada rozwigzania. Zalézmy, ze (2axq+byo+d)? — Eyo = F
dla pewnych xg,yo € Z. Oznaczmy ko = 2x9 + byy + d. Wtedy ko € Z
i k2 — Byp = F. Stad dla k € Z: y = Got2eB0°F 0y dakok +
+4a*k*E € Z oraz (ko + 2aFk)? — Ey = F. Szukamy x € 7 takiego,
ze 2ax + by +d = ko + 2aEk, czyli 2ax + b(yo + dakok + 4a*k*E) +d =
= 2axg + byg + d + 2aFk, co jest rGwnowazne temu, ze v = xg +
+Ek —2kok — 2aEbK?. 7 postaci y wynika zatem, ze w tym przypadku
réwnanie (6.8) posiada nieskoniczenie wiele rozwiazan.

Podsumowujac, uzyskalidémy, ze jezeli a # 0i A = 0, to r6wnanie
(6.1) nie posiada rozwigzania lub posiada nieskonczenie wiele
rozwigzan.
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Zadanie 6.2. Wyznacz wszystkie rozwiazania nastepujacych row-
nan diofantycznych:
a) 3622 + 24y + 4y* + 362 + 12y + 9 = 0,
b) 4% + 12zy + 9y? + 4z + 6y + 1 = 0,
c) 4x? + 122y + 9y* + 4o + 6y — 1 =0,
d) 422 + 122y + 9y* + 4 + 6y — 8 = 0,
e) 4r? + 122y + 9y* +4x +y +2 =0,
f) 422 + 120y + 9y? + 4z +y + 3 = 0.

(
(
(
(
(
(

6.3 Przypadek a #0i A <0

Niech teraz A = b* —4ac < 0. Wtedy a # 0 oraz A = —m dla pewnego
m € N. Ze wzoru (6.5) wynika, ze réwnanie (6.1) jest réwnowazne
roOwnaniu:

(my + 2ae — bd)* + m(2az + by + d)* = —4al. (6.9)

Jedli al' > 0, to rownanie (6.9) nie posiada rozwigzania. Jesli I' =
= 0, to réwnanie (6.9) jest réwnowazne temu, ze my + 2ae — bd = 0
i 2azx + by +d = 0, wiec albo nie posiada ono rozwiazania albo posiada
doktadnie jedno rozwiazanie. Niech teraz al’ < 0. Wtedy |my + 2ae —
+bd| < /—4al’, skad wynika, ze y moze przyjmowac jedynie skoniczenie
wiele wartosci 1 w konsekwencji tego x tez przyjmuje jedynie skorniczenie
wiele wartosci.

Wobec tego, gdy A < 0 to zbiér rozwigzan réwnania (6.1)
jest skonczony (i moze by¢ pusty!).

Zadanie 6.3. Wyznacz wszystkie rozwiazania nastepujacych row-
nan diofantycznych:

(a) 122% + 4oy + y* + 8z + 4y + 4 =0,

(b) 42% + 4xy + 3y* + 8z + 4y + 6 = 0,

(c) 42* + 4wy + 3y* + 8z + 4y — 23 = 0.
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6.4 Przypadeka #0iA =m? dla pewnego
m € N

Niech a # 0 i A = m? dla pewnego m € N. Wtedy ze wzoru (6.5)
wynika, ze réwnanie (6.1) jest rownowazne réwnaniu:

(m*y — (2ae — 4bd))* — m*(2ax + by + d)? = —4al,
a to z kolei jest rownowazne réwnaniu:
(2max +m(b —m)y + e1) - (2max + m(b+ m)y + e2) = 4al’, (6.10)

gdzie e; = md — 2ae 4 bd 1 e; = md + 2ae — bd.

Jezeli I' = 0, to r6wnanie (6.10) jest rbwnowazne temu, ze 2max +
+m(b—m)y+e; = 0lub 2maz+m(b+m)y+ey = 0, wiec w tym przy-
padku mamy zbior pusty rozwigzan lub zbiér nieskonczony na mocy
twierdzenia 5.11.

Jezeli I' # 0, to 2max + m(b — m)y + e; jest dzielnikiem liczby
4al’; zas 2max + m(b 4+ m)y + ey jest dzielnikiem dopeliajacym tej
liczby, przy czym (2max + m(b —m)y + e1) — (2max + m(b+ m)y +
+e9) = —2m2y + 2bd — 4ae, wiec w tym przypadku zbior rozwigzan
jest skonczony (moze by¢ pusty!).

Zadanie 6.4. Wyznacz wszystkie rozwigzania nastepujacych row-
nan diofantycznych:
(a) 22 +2zy — 3y> + 22 +2y + 1 =0,
(b) z* + 2xy — 3y* + 3z + 4y + 2 = 0,
(c) 2% + 2xy — 3y* + 22 + 2y — 4 = 0,
(d) 2% + 62y + 8y* + 3z + 6y = 2.

6.5 Przypadek, gdy a # 0 i A € N oraz
A#£k*dlakeN

Niech teraz @ # 01 A € N oraz A # k? dla kazdego k € N. Wowczas

na mocy (6.5) rownanie (6.1) jest réwnowazne réwnaniu:

(Ay — (2ae — bd))* — A(2az + by + d)* = —4al. (6.11)
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Rozwazmy najpierw przypadek, gdy I' = 0. Z niewymiernoéci liczby
VA wynika, ze wtedy 2ax + by +d = 01 Ay — (2ae — bd) = 0. Stad
w tym przypadku réwnanie (6.1) nie posiada rozwiazania albo posiada
doktadnie jedno rozwigzanie.

Niech dalej I" # 0. Wtedy C' = —4al” # 0. Zalézmy, ze para (o, yo)
jest rozwiazaniem réwnania (6.11). Wtedy para (X, Yp), gdzie Yy =
= 2axg + byo + d i Xog = yo — (2ae — bd) jest rozwigzaniem réwnania

X2 - AY?=C. (6.12)

Przypusémy, ze para (X,Y) liczb catkowitych jest rozwiazaniem réw-
nania (6.12). Znajdziemy warunki konieczne i dostateczne na to aby ist-
niaty liczby catkowite x i y takie, ze Y = 2ax + by + d oraz
X =y — (2ae — bd). Oczywiscie wtedy (z,y) jest rozwiazaniem row-
nania (6.11), przy czym dla réznych par (X,Y) uzyskamy rézne odpo-
wiadajace im pary (z,y). Poniewaz y = X + (2ae — bd), wiec po-
trzeba i wystarcza aby 2a | Y — b(X + (2ae — bd)) — d. Ponadto
2a | Yo — b(Xo + (2ae — bd)) — d, wiec potrzeba i wystarcza aby byt
spetlmiony warunek:

2 | (Y — Yo) — b(X — Xp). (6.13)

Wykorzystamy teraz nastepujacy lemat, ktory udowodnimy w nastep-
nym rozdziale (patrz uwaga 7.15):

Lemat 6.5. Niech D bedzie liczbg naturalng takq, ze D # k?* dla
kazdego k € N. Wowczas dla dowolnej liczby naturalney m > 2 ist-
nieje nieskoriczenie wiele par (s,t) liczb naturalnych takich, ze s = 1
(mod m) it =0 (mod m) oraz s> — Dt* = 1.

Zastosujmy ten lemat dla D = A i m = 2|a|. Uzyskamy, ze ist-
nieje nieskonczony zbiér X par (s, t) liczb naturalnych takich, ze s = 1
(mod m) it =0 (mod m) oraz s> — At* = 1. Niech X, = Xys + AYjt
1Y, = Xot+ YosdlaT = (s,t) € X. Wtedy X, Y, € Z oraz X, = X
(mod m)iY; =Yy (mod m), skad 2a | X, — Xy i2a | Y, —Y,. Ponadto
X2-V? = X224+ 2st AX Yo+ A?Y@2 — AX3 2 —2A X Yots — AYPs? =
= (X2 — AYP)s* — At2(XZ — AYR) = C - 8 — A’C = C(s? — At?) =
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= (C -1 = C. Zatem para (X,,Y;) jest rozwiazaniem réwnania (6.12)
i spetnia warunek (6.13). Zatem dla kazdego 7 = (s,f) € X ist-
nieje para (x,,y,) liczb catkowitych, ktora jest rozwiazaniem réwna-
nia (6.11). Jezeli 7 = (s,t),p = (u,v) € X sa takie, ze (X,,Y;) =
= (X,,Y,), to poniewaz X, + Y,VA = (s + tVA) - (Xo + Yo/A)
i X, +Y,VA = (u+vvVA) - (X + YoVA) oraz X+ YovV/A # 0 (gdyz
X2 —AY?2 =C #0), wiec s +tVA =u+vVA, skad s =uit =,
czyli 7 = p.

Wobec tego otrzymujemy nieskonczenie wiele rozwiazan (z.,y,)
réwnania (6.11) i w ten sposéb udowodnilismy nastepujace twierdzenie
Gaussa:

Twierdzenie 6.6. Jezeli rownanie diofantyczne (6.1) posiada roz-
wigzanie, przy czym A jest liczbg naturalng, ktora nie jest kwadratem
liczby naturalnej oraz T' # 0, to réwnanie to posiada nieskonczenie
wiele rozwigzan.

Whiosek 6.7. Jezeli a,b,c,k € Z, A =b*> —4ac € N, k #0 i A
nie jest kwadratem liczby naturalnej oraz rownanie diofantyczne

az® +bry +cy® =k
postada rozwigzanie, to posiada ono nieskonczenie wiele rozwigzan.

Dowdd. Przy oznaczeniach twierdzenia 6.6 mamy, ze f = —k oraz
d=e=0.Zatem I' = k- A # 0. Wobec tego na mocy twierdzenia 6.6
réwnanie diofantyczne ax? + bxy + cy? = k posiada nieskoriczenie wiele
rozwiazan. [

Zadanie 6.8. Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnan diofantycz-
nych:

(@) 2 +3zy+y* —r+y—1=0,

(b) 2% + 5xy — b5y?> +x — by — 1 = 0.

Zadanie 6.9. Zastosuj rozumowanie z tego paragrafu do wykaza-
nia, ze réwnanie diofantyczne x? + 5xy — 5y? — v +y — 1 = 0 posiada,
nieskonczenie wiele rozwigzan i opisz te rozwigzania za pomocg roz-
wigzan réwnania diofantycznego X? — 45Y2 = 1.
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Zadanie 6.10. Uzasadnij, ze réwnanie 22 + 2y — y? = 1 posiada
nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych. Czy potrafisz
opisa¢ wszystkie rozwigzania tego réwnania w liczbach naturalnych?



Rozdziat 7

Rownanie Pella

7.1 Dowdd istnienia rozwigzania

Stwierdzenie 7.1. Jezeli D,x,y € N ix?— Dy? =1, to D nie jest
kwadratem liczby naturalney.

Dowdéd. Przypusémy, ze D = k? dla pewnego & € N. Wtedy 1 =
= 22— k*y? = (v +ky)(x—ky), skad z+ky | 1, co jest niemozliwe, gdyz
x + ky > 1. Wobec tego D nie jest kwadratem liczby naturalnej. [

Okazuje sie, ze jesli liczba naturalna D nie jest kwadratem liczby
naturalnej, to rownanie:

2 — Dy* =1 (7.1)

zwane rownaniem Pella lub nieoznaczonym réwnaniem Ferma-
ta, posiada rozwigzanie w liczbach naturalnych. Rownanie Pella, jest
jednym z najwazniejszych réwnan diofantycznych poniewaz stanowi
klucz do rozwigzan kwadratowych réwnan diofantycznych. Ponadto,
rOwnanie to odegrato wazng role w rozwiazaniu Dziesigtego problem
Hilberta, ktéry dotyczyt nieistnienia algorytmu rozwiazywania dowol-
nego réwnania diofantycznego. Réwnanie Pella byto badane przez wielu
wybitnych matematykéw miedzy innymi przez Fermata i Eulera. Jed-
nak to Lagrange usytematyzowat te badania w latach 60. XVIII wieku.
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W szczegdlnosci Lagrange jako pierwszy udowodnit, ze rozwigzanie
roOwnania Pella zawsze istnieje i opracowat metode znajdowania wszyst-
kich jego rozwigzan przy uzyciu tak zwanych utamkéw tancucho-
wych. Warto tu podkresli¢, ze Lagrange uzywat liczb niewymiernych
oraz liczb zespolonych do rozwigzywania réwnan w liczbach catkowi-
tych, rozszerzajac w ten sposéb niektore pomysty Eulera. Kiedy Euler
ustyszat o tych podejsciach, zauwazyt: Bardzo podziwiam twoja me-
tode uzywania liczb niewymiernych, a nawet urojonych w tego rodzaju
analizie, ktora nie zajmuje sie niczym innym jak liczbami wymiernymi.
Juz od kilku lat mam podobne pomysty” (por. [40], s. 240). Duzo cieka-
wych informacji, konkretnych przyktadéw i analiz réwnan “typu Pella”
mozna znalezé w pracy A. Nowickiego [31].

Dowdd twierdzenia 7.1 oprzemy na nastepujacym lemacie odkry-
tym przez Dirichleta:

Lemat 7.2. Niech o bedzie dowolng niewymierng liczbg rzeczywi-
stg. Wowczas dla kazdego naturalnego N istniejqg wzglednie pierwsze
liczby catkowite p i q takie, ze 0 < ¢ < N oraz

Dowdd. Przypomnijmy, Ze przez | x| oznaczamy czesé catkowita liczby
rzeczywistej x, czyli najwigksza liczbg catkowita k& mniejsza lub rowng
liczbie x. Wowezas |x] < < |z] + 1, skad 0 < 2 — |x] < 1. Zatem
dla niewymiernych z jest 0 < x — |x] < 1.

Odcinek (0,1] dzielimy na N odcinkéw: (0, +], (&, 2],..., (B4, 1]
dtugodei % Zauwazmy, ze dlan = 1,2,..., N + 1 liczby na — |na/]
sa niewymierne i naleza do przedziatu (0, 1]. Tych liczb jest doktadnie
N + 1, a przedzialow mamy doktadnie N, wiec w pewnym przedziale
(%, 4] leza pewne dwie takie liczby: « = na— [na| iy = ma— [ma],
gdzie 1 <m <n < N+ 1. Stad |z — y| < . Wobec tego

1
(n—m)a— ([na] ~ [mal)| < -
Dalej,a =n—m € N,oraza < N, b = [na)—|ma| € Zi|aa—b| < +.
Oznaczmy d = NWD(a,b). Wtedy na mocy twierdzenia 1.14 istnieja
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wzglednie pierwsze liczby catkowite p i g takie, ze a =dqi b = dp, skad
0 <q< N oraz d|lga—p| < %, a zatem |a_,’ < qu < qu co konczy
nasz dowdd. ]

W dalszej czesci tego rozdziatu D oznacza liczbe naturalng, ktora
nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

Twierdzenie 7.3. Réwnanie Pella v* — Dy? = 1 posiada rozwig-
zanie w liczbach naturalnych.

Dowdéd. Opierajac sie na lemacie 7.2 skonstruujemy przez indukcje

liczby catkowite pq, po, ... i liczby naturalne ¢, ¢o, . . . takie, ze
|¢5_ bl |vp_ B (72)
a2 as
oraz
1
‘\/5 — "l < — dla kazdego n € N, (7.3)

7 zalozenia wynika, ze liczba rzeczywista a = v/D jest niewymierna.
Zatem stosujac lemat 7.2 dla N = 2 znajdziemy p; € Z i ¢; € N takie,
zeqr <21 VD=2 < g skad VD - 2| < &

Przypusé¢my, ze dla pewnego n € N skonstruowaliSmy py,...,p, €
eEZiq,...,q, €N takie, ze |\/5—%| < % dla7=1,2,...,n oraz
h/ﬁ—%ﬂ > |\/5—§—§| >0 > |\/5—§—Z|. Ponadto |\/5—§—:| > 0,
wiec istnieje M € N takie, ze [v/D — p—"| > . 7 lematu 7. 2 istnieja
Pyl € Zi gy € N takie, ze an M oraz ]\/_ ’;"IH < 37.—» skad
VD — i — < VD — En Wobec tego zapo-
wiedziana teza zostala Wykazana przez 1ndukq@.

Niech n € N oraz x = p, i y = ¢,. Wtedy na mocy (7.3) mamy, ze

2] < |2 =VD|+|VD| = |VD~2|+VD < % +vD, skad [VD+2| <
< |VD|+|2] < L +2vD < 1+2vD. Zatem |2° — Dy?| = y*|D— 5| =
=y’ VD -3l |\/_+I| czyli [¢? — Dy?| < y*- 5 - (1+2V/D), a wiee
|p721_Dq,21|<1+2\/_dlakazdeg0neN,




102 Rownanie Pella

Wobec tego zbior {p? — Dq? : n € N} jest skoniczony, wiec istnieje
c € 7 takie, ze p2 — Dg? = c dla nieskoficzenie wielu n € N. Z niewy-
miernosci v D wynika, ze ¢ # 0. Poniewaz z dzielenia przez ¢ mamy
doktadnie |c| reszt, wiec dla pewnych r,s € {0,1,...,|c| — 1} oraz dla
nieskoniczenie wielu n € N mamy, ze p2 — Dg2 = ¢, p, = r (mod |c|)
ig¢,=s (mod |c|).

W szczegolnoscei istnieja rozne liczby naturalne m i n takie, ze
Pa,—Daq;, = pi—Dq;, = ¢, pm = pn (mod |¢]) i g = gn (mod |c|). Stad
PmPn— Dmagn = p72n _qun =c=0 (mod |c|) i pugm — Pmln = PmGm —
+Pm@m = 0 (mod |¢|), czyli ppmpn — D@man = ¢To OTaz ppgm — PmGn =
= c¢yp dla pewnych zg,yo € Z. Jesli yog = 0, t0 Pngm = Pmqn, skad
Z—Z = 2—;‘, co na mocy (7.2) przeczy temu, ze m # n. Wobec tego
Yo # 0.

Dalej7 621‘% - DCng = (pmpn - DQan)2 - D(pn%n - pmqu)z
= PP = 2DPimPnGmdn + D*a0,a; — D7, + 2Dpnpndmn — Dpis =
= v (0, — Day,) — Dai(pr, — Day,) = pre — Daze = c(py — Day) = ¢
i po skroceniu przez ¢ # 0, 23 — Dy? = 1. Jednak pokazali$my, ze
Yo # 0, wigc tez g # 0 i stad |x|, [yo| € N oraz |zo|* — D]yo|*> = 1, co
konczy dowdd naszego twierdzenia. ]

7.2 Rozwigzanie minimalne

Omoéwimy teraz pojecie tak zwanego rozwigzania minimalnego row-
nania r? — Dy? = 1. W tym celu udowodnimy nastepujace dwa lematy.

Lemat 7.4. Dia liczb catkowitych x iy takich, ze 2* — Dy? = 1
rownowazne $¢ warunki:

(i) x +yvVD > 1,

(ii) x,y € N.

Dowdd. Jesli z,y € N, to z +yvD > D > 1, gdyz D > 1, bo D
nie jest kwadratem liczby naturalnej. Na odwrét, niech  + yv/D > 1.
Poniewaz 0 < 1 = 2% — Dy> = (z — yvV/D)(z + yvD), wiec stad
z —yvD > 0. Zatem (z + yv'D) + (x — yv/D) > 0, czyli 2z > 0, skad
x>0, czyli 2 € N. Ponadto 1 = (z —yv/D)(z +yvD) iz +yvD > 1,
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wiec z — yvD < 1, czyli yv/D > z — 1 > 0, a zatem yv/D > 0, wiec
y > 01 wobec tego y € N. ]

Lemat 7.5. Zaloimy, Ze dla pewnej liczby catkowite; C' zbior
U= {(z,y) € NxN: a2 — Dy* = C} jest niepusty. Wéwczas dla
dowolnego (xg,yo) € U nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) xo jest najmniejszq liczbg naturalng k takq, ze (k,y) € U dla
pewnego y € N,

(i1) yo jest nagmniejszq liczbg naturalng | takq, ze (z,1) € U dla
pewnego x € N,

(ii1) vo < x i yo < y dla kazdej pary (x,y) € U,

(i) xo + yoV/'D jest najmmniejszq liczbg w zbiorze

{z+yVD: (z,y) e U}.

Dowdd. (i) = (it). Weimy dowolne z, [ € N takie, ze (z,1) E U. Wtedy
x > xg. Ponadto z* — DI = 22 — Dy2, wiec D(l2 —ye) =22 —122 >0,
skad 1?2 > o2, czyli | > yo, bo l,yo € N. Zatem y, jest najmniejsza
liczba naturalna [ taka, ze (x,1) € U dla pewnego = € N.

(11) = (vi1). Wezmy dowolna pare (x,y) € U. Wtedy =,y € Nina
mocy zalozenia, y > yo. Ponadto 2 — Dy? = a3 — Dy?, wigc 22 — 22 =
= D(y? —y2) > 0, skad 22 > 23, wigc x > x¢, bo z, 79 € N.

(7i1) = (iv). Wezmy dowolna pare (z,y) € U. Wtedy na mocy
zatozenia zy < z 1 yo < y, wiec zo + yovV'D < = + yv/D. Wobec tego
o 4 10V D jest najmniejsz liczba w zbiorze {2 4+ yv/D : (z,y) € U}.

(iv) = (i). Wezmy dowolng pare (k,y) € U. Wtedy zo + yovV'D <

< k+yVD. Zal(’)Zmy, ze k < xg. Wtedy k* < 23 oraz k* — Dy? =
= 22 — Dy}, wiec D(y* —y2) = k* — 23 < 0, skad ¥* < y2 i y < yo.
Zatem k+yv'D < zo+yoV'D, co prowadzi do sprzecznodci. Wobec tego
zo < k, czyli xy jest najmniejsza liczba naturalng k taka, ze (k,y) € U
dla pewnego y € N. ]

Zatozmy, ze dla pewnego catkowitego C' réwnanie
2> —Dy*=C

posiada rozwiazanie w liczbach naturalnych. Woéwczas pare (zo,vo)
liczb naturalnych spetniajaca ktorykolwiek z rownowaznych warunkéw
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(1) — (iv) lematu 7.5 nazywamy rozwigzaniem minimalnym (fun-
damentalnym) tego réwnania.

Przyktad 7.6. Niecha € Nia > 1oraz D = a?—1. Wtedy D € N
ia®?—D-1%? = 1. Zatem na mocy stwierdzenia 7.1, D nie jest kwadratem
liczby naturalnej. Ponadto 1 jest najmniejsza liczba naturalna. Wobec
tego na mocy lematu 7.5, para (a, 1) jest rozwiazaniem minimalnym
rownania z* — (a* — 1)y* = 1.

Przyktad 7.7. Niech a € Ni D = a* + 1. Wtedy D € N oraz
(2a*> + 1) — D(2a)* = 1. Zatem na mocy stwierdzenia 7.1, D nie
jest kwadratem liczby naturalnej. Wezmy dowolne x,y € N takie, ze
v?2—Dy? = 1. Wtedy 2?—Dy? > 0 oraz D > a?, wigc 2° > Dy* > (ay)?,
czylix > ay. Zatem v > ay+1i1 =22 - Dy?> > (ay + 1) — Dy? =
= (ay +1)* = (a* + 1)y* = 1+ 2ay — y*. Zatem y* > 2ay, skad y > 2a.
W konsekwencji tego i na mocy lematu 7.5, (2a® + 1,2a) jest rozwia-
zaniem minimalnym réwnania z? — (a? 4+ 1)y? = 1.

Przyktad 7.8. Niech a € N. Wtedy D = a*+2 € N. Ponadto (a®+
1)2 — Da? = 1, wiec na mocy stwierdzenia 7.1, D nie jest kwadratem
liczby naturalnej. Wezmy dowolne z,y € N takie, ze 22 — Dy? = 1.
Wtedy 22 — Dy? > 0 oraz D > a?, wiec 22 > Dy? > (ay)?, czyli
r > ay Zatem x > ay+1i1 = 2%~ Dy*> > (ay + 1) — Dy* =
= (ay+1)*— (a®*+2)y? = 1+ 2ay — 2y*. Zatem 2y° > 2ay, skad y > a.
W konsekwencji tego i na mocy lematu 7.5, (a®+1, a) jest rozwigzaniem
minimalnym réwnania z? — (a® + 2)y? = 1.

7.3 Opis wszystkich rozwigzan

Mozemy teraz sformutowaé¢ podstawowe twierdzenie o rownaniu Pella:

Twierdzenie 7.9. Réwnanie Pella x> — Dy? = 1 posiada rozwig-
zanie minimalne (xg, yo) 1 dla kazdego n € Ny istniejq x,,y, € N takie,
se Tp +ynV' D = (z0 + yox/ﬁ)”“. Ponadto (x,,yn) sq¢ wszystkimi roz-
wigzaniami réwnania x* — Dy?> = 1 w liczbach naturalnych oraz dla
kazdego n € Ny:

Tyl = LTy, + DYoYp 1 Ynt1 = YoTn + ToYn.
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W szczegolnosci kazde rownanie Pella posiada nieskonczenie wiele roz-
wigzan w liczbach naturalnych.

Dowdd. 7 twierdzenia 7.3 zbior rozwiazan w liczbach naturalnych réw-
nania Pella 22 — Dy? = 1 jest niepusty. Stad na mocy lematu 7.5
istnieje rozwiazanie minimalne (xg,yo) tego réwnania. Z zalozenia,
To,y0 € N i 22 — Dy2 = 1. Przypuéémy, ze dla pewnego n € Ny
istniejg 2, y, € N takie, ze =, + yovV'D = (20 4+ yov/D)"' oraz
= Dyp = 1. Wtedy (20+y0VD)"** = (20+yoVD)(wo+yov D)™+ =
= (0 + YoV D) (w0 + ynV'D) = (20Tn + Dyoyn) + (Zoyn + Yozn)V'D,
wiee Tpy1 = ToTn + Dyoyn € N1 ypy1 = Toyn + yorn, € N. Po-
nadto =2, — Dy2 . = (oxn + Dyoyn)* — D(xoyn + Yorn)* = xiz2 +
+2DxoTnYoyn + D*y2y? — Dzdy? — 2Dxoynyor, — Dysz? = 22 (23 —
+Dy?) — Dy2(22 — Dy3) = 22 -1 — Dy? -1 = 22 — Dy? = 1. Stad na
mocy zasady indukcji matematycznej z,,y, € Niz? — Dy? = 1 dla
kazdego n € Ny. Dodatkowo x, .1 = zox, + Dyoy, > z, dla n € Ny,
wiec zbiér {(z,, yn) : n € Ny} jest nieskoniczony. Zatem kazde réwnanie
Pella posiada nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych.

Wezmy teraz dowolne x,y € N takie, ze 22 — Dy?> = 1. Z mi-
nimalno$ci rozwiazania (z¢, 1) na mocy lematu 7.5, o + yovV'D <
z + yv/D. Ponadto o + yov/D > 1, wiec dla pewnego s € N jest
(xo + yo\/ﬁ)s > z + yv/D. Zatem z zasady maksimum istnieje naj-
wicksza liczba naturalna m taka, ze (2o 4+ yov/D)™ < = + yv/D. Stad
z +yv'D < (zo+ yovV D). Wobec tego

J:—l—y\/ﬁ

1< < 0+ yoV'D. (7.4)
(w0 + YoV D)™
z+yvD z+yvD _ (z4+yVD)(Tm—1—ym—1V'D)
Ponadto, & Vb = it VD o1 /D) =1 VD)
3 z+ \/5 _ (-Txm— —Dyym— )+( Tm—1—"TYm— ) D . 2 2 _
wiec (w0+yz\/5)m = L yyxfn_ll—gyfn_ll Ym—1 izl —Dyz ;=1
Wobec tego

T+ y\/ﬁ
(20 + yovV/ D)™

- (Il’m—l _Dyym—l)—i_(yxm—l_xym—l)\/5 - (l—|—b\/5,
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gdzie a = xxp1 — Dyym-1 € Z1ib = yr,_ 1 — 2ynm_1 € Z. Stad na
mocy (7.4), a + bv/D > 1. Dalej,
a®> — Db* = ($$m71 - Dyym71)2 - D(yxmfl - xymfl)z =

= 37%%%1 — 2Dx%pm—1YYm—1 + D2y2y72nfl - Dy%rgnfl—i_

+2DxT 1 YYm—1 — Dyl =
= x2<x3n—l - Dyg@—l) - DyQ(xEn—l - Dyfn_l) =2 1- DZ/2 1=1

Przypuéémy, ze a + bv/D > 1. Wtedy z lematu 7.4, a,b € N oraz
na mocy (7.4), a + bvV/D < xy + yov/'D, wiec zgodnie z lematem 7.5,
przeczy to minimalnosci rozwiazania (xg, o). Wobec tego musi by¢,
a+bv/D = 1, skad 2 + yvVD = (2o + yoVD)™, a zatem (z,y) =
= (Tm—1,Ym—1), co konczy dowdd naszego twierdzenia. O]

Uwaga 7.10. Zauwazmy, ze przy oznaczeniach twierdzenia 7.9 dla

2 2
7 — — xn_DynD — 1 —
dowolnego n € Ny mamy, ze x, — y,V S/ p——i
_ 1 _ 1 n+l __ n+1 _
= T D = (mﬂo =)' = (o — YoV D)" oraz x, + Y VD =

= (20 + yoV'D)", wigc 22, = (20 + yoVD)"™ + (20 — yoV'D)"
i 2y, VD = (2 + 1oV D) — (29— yov/ D). Stad mamy nastepujace
wzory jawne na wszystkie rozwigzania réwnania Pella 2?2 — Dy? = 1
w liczbach naturalnych:

o ($O+y0\/5)n+1z(x0_yo\/ﬁ)n+1 dla n € Ny. (75)
Yn = D

{ I, — (zo+yovVD)" 1 +(z0—yovD)"H1

7 twierdzenia 7.9 oraz z przyktadéw 7.6 - 7.8 otrzymujemy od razu
nastepujace wnioski:

Whniosek 7.11. Niech a € N 1 a > 1. Wowczas wszystkimi rozwig-
zania réwnania Pella * — (a* — 1)y? = 1 w liczbach naturalnych sq
pary (., yn) dla n € Ny takie, Ze:

Ty + yoVa2 — 1= (a+ Va2 —1)"" (7.6)
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Whniosek 7.12. Niech a € N. Woéwczas wszystkimi rozwigzania
réwnania Pella z* — (a®> + 1)y?> = 1 w liczbach naturalnych sq pary
(Tp, Yn) dla n € Ny takie, Ze:

Tp 4+ ypVa? + 1= (2a° + 14 2ava? + 1)" (7.7)

Whniosek 7.13. Niech a € N. Woéwczas wszystkimi rozwigzania
réwnania Pella x? — (a* + 2)y?> = 1 w liczbach naturalnych sq pary
(Tn, Yn) dla n € Ny takie, Ze:

Ty + ypVa? +2 = (a® + 1+ ava? +2)". (7.8)

Lemat 7.14. Niech x 1+ y bedq liczbami catkowitymi takimi, Ze
22— Dy?*=—1iz+yVvD>1. Wtedy x,y € N.

Dowéd. Poniewaz (z + yvD)(z — yvD) = 2*> — Dy?> = —1 iz +
+yv/D > 1, wiec z+yv/D > 0 oraz 0 > z—yv/D. Po dodaniu stronami
dwéch ostatnich nieréwnosci uzyskamy, ze « 4+ yvD > © — yv/D, skad
2uv/D > 0, czyli y > 0. Ponadto y € Z, wiec y € N. Przypusémy, ze
< 0. Wtedy |z] = —z < yv/D—1,box+yvD > lorazy € Ni D >
> 1, wiec yv/D — 1 > 0. Zatem 22 = |z> < (yv/D — 1)2 = Dy? —
+2yvV/D + 1, czyli —1 = 22 — Dy? < —2y/D + 1. Stad —2 < —2y/D,
czyli 1 > yv/D oraz y > 11 VD > 1, wiec otrzymujemy sprzecznosé.
Zatem x > 0, czyli x € N. ]

Uwaga 7.15. Jako przyktad zastosowania twierdzenia 7.9 udowod-
nimy teraz lemat 6.5. Niech zatem D bedzie liczba naturalng taka, ze
D # k? dla kazdego k € N i niech m > 2 bedzie liczbg naturalna.
Wowcezas A = m?2D jest liczbg naturalng i A nie jest kwadratem
liczby naturalnej. Zatem na mocy twierdzenia 7.9 istnieje rozwiaza-
nie minimalne (zg, yo) réwnania Pella 22 — Ay? = 1 oraz dla kazdego
n € Ny istnieja z,,y, € N takie, ze z, + Y VA = (z + yovV/A)"H!
i 22 — Ay? = 1. Stad 22 = 1 (mod m) i dla nieparzystych n € N
mamy, ze &, + y,mvVD = (g + yomy/D)"!. Stosujac wzér dwumia-
nowy Newtona widzimy, ze x,, = 2§ (mod m) oraz x§ ™ = (22)("+1)/2
i 22 =1 (mod m), wiec x, = 1 (mod m). Wtedy para (z,,, my,) jest
rozwigzaniem réwnania Pella 2?2 — Dy? = 1 dla kazdej nieparzyste;j
liczby naturalne n. Konczy to dowod lematu 6.5.
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Twierdzenie 7.16. Zalézmy, ze (ug,vy) jest rozwigzaniem mi-
nimalnym réwnania x*> — Dy* = —1 w liczbach naturalnych. Wéw-
czas (ui + Dvi, 2ugug) jest rozwigzaniem minimalnym réwnania Pella
2?2 — Dy? = 1.

Dowdd. 7 twierdzenia 7.9 istnieje rozwiazanie minimalne (zo, yo) réw-
nania Pella 22 — Dy? = 1. Oznaczmy a = xo + yovVD i 8 = ug +
+vov/D. Najpierw pokazemy, ze f < o. W tym celu zatézmy, ze tak
nie jest. Wtedy 3 > a. Jesli f = o, to z niewymiernoéci VD, uy = o
i vy = yo, skad —1 = w2 — Dv} = 23 — Dy2 = 1, co prowadzi do
sprzecznosci. Zatem (3 > «, a poniewaz « > 0, wiec g > 1. Dalej,

B8 _ wtvovD _ (“0+”0f)(m0 yOf) (uOQIJO—l)voyo)‘|‘(U(J~T0_u0yO)\/E

o I0+y0\5 x3—Dyg

bo xo DyO = 1. Liczby u = uoxo—DvoyO 1v = voxo—ugyo sa catkowite
i u+4vvD > 1. Ponadto u?> — Dv? = ux? — 2Dugzgveye + D*v2y2 —
+Duvia? 4+ 2Dvgzguoyo — Dudyi = ui(xd — Dyi) — Dvg(zd — Dyd) =
= (u2 — Dv})(z2 — Dy2) = (—1) -1 = —1. Z lematu 7.14 wynika,
ze u,v € N. Stad oraz z minimalnosci (ug,vp) i z lematu 7.5, ﬁ =

=u+vVvD > 3, skad a < 1 i mamy sprzecznoéé. Wobec tego 3 < Q.
Dalej, 3% = (u0+Dv0) + 2uguoV/'D oraz (u2 + Dvd)? — D(2uguy)? =
= ug + 2Dudvi + D*vj — 4Dudvd = (u2 — Dv3)* = (—=1)? = 1, wiec
na mocy twierdzenia 7.9, 3% = a™ dla pewnego m € N. Ponadto dla
m > 2 mamy, ze o™ > a? > 32, boa>3>1, wiccm=1ia=/3%
Wobec tego, zg = u3 + Dv3 i yo = 2ugvp. O

Przyklad 7.17. Znajdziemy rozwigzanie minimalne nast¢pujacego
rownania Pella:

x? — 13y% = 1.
W tym celu wyznaczamy najpierw rozwiazanie minimalne réwnania
2 - 13y*> = —1. Mamy, ze 13-12 -1 = 12, 13-2% — 1 = 51,
13-32 -1 =116, 13-4%> —1 =207, 13- 5% — 1 = 324 = 182. Wobec
tego rozwiazaniem minimalnym réwnania 2% — 13y? = —1 jest (18,5).

Na mocy twierdzenia 7.16 rozwigzaniem minimalnym rownania Pella

22 — 13y® = 1 jest (182 +13-52,2- 18 -5) = (649, 180).
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7.4 Roéwnania zwigzane z rOwnaniem
Pella

Przyklad 7.18. Pokazemy, ze dla liczb naturalnych a > 2 réw-
nanie 22 — (a*? — 2)y?> = —1 nie posiada rozwigzania w liczbach na-
turalnych. Najpierw udowodnimy, ze dla a > 2, (a* — 1,a) jest mi-
nimalnym rozwigzaniem réwnania Pella 22 — (a® — 2)y* = 1. Rzeczy-
wiscie, (a? — 1)? — (a® — 2)a® = a* — 2a*> + 1 — a* + 2a* = 1 oraz
a’> —1 € N, bo a > 1. Niech (u,v) bedzie rozwigzaniem minimalnym
réwnania Pella 22 — (a? — 2)y? = 1. Z twierdzenia 7.9, wszystkie roz-
wigzania réwnania Pella 22 — (a? — 2)y? = 1 sg postaci (U, vy ), gdzie
ciagi (uy,) 1 (vy,) sa rosnace oraz Uy, + v,vVa? —2 = (u+vva? —2)™
dla m € N. Zatem (a® — 1) + ava? — 2 = (u + vva? — 2)™ dla pew-
nego m € N. Stad, jesi m > 2, to a = v,, > v9 = 2uv. Ponadto
u?—(a? =2)v? >0ia?>—2> (a—1)? bo a > 2, wiec u*> > ((a — 1)v)?,
czyliu > (a—1)v > a — 1. Zatem 2uv > 2u > 2(a — 1) > a, bo a > 2.
Stad, v, = v9 = 2uv > a = v,,, co prowadzi do sprzecznosci. Wobec
tegom = 11 (a®—1,a) jest rozwigzaniem minimalnym réwnania Pella
22— (a®* = 2)y? = 1.

Niech dalej a > 2. Przypuéémy, ze réwnanie z? — (a® — 2)y? =
= —1 posiada rozwiazanie w liczbach naturalnych. Wtedy istnieje roz-
wiazanie minimalne (7, s) tego réwnania. Jednakze, jak pokazali$my,
(a* — 1,a) jest rozwiazaniem minimalnym réwnania Pella 22 — (a® —
+2)y? = 1, wigc na mocy twierdzenia 7.16, a®> — 1 = r* + (a® — 2)s?
ia = 2rs. Ponadto, r?—(a*—2)s* = —1, wiec jesli s = 1, to r* = a*—3.
Ponadto a > 3, wiec (a—1)? < a®*—3 < a?,skad a—1 < r < a, co pro-
wadzi do sprzecznosci. Wobec tego s > 2istad a>—1 = r?+(a?—1)s* >
> 1+ (a®>—=2)-4> 1+ (a®> —2) = a®> — 1. Sprzeczno$¢. Wobec tego
dla liczb naturalnych a > 2 réwnanie 22 — (a® — 2)y* = —1 nie posiada
rozwigzania w liczbach naturalnych.

Twierdzenie 7.19. Zaléimy, Ze liczba naturalna D nie jest kwa-
dratem liczby calkowitej i réwnanie > — Dy? = —1 posiada rozwigzanie
w liczbach naturalnych. Jesli (ug,vo) jest rozwigzaniem minimalnym
tego rownania, to wszystkie jego rozwigzania w liczbach naturalnych sq
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postaci (U, vy), gdzie up+v,V' D = (ug+vov/D)?" ! dlan =0,1,2,.. ..

Dowéd. Niech u,v € N i u? — Dv? = —1. Z lematu 7.5, ug +
409V D < u+vv/D. Jedli ug + vovV'D = u+ vvV/D, to (u,v) = (ug, vg).
Niech dalej, ug + vovV'D < u + vv/D. Wtedy

u+vvD B (u 4+ vv/D)(ug — v9V/D) B
Ug + UQ\/E U% - DU%

_ utig — Dowg) + (1vu0 — wvo)VD — (Dvve — uitg) + (uvy — vig)V'D,
przy czym (Dvvg — uug)? — D(uvg — vug)? = D?*v?v2 — 2Dvvguug +
+u?ul — Duvg + 2 Duvgvug — Dv*u? = ud(u? — Dv?) — Dvd(u? — Dv?) =
= (ug — Dv3)(u* — Dv*) = (—1) - (—1) = 1. Zatem na mocy le-
matu 7.4, Dvvy — uug, uvy — vug € N. Z twierdzenia 7.16 wynika, ze
(ud + Dvi,2uguy) jest rozwiazaniem minimalnym réwnania Pella
2?— Dy? = 1 oraz (u}+Dvd)+2ugveV'D = (ug+vov/'D)?, wiec na mocy
twierdzenia 7.9, (Dvvy — uug) + (uve — vug)V'D = (ug + vov/D)?™ dla
pewnego m € N. Zatem % = (up + vo\/_) , skad u + WD =

= (20 + yovVD)*™ 1, czyli (u,v) = (tm, V).

Na odwrét, niech v = u,, i v = v, dla pewnego n € Ny. Wtedy
w4 vV D = (ug + vov D) = ((ug + vov/'D)?)"(ug + vov/d) = ((u2 +
+ D) + 2ugugV/ D) (ug +v9V/ D). Na mocy twierdzen 7.16 1 7.9, ((ug +
Dv3) + 2ugvoV/D)" = a + by/D dla pewnych a,b € N takich, ze
a?> — Db* = 1, wiec u + vvVD = (a + bV D)(ug + vov/'D) = (aug +
+Dbuvy) + (avo —|— buo)\/_ Zatem u = auo + vag iv = avy+ bug, sk@d
u? — Dv? = a*ud + 2Daugbvg + D*b*v3 — — 2Davgbuy — Db*u?
= a*(u? — Dvo) Db*(u2 — Dv?) = (a - Db2)( —Dv})=1-(- 1) =
= —1. Zatem (u, v) jest rozwiazaniem w liczbach naturalnych réwnania
22> — Dy? = —1. O]

1<

Twierdzenie 7.20. Niech a € N. Wowczas wszystkimi rozwigza-
niami réwnania x? — (a® + 2)y? = —2 w liczbach naturalnych sq pary
(Un,vy) dla n € Ny takie, Ze:

Uy, + Va2 +2 = (a+ Va2 +2)(a® +1+ava2+2)" (7.9)
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Dowdd. Najpierw wykazemy, ze dla kazdego n € Ny: u,,v, € N
iu2—(a*+2)v2 = —2.Dlan =0, up = aivy = 1, wiec ud — (a®+2)vE =
= a* — (a*> + 2) = —2. Niech dalej n > 0. Wtedy n = s + 1 dla
pewnego s € Ny i na mocy wniosku 7.13 istnieja x5,ys € N ta-
kie, ze s + ysvVa®? +2 = (a®> + 1 + ava® +2)*™ oraz 22 — (a® +
+2)y? = 1. Ponadto u, +v,va2 + 2 = (a++va? + 2)(vs+ysVa® +2) =
= (azs+(a®*+2)ys) + (ays +x5)Va® + 2, wiec u,, = axs+(a®*+2)ys € N
iv, = ays+zs € N. Dalej, u2 —(a*+2)v2 = a’2?+2(a’+2)azsys+ (a®+
+2)%y2 —(a®+2)a*y? —2(a*+2)ay,xs— (a*+2)x? = =222+ (2a®+4)y? =
= (=2) - (22 = (a®> + 2)y?) = (=2) -1 = —2. Zatem para (u,,v,)
jest rozwigzaniem réwnania x? — (a® + 2)y? = —2 w liczbach natural-
nych i dodatkowo, na mocy lematu 7.5, (a,1) jest minimalnym roz-
wigzaniem tego réwnania, gdyz 1 jest najmniejsza liczbg naturalng
ia?— (a*>+2) 12 = -2.

Zatézmy, ze istnieje para (z,y) # (un,v,) liczb naturalnych taka,
ze 12 — (a® + 2)y? = —2 dla wszystkich n € Ny. Wtedy z lematu 7.5
mamy, ze x > a iy > 1. Poniewaz 2° — (a® + 2)y? = —2, zatem
22 —ad®y? = 0 (mod 2) i 22 = 2 (mod 2) oraz ay = a*y* (mod 2),
wige © —ay = 0 (mod 2), czyli 5% € Z. Dodatkowo 2? — a?y® =
=2y —2>0,boy>1, wiecx —ay > 0istad 5% € N.

Dodatkowo x = ay (mod 2), wiec ax = a’y = (a® + 2)y (mod 2),
skad W € Z. Ponadto

(a® +2)%y* — a’2? = (a* + 2)(2? + 2) — a*2® = 2a® + 22° +4 > 0,

wiec (a® + 2)y > az i wobec tego w# € N. Teraz,

x+y\/a2+2: (a2+2)y—ax+x—ay\/m
a++va?+2 2 2

((a2+22)y—ax>2 @12 (:p —2ay>2 _

oraz

—22% + (20 + 4)y? 2?2 — (a® + 2)y?
4 B 2 2
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Stad na mocy wniosku 7.13 mamy, ze (a2+22)y_am + 54 Va? +2 =
= x5 + ysvVa? + 2 dla pewnego s € Nyg. Wobec tego

r+yva+2=(a+Va*+2)(a® +1+ava? +2)5,

co prowadzi do sprzecznosci. O

Przykltad 7.21. Udowodnimy, ze istnieje nieskonczenie wiele tré-
jek (x,y, 2) liczb naturalnych nieparzystych takich, ze x? +y? = 2% +1.
Na mocy twierdzenia 7.9 istnieje nieskonczenie wiele par (u,v) liczb
naturalnych takich, ze u? — 8v? = 1. Oczywiscie dla takich par 2 { u.
Stad liczby naturalne z = u, y = 20?2 — 11 z = 2v% + 1 sg nieparzy-
steoraz 22 + 1?2 = + 4t —4? +1 =8+ 1+ 4t — 4P+ 1 =
= 4ot + 40? +2 = (202 +1)2 + 1 = 22 + 1, co koniczy nasz dowdd.

Przyktad 7.22. Wyznaczymy wszystkie pary (z,y) liczb natural-
nych takich, ze 22 —4xy +y? = 1. Jezeliz = y € N, to 22 —day +y? =
= —2x? # 1. Zatem z # y i ze wzgledu na symetrie wystarczy najpierw
opisaé takie rozwigzania (z,y), ze x > y. Poniewaz (v —2y)*—3y* =1,
wiec (z — 2y)? > 3y?, co jest réwnowazne temu, ze r — 2y < —/3y
lub = — 2y > v/3y. W pierwszym przypadku z < (2 — v/3)y < y, co
prowadzi do sprzecznosci, wiec z — 2y > /3y, skad  — 2y = u € N
iu?—3y? = 1. Naodwrét, jedliu,y € Niu?—3y? = 1,tox = u+2y € N,
r>yiz?—doy+y?=1

Rozwigzaniem minimalnym réwnania Pella u? — 3y% = 1 jest para
(uo,y0) = (2,1). Zatem na mocy twierdzenia 7.9 wszystkie rozwiaza-
nia tego rownania w liczbach naturalnych sg dane wzorami rekuren-
cyjnymi: U, 11 = 2u, + 3Yp 1 Yny1 = u, + 2y, dla n € Ny. Ponadto,
To=1uyg+ 2y =41yy =1, wiecc dlan € No: .11 = Ups1 + 2Yns1 =
= 20Uy +3Yp+2(un+2yy,) = 4ty 4Ty, = 4(T0—2Yn)+TYyn = dx,—y, Oraz
Yni1l = Tn — 2Yn + 2y, = T,. Wobec tego x,11 =42, — Y 1 Yni1 = Ty
dla n € Ny. Prze prosta indukcje mozna pokazac, ze z, > y, dla kaz-
dego n € Ny, wiec z,41 > x, dla n € Ny i wobec tego nasze rownanie
posiada nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych.

Pozostale rozwigzania réwnania x? — 4zxy + > = 1 w liczbach na-
turalnych, to pary (y,,z,) dla n € Ny.
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Zadanie 7.23. Wyznacz wszystkie liczby trojkatne, ktore sa kwa-
dratami liczb naturalnych, tzn. wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb
naturalnych takie, ze @ =12

Zadanie 7.24. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej a istnieje
nieskoriczenie wiele par (z,y) liczb naturalnych spelniajacych réowna-
nie:

(@®+1)(z*+1) = y*

Twierdzenie 7.25. Dla dowolnej liczby pierwszej p postact 4k + 1
istniejq liczby naturalne x i vy takie, ze v° — py? = —1.

Dowéd. Na mocy twierdzenia 7.4 réwnanie Pella 22 — py? = 1 posiada
rozwigzanie minimalne (g, o). Jesli 2 t yo, to y2 = 1 (mod 4) oraz
p=1 (mod4), wigcpya =1-1 =1 (mod 4), skad 22 = py2 +1 =
=14 1=2 (mod 4), co jest niemozliwe. Zatem y, = 2b dla pewnego
b € N oraz x3 — 4pb* = 1, wigc zg jest nieparzyste, czyli o = 2a—1 dla
pewnego a € N. Stad (2a—1)? —4pb® = 1, czyli 4a* —4a+1—4pb* = 1,
a wigc a(a — 1) = pb?, skad a > 1. Z pierwszosci p, p| a — 1 1ub p | a.
W pierwszym przypadku, a—1 = ps dla pewnego s € Ni (ps+1)s = b2
Ponadto liczby s i ps + 1 sg wzglednie pierwsze, wiec z twierdzenia
1.28 otrzymujemy, ze s = u? i ps + 1 = v? dla pewnych u,v € N. Stad
vV —pu?=1loraza=ps+1=12% wiccv<aizy)=2a—1>a, gdyz
a > 1, wiec v < xg, co przeczy minimalnosci (zo, o).

Wobec tego p | a, czyli a = ps dla pewnego s € N i s(ps — 1) = b%
Jednak liczby s i ps—1 sg wzglednie pierwsze, wiec na mocy twierdzenia
1.28, s = u?ips—1 = v* dlapewnych u,v € N, czyli v’ —pu? = —1. [






Rozdzial 8

Roéownanie Pitagorasa

8.1 Opis wszystkich rozwigzan
Roéwnaniem Pitagorasa nazywamy réwnanie
® +y’ =27 (8.1)

w ktorym niewiadome x, y i z sg liczbami naturalnymi.

Oczywiscie, kazdemu rozwiazaniu réwnania Pitagorasa odpowiada
pewien trojkat prostokatny o bokach, ktorych dtugosci sg liczbami na-
turalnymi i vice versa. W literaturze rozwiazanie (z,y,z) réwniania
(8.1) nazywa sie czesto tréjka pitagorejska. Pojecie tréjki pitagorej-
skiej i jej zwiazek z twierdzeniem Pitagorasa jest kamieniem wegielnym
kilku dziedzin czystej matematyki, w tym teorii liczb, geometrii ele-
mentarnej i algebraicznej oraz matematyki stosowanej. W szczegolno-
sci w XXI wieku rozkwitt nowy kierunek badan zwiazany z problemem
generowania trojek pitagorejskich ze wzgledu na jego znaczenie w kryp-
tografii i tworzeniu algorytmoéow generowania liczb losowych. Biorac
pod uwage duza liczbe publikacji na ten temat, nie sposéb przytoczy¢é
cho¢by utamka odpowiednich odniesien, w zwiazku z czym zaintereso-
wanego czytelnika kierujemy do monografii [23] 1 [38], ktére zawierajg,
przeglad obszernej literatury.

115
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Definicja 8.1. Rozwigzaniem pierwotnym rownania Pitago-
rasa nazywamy taka trojke (a,b,c) liczb naturalnych, ze a? + 0* = ¢?
oraz NWD(a, b, c) = 1.

Nastepne stwierdzenie sprowadza problem wyznaczenia wszystkich
rozwigzan rownania Pitagorasa do problemu wyznaczenia wszystkich
jego rozwigzan pierwotnych.

Stwierdzenie 8.2. Trdjka (z,y, z) liczb naturalnych jest rozwigza-
niem rownania Pitagorasa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba na-
turalna d i istnieje rozwigzanie pierwotne (a,b, c) réwnania Pitagorasa
takie, ze x = da, y = db i z = dc.

Dowdd. Niech d = NWD(z,y, z). Wtedy z elementarnej teorii liczb,
liczby naturalne a = %,b = % ¢ = 2 sa wzglednie pierwsze. Ponadto,
22 + y* = 22, wiec po podzieleniu obu stron tej réwnosci przez d?
uzyskamy, ze a®+b* = ¢?. Zatem (a, b, c) jest rozwigzaniem pierwotnym
roOwnania Pitagorasa.

Implikacja odwrotna jest oczywista ze wzgledu na to, ze obie strony

réwnosci wystarczy pomnozy¢é przez d2. ]

Stwierdzenie 8.3. Jezeli (a,b,c) jest rozwigzaniem pierwotnym
rownania Pitagorasa, to:

(1)) NWD(a,b) = NWD(a,c) = NWD(b,¢) =1,

(i1) liczby a i b sq réznej parzystosci.

Dowdd. (i). Przypusémy, ze NWD(a,b) > 1. Wtedy istnieje liczba
pierwsza p taka, ze p | a i p | b. Dodatkowo a? + b? = ¢?, wiec p | ¢,
skad p | ¢. Zatem p jest wspélnym dzielnikiem liczb a, b, ¢, co przeczy
temu, ze NWD(a, b, c) = 1. Wobec tego NWD(a, b) = 1.

Zatozmy, ze NWD(a, c) > 1. Wtedy istnieje liczba pierwsza p taka,
ze p|aip|c Ponadto b* = ¢® — a?, wiec p | b, skad p | b. Zatem
p jest wspolnym dzielnikiem liczb a i b, co jak wiemy, prowadzi do
sprzecznosci. Wobec tego NWD(a, ¢) = 1.

Zatozmy, ze NWD(b, ¢) > 1. Wtedy istnieje liczba pierwsza p taka,
ze p | bip]|c Dodatkowo a® = ¢ — b?, wige p | a?, skad p | a i znowu
mamy sprzecznosé. Wobec tego NWD(b, ¢) = 1.
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(77). Na mocy (i) obie liczby @ i b nie moga by¢ parzyste. Gdyby
obie te liczby byly nieparzyste, to liczba ¢ musiataby by¢ parzysta,
wiec 4 | a® + b, Jak wiemy, kwadrat liczby nieparzystej daje reszte
1 z dzielenia przez 4, wigc a® + b*> = 2 (mod 4). Stad 2 = 0 (mod 4)
i mamy sprzecznos¢. Zatem liczby a i b sg réznej parzystosci. ]

Twierdzenie 8.4. Trdjka (a,b, c) liczb naturalnych takich, Ze liczba
a jest parzysta, jest rozwigzaniem pierwotnym rownania Pitagorasa
wtedy 1 tylko wtedy, gdy a = 2mn, b = m? —n? i 2 = m? +n?, gdzie
m > n 1 liczby naturalne m © n sq wzglednie pierwsze oraz sq roznej
parzystosci.

Dowdéd. =-. Ze stwierdzenia 8.3, NWD(a,b) = NWD(a,c) = 1 oraz
NWD(b,¢) = 1, a = 2k dla pewnego k € N i liczba b jest nieparzysta
oraz liczba c tez jest nieparzysta. Ponadto ¢ > b1 4k* = a2 = c - =
= (¢ —b)(c+ b) oraz liczby ¢ — b i c + b sa parzyste, wiec 57, C;rb eN
i %b . %” = k%. Niech d € N bedzie wspélnym dzielnikiem liczb <°
i <2 Wtedy d dzieli sume i réznice tych liczb, czyli d | ¢ i d | b
sk@d d = 1. Wobec tego liczby C2b i c+b sg wzglednie pierwsze. Zatem
z twierdzenia 1.28 mamy, ze %b = n2 i C+b = m? dla pewnych liczb
naturalnych min oraz m? > n?, wiec m > n. Ponadto NWD(m? n?) =
= 1, wiec NWD(m,n) = 1. Dalej, m? - n> = k?, wigc k = mn, skad
a = 2mn. Mamy tez, ze ¢ = 52 + <2 =m? + n? oraz b= <2 — <P =
= m? — n?. Liczba b jest nieparzysta, wiec dodatkowo liczby m i n
muszg by¢ réznej parzystosci.

<. Niech teraz m i n beda wzglednie pierwszymi liczbami natural-
nymi réznej parzystoéci takimi, ze m > n. Wtedy a = 2mn, b = m?—n?
i c = m2+n? sg liczbami naturalnymi i a jest liczbg parzysta, przy czym
a?+b* = Am*n?+mr —2m*n?+nt = m*+2m*n®+nt = (m*+n?)? = A
Przypusémy, ze liczby b i ¢ nie sa wzglednie pierwsze. Wtedy istnieje
p € P takie, ze p | bip | c. Liczby b i ¢ sa nieparzyste, gdyz liczby m
i n sa réznej parzystosci, wiec stad p > 2. Ponadto p |b+cip|ec—0b,
wiec p | 2m? ip | 2n% skad p | m? i p | n? Zatem p | mip | n, co
przeczy temu, ze liczby m i n sa wzglednie pierwsze. Wobec tego liczby
b i ¢ sa wzglednie pierwsze, a stad NWD(a,b,c) = 1. Zatem (a,b,c)
jest rozwigzaniem pierwotnym réwnania Pitagorasa. ]
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Zadanie 8.5. Zastosuj wzory z twierdzenia 8.4 do wypisania
wszystkich rozwigzan pierwotnych réwnania Pitagorasa dla m < 20.

Przyklad 8.6. Na mocy twierdzenia 8.4 dla kazdego k € N,
(4k? — 1,4k, 4k 4+ 1) jest rozwigzaniem pierwotnym réwnania Pita-
gorasa. Wobec tego istnieje nieskoniczenie wiele rozwigzan pierwotnych
roOwnania Pitagorasa.

Zadanie 8.7. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek
(z,9, 2) liczb naturalnych takich, ze 2% + y* = z%.

Zadanie 8.8. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek

(x,v, 2) liczb naturalnych takich, ze z* + y? = 22.

8.2 Rozwigzania w kolejnych
liczbach naturalnych

W tym paragrafie oméwimy wszystkie rozwigzania réwnania Pitago-
rasa 2 +y* = 22 takie, ze co najmniej jedna z par (z,v), (y, ), (z, 2),
(y, z) jest postaci (k, k+ 1) dla pewnego k € N. Nasz problem sprowa-
dza sie zatem do znalezienia wszystkich rozwigzan w liczbach natural-
nych rownan:

22 +y° = (v +1)? (8.2)
oraz

22 (x4 1) =22 (8.3)

Réwnanie (8.2) mozna zapisa¢ w postaci y* = 22+ 1. Oczywidcie z > 1
i y jest nieparzyste, wiec y = 2k + 1 dla pewnego k € N, skad = =
= 2k? + 2k. W ten spos6b udowodniliémy nastepujace

Stwierdzenie 8.9. Wszystkie rozwigzania réwnania (8.2) w licz-
bach naturalnych dane sq wzorami: x = 2k*> + 2k, v = 2k + 1 dla
ke N.

Znalezienie wszystkich rozwigzan réwnania (8.3) jest nieco bardziej
skomplikowane. W rozwigzaniu wykorzystamy nasza wiedze dotyczaca
rownania Pella.
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Stwierdzenie 8.10. Wiszystkie rozwigzania réwnania (8.3) w licz-
bach naturalnych dane sqg wzorami rekurencyjnymi: r1 = 3, 21 = 5 oraz
Tpi1 = 3Tp+22,+1 1 25401 =42, +32,+2 dlan € N. W szczegdlnosci
tych rozwigzan jest nieskonczenie wiele.

Dowdd. Réwnanie (8.3) mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej:
(22 4+ 1) — 222 = —1. (8.4)

Zauwazmy, ze jezeli a,b € N, a > 11i a® — 20> = —1, to 2 1 a, skad
a = 2k + 1 dla pewnego k € N i wtedy (k,b) = (a—gl, b) jest rozwiaza-
niem réwnania (8.4), a zatem ta para jest tez rozwigzaniem rownania
(8.3). Wobec tego wszystkie rozwiazania réwnania (8.3) w liczbach na-
turalnych sg postaci (“T’l, v), gdzie (u,v) jest rozwiazaniem réwnania
u?—2v? = —1 w liczbach naturalnych. Jasne, ze para (1,1) jest rozwia-
zaniem minimalnym tego rownania. Zatem na mocy twierdzenia 7.19
wszystkie rozwigzania w liczbach naturalnych réwnania u? — 2v? = —1
sa postaci (up, v,), gdzie u, +v,v/2 = (1++2)>"* dlan =0,1,2,....
Oczywiscie u,, > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy n € N.

Dalej, dla n € N: u,, — v,V/2 = uugffli% == J;l\/g = (1;\1/5)2%1 =

= (1 —+/2)> = —(v/2 — 1), wiec po dodaniu i odjeciu stronami
uzyskanych réwnosci: 2u, = (1 +v/2)1 — (v/2 — 1)2"*+1 § 20,\/2 =
= (1+ ﬂ)zn-i-l + (\/5 — 1) Zatem u, = (1+\/§)2n+1;(\/§—1)2n+1

iv, = (Hﬁ)%t;%ﬁ_l)znﬂ. Stad mamy jawne wzory na wszystkie

rozwigzania rownania (8.3) w liczbach naturalnych:

B (1 4 \/5)271-1—1 _ (\/§ _ 1)2n+1 -9
Ty = A )
(1 + \/§)Qn+1 + (\/§ _ 1)2n+1

22

dla n € N. Mozemy tez wyprowadzi¢ wzory rekurencyjne. Mianowicie
dla kazdego n € Ny mamy, ze ty14+0p1vV2 = (14+v2)% (un+v,V2) =
= (34 2v2) - (tp +v2V2) = (Bu, +4v,) + (2uy, + 3v,)V2, skad U, =
= 3u, + 4v, 1 vy = 2u, + 3v,. Zatem uy = 7 i vy = 5 oraz Dla
neN:2x, 1 +1=uy1 =32z, +1)+42,1 2,01 =222, + 1) + 32,

Zn —
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czyli xp1 = 3z, + 2z, + 1 oraz z,.1 = 4x, + 3z, + 2, przy czym

Ul —

T = 21:3121:1]1:5. O

Zadanie 8.11. Zastosuj wzory podane w stwierdzenie 8.10 do wy-
pisania o$miu poczatkowych rozwigzan réwnania z2 + (z + 1)? = 22
w liczbach naturalnych.

Zadanie 8.12. Wyznacz wszystkie liczby naturalne x i y takie, ze
22+ (z +2)% =2

8.3 Zastosowania ré6wnania Pitagorasa

2

Twierdzenie 8.13. Réwnanie v*+y* = 22 nie posiada rozwigzania

w liczbach naturalnych x,y, z.

Dowdéd. Zatozmy, ze tak nie jest. Wtedy z zasady minimum istnieje
najmniejsza liczba naturalna z taka, ze 22 = z* + y* dla pewnych
z,y € N. Niech d = NWD(z,y). Wtedy d* | z* i d* | y*, wigc d* | 22
i stad, d* | z. Zatem %, 2. % € N1i (%)* = (£)" + (4)*, wiec z mi-
nimalnosci z, % > z, skad d = 1. Wobec tego NWD(z,y) = 1, wigc
NWD(z?,y?) = 1. Ponadto (22)? 4+ (y*)? = 2%, wiec (22,42, 2) jest
rozwigzaniem pierwotnym rownania Pitagorasa. Ze stwierdzenia 8.3
wynika, ze 22 jest parzyste lub y? jest parzyste. Bez zmniejszania ogél-
noéci mozemy zaktadaé, ze z? jest parzyste, a y? jest nieparzyste. Na
mocy twierdzenia 8.4 istnieja wzglednie pierwsze liczby naturalne réz-
nej parzystosci m i n takie, ze m > n oraz x°> = 2mn, y* = m? — n?
iz=m?+n%

Stad n?+y* = m?, przy czym NWD(n, y,m) = 1, bo NWD(m,n) =
= 1, wiec ze stwierdzenia 8.3, n jest parzyste. Wobec tego m jest
nieparzyste i na mocy twierdzenia 8.4 istnieja wzglednie pierwsze liczby
naturalne réznej parzystosci r i s takie, ze r > s oraz n = 2rs, y =
=712 —s2im=r?+s2

Zatem x* = 4rs(r? 4+ s%). Ponadto stad z = 2t dla pewnego t € N
i po skroceniu przez 4, t? = rs(r? + s?). Jesli NWD(r, 72 + s?) > 1, to
p|rip]|r?+s® dla pewnej liczby pierwszej p. Wtedy p | s?, skad
p | s. Zatem p bytoby wspélnym dzielnikiem pierwszym liczb wzglednie
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pierwszych r i s, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem NWD(r, r2+s%) =
= 1. Analogicznie pokazujemy, ze NWD(s,r?> + s?) = 1. Ponadto,
rs(r? 4+ s?) = t?, wigc z twierdzenia 1.28 uzyskujemy, ze r = a*, s = b?
ir?+s? = ¢? dla pewnych a, b, c € N. Stad a*+b* = ¢? i z minimalnogci
z, ¢ > z. Jednak ¢ = m < m? 4+ n? = 2, wiec mamy sprzecznosé.
Przypuszczenie, ze x* + y* = 2% dla pewnych z,y, 2 € N doprowa-
dzito nas zatem do sprzecznosci. Wobec tego takich liczb naturalnych
x, Y, 2 nie ma. O]

Poniewaz 2% = (2?)?, wiec bezposrednio z twierdzenia 8.13 otrzymu-

jemy jako wniosek dowdéd Wielkiego twierdzenia Fermata dla wyktad-
nika 4 (o Wielkim twierdzeniu Fermata piszemy szerzej w podrozdziale
16.4):

Whiosek 8.14. Réwnanie x* + y* = 2* nie posiada rozwigzania
w liczbach naturalnych x,y, z.

Twierdzenie 8.15. Réwnanie x*—y* = 2 nie posiada rozwigzania
w liczbach naturalnych x,y, 2.

Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje najmniejsza liczba
naturalna z taka, ze z* — y* = 2? dla pewnych y,z € N. Niech d =
= NWD(z,y). Wtedy d* | z* i d* | y*, skad d* | z* — ¢*, czyli d* | 22,
a wiec d* | z. Wobec tego 2.4 % € N oraz (2)* — (4)* = (%)
Zauwazmy, ze 4 < x, wigc z minimalnosci x, d = 1. Zatem liczby =
i y sa wzglednie pierwsze. Ponadto x* — y* = 22, wiec liczby z,v, 2
s parami wzglednie pierwsze. Dodatkowo 2% + (y?)? = (2?)?, wiec na
mocy stwierdzenia 8.3 liczby z i y? sg réznej parzystosci.

Niech najpierw liczba z bedzie parzysta. Wtedy z twierdzenia 8.4
wynika, ze z = 2mn, y? = m? —n?i 2% = m? +n?, gdzie m > n i liczby
naturalne m i n sg wzglednie pierwsze oraz sa réznej parzystosci. Stad
(zy)? = (m? + n?)(m? — n?) = m* — n? oraz m? < m? + n? = 22, wiec
m < x, co przeczy minimalnosci liczby x.

Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy liczba z jest nieparzysta.
Wtedy z twierdzenia 8.4 wynika, ze y> = 2mn, z = m?> —n? i 2% =
= m? 4 n?, gdzie m > n i liczby naturalne m i n sy wzglednie pierwsze
oraz sa réznej parzystosci. Jesli liczba m jest parzysta, to liczby 2m in
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sa wzglednie pierwsze i (2m)n = y?. Zatem z twierdzenia 1.28 mamy,
ze 2m = a® i n = b? dla pewnych a,b € N. Stad a = 2c¢ dla pewnego
c € Nim = 2¢% Dodatkowo 22 = m? + n?, wiec z twierdzenia 8.4
otrzymujemy, ze 2c2 = m = 2kl, n = k* — ? i = k? + [? dla pewnych
wzglednie pierwszych liczb naturalnych k£ > [ r6znej parzystosci. Zatem
kl = %, wiec z twierdzenia 1.28 wynika, ze k = u? i | = v? dla pewnych
u,v € N. Wobec tego b? = n = k? — 2 = u* — o4, czyli u* — v* = b2
Ponadto u < u? = k < k? < k> + 1> = 2, wiec u < z, co przeczy
minimalnosci x.

Wobec tego liczba m jest nieparzysta. Wtedy liczby m i 2n sa
wzglednie pierwsze i (2n)m = y?. Zatem z twierdzenia 1.28 wynika,
ze 2n = A% i m = B? dla pewnych A, B € N. Stad A = 2C dla pew-
nego C' € Nin = 202. Dodatkowo 2 = m?+4n?, wiec z twierdzenia 8.4
mamy, ze 20% = n = 2K L, m = K?>—L? oraz v = K?+ L* dla pewnych
wzglednie pierwszych liczb naturalnych K > L réznej parzystosci. Za-
tem KL = C?, wicc z twierdzenia 1.28 otrzymujemy, ze K = U?i L =
= V2 dlapewnych U,V € N. Wobec tego B? = m = K?>—L? = U*-V4,
czyli U* — V* = B2 Ponadto U < U? = K < K? < K? + [? = z,
wiec U < =z, co przeczy minimalnosci x. Konczy to dowdd naszego
twierdzenia. O

Whiosek 8.16. Nie istniejq liczby naturalne x iy takie, ze 2 +y?
.

i 2% — y? sq kwadratami liczb naturalnych.

Dowdéd. Zalézmy, ze istniejg liczby naturalne z,y,a,b takie, ze 22 +
+y? = a? i 22 — y? = b*. Wtedy (ab)? = (2° + y?)(2* — y?) = 2* —
co przeczy twierdzeniu 8.15. UJ

Zadanie 8.17. Udowodnij twierdzenie Fermata, ktore glosi, ze nie
istnieje trojkat prostokatny o bokach, ktérych dlugodci sg liczbami na-
turalnymi i o polu, ktore jest kwadratem liczby naturalne;j.

Zadanie 8.18. Udowodnij twierdzenie Eulera, ktére glosi, ze nie
istnieje trojkat prostokatny o bokach i srodkowych, ktérych dlugosci
sg liczbami naturalnymi.



Rozdziat 9

Pewne réwnania
diofantyczne stopnia
trzeciego i czwartego

9.1 Réwnanie z? 4 922y + 27y* = 22

Modyfikujac metode uzyta przez J. Cela w [10] udowodnimy nastepu-
jace:

Twierdzenie 9.1. Nie istniejqg liczby naturalne x,y, z takie, ze:
ot 4+ 9r%y? + 27yt = 22 (9.1)

Dowdd. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje najmniejsza liczba
naturalna z taka, ze 22 = 2* + 922%y% + 27y* dla pewnych z,y € N.
Wyprowadzimy stad wiele naturalnych wnioskow.

Po pierwsze, zalézmy, ze p | i p | y dla pewnego p € P. Wtedy
pt | 2%, skad p? | 2. Zatem z = p*z1, x = px; i y = py; dla pewnych
71,41, 21 € N i po podstawieniu do réwnania (9.1) i skréceniu przez p?
otrzymujemy zalezno$é: 22 = x{+9x2y?+27y{. Dodatkowo z; = 5 <z
wiec przeczy to minimalnosci z. Wobec tego NWD(z,y) = 1.

Po drugie, przypusémy, ze 2 | x. Wtedy z kroku pierwszego, 2 1 v,
skad y* = 1 (mod 4) i dodatkowo, 4 | 2% — 27y*. Jednakze —27 = 1

123
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d 4) oraz y* (y2)2 =1 (mod 4), wiec 4 | 22+1, skad 2 1 z. Zatem
1 (mod 4), czyli 22 +1 = 2 (mod 4) i mamy sprzecznosé. Wobec
o: 21 z. Jedli takze 21y, to z? (mod 8) i y*> =1 (mod 8), skad
1 (mod 8), z?y? = 1 (mod 8) iy =1 (mod 8), a zatem 2? =
=1+9+27 =5 (mod 8), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego
2 | y. Stad i z (9.1) uzyskujemy dodatkowo, ze 2 1 z.

Po trzecie, zat6zmy, ze 3 | x. Wtedy 3 | 22, skad 3% | 212z = 92 oraz
x = 3x; dla pewnych z1, z; € N. Zatem 3*z? + 3*22y? + 27y* = 3122
skad 3]+ 322y? +y* = 322. Wobec tego 3 | y*, a wiec 3 | y, co przeczy
temu, ze NWD(z,y) = 1. Zatem 3 t z. Stad na mocy zaleznosci (9.1),
31z

Po czwarte, przypusémy, ze p | = i p | z dla pewnego p € P.
Wtedy p # 3 i z réwnania (9.1), p | 27y*, skad p | 3 lub p | y co
daje sprzeczno$é, bo jak pokazalidémy, p # 3 1 NWD(z,y) = 1. Zatem
NWD(z, z) = 1.

Podsumujmy uzyskane do tej pory zaleznosci:

N/-\

NWD(z,y) = NWD(z,z) =1, 24z, 31z, 2|y, 21z, 3tz (9.2)

Zatem y = 2y; dla pewnego y; € N, z*f € N, Z’Q’JQ € N, gdyz na
mocy (9.1), 22 > 2, czyli z > 2?. Zauwazmy, ze réwnosé (9.1) moze

by¢ zapisana w postaci:

2+ 22 z— a2
27yt = ( 5+ 9y$> ( S 9yf> : (9.3)

Poniewaz 22" —|— 9y% > 0 oraz (Z” + 9y )(

Z” + 912, = 2 € N. Jedli liczby Z” +9y7 i nie sg
wzgl@dnle plerwsze to posiadaja wspolny dzielnik plerwszy p, ktory
dzieli ich sume, czyli liczbe 2. Ponadto p? | 27y{, czyli p? | (9y3)?, skad
p | 9y3. Dodatkowo p dzieli (ﬂ + Qy%) — (z_“” 2) = z% + 18y3,
wiec p | z? Sk@d p |z Zatem plzip]| z coprzeczy (9.2). Wobec
tego liczby Z” +9y? i Z’x — 9y? sa wzglednie pierwsze i na mocy
twierdzenia 1. 28 istnieja Wzghgdme plerwsze liczby naturalne a, b takle
ze y; = ab, Z*;” +9y? = 27a* oraz 2= — 9y? = b* albo Z” —|—9y1 =a*
2 = 27b*. W pierwszym przypadku 27a* — b* = 2?2 + 18y3,

9y%) > 0 wiec
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czyli 27a* — b* = 2% + 18a?b?, skad na mocy (9.2), b* = —1 (mod 3),
wiee 34 010> =1 (mod 3), czyli b* = 1 (mod 3). Zatem —1 = 1
(mod 3) i mamy sprzecznosé. Wobec tego:

2
Y1 = ab, J;I + 9y} = a*, : 255 — 9y = 276" i NWD(a,b) = 1.
(9.4)

Stad zas uzyskujemy zaleznosc:
2 + 18a%b?* = a* — 27b%. (9.5)

Na mocy (9.2) liczba x jest nieparzysta, wiec ze wzoru (9.5) liczby a i
b sa réznej parzystosci. Jedli 2 | a, to z (9.4), 21 b i wobec tego b* = 1
(mod 8), skad b* = 1 (mod 8) oraz 8 | 18ab? i a* = x?+18a%V*+27b* =
=1+0+27-1=4 (mod 8) oraz 16 | a*, co prowadzi do sprzecznosci.
Zatem 2 { a i w konsekwencji 2 | b. Stad & € N oraz “52 “~2 ¢ N,
bo z (9.5), a* > %, czyli a®> — x > 0 oraz liczby a i = sa nieparzyste.
Zauwazmy, ze wzor (9.5) mozna zapisa¢ w postaci:

242 9 a2—xr 9
o7yt = (& _ 22 _ 22 .
7 ( 2 2 2 2 (9-6)

Jesli liczby u = ¢ +“’" 9b2 iv= aZ;I — %bz nie sg wzglednie pierwsze, to

posiadaja wspolny dz1e1n1k pierwszy p. Wtedy p | u—vip | u+wv, skad
plxip|a®—90% Stad mamy tez, ze p | 27b* i na mocy (9.2), p # 3,
bo p | z, wiec p | b. Zatem p | y1 1y = 2y1, czyli p | y. Wobec tego p | x
ip|y, coprzeczy (9.2). Zatem NWD(u,v) = 1. Ponadto z (9.6), uv >
>0.JeSliu<0iv<0,toutv<0,czylia?—9* < 0.7 (9.5) wynika,
ze a* —9a%b? = 22 +9a?b*> 4+ 27b* > 01 a® > 0, wiec a®> —9b? > 0 i mamy
sprzecznos¢. Wobec tego jest u,v > 0, czyli u,v € N. Teraz podobnie
argumentujac jak przy rozwazaniu réwnosci (9.3) uzyskujemy istnienie
wzglednie pierwszych liczb naturalnych m i n takich, ze mn = b oraz
e 912 = o7m* i 52— 902 = nt albo CHT 9?2 = mt i T 9 =
= 27n.

W pierwszym przypadku po dodaniu stronami otrzymujemy, ze
2TmA 4+ nt = a® —9b?, skad a® = n*+9In?m? +27m*. Ponadto, a < y; <
< y < z, wiec mamy sprzecznos¢ z minimalnoscia liczby z.
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Podobnie w drugim przypadku, 27n* + m* = a? — 9b?, skad a® =
=m*+9m?n?+27n* i a < 2, wiec mamy sprzeczno$é z minimalnogcia
liczby z.

Przypuszczenie, ze rownanie (9.1) posiada rozwiazanie w liczbach
naturalnych x,y, 2 doprowadzito nas ostatecznie do sprzecznosci. Wo-
bec tego to réwnanie nie posiada rozwigzania w liczbach naturalnych.

O
9.2 Réwnanie 23 + y? = 223
Twierdzenie 9.2. Liczby calkowite x,y, z spelniajq rownanie:
3yt =220 (9.7)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy x =y =2z lubx = —y 1 z = 0.

Dowéd. Jedliz =y = z, to 23 +y3 = 22° = 223. Podobnie, jedli z = —y
iz=0,tox®+y>=0=2z%

Na odwroét, zalézmy, ze liczby catkowite x,y, z spetniaja réwnanie
(9.7), przy czym x # y oraz x # —y. Jedli z =0, to 0 = (z + y)(2? —
+ry+y?) iz+y # 0, wiec 0 = 2® —zy+y? = (z—¥)*+ 242, co prowadzi
do sprzecznodci. Zatem z # 0. Stad w szczegdlnosci = # 0 lub y # 0.
Mozemy zaktadac, ze z jest niezerowa liczbg catkowitg o najmniejszym
module, dla ktérej istniejg rézne x,y € Z takie, ze 22° = 2% + 3. Jesli
liczby i y maja wspélny dzielnik pierwszy p, to p?® | 223. Jesli p = 2, to
p?| 23, skad p | z, ajedlip > 2, to tez stad p | z. Zatem z = pxy, y = py
i 2 = pzy, wige 2p323 = pPrd+p3y3, czyli 223 = 23 +43. Ponadto 2, = z
wiee 21 # 0ia =5 # 4 =y, skad |z1] < |z| 1 mamy sprzecznosé
z minimalnoscia modutu liczby z. Wobec tego liczby x i y sa wzglednie
pierwsze. Z zaleznosci (9.7) wynika dodatkowo, ze te liczby sa tej samej
parzystosci. Stad xz i y sg nieparzyste i x +y = 2u oraz x — y = 2v dla
pewnych u,v € Z, przy czym u,v # 0, bo x # +y. Zatem x = u + v
iy=wu—wvoraz NWD(z,y) = 1, wiec stad NWD(u,v) = 1. Ponadto,
(u+v)? + (u—v)* =223 skad

u(u® + 3v?) = 2% (9.8)
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Mozliwe sa teraz dwa przypadki: 3t u oraz 3 | u. W przypadku pierw-
szym, jesli istnieje p € P takie, ze p | w i p | u* + 302, to p # 3
ip| 3v? skad p | v, wbrew temu, ze NWD(u,v) = 1. Wobec tego
w tym przypadku liczby u i u? + 3v? sa wzglednie pierwsze. Z (9.8)
na mocy twierdzenia 1.28 uzyskujemy, ze u = 2} i u? + 3v* = 25 dla
pewnych z1, 29 € Z oraz NWD(23, 23) = 1, wigc NWD(2, 23) = 1. Po-
nadto 3 1 u, wiec 31 21. Dalej, 3v? = 23 — 20 = (20 — 2%) (23 + 2027 + 27),
czyli 3v? = (29 — 23)((22 — 2})? + 3292%). Oznaczmy t = 25 — 23, Je-
sli p € P jest taka, ze p | tip | 21, to p | 22, whrew temu, ze
NWD(z1, 25) = 1. Zatem NWD(t,2;) = 1 oraz (2 — 23)? + 3292% =
=12+ 3(20— 2%) 23 + 321 = 12+ 3t27 + 327, wiec t(t? + 3tz +3z}) = 30,
skad 3 | t. Zatem ¢t = 3t; dla pewnego t; € Z oraz t;(9t3+9t,22+32}) =
= v2. Stad 3 | v, czyli v = 3v; dla pewnego v; € Z. Zatem 9 | 3t;2}
i poniewaz 3 1 z1, to 3 | t1, czyli t; = 3ty dla pewnego ty € Z. Stad
o(2712+9t922421) = v2. Ponadto NWD(t, 2;) = 1, wiec NWD(ty, 21) =
=1 i wobec tego NWD(tg, 27t3 + 9t92? + z}) = 1. Z twierdzenia 1.28
istnieja b € Ny i ¢ € Z takie, ze to = b* i 270 +9b%2% + 2} = ¢%. Dodat-
kowo 21 # 0, wige |21| € Nity # 0, bo ty | 3v?iv=x—y #0. Zatem
b € N, wiec |¢|] € N. W takim razie réwnanie x? + 922y + 27y* = 22
posiada rozwigzanie w liczbach naturalnych, whrew twierdzeniu 9.1.

Pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy 3 | u. Wtedy 3 1 v, gdyz
NWD(u,v) = 11iu = 3uy dla pewnego u; € Z. Ponadto u = z+y # 0,
wiec u; # 0. Korzystajac z (9.8) uzyskujemy, ze 3 | z, czyli z =
= 3z; dla pewnego niezerowego 21 € Z. Zatem 3u; (9u? + 3v?) = 2723,
a wiec u1(3ud +v?) = 323, Jednak 3 1 v, wigc 3 1 3u? + v?, a zatem
3| uy i uy = 3uy dla pewnego niezerowego uy € Z. Stad us(27u3 +
+v?) = z3. Dodatkowo NWD(u,v) = 1 i u = Yuy, wiec NWD(uy,v) =
= 1, skad NWD(ug, 27u3 +v?) = 1 i z twierdzenia 1.28 wynika, ze uy =
= a® 1 27u3 +v* = b?® dla pewnych wzglednie pierwszych liczb catkowi-
tych a i b, przy czym ab = z;, wiec a,b # 0. Ponadto 3 { v, wiec 310
i27a°+v? = b3. Podstawmy t = b—3a*. Wtedy t € Z i 3 1t oraz 27a’+
+0v% = (t+3a?)3, skad v? = t(t> +9ta® +27a*). Jedli p € P jest takie, ze
pltip|t?+9ta®+27a*, top #3ip| 27a*, skad p | a. Jednak p | tit =
=b—3a% wigcp | b.Stad p | aip| b, co przeczy temu, ze NWD(a, b) =
= 1. Zatem liczby t i t? + 9ta® + 27a* sy wzglednie pierwsze i na mocy
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twierdzenia 1.28, t = a? oraz t>+9ta®+27a* = a3 dla pewnych niezero-

wych liczb catkowitych a; i as. Wobec tego |ai|* + 9|a1|?|a|* + 27|a|* =

= |ag|?, przy czym |ai|,|as], |a] € N, co przeczy twierdzeniu 9.1.
Konczy to dowod naszego twierdzenia. O

Whniosek 9.3. Nie istnieje cigg arytmetyczny ztoZony z szescianow
trzech roznych liczb naturalnych.

Dowdod. Zatézmy, ze istnieja rézne liczby naturalne a, b, c takie, ze
(a3,03, c?) jest ciagiem arytmetycznym. Wtedy b — a® = ¢ — b?, skad
3+ a® = 2b3. Ponadto b # 0, wiec z twierdzenia 9.2 uzyskujemy, ze
¢ = a i mamy sprzecznosc. ]

Whniosek 9.4. Wszystkimi rozwigzaniami w liczbach catkowitych
T 1Y rownania:
2 — 27 =1 (9.9)

sgx =y =—1orazzx =11y =0. W szczegélnosci to réwnanie nie
postada rozwigzania w liczbach naturalnych.

Dowéd. Niech z,y € Z beda takie, ze 22 —2y> = 1. Wtedy z°+(—1)3 =
= 29, wiec na mocy twierdzenia 9.2 mamy, ze v = —1 = y lub z =
—(=1)=1iy=0. Ponadto (=1)>-2-(-1)*=1i1*-2-03=1. O

Whniosek 9.5. Wszystkimi rozwigzaniami w liczbach catkowitych
X 1Y rownania:
-2yt =1 (9.10)

sgr=y=1orazx =—11y=0. W szczegélnosci jedynym rozwigza-
niem tego rownania w liczbach naturalnych jest x =y = 1.

Dowéd. Niech z,y € Z beda takie, ze 23 — 2y® = —1. Wtedy 23 + 1% =
= 2y3, wiec z twierdzenia 9.2 mamy, ze z =1 =y lubx = —1iy=0.
Ponadto 1> —2-13 = —11 (-1)*-2-0* = —1. O
Przypomnijmy, ze liczby postaci t, = (”;rl> = "H dlan € N
nazywamy liczbami tréjkatnymi. Ich nazwa pochodz1 stad, ze
14+2+...+n= % iliczby 1,2,3,...,n mozna ustawi¢ w trojkat,
wykorzystujac to, ze k jest suma k jedynek dla k =1,2,...,n
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Whniosek 9.6. Liczba 1 jest jedyng liczbg trojketng bedgcq szescia-
nem liczby naturalney.

Dowdéd. Oczywidcie t; = 1 = 13. Zalézmy, ze istnieje liczba naturalna
n > 1 taka, ze t, = m® dla pewnego m € N. Wtedy n(n + 1) = 2m?
im>1bot,>n>1.

Jesli 2 | n, to n = 2k dla pewnego k € N i wtedy k(2k + 1) =
= m3. Ponadto NWD(k, 2k + 1) = NWD(k, 1) = 1, wiec z twierdzenia
1.28 otrzymujemy, ze k = a® i 2k + 1 = b® dla pewnych a,b € N. Stad
b — 2a® = 1 i mamy sprzeczno$é¢ z wnioskiem 9.4.

Wobec tego 2 t n. Stad po uwglednieniu, ze n > 1 mamy n > 3
in = 2k+1 dlapewnego k € N. Zatem (2k+1)(k+1) = m3. Oznaczmy
s =k+1. Wtedy s > 112k+1 = 25s—1 oraz s(2s—1) = m?. Dodatkowo
NWD(s,2s —1) = NWD(s, —1) = 1, wiec z twierdzenia 1.28 mamy, ze
s=a%i2s—1=0%dla pewnych a,b € N, przy czym a > 1, bo s > 1.
Stad b® — 2a® = —1 i mamy sprzeczno$é z wnioskiem 9.5. O

Whniosek 9.7. Jedynym rozwigzaniem w liczbach naturalych x iy
rownania
2t -y =1 (9.11)

jestx =3, y = 2.

Dowéd. Oczywiscie 32 — 23 = 1. Niech x,y € N bedg takie, ze o # 3
oraz % — y? = 1. Wtedy 2°> = ¢y* + 1 > 2, skad z > 2 oraz dla x = 2,
y> = 3, co jest niemozliwe. Zatem x > 3. Z réwnosci 2% — 3 = 1
wynika, ze liczby x i y sg roznej parzystosci. Jesli x jest parzyste, to
NWD(z + 1,2 — 1) = NWD(z — 1,2) = 1i (z — 1)(x + 1) = y3, wiec
z twierdzenia 1.28 otrzymujemy, ze © — 1 = a® i x +1 = b3 dla pewnych
a,b € N. Stad 2 = b®—a® = (b—a)(b?+ab+a?), a zatem a®+ab+b* | 2.
Ponadto a® + ab + b* > 3, wiec mamy sprzeczno$é.

Zatem x musi by¢ nieparzyste, czyli x = 2k + 1 dla pewnego k €
€ {2,3,...}, bo z > 3 i uzyskujemy, ze 2k(2k + 2) = y>. Wobec
tego 2 | ¥ istad 2 | y, a zatem y = 2¢ dla pewnego ¢ € N oraz
dk(k 4+ 1) = 8¢ skad *&H) = 3. Dodatkowo k > 2, wiec mamy
sprzecznos¢ z wnioskiem 9.6. O]
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Whniosek 9.8. Jedynymi liczbami naturalnmi x,y, m,n spelniajg-
cymi rownanie
2 — gt =1 (9.12)

sgm=n=1, =3, y=2.

Dowdd. Niech m,n,z,y € N speliaja réwnanie (9.12). Wowczas
a’—b>=1dlaa=2mib=y". Ponadto a,b € N, wiec z wniosku 9.7
mamy, ze a = 31 b = 2. Zatem 2™ =31iy" = 2,skad x = 3, m = 1,
y =2 1in = 1. Implikacja odwrotna jest oczywista. O

Whiosek 9.9. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania (9.11) w licz-
bach wymiernych x iy sg: x =0,y =1, x = 1, y = 0; x = +£3,
y=2.

Dowdd. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze © =0, y = 1; x = *+1,
y = 0; v = £3, y = 2 sa rozwigzaniami réwnania (9.11). Zatézmy, ze
istnieje inna para (x,y) liczb wymiernych taka, ze 2% — y> = 1. Wtedy
xr # 0, bo inaczej y = —1, a poniewaz (—z)? = z?, wigc mozemy
zaktadaé, ze x > 0. Jesli x = 1, to y = 0, co prowadzi do sprzecznosci
z naszymi zalozeniami. Zatem x # 1 i stad y # 0. Podobnie, x # 3,
skad y # 2. Istniejg wzglednie pierwsze liczby naturalne a,b takie, ze
r = ¢ 1istnieja wzglednie pierwsze liczby catkowite k, n takie, ze y = %
oraz k # 01in > 0. Stad Z—j - sz =1, a zatem a’n® — k3b? = n3b?. Stad
n3 | k3%, wige z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, n® | b%. Ponadto,
b? | a®n3, wiec znowu z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, b* | n3.
Wobec tego n® < b? i b? < n?, skad b?> = n3. Poniewaz b,n € N, wiec
z twierdzenia o jednoznacznoéci rozktadu uzyskujemy stad, ze b = M3
in = M? dla pewnego M € N. Wobec tego mamy zalezno$é: a® — k3 =
= M?®. Ponadto, NWD(a,b) = 1 i NWD(k,n) = 1, wiec NWD(a, M) =
— NWD(k, M) = 1.

Mozliwe sg teraz tylko dwa przypadki:
.2]alub2| M orazIl. 24ai2tM.

W przypadku I mamy, ze k jest nieparzyste, wiec z réwnosci k3 =
= a’—M°® = (a— M?)(a— M?) wynika, ze liczby a— M? i a+ M? s nie-
parzyste. Jeslip € Pip|a+ M3 orazp|a— M3 top # 2 oraz p| (a+
+M3) + (a — M?), czyli p| 2a, skad p | a, wiec p | M3 = (a + M3) — a.
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Zatem p | M, co przeczy temu, ze NWD(a, M) = 1. Zatem w tym
przypadku liczby a — M? i a+ M? sa wzglednie pierwsze. Ponadto (a —
+M?3)(a+ M?3) = k3, wiec z twierdzenia 1.28 uzyskujemy, ze a — M? =
= u? oraz a + M?® = v?® dla pewnych u,v € Z. Dodatkowo a # +b =
= M3, wicc u # 0 i v # 0. Stad po odjeciu stronami tych réw-
nosci uzyskujemy, ze v3 + (—u)® = 2M3. Dodatkowo M > 0, wiec
z twierdzenia 9.2 mamy, ze v = —u = M, co przeczy temu, ze u € N.
W drugim przypadku z réwnosci k3 = (a — M3)(a + M3) wynika,
ze 2 | k. Zatem k = 2K dla pewnego K € Z. Stad 2K® = a=M? | atM?

2 2
i z nieparzystosci liczb a i M liczby 4= M i ‘”M sa catkowite. Jesli p €

€ P jest ich wspolnym dzielnikiem, to D dmeh ich sume i ich roznice,
skad p | aip| M3, czyli p | M, co przeczy temu, ze NWD(a, M) =
= 1. Zatem liczby “_MS i “+2MS sg wzglednie pierwsze i twierdzenia

o jednoznacznos$ci rozkladu mamy, ze istniejg u,v € Z takie, ze albo

“5‘43—211 i“+2M =3 albo“zM —u3i“+M5:2 . W pierw-
szym przypadku mamy, ze v3 — 2u3 = M3, wiec v® + (—M)? = 2u3.
Z twierdzenia 9.2 wynika, ze v = —M = u lubv = M i u = 0.

Wtedy a = —M? < 0 albo a = M3, skad z = 1, co przeczy naszym
zalozeniom o z i y. Natomiast w drugim przypadku, M3 + u? = 203,
wiec z twierdzenia 9.2 uzyskujemy, ze M = v = v albo u = —M
iv=0,skad a =3M3ix=3alboa=—M3<0itez obie mozliwoéci
prowadza do sprzecznosci.

Konczy to dowdd naszego wniosku. ]

Twierdzenie 9.10. Nie istniejg liczby naturalne x,y, z takie, Ze
ot 22?4yt = 22

Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy na mocy zasady minimum
istnieje najmniejsza liczba naturalna z taka, ze x* + 2%y% +y* = 22 dla
pewnych z,y € N. Niech d = NWD(z,y). Wtedy d € N oraz d |
id|y, wiec d* | ot d* | %% i d* | yt, wiec d* | 2%, skad d? | 2
na mocy twierdzenia 1.30. Wobec tego 7,4, 5 € N i 5 < z oraz
(B)P+(2)%(4)*+ (4)* = (%)*. Zatem z minimalnosci z uzyskujemy, ze
d =1, czyli NWD(z,y) = 1.

Jesli liczby x i y sa nieparzyste, to ze stwierdzenia 4.1, 2° = 1
(mod 4) i y* = 1 (mod 4), skad z* + 2%y* + y* = 3 (mod 4), czyli
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z? = 3 (mod 4), whrew stwierdzeniu 4.1. Zatem liczby x i y sa réznej
parzystosci. Ze wzgledu na symetrycznos¢ rozpatrywanego rownania
mozemy bez zmniejszania ogdlnosci zaktada¢ dalej, ze liczba x jest
parzysta, a liczba y jest nieparzysta.

Nasze réwnanie mozemy teraz zapisaé w postaci réwnowaznej:
422 = 42? + 42%y? + 4yt = (222 + y*)? + 3y*, co mozna przeksztal-
ci¢ do postaci

3yt = (22 — 22% — v (22 + 227 + o).

Jedli 3122 —22% — 9?13 | 22 + 222 + o2, to 32 | 3y, skad 3 | y oraz
3| 4z, skad 3 | z i dodatkowo 3 | 22?% skad 3 | z, whrew temu, ze
NWD(z,y) = 1. Wobec tego 3 | 2z — 22? — 3?1 34 2z + 22% + y? albo
312z —22% —y? 13|22 + 222 + ¢%

W pierwszym przypadku y* = W (22 422% +y?). Jedli liczby
w nawiasach nie sg wzglednie pierwsze, to maja pewien wspoélny dziel-
nik pierwszy p. Ponadto te liczby sg nieparzyste i 3 1 22+ 222 +y?, wiec
p>3orazp|3ytip|4dz,skadp|yip| 2. Dodatkowo p | 2242224192,

wiec p | 222, Sk@d2 p2| &, o przeczy temu, ze NWD(z,y) = 1. Zatem
z—2x"—y
3

mocy twierdzenia 1.28, W =a*i2z+222 +y? = bt oraz y = ab
dla pewnych wzglednie pierwszych a, b € N. Stad 422 = b*—2a?b*—3a*.
Ponadto 2 | z, wiec 8 | b* — 2a%b? — 3a? oraz liczby a i b sa nieparzy-
ste, wiec ze stwierdzenia 4.1, a> = 1 (mod 8) i b*> = 1 (mod 8), skad
bt —2a?h* — 3a* =1—-2—-3 =4 (mod 8), co prowadzi do sprzecznosci.

liczby naturalne i 2z + 222 + y? sy wzglednie pierwsze i na

W drugim przypadku y* = (22 — 22% — y?) - W i analogicznie
jak w pierwgzme przypadku pokazujemy, ze liczby naturalne 2z — 222 —
+y? i W%“” sa wzglednie pierwsze. Zatem z twierdzenia 1.28 wy-

nika, ze 2z — 222 — y?> = a* M = b iy = ab dla pew-
nych wzglednie plerwszych l1czb meparzystych a,b € N. Stad 42 =
= 3b* — 2a?b* — a* = (b* — a®)(3b* + @?). Na mocy stwierdzenia 4.1,

3 +a* =4 (mod 8), co oznacza, ze W eNi2¢ W. Jezeli
pePip|b?—a?orazp| W,top>21p|4b2 skadp |bip]a,
co jest niemozliwe. Zatem liczby naturalne M ib? — a? sy wzgled-

nie pierwsze i ich iloczyn jest réwny x2. Z tw1erdzen1a 1.28 mamy, ze
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b —a? = m?, W = n? dla pewnych m,n € N. Zatem b? = a® +m?

i na mocy twierdzenia 8.4, b = r? + 52, m = 2rs oraz a = r* — s% dla
pewnych 7, s € N. Stad n? = r* 4+ r2s? + s*. Ponadto n?*m? = 22, wiec
n<ziz?>at wice n << 2? < 2, co przeczy minimalnosci z.

]






Rozdziat 10

Twierdzenie Chao Ko

10.1 Od Catalana do Mihailescu

W 1844 roku belgijski matematyk E. Catalan napisal: ”Dwie kolejne
liczby naturalne rézne od 8 i 9 nie moga by¢ rownocze$nie pelnymi
potegami”. Oznacza to, ze rOwnanie: 2" — y™ = 1 ma w liczbach na-
turalnych z,y,n, m takich, ze n,m > 1 doktadnie jedno rozwiazanie:
xr=m =31y =mn = 2. 0d tego czasu problem ten byl nazywany
hipoteza Catalana.

Juz w 1850 roku Victor Amédée Lebesgue (1791-1875) udowod-
nit w [19], Ze hipoteza Catalana jest prawdziwa dla parzystych m.
W rozdziale 14 podajemy uwspotczesniona wersje oryginalnego dowodu
Lebesgue’a. Warto wspomnie¢, ze ten Lebesgue to inna osoba niz bar-
dziej znamy Henri Léon Lebesgue (1875-1941), od ktérego pochodzi
tak zwana miara Lebesgue’a.

Przypadek parzystego n ma jednak dtugg historie. W 1738 roku
L. Euler udowodnil hipoteze Catalana (por. [15]) w przypadku, gdy
2 | ni3 | m. Nasz dowdd tego wyniku jest podany we wniosku
9.8. W 1932 roku Selberg udowodnit prawdziwos¢ hipotezy Catalana
w przypadku, gdy 4 | n. Dopiero w 1965 roku dzigki twierdzeniu Chao
Ko zakonczono dowodzenie tej hipotezy dla parzystych n. W nastep-
nym paragrafie zaprezentujemy uproszczong wersje oryginalnego do-
wodu twierdzenia Chao Ko.

135
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Pierwszy dowdd hipotezy Catalana podat dopiero w 2002 roku ru-
muniski matematyk Pred Mihailescu (por. [24]). Dowdd ten jest zadzi-
wiajaco krotki, lecz bazuje na specyficznych wtasnosciach tak zwanych
cial! cyklotomicznych. Od tej pory te hipoteze nazywamy twierdzeniem
Mihailescu.

Duzo ciekawych informacji o hipotezie Catalana i probach jej udo-
wodnienia mozna znalezé w artykule przegladowym [22] oraz monogra-

fii [33).

10.2 Twierdzenie Chao Ko

Lemat 10.1. Niech p € P i niech a © b bedg roznymi liczbami
catkowitymi. Wowczas a — b | a? — bP oraz

P
¢ = (a—Db)P'  (mod p).
CI/ —

W szczegdlnosci p | =2 wtedy i tylko wtedy, gdy p | a —b.

Dowdéd. Niech ¢ = a — b. Poniewaz a # b, wigc ¢ # 0ia =b+ c. Ze
wzoru dwumianowego Newtona

ap—bp:(b—i-c)p—bp:
p p
Z(p bp—kckzcz p bp—kck—I’
k=1 k k=1 k

P
skad ¢ | a? — bP, czyli a — b | a? — bP. Ponadto =% = %" Z) Wk ekt
1

oraz z pierwszosci liczby p wynika, ze p | (Z) dla k=1,2,...,p— 1.
Wobec tego

aP — bP

ﬁ = (a — b)p_l + pbp_l + pb(a — b)K (101)

IPodstawowe informacje o ciatach znajduja sie w VI czeéci tej ksigzki
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dla pewnego calkowitego K. Stad “=2 = (a — b)>"! (mod p). Zatem,

aP

jezelip | “= b ,top| (a—b)Pt Sk@d z plerwszosm p, p | a—b. Ponadto,
jeslip | a — b, top\(a—b)plistaddp et O

Lemat 10.2. Niech p € P i niech a 1 b bedg roznymi, wzglednie
pierwszymi liczbami calkowitymi. Wiedy a — b | a? — bP oraz:
e e g aP —pP
(i) jezelip | a —b, to NWD(a — b, 2=} = p,

(ii) jezeli pta —b, to NWD(a — b, “Z_Zp) =1.

Dowdéd. Zlematu 10.1, a—b | a?—bP. Natomiast ze wzoru (10.1) wynika,
e, NWD(a—b, ") = NWD(a —b, pi#~!). Ponadio NWD(a—b,b) =
= NWD(b,a) = 1 wiec NWD(a — b, pb?~') = NWD(a — b, p). Wobec
tego

NWD(a — b, =) = NWD(a — b, p) = { ! jgiﬁﬂg_z , gdy?
peP. O]

Nastepny lemat zostal odkryty i udowodniony przez T. Nagella
w [28]. Prezentujemy wtlasna wersje dowodu tego wyniku w oparciu
o rezultaty uzyskane przez nas dla réwnania Pella.

Lemat 10.3. Jezeli p jest nieparzystq liczbg pierwszg i« x,y € N
orazx?=y*+1,to2 |y, ply+1ip|a.

Dowéd. Zatdzmy, ze 2 ty. Wtedy 2 | y? + 11 2% = P + 1, wigc 2 | x.
Wobec tego (x—1)(x+1) = y? oraz jeslid = NWD(z—1,z+1),to 2+td
orazd | (z+1)—(x—1)=2,skadd =1, czyli NWD(z — 1,2+ 1) = 1.
Z twierdzenia 1.28 mamy zatem, ze x — 1 = v? i x +1 = P dla
pewnych u,v € N. Stad v? — uP = 2. Ponadto v? —u? = (v —u)(vP~1 +
+oP 2+ ouPT2 FuPTh), wiee 0P 0P Pu A4 fouP 2 P | 2,
skad p < vP7 !+ 0P 20 + . 4 vuP 2 + Pt < 2 1 mamy sprzeczno$é.
Wobec tego 2 | y i w szczegdlnosei y > 1.

Zatozmy, ze p + x. Wtedy p 1 y? + 1. Dodatkowo y?» + 1 =

= (y+1)(yP 1 —yP2+yP 3 —. . . —y+1), wiec p f y+1. Ponadto y?+1 =
=y’ —(=1)P, y+1=y—(—1) oraz NWD(y, —1) = 1. Zatem z lematu
10.2 (i1), liczby y+1iyP~—yP~24yP~3—. . . —y+1 sa wzglednie pierwsze

i 7 twierdzenia 1.28 mamy, ze y+1 = s% oraz y? ! —yP 24P 3 —. . —y+
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+1 = r? dla pewnych wzglednie pierwszych liczb naturalnych r i s. Jed-
nak 2 | y, wiec s jest nieparzyste. Ponadto y > 1, wiec s > 1. Dalej,
i

y=s*—1ia?—y =1, wiec 22 — (s2— 1)(y"z )? = 1. Z wniosku 7.11
istnieje m € N takie, ze:

T+ yp%lx/s2 —1=(s+vs2—1)". (10.2)

Ze wzoru dwumianowego Newtona,

lm/2]
(S + v/ g2 — 1)m — Z (;Z)Ska(SQ . 1)k+
k=0

[(m=1)/2] < m

182 —1- Z okt 1) Sm—Qk—l(SQ _ 1)1@.
k=0

2 g 2 g
=Y <2k> s (2 1)F = > <2k> s™ Ry = s™  (mod y)

k=0 k=0
oraz
- [(m—1)/2] m 1) o i
2 = § meaRe — 1)~ 10.3
Y k=0 <2k + 1) ’ <S ) ( )

Zatem x = s™ (mod y) i ms™ ' =0 (mod y). Ponadto y = s* — 1,
wiec NWD(y,s) = 1, skad NWD(s™ 1, y) = 1 i wobec tego m =
= 0 (mod y), czyli y | m. Dodatkowo 2 | y, wiec 2 | m, czyli m =
= 2n dla pewnego n € N. Stad i ze wzoru (10.3), s | y"= . Jednakze
NWD(s,y) = 1, wiec s = 1. Wczesniej pokazalismy, ze s > 1, wiec
mamy sprzecznos¢. Wobec tego p | z. Jesli pty + 1, to z lematu 10.1,
p 1 %, skad p ¥ y? + 1, czyli p t 2%, co prowadzi do sprzecznoSci.
W konsekwencji tego p | y + 1. O

Nastepne twierdzenie zostato po raz pierwszy udowodnione przez
Chao Ko w [11]. W pracy [12] podano prostszy dowdéd. W naszym do-
wodzie opieramy sie na pomystach z [12], przy czym nieco upraszczamy
to rozumowanie przez wyeliminowanie lematu 3 z tego artykutu.
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Twierdzenie 10.4. Niech p bedzie liczbg pierwszq wiekszqg od 3.
Wéwczas réwnanie 2 = yP + 1 nie posiada rozwigzania w liczbach
naturalnych.

Dowdéd. Zaldzmy, ze x? = y? + 1 dla pewnych z,y € N i dla pewnej
liczby pierwszej p > 3. Wtedy x > 11 z lematu 10.3, 2 |y, p |y + 1
oraz p | z. Ponadto stad 2 1z, wigc 2 | x — 1 i z lematu 10.2 mamy, ze
NWD(xz — 1,z 4+ 1) = 2. Istnieja zatem wzglednie pierwsze liczby na-
turalne u i v takie, ze u > v oraz x + 1 = 2u i * — 1 = 2v. Ponadto
22uv = yP oraz y = 2z dla pewnego z € N, wiec uv = 2°P~22P. Dodat-
kowo NWD(u,v) = 1, wiec stad mamy dwa mozliwe przypadki:
[.2P72 | ui2fvoraz Il 2P72 | vi2fu.

Rozwazmy przypadek I. Wtedy u = 2P~2w dla pewnego w € N oraz
NWD(w,v) =11 wv = 2P. Zatem z twierdzenia 1.28 otrzymujemy, ze
w = aP i v = b dla pewnych wzglednie pierwszych liczb naturalnych a
ib Ponadto z = ab, u = 2*2a? i 2 +1 = 2?"'a? oraz z — 1 =
=20P i 21 b, bo 24 v. Wobec tego 2 = (z+ 1) — (x — 1) = 2P~ 1P — 20,
skad b? = 2P72aP — 1 oraz 2z = (x + 1) + (z — 1) = 2P~ 1aP 4 207, czyli
x=2P"2qP +bP = 2P 2qP 4 2P 2qP — 1, a zatem = = 2P 'a? — 1. Wobec
tego 2 = 217_1# = 2P72gP 4+ 1 = b + 2. Dalej, 2P~2aP = 1+ bP, wicc
2PaP = 4+ 4P 1 wobec tego, (b*)F + (2a)P = (bF)? + 4b° +4 = (0P + 2)2.
Zatem

x+3)2. (10.4)

P+ (2ay = @+ 27" = (
Dodatkowo p | zip > 3, wiec pf x+3,skad p { ‘%3 Ponadto, 2 t b oraz
NWD(a,b) = 1, wiec NWD(b?, 2a) = 1. Jednak (b*)P+(2a)? = (b*+2a)-
(204 (20) E)P+Ca)’ N pa mocy lematu 10.1, wigc p 1 b* + 2a

b2+2a b2+2a )
i na mocy lematu 10.2 liczby b + 2a i %# sg wzglednie pierwsze.

Zatem z twierdzenia 1.28 mamy, ze b* + 2a = ¢* dla pewnego ¢ € N.
Dodatkowo 0P = 2P72qP — 1 = 2P73qP + (2P73aP — 1) > aP, wiec b > a
istad > < =0 4+2a < bB*+2b < (b+1)% wiec b < c<b+1, co
prowadzi do sprzecznosci.

Rozwazmy przypadek II. Wtedy v = 272w dla pewnego w € N
oraz NWD(w,u) =1 i wu = 2P. Zatem z twierdzenia 1.28 uzyskujemy,
ze w = aP iu = bP dla pewnych wzglednie pierwszych liczb naturalnych

, gdzie
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aib. Ponadto, z =ab, v =2P"2aP iz +1 =2 oraz v — 1 = 2P~ 1P
i21b, bo2{u Wobec tego 2 = (z+1) — (z — 1) = 2P — 277 1aP,
skad 0P = 2P72qP + 1 oraz 2z = (z + 1) + (x — 1) = 2 + 2P~ 1aP,
czyli @ = bP + 2P72qP = 20° — 1, a zatem x = 2bP — 1. Wobec tego
23 = W24 — pp — 2. Dalej, 20 %aP = b’ — 1, wiec 2PaP = 4bF — 4
i stad, (b%)P — (2a)P = (bP)? — 40P + 4 = (b — 2)2. Zatem

r—3\2
() — (2a) = (P — 2)? = ( _ ) . (10.5)
Dodatkowo p | x ip > 3, wieccx —3 > 0ip{fa— 3, sk@dp{“’%i”.
Ponadto, 21 b i NWD(a,b) = 1, wigc NWD(b?, 2a) = 1. Mamy tez, ze
(b*)P—(2a)P = (b2—2a)-w, gdzie BEr-Ca) o N g mocy lematu

b2—2a b2—2a
10.1, wigc p 1 b2 —2a i na mocy lematu 10.2 liczby b2 —2a i EH=C0" oy

wzglednie pierwsze. Zatem z twierdzenia 1.28 otrzymujemy, ze b*>—2a =
= ¢? dla pewnego ¢ € N. Dodatkowo 0¥ = 2P=2a? + 1 > aP, wicc b > a
i stad —2a > —2b, a zatem —2a > —2b+ 1, bo —2a # —2b+ 1. Wobec
tego (b—1)? < 2 =% — 2a < b*, wigc b — 1 < ¢ < b, co prowadzi do
Sprzecznosci.

Konczy to dowdd naszego twierdzenia. [

Whniosek 10.5. Niech m,n,x,y bedqg liczbami naturalnymsi takima,
zen>1orazx® —y"=1. Wtedym=1,n=x=3iy=2.

Dowdd. Jesli 2 | n, to n = 2I dla pewnego | € N i wéwezas (y')? <
< (z™)? = (¥1)? +1 < (y' + 1)2, skad ¢ < 2™ < y' + 1, co prowadzi
do sprzecznosci. Zatem 2 1 n. Jesli 3 | n, to teza wynika z wniosku 9.8.
Niech dalej 3 t n. Poniewaz n > 1121 n i34 n, wiec n posiada dzielnik
pierwszy p > 3, czyli n = pk dla pewnego k € N. Zatem a® = b + 1
dlaa=2mecNib=y* €N, co przeczy twierdzeniu Chao Ko. ]

Zadanie 10.6. Znajdz wszystkie liczby naturalne x i y takie, ze
¥ —y* =1

Zadanie 10.7. Niech m,n,z,y € N, mn > 1i 2" —y™ = 1.
Udowodnij, ze wtedy liczby m i n sa wzglednie pierwsze.
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Rozdziat 11

Utamki tancuchowe

11.1 Podstawy teoretyczne

Utamki tancuchowe poczatkowo byly uzywane gtéwnie do rozwiazy-
wania rownan diofantycznych, w szczegélnosci rownania Pella. W XX
wieku utamki tancuchowe staty sie bardziej powszechne w innych dzia-
tach matematyki. Na przyktad Robert M. Corless w artykule [14] z 1992
roku przedstawia zwigzek miedzy teorig chaosu a utamkami tancucho-
wymi. Sa one obecnie wykorzystywane w algorytmach komputerowych
do obliczania wymiernych przyblizen liczb rzeczywistych. Dodatkowe
informacje o utamkach tancuchowych mozna znalezé na przyklad w
publikacjach [7] 1 [18].

Niech (ag, a1, as,...) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze
ar > 1 dla kazdego k = 1,2,.... Definiujemy ciag ((ag,...,as))>%,
przyjmujac, ze {(ag) = ag oraz:

a)=at ——— dlan=1,2,.... 1.1
<a07a17 , @ > a’0+ <a17.”’an> a n ( )
Przyktad 11.1. Ze wzoru (11.1) kolejno uzyskujemy, ze
1
(ag, a1) = ag + o
( > n 1 i 1
ag, a1, G2) = a =ag+ ——
0, 1, 2 0 <CL17CL2> 0 al_i_i?

az

143
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( > n 1 n 1
ag,ay,0s,a3) =ayg+ ———— =@
0 1 2 3 0 <CL17 CLQ, CL3> 0 al + GZiL
a3
Lemat 11.2. Niech n bedzie liczbg naturalng i niech ag, aq, . .., a, €

€ R, przy czym a, > 1 dla kazdego k = 1,2,...,n. Wowczas:

(Z) <a1,a2,...,an> = 1,
(ii) jeslin > 1 lubn=11ia, > 1, to

(ay,a9,...,a,) > 1 oraz ag < {ag,a,...,a,) < ag+ 1.

Dowdéd. (7). Indukcja wzgledem n przy dowolnych liczbach rzeczywi-
stych ag,aq,...,a, takich, ze ax > 1 dla kazdego k = 1,2,...,n. Dla
n=1z(11.1), (a;) = a1 > 1. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego
n € Niniech ag, ay,...,a,,a,.1 € R beda takie, ze ar > 1 dla kazdego
k=1,...,n,n+1. Wtedy na mocy (11.1), (a1, as, ..., apn, Gny1) = a1+
+m Ponadto a; > 1 i z zalozenia indukcyjnego mamy, ze
(ag,...,ap41) >0, wiec (a1, ..., an,ani1) > 1.

(7). Jedli a; > 1, to na mocy (11.1), (a;) = a; > 1. Jesli za§ n > 1,
to z (i) oraz z (11.1), (a1, a9, ...,a,) = a1 + ﬁ > a; > 1, skad
(ay,as,...,a,) > 1. Na mocy (11.1), {(ag,ay,...,a,) = ag + ﬁ,
wiec skoron > 1 lubn = 11ia; > 1, to ay < (ag,a1,...,a,) <
< ag+ 1. U]

Pokazemy, ze dla dowolnych m,n € N i dla dowolnego ag € R i dla
dowolnych liczb rzeczywistych ay, as, ..., ayim > 1 zachodzi wzor:

(g, s Qpy ey Q) = A0y ooy A1, (Any - oy Q) ) - (11.2)

Na mocy (11.1) wzér (11.2) zachodzi dla n = 1 przy dowolnym m € N.
Przypuséémy, ze wzér (11.2) zachodzi dla pewnego naturalnego n przy
dowolnym m € N. Wtedy dla dowolnego m € N na mocy (11.1) mamy,

. o 1 . . . . .
ze (ag, a1, ..., Api1em) = Qo+ wr—— zalozenia indukcyjnego

(a1,a9, ..., Gny11m) = (a1, ..., Ay {Qpity - Gui1em)), Wiee stad 1 na
mocy (11.1):

1
ag, A1y ...y Gpil =ao + -
< y A1, » Un+ +m> <a,1’,,,7an,<an+1,---,an+1+m>>
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== <CL0, al, P ,a,n, <an+1, e 7an+1+m>>,

co oznacza, ze wzor (11.2) zachodzi tez dla liczby n + 1. Wobec tego
na mocy zasady indukcji matematycznej wzér (11.2) zachodzi dla do-
wolnych n,m € N.

Stosujac wzor (11.2) dla m = 1 uzyskujemy nastepujaca zaleznosé:

>. (11.3)

(ag, a1,y Ap_1,0pn, Api1) = ( Aoy A1, .oy Qp1, Gy +
an—l—l

Lemat 11.3. Niech (b,) bedzie zbieinym ciggiem liczb rzeczywi-
stych i b, > 1 dla kazdego n € N. Niech k € Ny i niech ag,aq,...,a, €

eR, przy czyma; > 1 dlav=1,2,..., k. Wowczas zachodzi wzor:
T}Lrgo(ao, ay,...,ag,by) = {(ag,ay,... ’a’“’nllnolo bn). (11.4)

Dowdéd. Poniewaz b, > 1 dla kazdego n € N i ciag (b,) jest zbiezny,
wiec b = nhl& b, > 11 {(ag,a,...,ax,b) jest dobrze zdefiniowane. Wzor
(11.4) udowodnimy przez indukcje wzgledem k. Dla k = 0, (ag, b,) =
= aﬁ—i, wigc z arytmetycznych twierdzen o granicy ciagu uzyskujemy;,

1 1
ze Jlrgo<ao, by) = nh_)rgo (ao + ) = ap+— = (ap, b). Przypusémy teraz,

by, b
ze teza zachodzi dla pewnego k € Ny. Wtedy dla £+ 1 na mocy wzoru
(11.3) mamy, ze {(ag,ay,...,ag, Ggr1,bn) = (ag, a1, ..., ax, (g1, bn)).

Ponadto (agy1,b,) > 1 dla n € N i jak pokazalismy JLI{}O<ak+1,bn> =
= (agy1,b) > 1, wiec stad i z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze

nli~>I£10<aO7 <oy Ay, bn) - <a07 e A, <ak+17 b>> - <a07 sy Ak Q41 b) na
mocy (11.3). O
Niech xg, x1, 29, ... bedg niezaleznymi zmiennymi. Definiujemy re-

kurencyjnie dwa ciagi wielomianéw (p,,)% o i (gn)5, przy pomocy for-
mut:

Po =g, p1=Tor1+1, q=1, g = (11-5)

Pn+1 = PnZn+1 +pn—l dla n = 1, 2, . (11 6)
dn+1 = qnTp+1 + Qn—1 dla n = 1, 2, .. ’
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Stwierdzenie 11.4. Dia kazdego n € Ny, p, @ q, S¢ wielomianams
o wspotczynnikach catkowitych zmiennych xg,x1, ..., Ty.

Dowdd. Dlan = 01idlan =1 teza zachodzi. Przypusémy, ze n > 2 jest
liczba naturalng taka, ze teza zachodzi dla kazdego £ =0,1,...,n—1.
Wtedy p,_11 ¢n_1 sa wielomianami zmiennych xg, 1, ..., 2, 1 0 wspot-
czynnikach catkowitych oraz p, o i q,_o tez sa wielomianami o wspot-
czynnikach catkowitych zmiennych xg,x1,...,2,_2. Zatem na mocy
(11.6), pn 1 g sa wielomianami o wspoltczynnikach catkowitych zmien-
nych xg, x1,...,n. Stad na mocy zasady indukcji matematycznej mamy
teze. O]

Stwierdzenie 11.5. Dla kazdego naturalnego n zachodzi wzor:
Pn1Gn = Qo1 Do = (—1)". (11.7)

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n € N. Dla n = 1 teza zacho-
dzi, bo po-q1 — qo-p1 = Tox1—1-(xex1+1) = =1 = (=1)'. Przypusémy,
ze wzér (11.7) zachodzi dla pewnego naturalnego n. Wtedy z (11.6),

PnGn+1 — Qn - Pny1 =

= Dn - (qnanrl + anl) —Qn (pnanrl +pn71> =
= PndnTp+1 +ann—1 — qnPnTp+1 — nPn—-1 = _(pn—l *Qn — Qqn-1- pn) -
=(-1)- (=" = (=)™,

czyli wtedy wzér (11.7) zachodzi dla liczby n + 1. Zatem na mocy
zasady indukcji matematycznej mamy teze. ]

Twierdzenie 11.6. Niech n € Ny, ag,ay,...,a, € R iax > 1 dla
kazdego k =1,2,...,n, gdy n > 1. Wowczas

pnlao, a1, ..., an)

Qgp, A1,y ...,0p) = . 11.8
< ) qn(ag, ay, ..., a,) ( )
Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n € Nj. Poniewaz Zgggg; =
= aTO = Qg = <a0> oraz ziEZSZZB — aollllll-‘rl = qop + C% = <a0’a1>’ WIQC
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wzér (11.8) zachodzi dla n = 0 i dla n = 1. Niech teraz wzér (11.8)
zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n przy dowolnych ag, aq, ..., a,.
WezZmy dowolne liczby rzeczywiste ag, aq, ..., an,a,11 takie, ze ap > 1
dlak=1,...,n,n+ 1. Wtedy ze wzoru (11.3),

1
(g, a1y ... G, Q1) = (@0, a1, .oy Qpet, Gy + }
an+1

Zatem na mocy zatozenia indukcyjnego

1
1 pn(a07al7"'aan—1aan‘+_an+1)
(ag, a1, ..., an_1,a, + = L
A1 Gn(ao, ay, ..., Gn_1,ay + TLH)

Ponadto z (11.6),

1
Dn | G0, Q14 - .. Qp—1, Qp + =
an+1

+ Pn—2(Q0, - - -, n-2),

= pn—l(%; e ,anq) (an +

wiec na mocy (11.6),

1
Pn | @o,a1,...,00—1, 0y + =
an+1

::pn—l(a07-"7an—1>an +‘pn—2(a07~‘-aan—2)+

1
—+ pn_l(ao,...,an_l)::
Ant1
1
= pnlao, ..., an) + Pn—1(ao, ..., an_1) =
Ap+1
1
= (pn(a07 cee 7an)an+1 +pn—1(a07 ce 7an—1)) -

Ant1

1

= pn+1(a0V"7anaan+l)-

Ap+1
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Analogicznie pokazujemy, ze

1 1
qn(ag, ar, ... ap_1, a0, + ) = Gnt1(@0, - -+, Gy Ang).
an+1 anJrl

1

Zatem po skroceniu przez Py uzyskujemy, ze

pn+1<a07 ai,...,0n, a"fH-l)
5
Qn+1(a07 A1, ..., 0y, an+1)

(ag, a1, ..., 4n, Gpy1) =

co oznacza, ze wzor (11.8) zachodzi dla liczby n + 1. Koncezy to wiec
nasz dowdd. ]

Twierdzenie 11.7. Niech (ag, ay,as,...) bedzie ciggiem takim, Ze
ar > 1 dla k € N. Niech P, = pu(ag,...,a,) @ Qn = qnlag, ..., a,)
1 R, = % dla kazdego n € Ny. Wowczas:

(i) Py = ag, PL = apay + 1, Qo =1 oraz Q1 = ay,

(11) Poy1 = Ppani1 + Poo1 oraz Qni1 = Qnans1 + Qnoq dlan =
—1,2,...

(111) Pp_1Qn — Qun_1P, = (—1)" dla kazdego n € N,

() {(ag,as,...,a,) = P" =R, dlan=0,1,2,...,

(U)QO<Q1<Q2<Q3< .an/ndlan—l 2,.

(vi) Ry, — Ry = Q]Z — g’;fl = Qka dla kazdego k € No,

(vii) Ry < Ry < Ry < ... oraz Ry >R3>R5>...,

(viti) Roy, < Royq dla dowolnych k,l € Ny,

(iz) lim R, = sup{ Ry, Ry, ...} = inf{Ry, R, ...}.

Dowdd. Podpunkt (i) wynika z (11.5), a z (11.6) wynika od razu (i).
Z (11.7) uzyskujemy podpunkt (ii7). Natomiast (iv) jest konsekwencja
twierdzenia 11.6. (v). Z (i), Qo = 1 oraz )1 = a; > 1. Natomiast

z (11), Qo = as@Q1 + Qo = asa; +1 > 2, bo a; > 11 ay > 1. Wezmy
dowolne n € Ntakie,zen > 21 Q,—1 = n—1oraz Q,, > n. Wtedy z (ii),
Qni1 = G 1Qn+Qn1 > Qn+Qn1>n+(n—1)=>n+1,boa, > 11
n > 2. Zatem przez indukcje mamy, ze @), > ndlan =1,2,.... Dalej, z
(1) mamy, ze Q1 = a; > 1 = Qy. Natomiast z (ii) dla dowolnego n € N
uzyskujemy, ze Qn11 = a1 1Qn + @Qn_1. Jak pokazalismy, @, 1 > 11
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na mocy zatozenia a,.1 > 1, wiec Q11 > @, + 1, skad Q, 11 > Q.
Zatem Qg < Q1 < Q2 < Q3 < ....

; ’ : P P P QP
(vi). Z (ii) mamy, ze dla k € No: gt — Q]Zfl = kQ’g}jQi’z AL —
(1)1

= G.0i - Pla dowodu (vii) wezmy dowolne k € Ny. Zauwazmy, ze

Ry — Riys = (Ri — Rpq1) + (Rey1 — Riy2), wiec na mocy (vi),

_ _ (DR (DRt _ (k41 Qry2—Qp
Ri—Rpio = Qka+1+Qk+le+2' Zatem Ry—Ry.0 = ( 1) OrQriiOnia

Na mocy (v), Qry2 — Qr > 0 oraz Qg, Qry1, Qrs2 > 0, wiec dla pa-
rzystego k bedziemy mieli, ze Ry — Rj12 < 0, zas dla nieparzystego k:
Rk—Rk+2>0. SthR0<R2<R4< ...oraz Ry > Rs > Rs > .. ..

(viii). Wezmy dowolne k, 1 € Ny. Na mocy (vi) i (v), Ror — Ropy1 <
< 0, czyli Ry, < R2k+1. Jesli k < l, to z (UZZ), R2k+1 < R21+1, WIQC
wtedy Rop < Ropp1. W przeciwnym przypadku, czyli gdy £ > [, na
mocy (vii), Ror < Ry. Jak pokazaliSmy, Ry < Roi1, wiec tez Rop <
< Raiy1.

(iz). Wezmy dowolne [ € Ny. Z (vii) i (viii) ciag (Rok)5, jest
rosnacy i ograniczony z gory przez liczbe Roy3. Zatem z twierdzenia
o ciggu monotonicznym ten cigg posiada granice «, przy czym
a < Rys, skad na mocy (vii), a < Ry oraz « jest kresem gor-
nym zbioru { Ry : k € Ny}. Wobec tego na mocy (vii), Ror < a dla
kazdego k € Nj.

Wezmy teraz dowolne k € Ny. Z (viii), i (vii) clag (Rot1)52, jest
malejacy i1 ograniczony z dotu przez liczbe Rgyio. Zatem z twierdze-
nia o ciggu monotonicznym ten ciagg posiada granice (3, przy czym
B > Rakia, skad na mocy (vii), f > Ry oraz 3 jest kresem dolnym
zbioru {Rg41 @ k € No}. Wobec tego na mocy (vii), < Ry dla
kazdego [ € Ny.

Stad dla kazdego k € N, o, f € (Rog, Rog+1), wiec |a— | < Rogi1—

+ Ry = m na mocy (vi). Zatem na mocy (v), |a—f| < m <

< % Z dowolnosci k wynika zatem, ze a = 3. Wezmy dowolne € > 0.
Wtedy istnieje ng € N takie, ze ng > é Niech n € Nin > nyg. Wtedy
n > %, wiec % < e. Ponadto, jedna z liczb n i n+1 jest parzysta, a druga
jest nieparzysta, wiec a nalezy do przedziatu otwartego o koncach R,
i R,11. Wobec tego |a — R,| < |R, — Rpy1| = Qn5n+l < n(n1+1) < % na
mocy (v) i (vi). Stad | — R,| < € i wobec tego lim R, = a. O

n—oo
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11.2 Skonczone utamki tancuchowe

Definicja 11.8. Skonczonym ulamkiem lancuchowym nazy-
wamy liczbe postaci (ag,as,...,a,), gdzie ag € Z, a,...,a, € N
ia, >1,o0ilen > 0.

(1,3) 1 (1,2,1) nie jest

Przyktad 11.9. Zauwazmy, ze (1,2,1) =
1,3) jest skonczonym utam-

skoniczonym utamkiem tancuchowym, zas (
kiem tancuchowym.

7 twierdzenia 11.7 i ze stwierdzenia 11.4 otrzymujemy od razu na-
stepujace

Twierdzenie 11.10. Niech n € Ny, niech ag € Z i niech a; € N
dla k = 1,2,...,n. Niech P, = pi(ag,...,ax) i Qr = qr(ao,...,ax)
oraz niech Ry = % dla kazdego k =0,1,...,n. Wowczas:

(i) P, € Z, Qr € N i NWD(FPy, Qx) = 1 dla kaZdego k =0,1,...,n,

(i) Py = ag, P, = apa; + 1, Qo =1 oraz Q1 = ay,

(iii) Pk+1 = PkakH + Pk—l 1 Qk—i—l = Qkak+1 + Qk_l dla kaz'dego
k=1,2,...,n—1,

(iv) Poo1Qr — Qr_1Py = (=1)* dla kaidego k =1,2,...,n

(v) {ag,as,...,ax) = % =Ry dlak=0,1,2,...,n
W szczegolnosci kazdy skonczony ulamek lancuchowy jest liczbg wy-
mierndg.

Przykltad 11.11. Zastosujemy twierdzenie 11.10 do obliczenia
skoficzonego utamka tancuchowego (1,2, 3,4, 5,6). Mamy tutaj n = 5.
Budujemy tabelke:

E 10|12 |3 4 )
ap, |12 3 | 4 5} 6
P, |1|3]10]|43]| 225 1393
Qi |12 7 30| 157 | 972
Wobec tego (1,2,3,4,5,6) = %. Zauwazmy, ze PyQs—QsPy = (—1)°,

wiec 225 - 972 — 157 - 1393 = —1, skad 1393 - 157 — 972 - 225 = 1.
Stad para (157, —225) jest rozwiazaniem szczegdlnym diofantycznego
roOwnania liniowego 1393z + 972y = 1.
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Zauwazmy tez, ze z lematu 11.2 uzyskujemy od razu nastepujacy

Lemat 11.12. Czesé calkowita dodolnego skonczonego utamka {ani-

cuchowego (ay, . .., an) jest rowna ag. O
Twierdzenie 11.13. Skoriczone ulamki {aricuchowe (ay,...,a,)
oraz (b, . ..,bm) sq réwne wtedy i tylko wtedy, gdy n = m oraz ar, = by,

dla kazdego k. =0,1,...,n.

Dowdd. =. Zatézmy, ze skonczone utamki tancuchowe (bg, by, ..., bn)
i (ag) sa réwne. Wtedy ich czedci catkowite tez sa réwne. Zatem na
mocy lematu 11.12, ag = by. Jesli m > 0, to by = by + m, co
prowadzi do sprzecznosci, bo (by,...,b,) > 1. Zatem m = 0 i teza
zachodzi dla n = 0.

Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnego n € Ny i niech skoniczone
utamki tancuchowe (ag,aq,...,an41) 1 (bo,b1,...,bn) beda réwne.
Wtedy ich czesci catkowite tez sa réwne, wiec z lematu 11.12) ag =
= bg. Poniewaz n > 0, wiec z pierwszej czesci dowodu m > 0. Stad na
mocy (11.1), ag + m = ap + m Zatem {(ay,...,aps+1) =
= (by,...,by) 1z zalozenia indukcyjnego n = m — 1 oraz a, = by dla
kazdego k = 1,2,...,n+ 1. Wobec tego n +1 = m i ay = by dla kaz-
dego k =10,1,...,n+ 1. Stad na mocy zasady indukcji matematycznej
mamy teze.

Implikacja < jest oczywista. ]

Twierdzenie 11.14. Kazda liczba wymierna jest rowna doktadnie
jednemu skonczonemu utamkow: tancuchowemu. Dokladniej, jesli a €
€ Z ib e N oraz qo,q1,.-.,q. sq¢ wszystkimi niepetnymai ilorazams
w algorytmie Fuklidesa wyznaczania NWD(a, b), przy czym a = qob +
+10, gdzie ro € {0,1,...,b =1}, to ¥ =(qo,q1,- -, Gn)-

Dowéd. Jednoznacznos¢ zapisu liczby wymiernej w postaci skonczo-
nego utamka fancuchowego wynika z twierdzenia 11.13. Wzér ¢ =
= (qo, q1,- - - ,qn) udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na n. Za-
uwazmy najpierw, ze jesli n > 1, to ¢, > 1, bo w algorytmie Eu-
klidesa ¢, jest ilorazem wigkszej liczby naturalnej przez mniejsza od

niej liczbe naturalng (ktéra jest ostatnia niezerowa reszta). Dlan = 0,



152 Ulamki tancuchowe

ro = 0, wiec § = qo = (qo). Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnego
catkowitego n > 0 (przy dowolnych a i b). Wezmy dowolne a € Z
i b € N takie, ze qo,q1,---,qn, ni1 538 wszystkimi niepelnymi ilo-
razami w algorytmie Euklidesa wyznaczania NWD(a,b), przy czym
a = qob+ro, gdziero € {0,1,...,b—1}. Wtedy rg > O oraz § = qo+72 =
= qo+ 4. Ponadto qi, . . ., Gn, Gny1 Sa Wszystkimi niepelnymi ilorazami

70
w algorytmie Euklidesa obliczania NWD(b, ) oraz b = qyro + r1 dla
pewnego 1 € {0,1,...,r9 — 1}, wiec z zalozenia indukcyjnego % =
- <Q17 -5 qn, qn+1>' Stad na mocy (111)7 % - <QO7 qi,---,qn, QTL+1>- O

Whniosek 11.15. Dla kazdej liczby wymiernej q istniejg: nieparzy-
sta liczba naturalna m, parzysta niewjemna liczba catkowita n, liczby
catkowite ag, by, oraz liczby naturalne ay,...,an,,b1,...,b, takie, Ze
qg="{ag,---,an) 1 q={bo,b1,...,bm).

Dowdd. Jezeli ¢ € Z, to ¢ = (q) i ¢ = (¢ — 1,1). Niech dalej ¢ & Z.
Wtedy na mocy twierdzenia 11.14 istnieje skonczony utamek tancu-
chowy (co,c1,...,¢) taki, ze ¢ = (cp,c1,...,¢p), przy czym p € N.

Stad ¢y € Z oraz ci,...,¢p € Nic, > 1. Zatem ¢, — 1 € N i ze wzoru
(11.3), ¢ = (co, c1,...,¢, — 1,1). Ponadto, p € N, wiec p i p + 1 jako
kolejne liczby naturalne sg roéznej parzystosci, co konczy dowod. ]

Przyktad 11.16. Zapiszemy % w postaci skonczonego utamka tan-
cuchowego. W tym celu wyznaczamy najpierw kolejne dzielenia z reszta
w algorytmie Euklidesa obliczania NWD(41, 18):

41=2-18+45
18=3-5+3

5=1-3+2 . (11.9)
3=1-2+1

2=2-1

Zatem na mocy twierdzenia 11.14, % = (2,3,1,1,2). Ponadto mamy,
ze 18 = 0 - 41 + 18, wiec stad 5 = (0,2,3,1,1,2).

Zauwazmy, ze twierdzenie 11.10 mozemy zastosowaé do znalezienia
rozwiazania w liczbach catkowitych x i y rownania 41x + 18y = 1.
Mamy tutaj n = 4. Budujemy tabelke:
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L lo[1]2][ 34
ar 1213 (1] 1] 2
P, 2791641 |
Qr |13 4] 718

z ktoérej odczytujemy, ze P3 = 16, Py, = 41, Q3 = 71 Q4 = 18. Dodat-
kowo P3Q4 — Q3P = (—1)* = 1, wiec 41 - (—=7) + 18 - 16 = 1. Zatem
para (—7,16) jest szczegdlnym rozwiazaniem diofantycznego réwnania
liniowego 41x + 18y = 1.

Przyktad 11.17. Twierdzenie 11.10 mozna tez stosowac do skraca-
84281

nia utamkow. Pokazemy to na przykladzie utamka S7=. Wyznaczamy

najpierw kolejne dzielenia z resztg w algorytmie Euklidesa obliczania

NWD(84281, 86147):

84281 = 0 - 86147 + 84281

86147 =1 - 84281 + 1866
84281 = 45 - 1866 + 311
1866 = 6 - 311

(11.10)

galtlfm na mocy twierdzenia 11.14, ggﬁ% = (0,1,45,6). Budujemy ta-
elke:

El0o]1] 2] 3
ap |0 1145| 6
P, |01 ]45|271 |
Qr | 1|1]46|277
z ktorej wynika, ze ggi; = g;% i na mocy twierdzenia 11.14 utamek g%

jest nieskracalny:.

11.3 Nieskonczone utamki tancuchowe

Z twierdzenia 11.7 wynika od razu, ze jezeli (a,)5, jest dowolnym
ciaggiem liczb catkowitych takim, ze ar > 1 dla wszystkich k£ € N,
to ciag ({(ag, a1,-..,an))0, jest zbiezny. Ma zatem sens nastepujace
okreslenie.
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Definicja 11.18. Niech (a,)32, bedzie ciagiem liczb catkowitych
takim, ze ap > 1 dla wszystkich & € N. Granice ciagu

((ag, a1y ... an))ey

nazywamy nieskonczonym utamkiem tancuchowym i oznaczamy
symbolem (ag, a1, as, . ..).

7 twierdzenia 11.7 i ze stwierdzenia 11.4 otrzymujemy od razu na-
stepujace

Twierdzenie 11.19. Niech o = (ag, a1, . ..) bedzie nieskonczonym
utamkiem taricuchowym, Py = pr(ag, - .., ar) t Qr = qx(aog, - - ., a) oraz
Ry = % dla kazdego k =0,1,.... Wowczas:

(i) P. € Z, Qr € N i NWD(Py, Qr) =1 dla kazdego k =0,1,.. .,

(i) Py = ag, P, = apa; + 1, Qo =1 oraz Q1 = ay,

(iii) Pry1 = Pragr + Pr1 @ Qrir = Qg1 + Qp—1 dla k € N,

(iv) Po_1Qr — Qr_1P, = (—1)* dla kazdego k € N,

(v) {ag,aq,...,ax) = % =Ry dlak=0,1,2,...,

(UZ) Q0<Q1 <Q2<Q3<... ZQn>TL dlan:1,2,...,

(vii) Ry — Ryy1 = % — S’I:ll = (Q_kgz: dla kazdego k € Ny,

(UZZZ) Ry<Ry<Ry<...o0raz Ry >R3>Rs> ...,

(ix) Ror < Raj1 dla dowolnych k,l € Ny,

(z) lim R, = a =sup{Ro, Ry, ...} = inf{Ry, Rs,.. .}.
W szczegolnosci Rop < o < Ropy1 dla dowolnych k.l € Ny.

Twierdzenie 11.20. Niech o = (ag, a1, as,...) bedzie dowolnym
nieskonczonym utamkiem tancuchowym. Wtedy przy oznaczeniach
twierdzenia 11.19:

(1) L) = ao,

(i1) o — Ry,| < Qnénﬂ dla kazdego n € N,

(i1i) « jest liczbg niewymierng.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 11.19, ag = Ry < a < Ry = ag + é <
< ag + 1, skad |a] = ap oraz dla kazdego n € N liczba « lezy
w przedziale otwartym o koncach R, i R, 1. Stad

1

a— R, <|R,— Ryi1| = ——.
’ ‘ ’ +1’ QnQn-H
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Pozostaje zatem udowodni¢ punkt (izi). W tym celu zat6zmy, ze « jest
liczba wymierna. Wtedy istnieja wzglednie pierwsze liczby catkowite
p i q takie, ze ¢ > 0 oraz a = g. Z twierdzenia 11.19 (vi) istnieje
%| QnQ17L+1
po pomnozeniu przez q@Q, uzyskamy, ze |pQ, — P,q| < Q7?+1 < 1, bo
q < Qn < Qpny1 na mocy twierdzenia 11.19 (vi). Liczba p@,, — P,q jest
catkowita, wiec stad pQ, — P,q = 0, a zatem o = % = % = R,, co
przeczy twierdzeniu 11.19. Wobec tego liczba « jest niewymierna. [

liczba naturalna n taka, ze ), > ¢g. Ponadto |§ — , wiec

7 twierdzen 11.10 i 11.20 uzyskujemy od razu nastepujacy

Whniosek 11.21. Zaden nieskonczony utamek tancuchowy nie jest
rowny zadnemu skonczonemu utamkow: tancuchowemu.

Stwierdzenie 11.22. Dla kazdego nieskornczonego utamka tancu-
chowego {(ag, a1, as, . ..) i dla dowolnego n € Ny zachodzi wzor:

(ag, ay,as,...) = {ap, @1y, G,y (A1, Qriay o)) (11.11)
Dowdd. Wezmy dowolne m € N. Wtedy na mocy wzoru (11.2),
(g, @1y .oy gy A1y ey Q) = (A0, A1y oy Ay (At 1y - oy Q) )

7 twierdzenia 11.19 mamy, ze

..o = lim e e
<a0> ay, a2, > Mmoo <a07 ay, y A,y 41, 5 an+m>
oraz

<an+17 Ap42, An4-3, - - > = nll—r}clx) <an+17 An42; - - - 7an+m>-

Stad i na mocy lematu 11.3 uzyskujemy, ze

(ag, ay,as,...) = (ag, @1y, Gp,y (A1, Qo . .))-
]

Twierdzenie 11.23. Nieskorniczone utamki tancuchowe (ag,a; .. .)
i (bo,b1...) sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy a; = b; dla kaZdego
1 € Np.
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Dowdd. Implikacja < jest oczywista. Dla dowodu implikacji = za-
t6zmy, Ze nieskoriczone utamki tancucowe o = (ag,a1,a9,...) i f =
= (bg, b1, ba, . ..) sa réwne. Wtedy |a] = | 3], wiec z twierdzenia 11.20
otrzymujemy, ze ag = by. Przypusémy, ze i € Ny jest takie, ze a; = b,
dla kazdego 7 = 0,1, ... ,7. Uwzgledniajac tez stwierdzenie 11.22 mamy
stad, ze

(ag, ar, ..., as (i1, Gigo, .. .)) = (a0, ay, ..., ai, (biy1, bita, .. .)).

Oznaczmy v = (@41, Gir2, - -) 10 = (biy1,bi40,...). Wtedy z twierdze-
nia 11.20 uzyskujemy, ze v > a;41 > 110 > b;y1 > 1 oraz

<CLQ,CL1, ce 7ai7,7> = <a07a1a s 7aia5>'

Jesli ¢+ = 0, to stad ag —i— L—qgy+1 5, skad v = 0, wigc z pierwszego
kroku dowodu a;1; = bz+1 Niech daleJ 1 > 1. Wtedy z twierdzenia

. _ PP _
11.7 mamy, ze (ag,aq,...,a;,7y) = Ooto -y oraz (ag,ai,...,a;,0) =
P;6+P;_1 7 Piy+P;_1 P;6+P;_1 :
= . m = zyli
Qid+Qi—1 ate Qiv+Qi—1 Qi+ Qi1 Y

(Pry + Pic1)(Qid + Qic1) = (Qiy + Qi-1)(Fid + Fia).

Stad (P_1Q; — Qi—1P;)d = (Pi_1Q; — Qi—1 P;)y. Zatem na mocy twier-
dzenia 11.7, (—=1)%0 = (=1)'y, czyli § = 7, wiec z pierwszego kroku
dowodu i1 = bi+1-

Wobec tego przez indukcje wykazaliSmy, ze a; = b; dla kazdego
1 € Np. O

11.4 Rozwijanie liczby niewymiernej
na utamek lancuchowy

Niech = bedzie dowolng rzeczywista liczba niewymierna. Wtedy |z] <
<z <|z]+1i|r]#2 wigc0 <z~ |r] <1 Zatem 7, = — m > 1
i 1 jest liczba niewymierna oraz x = [z] + -, cayli @ = (|x],21).

Analogicznie dalej, xy = > 11 x5 jest liczbg niewymierna oraz

1
x1—|z1]

1 = (|x1], z2). Wobec tego na mocy (11.2), x = (|z], |x1], x2), przy
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czym |x1] € N, bo z; > 1. Kontynuujac ten proces widzimy, ze istnieje
ciag (,)>, liczb niewymiernych taki, ze zo = x oraz:

1
zp — |7k
przy czym na mocy (11.2) i prostej indukcji:

r=(lz],|z1],. .., |®n], Tny1) dla kazdego n € Ny. (11.13)

dla kazdego k € N, (11.12)

rp>11 Tyl =

W szczegdlnosci
ap = |z] € Z oraz a, = |z,] € N dla kazdego n € N.  (11.14)

Udowodnimy, ze
xr = (ag, a1, as, . ..). (11.15)

Niech n € N. Wtedy z (11.13) i (11.14) mamy, ze x = (aqg, - - - , Gn, Tpt1)-
Zatem na mocy twierdzenia 11.7 uzyskujemy, ze

o ann—f—l + Pn—l Pn+1 o Pnan—i—l + Pn—l

T = oraz R, 1= = .
ann—i—l + Qn—l i Qn+1 Qnan—l—l + Qn—l
Wobec tego
ann+1 + Pnfl PnanJrl + Pnfl
T — Rn—H =

Qn];n+1 + anl a QnanJrl + anl B
(annJrl + Pnfl)(QnaJnJrl + Qn71> - (Qnmn+1 + anl)(PnanJrl + Pnfl)

(Qn$n+1 + anl)(QnanJrl + Qn71>

i po uproszezeniach uwzgledniajacych twierdzenie 11.7 (i),

Ap+1 — Tp41
(annJrl + anl)(QnanJrl + anl)

Ponadto a1 = [zpe1], wiec 0 < 2,411 — apy1 < 1. Ponadto a, 41 > 1
oraz T,y > 1, wiec

T — Rn—i—l = (_1)n :

1 - 1 < 1 o 1
(Qn +Qn—1)2 Qr% h n? h n’
na mocy twierdzenia 11.7. Wynika stad, ze © = nh_}ngo R,. Jak wiemy,

|:L’ - Rn+1| <

lim R, = (ap,as,...), wiec z = (ag, ai, as, . ..).

n—oo

Stad i z twierdzenia 11.23 wynika od razu nastepujace
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Twierdzenie 11.24. Kazda rzeczywista liczba niewymierna jest
doktadnie jednym nieskonczonym utamkiem tancuchowym.

Nastepujace stwierdzenie utatwia obliczanie czesci catkowitej liczby
rzeczywiste;j.

Stwierdzenie 11.25. Dla dowolnych k € Z, n € N i x € R:
(i) |[x + k| = |z] + &,
(ii) |2] = [14].

Dowdd. (i). Poniewaz |z| < x < |z] + 1, wigc |z] +k <z +k <
< |z| +k+1. Ponadto |z],k € Z, wiec |x] +k € Z. Zatem z definicji
czesci catkowitej, |z + k| = |z] + k.

(11). Z twierdzenia o dzieleniu z reszta mamy, ze |x| = gn + r
dla pewnych ¢ € Z ir € {0,1,...,n — 1}. Ponadto z definicji czesci
catkowitej © = [z] 4+ s dla pewnego s € R takiego, ze 0 < s < 1. Stad
q < LwJ =q+ . <q+;=q+1 czyli “%JJ = q. Ponadto

T n+r+s r+s n—1)+1
q<f=7q =q+ <q+7( ) =q+1,
n n n
wigc | 2] = ¢. Zatem | 7] = “%JJ O

Przyklad 11.26. Przedstawimy /21 w postaci nieskonczonego
utamka tancuchowego. Tutaj r = /21, wiec 4 < /21 < 5, skad ag =

= |z| = 4. Zatem z; = \/%74 = Y2t — *ﬁ“‘ . Stad na mocy stwier-
dzenia 11.25, a1 = |z1] = L%J =1L DaleJ7 Ty = xlial = @71 =

\/i’ = 5%?12” = ‘/%H, wiec na mocy stwierdzenia 11.25, as =

= [*1] = 1. Wobec tego z3 = ﬁ%il_l = 5 = 4(2‘{21;3) —
C+3, wiec na mocy stwierdzenia 11.25, a3 = [*2| = 2. Dalej,
T, = @_2 = \/5_3 = 3(;{2?;;3) = \/%J“S, wiec na mocy stwier-
dzenia 11.25, a4 = L‘i—?’j = 1. Stad x5 = @;—1 = \/§—1 — 4(\2/127:“1) -

= 7‘/%“, wiee na mocy stwierdzenia 11.25, a5 = | 4] = 1. Dalej, zg =
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_ 1 _ 5 _ 5(2l+4) _ : : :
= Gmi Ve T - o V21 4+ 4, wiec na mocy stwierdzenia

11.25, ag = 4—1—.4 = 8. St.@d Ty = \/ﬁ}%ig = \/%74 = 1. Zatem a; = aq,
skad xg = w9, i tak dalej. Wobec tego

V2l =(4,1,1,2,1,1,8,1,1,2,1,1,8,...),
co bedziemy zapisywaé w postaci /21 = (4,1,1,2,1,1,8).

Twierdzenie 11.27. Niech « bedzie liczbg rzeczywistq 1 niech a
oraz b bedg wzglednie pierwszyma liczbama catkowityms takima, Ze b > 0
oraz |a — §| < # Wowczas a = P, 1 b = Q,, dla pewnego m € Ny,
gdzie ciqgi (P,)2% 1 (Qn)22, s¢ wyznaczone przez rozwiniecie liczby a

na utamek tancuchowy.

Dowdd. Rozwazmy najpierw przypadek a = 3. Wtedy z twierdze-
nia 11.14 wynika, ze « jest skonczonym utamkiem tancuchowym, czyli
a = (ag,ay,...,a,). Na mocy twierdzenia 11.10 mamy, ze o = 5—2,
przy czym P, € Z, Qm € Ni NWD(P,,Qn) = 1. Zatem § = S—Z,
skad a@,, = bP,,. Dodatkowo NWD(a,b) = 1, wiec z zasadniczego
twierdzenia arytmetyki, b | Q,, 1 @ | b, skad b = Q,,, bo b, @Q,, € N.
Po skroceniu przez b, a = P,,.

Niech dalej o # ¢. Wtedy z wniosku 11.15 istnieje m € Ny i istnieja

co € Z oraz ¢y, ¢, . ..,cp € N takie, ze
% = (¢, C1,...,Cm) oraz (—1)™ =sgn (a — Z) . (11.16)

Jedlim =0,to § =coia> ¢, skad a = bcy. Dodatkowo NWD(a, b) =
= 1, wiec b = 1. Wobec tego a > a. Ponadto |a — §| < #, wiec
a—%<%,czylia<a—l—%. Zatem a < a < a+1,skad |a] =a =5
1b=Q.

Niech dalej m > 0. Podobnie jak w pierwszej cze$ci dowodu uzy-
skuje sie, ze a = pp(co,c1, ..., ¢m) 10 = gn(co,c1,. .., Cm). Oznaczmy
pi(co,...,¢) = P oraz ¢;(co,...,c;) = Q) dlai=0,1,...,m. Ze wzo-
réow (11.16) mamy, ze 0 < (—1)™(ov — §) < 55z, wiee 0 < (=1)™(ab —
+a) < 55, bo b > 0. Wobec tego

0<(=D)"™(e@, - F,) <

m

1
o (11.17)
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Niech P o
m—1 " Q&1
iy (11.18)
Wtedy wa@)!, —wP, = P! _—aQ., _,, czyli a(w@Q, +Q),_1) = wP) +
+P/ . Zatem

wP/ + P _

Z (11.18) i (11.17) mamy, ze

/ ! D / / Y Y
w+ m—1 _ um—l _ an—lQm + an m—1 "~ Pm m—1 _

@ Qo (a@r, — F7)
I 1 e L =™ _
Q(aQr, — Fr)  Qn(eQ, — Fr)
1
= > 2.
(=)@ (e, — 1)
Ponadto Qé;i’l < 1 na mocy twierdzenia 11.7, wiec w > 1, skad |w]| > 1.

Zatem na mocy twierdzenia 11.6 i wzoru (11.19) dostajemy, ze

wP/ + P
(Co,ClyenyCmyw) = W =«
m m—1

Jesli € Q, to z (11.18), w € Q i na mocy twierdzenia 11.14 i le-

matu 11.12, w = (¢n41, Gma2s - - - Cman) dla pewnych liczb naturalnych
Ny Cnt1y Cma 2y -« + s Conbny PUZY CZYM Cppyy > 1. Stad 1z (11.2) uzysku-
jemy, ze o = (Co, C1, - -+ s Cny Cit 15 - + - s Cmtn), Wi€C Na mocy twierdzenia

11.14, P/ = Poraz Q, = Q; dlai =0,1,...,m, czylia = P, i b= Q.
Jedli liczba o € Q, to z (11.19), w € Q i z twierdzen 11.24 i 11.20

istniejg liczby naturalne ¢, 11, ¢y, - .. takie, ze w = (¢pi1, Cmia, - - )
Stad 1 z (11.11) uzyskujemy, ze & = (Co,C1, -+, Cmy Crni1s Crns2y - - )
Zatem na mocy twierdzenia 11.19 otrzymujemy, ze P/ = P; oraz Q) =
=Q;dlai=0,1,...,m,czylia= P, ib=Q,,. ]

Zadanie 11.28. Przedstaw w postaci utamka tancuchowego naste-

pujace liczby rzeczywiste:
(a) 5572, (b) 155, (c) 254,
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Zadanie 11.29. Niech ciaggi (P,)2%, 1 (@)%, beda wyznaczone
przez rozwiniecie liczby niewymiernej a na utamek tancuchowy. Udo-
.o . P, .
wodnij, ze o — F| < ﬁ lub Jor — Z24| < ﬁ dla kazdego n € N.
Wyprowadz stad, ze | — %] < ﬁ dla nieskonczenie wielu n € N.

Zadanie 11.30. Niech D > 4 bedzie liczbg naturalng, ktoéra nie
jest kwadratem liczby naturalnej. Niech ciagi (P,)5, i (Qn)22, beda
wyznaczone przez rozwiniecie liczby v/D na utamek taficuchowy. Udo-
wodnij, ze jezeli z,y € Ni2? — Dy?> = &2, tox = P, iy = Q,, dla
pewnego m € Nj.






Rozdzial 12

Niewymiernosci kwadratowe

12.1 Okreslenie niewymiernosci
kwadratowych

Niech D bedzie liczba naturalng, ktéra nie jest kwadratem liczby natu-
ralnej. Wowcezas dodatnia liczba rzeczywista v/D jest niewymierna na
mocy wniosku 1.31. Wynika stad, ze dla dowolnych a,b € Q takich, ze
b # 0 liczby a + bV D i a — bv/D sa niewymierne oraz rézne. Ponadto,
dla dowolnych liczb wymiernych ay, as, by, bo:

a1+b1\/5:(12+b2\/5 < [a1 =ay 1 b :bg] (121)

Oznacza to, ze przy ustalonym D zapis liczby rzeczywistej w postaci
a+ bv D, gdzie a,b € Q jest jednoznaczny.
Przyjrzymy si¢ teraz zbiorowi:

Q(VD) = {a+bVD :a,beQ}. (12.2)

Jest jasne, ze Q € Q(v/D) i v'D € Q(v/D). Standardowe sprawdzenie
pokazuje tez, ze —a, a+0, a-3 € Q(v/D) dla dowolnych o, 3 € Q(v/D).
Wezmy dowolne niezerowe o € Q(v/D). Wtedy na mocy (12.1) istnieja
a,b € Q takie, ze b # 01 o = a + bv/D, przy czym 3 = a — bv/D # 0.
Zatem 0 # o - 3 = a® — b°D € Q oraz é - % - gibz;ég = =—pp T

+5=55VD, skad £ € Q(vVD). W ten sposéb wykazalismy, ze zbiér

163
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Q(\/E) z naturalnym dodawaniem i mnozeniem liczb rzeczy-
wistych tworzy ciato, gdyz jest podciatem ciata R.

W dalszych naszych rozwazaniach bedziemy uzywali funkcji ze zbio-
ru Q(v/D) w zbiér Q(v/D) danej dla dowolnych a,b € Q wzorem:

a+bVD— a+bVD =a—b/D (12.3)

i nazywanej przez nas sprzeganiem w ciele Q(v/D). Wtasnoéci tej
funkcji grupuje nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 12.1. Zatozimy, Ze liczba naturalna D nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej. Wowczas dla dowolnych o, 3 € (@(\/ﬁ) :

(i))agQ < a¢Q,

(i) a =0 <= a€Q,

(iii) a =3 < a=4,

() (@) = a,

(vat+B=a+pfia-f=a-p,

(v1) (5) = 5, gdy B # 0.

W szczegolnosci sprzeganie w ciele @(\/E) jest bijekcyq.

Dowdd. Oczywiscie & = a1 + bivVD i 8 = as + byv/D dla pewnych
a1, as, by, by € Q. Z niewymiernosci liczby v/ D wynika, ze a & Q wtedy
i tylko wtedy, gdy by # 0 oraz @ = a; — b1V D & Q wtedy i tylko wtedy,
gdy —b; # 0. Stad wynika (7).

(17). Jesli @ = @, to na mocy (12.1), by = —by, skad by = 0
i o =a; € Q. Na odwrét, niech o € Q. Wtedy o« = a + 0 - /D,
Wi@cazal—o-\/ﬁzalza.

(#43). Wynika od razu z (12.1) i (12.3).

(). Ze wzoru (12.3), (@) = ay — byv/D = a1 — (=b))vVD = a.

(v). Ze wzoru (12.3) mamy, a + 3 = (a1 +as) + (b + b))V D =
= (a1 + az) — (b1 + b2)V'D = (a1 — b1V/D) + (az — bsV'D) = @ + 3 oraz
a-B=(a;+b;VD)-(az+bvD) = (a1az + b1b2D) + (arbs + azby ) VD,
wiec a - = (ajas + biboD) — (a1by + a2b1)\/5. Ponadto mamy, ze
@B = (CLl — bl\/ﬁ> . (&2 — bz\/ﬁ) = (alag +b1b2D> — ((llbg +a2b1)\/ﬁ.

Zatem o - f =@ - (.
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(vi). Poniewaz 3 # 0, wiec z (iii), 8 # 0 = 0. Ponadto o = % -0,

wiec na mocy (v), @ = (%) - 3. Zatem po podzieleniu obu stron przez
B3 # 0 uzyskamy teze. O

Przez prosta indukcje ze stwierdzenia 12.1 mozna wyprowadzi¢ na-
stepujacy

Whniosek 12.2. Zatozmy, ze liczba naturalna D nie jest kwadra-
tem liczby naturalnej. Wowczas dla dowolnego n € N i dla dowolnych
o, 00, Q... 0 € Q(VD):

(i)ar+as+ .. Fa,=ar+az+ ...+ a,,

(i) o Qg ... Qp =01 - Qg ... Oy,

(iii) (am) =a".

Definicja 12.3. Niewymiernoscia kwadratowa nazywamy ka-
zda liczbe niewymierng nalezacg do ciala postaci Q(\/ﬁ), gdzie D
jest liczba naturalna nie bedaca kwadratem liczby liczby naturalne;j.
Niewymiernoscig kwadratowq sprzezong do niewymiernosci kwa-
dratowej a = a + bv/D dla a,b € Q, b # 0, nazywamy liczbe @ =

—a—bVD.

Nastepujace stwierdzenie pokazuje, ze okreslenie niewymiernosci
kwadratowej sprzezonej nie zalezy od liczby D, ale od ciata Q(v/D).

Stwierdzenie 12.4. Niech Dy i Dy bedq liczbami naturalnymi,
ktore nie sq¢ kwadratami liczb naturalnych i niech x1,x9,y1,y2 € Q.

Jezeli T+ Yiv D1 =T + Y2/ DQ, to rr —Y1v D1 = T2 — Y2V DQ.

Dowdd. Jesli y; = 0, to 1 — x5 = Yo/ Do, wWiec z niewymiernosci v/ Ds,

Yo = 0 oraz 1 = xy. Zatem x1 — y1v/ Dy = x5 — Y21/ Do. Podobnie jest,

gdy y2 = 0. Niech dalej y1 # 01y # 0. Whedy v/ Dy = =752 4 221/ Dy,

skad Dy = (Z1-22)2 4 %Dl +28=2 U /D), wiec z niewymiernosci /Dy
2

Y2 Y2 Y2
itego, ze y; # 0, xr1 — 29 = 0, czyli x1 = z5. Zatem y1/ Dy = ya/ Do
istad 1 — y1v D1 = x5 — Yo/ Ds. O
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Stwierdzenie 12.5. Liczba rzeczywista o jest niewymiernosciq
kwadratowq wtedy i tylko wtedy, gdy o jest pierwiastkiem trojmianu
kwadratowego f(x) = Ax* + Bx + C o wspélczynnikach calkowitych
i o dodatnim wyréiniku A = B? — 4AC, ktéry nie jest kwadratem
liczby naturalnej. Ponadto, jesli f(a) =0, to f(a) = 0.

Dowdéd. Niech a = a+bv/D, gdzie a,b € Q, b # 0 i liczba naturalna D
nie jest kwadratem liczby naturalnej. Wtedy istnieje liczba naturalna
ntaka, ze k =na € Z il =nb € Z\ {0}. Stad na = k + 1v/D, czyli
(na — k)? = 12D. Wobec tego na? — 2nka + k* — 12D = 0. Zatem dla
A=n? B=-2nkiC =k*®—1?°D mamy, ze A,B,C € Z, A > 0
oraz « jest pierwiastkiem tréjmianu kwadratowego Ax? + Bz + C
o wyrézniku A = B? — 4AC = 4n?k* — 4n*(k* — I?D) = 4n**D € N,
ktory nie jest kwadratem liczby naturalnej, gdyz D nie jest kwadratem
liczby naturalne;j.

Na odwrdt, niech o bedzie pierwiastkiem tréjmianu kwadratowego
f(x) = Ax® + Bx + C o wspoélezynnikach catkowitych i o dodatnim
wyrézniku A = B? — 4AC, ktéry nie jest kwadratem liczby natural-
nej. Wtedy a € R oraz a = % lub a = = Q’A‘/E, skad wynika,
ze a € Q(v/A). Jednak VA jest liczba niewymierng, wiec tez a jest
liczba niewymierna. Wobec tego a jest niewymiernoscig kwadratows.
Ponadto Aa? + Ba + C = 0, wiec na mocy wniosku 12.2 mamy, ze
A(@)? + Ba + C = 0. Dodatkowo g = ¢ dla kazdego ¢ € Q, wigc
A(@)*+ Ba+C =0, czyli f(a) =0. O

Stwierdzenie 12.6. Niech o bedzie niewymiernoscig kwadratowq
1 niech B € R. Wowczas: = @ wtedy 1 tylko wtedy, gdy o + € Q
oraz - B € Q.

Dowadd. 7 zatozenia wynika, ze istnieje liczba naturalna D, ktéra nie
jest kwadratem liczby naturalnej i istniejg a, b € Q takie, ze b # 0 oraz
a=a+b/DecQKWD).

Jezeli B =@, to B =a—b/D, wicca+ =20 Qia-f=
=a’>—-b’D € Q.

Na odwrot, niech oo + 3, - f € Q. Wtedy o + 3 = ¢ dla pewnego
q€Q, skad f = q—a € QD). Zatem 3 = x + y/D dla pewnych
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z,y € Q. Stad (a+z)+ (b+y)vVD = a+p € Q, wiec z (12.1), b+y = 0,
czyli f =z —bV/D = @+ (z — a). Uwzgledniajac to, ze - @, - § € Q,
uzyskujemy stad, ze (z —a) - o € Q, czyli (z — a)a+ (z — a)byv/D € Q.
Stad na mocy (12.1), (x —a)b = 0. Ponadto b # 0, wigc x —a = 0
i0=a. O

Niewymiernos¢ kwadratowa « € Q(\/ﬁ), jako liczba niewymierna,
moze by¢ zapisana jednoznacznie w postaci nieskonczonego utamka
tanicuchowego o = (ag, a1, as, . . .), gdzie ay = |a], ap = @ oraz ag =
= L__dla k € Ny, przy czym ap = |ax] dla k € Ny. Stad na

ap—|ou]
mocy tego, ze Q(\/E) jest cialem, przez prostg indukcje wynika, ze
o € Q(VD) i oy, jest liczba niewymierna, czyli oy, jest niewymierno-
Scia kwadratowa dla kazdego k € Ny. Ze wzoru (11.13) mamy, ze dla
kazdego k € N:

o = <CLO, Aty ...,Qp_1, Oék>. (124)

Na mocy stwierdzenia 12.5 mamy, ze istnieje tréjmian kwadratowy
f(x) = Ax? + Bx + C o wspodlezynnikach catkowitych i dodatnim
wyrézniku A = B? — 4AC nie bedgcym kwadratem liczby naturalnej
taki, ze f(a) = 0.

Poniewaz a = ag + 5, wigc A(ag+ 57)* + B(ao + ;) +C = 0, skad
po standardowych rachunkach: A;a? + B?a; + C, = 0 dla

Al = f(a,o), Bl = 20,014 + B, Cl = A, (125)

przy czym B? —4A,C; = B* — 4AC. Udowodnimy, ze przy tych ozna-
czeniach zachodzi tez nastepujacy

Lemat 12.7. Dla kazdego naturalnego k liczba oy jest pierwiast-
kiem tréjmianu kwadratowego fy(z) = Apx® + Byx + Cy 0 wspdlczyn-
nikach catkowitych i wyrézniku Ay = BE — 4A,Cy, = B? — 4AC, przy
czym
Ay = AP} + BPQy, + CQF = QR f(5L),

By = 2AP.Py 1 + B(PeQr—1 + QrPr1) +20QkQk-1,
Cp = APE, + BPo Qi1 + CQ} 4 = Q2 f(5).
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Dowdod. Jest jasne, ze Ay, By, Ch, € 7Z dla kazdego k£ € N. Trojmian

kwadratowy f ma dodatni wyréznik, ktéry nie jest kwadratem liczby

naturalnej, wiec f nie posiada pierwiastka wymiernego. Zatem Ay # 0

i Cp # 0 dla kazdego k € N, skad wynika, ze fi jest tréjmianem

kwadratowym o wspotezynnikach catkowitych dla kazdego k& € N.
Ustalmy teraz k € N. Zauwazmy, ze A = ny A2+ ny AB +n3 AC +

+n4B?% + ns BC + ngC? dla pewnych liczb catkowitych ny,. .., ng. Sto-

sujac wzory skréconego mnozenia obliczamy kolejno:

ny = 4P2P? | —4P?P? | =0,

ny = 4P, Pi1(PiQp-1 + QrPr1) — 4(Pf Peo1Qr1 + PeQirP7_,) =0,

ng = 8P, P 1QuQr—1 — 4(PQ5_, + Qi PE)) =

= —4(P1Qp — Qp_1P)? = —4 - ((=1)%)? = —4, na mocy twierdzenia

11.19;

ng = (PuQr—1+ QpPy-1)* — 4P,Qr Poo1Qr—1 = (Poo1Qr — Q-1 Py)? =

= ((—1)*)? = 1, na mocy twierdzenia 11.19 oraz

ns = 4(PeQr-1 + QrPr1)QrQr-1 — A(PeQrQ7_1 + Q7 Pio1Qr-1) =

= 0 i w koicu, ng = 4QiQ7_, — 4QiQ%_, = 0. Wobec tego

Aj, = B?*—4AC. Teraz ze wzoréw (12.4) i (11.8), a = %, wiec

: . 2 _ Progi1+Pr_1\2 Progi1+Pr_1 _
pouiewaz Aa”+Ba+C = 0, o A<Qkak+1+Qk—l) +BQkak+l+Qk—l +C =

=0, skad A(Pyags1 + Pe—1)? + B(Progs1 + Poo1)(Qragir + Qi—1) +
+C(Qrags1 +Qr_1)? = 0. Wobec tego Akozﬁ+1 + Brag1+Cpy=0. O

12.2 Okresowe utamki tancuchowe

Méwimy, ze nieskoniczony utamek tancuchowy (ag, a1, as, . . .) jest okre-
sowy, jezeli ciag (a,) jest okresowy, tzn. istnieja s € Ny i k € N takie,
ze apip = a, dla wszystkich n > s, przy czym jesli s = 0, to mo-
wimy, ze ten utamek tancuchowy jest czysto okresowy. Oznaczamy
to symbolicznie wzorem:

(ao, a1, az,...) = (ao, a1, ..., Qs 1,0s, Qg 1, Asph1)- (12.6)

Z twierdzenia 11.23 otrzymujemy od razu nastepujace
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Stwierdzenie 12.8. Niech o = {ag,ay,as,...), s € Ny i k € N.
Wowczas réownowazne sq warunki:

(Z) o= <a07 A1y e s As—1,05, st 1y - - 7a5+k’—1>7

(i1) as = sy, gdzie Ay = (Qm, Ay, - - -) dla m € Ny.

Stwierdzenie 12.9. Niech o = {(ag, a1, a9,...) bedzie ulamkiem
tancuchowym czysto okresowym o nagkrotszym okresie dtugosci k € N.
Wowczas oy = (am, Gme1, - -.) dla m € Ny tez jest utamkiem larncu-
chowym czysto okresowym o nagkrotszym okresie k oraz dla kazdego
l € No: ag = oy wtedy i tylko wtedy, gdy k| L.

Dowdd. Poniewaz o = (ag, ar, ..., ax_1), wiec ag = ay, dla wszystkich
n € Nyp. Na mocy twierdzenia 11.23 mamy stad, ze a,, = agprm dla
wszystkich m, n € Ny, a to oznacza, ze a,, jest utamkiem tancuchowym
czysto okresowym o okresie dltugosci k oraz «,, = a4 dla kazdego
m € No.

Na mocy stwierdzenia 12.8 wystarczy teraz pokazaé, ze dla kazdego
[ € N: jesli g = «u, to k | I. Wezmy zatem dowolne [ € N takie, ze
ag = ap. Wtedy [ = gk + r dla pewnych q,r € Ny takich, ze r < k.
Zatem o, = Qgryr = oy = 0. Stad na mocy stwierdzenia 12.8, gdy
r > 0, to r jest dlugodcia pewnego okresu utamka tancuchowego «y.
Ponadto r < k, wiec przeczy to minimalnosci k. Zatem r = 0, a wiec

k|l O

Przykltad 12.10. Dla a € N obliczymy warto$¢ utamka tancu-
chowego a = (a) = (a,a,aq,...). Ze stwierdzenia 11.22 mamy, ze
a = (a,a), natomiast z twierdzenia 11.20 uzyskujemy, ze |a] = a

i a jest liczba niewymierna, wiec o > a > 0. Zatem a = a + é, skad
a? —aa—1=0,skad o = “EEH ub o = =YEH ale ? + 4 > a?,

wiec a — va? + 4 < 0. Wobec tego a@ = 4va~+2 V2“2+4. Mamy zatem wzOr:

a++vVa2+4

; (12.7)

(a,a,a,...) =

z ktorego wynika, ze (@) jest niewymiernoscia kwadratowa dla kazdego
a € N. Zauwazmy jeszcze, ze (@) = a+ + > a, skad (@) > 1. Natomiast
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. . Iy . .\ - , _ a2
niewymierno$¢ kwadratowa sprzezona z (@) jest réwna a = %‘““4 <

<0Ooraz Va?+4 <a+2, sk@da>%:—1. Zatem « > 1 oraz
-1 <a<O.

Przyktad 12.11. Dla a,b € N obliczymy wartos¢ utamka fancu-
chowego a = (a, b). Ze stwierdzenia 11.22 mamy, ze o = (a, b, ), nato-
miast z twierdzenia 11.20 mamy, ze || = a i« jest liczba niewymierna,
wiec a > a > 0. Zatem a = a + ﬁ Stad o = a + ;%7 > 1, ezyli
ba? — aba — a = 0. Zatem o = 7““@ lub o = 7@—@’ ale

. _ 2p2 . 212
a?b? + dab > a*b?, wigc LY () | wobec tego o = Ve Zdab,

Mamy zatem wzOr:

ab + vV a?b? + 4ab

b,a,b,a,b,...)=
<CL, , @, 0,0, 0, > 2b

(12.8)
z ktorego wynika, ze <ﬂ) jest niewymiernoscig kwadratowa dla wszy-
stkich a,b € N. Poniewaz v a?b? + 4ab < ab + 2, wiec %@ >

ab—(ab+2)
> —— =

1 5 = —1. Wobec tego w tym przypadku —1 < @ < 0 oraz
o > 1.

Przyktad 12.12. Uogélnijmy przyktad 12.11 obliczajac wartosc¢
utamka tancuchowego o = (ag, ag, ..., ax) dla dowolnego naturalnego
k. 7 definicji utamka tancuchowego nieskonczonego mamy, ze a; € N
dla kazdego @ = 0,1,...,k. Z twierdzenia 11.20 liczba « jest niewy-

mierna i o] = a9 € N, skad wynika, ze a > 1. Ze stwierdzenia
11.22 mamy, ze « = {(ag, a1, . .., ax, @). Zatem na mocy wzoru (11.8),
a = %. Stad Qra® + (Qr—1 — Py)a — Pr_1 = 0 i na mocy

stwierdzenia 12.5, a jest niewymiernoscia kwadratowa. Ponadto o =
_ Pe—Qio1+/(Qe—1—P)?+4Qx Pr_1 lub o — Pr—Qr—1—1/(Qr—1—Pi)?+4Qx P 1

B 2Qk - 2Q% 5
wiec liczba naturalna (Qg_1 — Pi)?+4Q P._1 nie jest kwadratem liczby

naturalnej. Dalej, a,, € N dla wszystkich n € Ny, wiec z okreslenia ciggu
(P,) wynika, ze P, € N dla wszystkich n € Ny. Ponadto, jak wiemy,

Q, € N dla kazdego n € Ny, wiec stad \/(Qk—l — Pu)? +4Qk Py >

. Pp— _1— 1 —=P)214 P
> |Qu_1 — Pe| > P — Qi_1, czyli e —Qr—1 \/(Q;Qlk %)2+4Qx P 1 < 0.
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Pr—Qp-1+1/(Qr—1—P)2+4Q; Pe_1

A zatem a = . Wobec tego mamy wzor:

2Qk
P — Qr-1+ 1/ (Qr—1 — Pp)* +4Q1 P
<Cl0, ag, ... ,ak) = \/ y (129)
2Qk
z ktorego wynika, ze a = (ag, ay, - - -, ax) jest niewymiernoscia kwadra-

towa. Ponadto, jak pokazaliémy, o > 1 oraz

Py — Qp—1 — \/(Qk—l — Pp)? + 4Qk Pr1
<0
20k

Ze stwierdzenia 12.1 wynika, ze o i @& sg pierwiastkami tréjmianu kwa-
dratowego f(z) = Qrz® + (Qr—1 — Pi)z — Ps_1. Dodatkowo f(0) =
=—F, 1 <01 f(~1) = (Qp—Qr-1)+(Pr—Fr—1) > 0, bo z twierdzenia
11.19 wynika, ze Qr — Qr_1 > 0 oraz P, = aga1+1 > a9 = Fyidlak >
> 2, P.= P, q1ap+ P._o > Py_1a; > Py_1, wiec poniewaz a > lia <
< 0, to z wlasnosci trojmianu kwadratowego @ > —1, gdyz Qx > 0.
Zatem a>11—-1<a<0.

o =

Twierdzenie 12.13. (Lagrange). Liczba rzeczywista o jest nie-
skonczonym utamkiem tancuchowym okresowym wtedy i tylko wtedy,
gdy « jest niewymiernoscig kwadratowq.

Dowdd. =. Zatézmy, ze a = (ag,ai,...,as5 1,05, G511, -, Gsth_1)
i oznaczmy (8 = (@5, Gsi1, - -5 Gsih1). WoOwczas o = (ag, ..., a5 1,3)
i z przyktadéw 12.10 1 12.12, § jest niewymiernoscia kwadratowa. Za-
tem 3 € Q(v/D) dla pewnej liczby naturalnej D, ktéra nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej. Jedli s = 0, to a = (. Jedli s = 1, to a =
= (agp, 8) = ap+ % Ponadto dla s > 2, z twierdzenia 11.19 uzyskujemy,

ze o = %. Stad we wszystkich przypadkach o € Q(v/D), przy
czym na mocy twierdzenia 11.19 liczba « jest niewymierna. Zatem «
jest niewymiernoscig kwadratows.

<. Ze stwierdzenia 12.5 wynika, ze o = (ag, ay, as, ...) jest pier-
wiastkiem tréjmianu kwadratowego f(z) = Ax?+ Bx+C o wspolezyn-
nikach catkowitych i dodatnim wyrézniku A = B2—4AC, ktéry nie jest
kwadratem liczby naturalnej, przy czym mozna zaktadaé, ze A > 0.
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Ze stwierdzenia 12.1 otrzymujemy, ze Aa® + Ba + C = 0, przy czym,
jak wiemy, @ # @. Zatem « i @ sg jedynymi pierwiastkami trojmianu f
oraz f(zr) = A(x —a)(z —a) dla x € R. W szczegdlnosci f nie posiada
pierwiastka wymiernego, skad f ( ) # 0 dla wszystkich m € Ny. Po-
P, . .
niewaz "llilgo —— = « na mocy twierdzenia 11.19, wigc istnieje ng € N
takie, ze |a — %| < |a — @l dla wszystkich m > ng. Wezmy dowolne
naturalne k£ > ng + 1. Wtedy |a — &| <|a —*| i |a— £| <|a—qa|

Pk 1 Q —1
nach liczby «. Oznacza to, ze liczby f(@) if(

leza po roznych stro-
Pk 1
Qk—1
Niech agr1 = (ags1, Grra, .- .). Wtedy a = (ag,ay, ..., ax, axr1) oraz

na mocy lematu 12.7, agiq jest pierwiastkiem tréjmianu kwadrato-
wego fr(z) = Apw?® + Brz + Cj, o wspolezynnikach catkowitych i wy-
rozniku B — 4A,Cy = B? — 4AC, przy czym A, = Qkf(—k) iCy =
= Qi_lf(g’z:ll ). Ponadto na mocy twierdzenia 11.19 mamy, ze
Qr, Qr_1 € N, wiec dla wszystkich k > ng+1 uzyskujemy, ze — A, Cy =
= |Ag| - |C| oraz

oraz na mocy twierdzenia 11.19 hczby

) maja rézne znaki.

|Bp? + 4] Ag| - |Cr] = A
gdzie A = B? — 4AC € N. Stad wynika, ze |Ax|, |Bi|, |Ck| < A dla
wszystkich k > ng + 1. Poniewaz Ay, By, Cy € Z dla k > ng + 1, wiec

cigg
(Ano-i-la Bn0+17 Cno-‘rl)? (An0+2> Bn0+27 CTL0+2)7 s

posiada jedynie skonczenie wiele réznych wyrazow. Zatem pewien jego
wyraz powtarza sie nieskonczenie wiele razy, a wiec istniejg liczby na-
turalne k, p, q takie, ze k > no+11i (A, Bx, Ck) = (Aktp, Brtp, Crip) =
= (Ak+ptar Bitpras Chtprq), 2yl Ap = Apyp = Apipyg, Bo = Bryyp =
= Bk+p+q7 Ok = Ck—i—p = Ck+p+q' Wobec tego fk = fk+p = fk+p+qv CZyli
fr(ar) = felowtp) = fru(agipry) = 01 tréjmian kwadratowy fj, ma
dokladnie dwa pierwiastki, wigc stad ai = a4y lub o = agypyiq lub
Optp = Optpiq-

W ten sposob pokazalismy, ze istniejg liczby naturalne £ i s takie,
ze g = g Wobec tego na mocy stwierdzenia 12.8 dostajemy, ze

o = <a07a17 sy As—1, 05, Qg1 - - - ,CLs+k_1>.
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]

Twierdzenie 12.14. (Galois). Niewymiernosé kwadratowa o jest
nieskonczonym utamkiem czysto okresowym wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a>11i—-1<a@< 0. Ponadto, jesli « = (ag,ag,---,a,-1), to %a =
= <&7“717 Ap—2,...,01, a0>-

Dowéd. =. Wynika od razu z przyktadéw 12.10 i 12.12.

<. Niech «a bedzie niewymiernoécia kwadratowa taka, ze o > 1
i —1 <@ < 0. Z twierdzenia 12.13 liczb¢ a mozna zapisa¢ w postaci

o= <a07a17 ey As1,0sy Asp 1y - - - 7a‘s+k71>~

Niech a,, = (apn,an41,...) dlan € No. Wtedy ap = a1 a5 = g
Poniewaz o > 1, wigc |«] > 1. Stad na mocy twierdzenia 11.20, ay =
= |la] > 1, czyli ap € N. Wobec tego a,, € N dla wszystkich n € Ny,

ale o, = a,, + a:ﬂ > a, = 1, wiec

a, > 1 dla kazdego n € Ny. (12.10)

Na mocy zatozen, —1 < ay < 0. Przypusémy, ze —1 < @, < 0 dla
pewnego n € Ny. Wtedy o, = a,, + ﬁ, wiec na mocy stwierdzenia
12.1, @, = a, + cezyli —1 < a, + %IH < 0. Stad @7 < 0
i - < —a, < —1, a wiec == < —1, czyli —1 < @,17. Zatem na
mocy zasady indukcji matematyczne;j

An41

Qn41 Qn41

—1 <@, <0 dla kazdego n € Ny. (12.11)

Poniewaz a,,—1 = ap—1 + i dla n € N, wiec ze stwierdzenia 12.1
dostajemy, ze a,—1 = a,_1 + %, czyli —% = Qp_1 — 0,,_1. Zatem na
mocy (12.11),

1 1

—— =a,_1 — 0,_] oOraz {—J =a,1 dla neN. (12.12)

(07% Qp,
Zatozmy, ze s > 1. Wtedy z (12.12) i tego, ze a5 = Qgpp, As—1 =
= L—aéj = |-=2=] = as4x_1. Wobec tego

Astk

=051+ — = Q1.
sk Qs

Qsip—1 = Qg1 T
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Zatem o,_1 = as_1)+k- Kontynuujac ten proces po skonczonej liczbie
krokow uzyskamy, ze oy = «, dla pewnego r € N, a to oznacza na
mocy stwierdzenia 12.8, ze a = (a@g, ar, - -, Gr_1)-

Dalej, ag = «,, wiec z (12.12), —370 = Gy_1 — Q,_1, czyli _%TO =

= (a,_1, %> Zatozmy, ze dla pewnego naturalnego k < r zachodzi

wWzOr:
1 1
——— = \Qr—1,0p—-2, ..., Qr— k‘;
— Qg —k

Wtedy z (12.12), —07—% = @r—(k41) — Cr—(kt1) < (1), (k >>.
—
Stad na mocy stwierdzenia 11.22,

1 1
T =\ Qr—1Qr-25 -, Aoy Qp (k1)) ————— ) -
—Qp —Qr—(k+1)
. .o 1 . 1
Zatem na mocy zasady indukcji, = = (@p_1,Qp_9,..., a1, a0, _—70),
1 _
skad == = (@1, G2, -, a1, Go)- O

Stwierdzenie 12.15. Zalozimy, Ze liczba naturalna D nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej © niech x,y € Q, gdzie y # 0. Wowczas row-
nowazne sq¢ warunki:

(i) z + yV'D jest ulamkiem laricuchowym czysto okresowym,

(z’z’)x>0iy>00mz%ﬁ<y<%.

W szczegolnosci dla kazdej liczby wymiernej x > 0 istnieje nieskoncze-
nie wiele liczb wymiernych y > 0 takich, e x + yv/D jest ulamkiem
tancuchowym czysto okresowym.

Dowéd. (i) = (i1). Na mocy twierdzenia Galois z+y+/D > 1 oraz 0 >
>z —yvVD > —1, wiec 22 = (x +yvVD) + (xr —yv/D) > 1+ (=1) = 0,
skad z > 0. Zatem yv/D > z > 0, czyli y > 0. Ponadto yvD > 1 —z
i yv/'D > z, wiec yv/D > max{z,1 — x}, skad % < y, ale
—1 <z —yVD, wiecc yvD < z+ 1, skad y < %.

(13) = (i). Z naszych zalozenn wynika, ze 75 <yl % < y, skad
t—yvD <0il<xz+yVD. Ponadtoy<‘f;21 wiec —1 < 2 — yv/D.
7 twierdzenia Galois wynika zatem, ze z +yv/D jest utamkiem tancu-
chowym czysto okresowym.
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Niech z bedzie dodatnia liczba wymierng. Wtedy * < = + 1
i 1_—9(; <zr+1, WiQ.C mgx{x,li—x} < r+1, sl@d 0.< %f %.
Miedzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi lezy nieskonczenie

wiele liczb wymiernych, wiec istnieje nieskonczenie wiele dodatnich

liczb wymiernych y takich, ze % <y < % i wtedy = + yvD
jest utamkiem tancuchowym czysto okresowym. [

Zadanie 12.16. Dla jakich z,y € Z liczba z + yv/5 ma czysto
okresowe rozwinigcie na nieskonczony utamek tancuchowy?

S

Zadanie 12.17. Wyznacz wszystkie a,b € N takie, ze *%

czysto okresowe rozwiniecie na nieskonczony utamek tancuchowy.

ma

12.3 Rozwijanie VD na ulamek

lancuchowy
Twierdzenie 12.18. Jezeli liczba naturalna D nie jest kwadratem
liczby naturalnej, to istniejq liczby naturalne k,ag, ay,...,ax_1 takie,
ze

\/5 = <CLQ,CL1, sy A1, 2a’0>7

przy czym dla k > 1 cigg (ay,...,ax_1) jest symetryczny i wszystkie
jego wyrazy sq nie wieksze niz ag. Ponadto P2, _, — DQ? | = (—1)"
dla kazdego n € N.

Dowdd. Niech ag = |v'D]. Wtedy ag € Niag < vD < ag+1, bo VD
jest liczbg niewymierng. Stad o = ag + v/D > 1 jest niewymiernoscia
kwadratowa i @ = ag — v/D € (—1,0).

Na mocy twierdzenia 12.14 liczba « jest nieskoniczonym utamkiem
taficuchowym czystym. Ponadto |a] = ag + [V D| = 2ae, wicc stad
oraz na mocy twierdzenia 11.20, ag++vD = (2a9, a1, . ..,a5_1) dla pew-
nych liczb naturalnych k,aq,...,ar_1, przy czym k jest najmniejsze.
Zatem

ap + VD = (2a9,a1, ..., a5-1,2a0) = ap + (ag, a1, - .., ax_1, 2ao),
czyli VD = {ag, ay, - .., ap_1, 2a9).
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Dla k£ > 1 na mocy twierdzenia Galois mamy, ze

1

— = <ak,1, ., ar, 2a0>.
—((10 + \/E)
Ponadto
1 1 ( %as)
—— = = a1y...,Q_1,400),
—(ao + VD) VD — ag
bo VD = (ag, a1, ..., a1, 2a9), wiec
<a1, NN ¢ 773 2@0) = <ak,1, ., ar, 2a0>.
Stad na mocy twierdzenia 11.23,
(ab az, ... 7Gk—1) = (ak—la cee, A2, a1)7

czyli ciag (ay,as,...,a5_1) jest symetryczny. Niech dla m € Np:
W = (G, Gmy1, .. .). Wtedy ag = /D jest pierwiastkiem tréjmianu
kwadratowego f(z) = x? — D. Dla n € N z lematu 12.7, liczba a1
jest pierwiastkiem tréjmianu kwadratowego g(z) = A,z* + B,z +
+C,, o wspotczynnikach catkowitych o wyrdézniku réwnym A, = 4D,
przy czym B, = 2l,, gdzie l,, = P,P,_1 — DQ,Q,_1 € Z oraz A, =
= P2 — DQ?. Stad apyr = ~=YP Tub ayy = Y2,

Na mocy stwierdzenia 12.9,n Qpy1 MAa rozwini(@cﬁe czysto okresowe
na utamek tancuchowy, wiec na mocy stwierdzenia 12.15 dla A, >
> 0jest =1, > 01,y = %, adla A, < 0jestl, > 0oraz a,,; =

= =lVD _ l"_t;{lﬁ. Zauwazmy jednak, ze A, jest dodatnie wtedy

n

i tylko wtedy, gdy % > +/D. Stad na mocy twierdzenia 11.19 dla

nieparzystych n mamy, ze A, > 0 oraz —l, > 01 q,1 = _l"Aﬂ, zas

dla parzystych n jest A, < Oorazl, > 01 o,y = l"jT}n@. Dodatkowo
o = \/El—ao = a%t*({? i D— a3 =—A, gdzie Ay = P} — DQZ. Wobec
tego dla kazdego n € N:

b, + VD .
o, = ;, gdzie b,,c, € N, (12.13)
Cn
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przy czym

P? | —DQ@? | =c¢, dlaparzystych n € N (12.14)

oraz
P2 | — DQ@? | = —c, dlanieparzystych n € N. (12.15)

Niech n € N. Przypusémy, ze ¢, = 1. Wtedy |y, | = |bn +VD] = b, +
~+ag na mocy stwierdzenia 11.25, wiec

1 1
Opt1 = = =aa; = (ay,...,05_1,2ap).
VD — (b tar) VD (et 2l

Stad na mocy stwierdzenia 12.9, n = km dla pewnego m € N. Zatem

dla liczb naturalnych n < k jest ¢, > 2, przy czym na mocy twierdzenia
Galois % < 0, skad b, < V/D. Zatem dla n = 1,2,...,k — 1:
a, < @ = /D, skad a,, = lan] < L\/EJ = ay, czyli a, < ag.
Ustalmy dowolne n € N. Wtedy oy, = o = ag + v/ D, wiec na
mocy (12.13) mamy, ze, c¢x, = 1. Jesli liczba kn jest parzysta, to
z (12.14), P2, — D@3 | = 1, a jedli liczba kn jest nieparzysta, to
z (12.15), P2, —DQ3%, , = —1. Wobec tego P2,_,—DQ3, |, = (—1).
Dowod naszego twierdzenia jest zatem zakonczony. ]

7 dowodu twierdzenia 12.18 i ze stwierdzenia 11.25 wynika naste-
pujacy algorytm przedstawiania v D w postaci ulamka lancu-
chowego:

(I) Ktadziemy: by = 0, co = 1 i ap = |V D].

(IT) Dopdki a; # 2ag obliczamy kolejno dla ¢ € Ny:
b7, b¢+1+aoJ )

Cit+1

(III) Jezeli dojdziemy do najmniejszego k € N takiego, ze a; = 2aq,
to \/E = <6L0, ary...,Qp_1, 2@0).
Rzeczywiscie, ag = VD i ag = |ag] = |VD], wiec oy = %.

Dalej, a; = %, wiec ap = %. Zatem na mocy stwierdzenia
0

11.25, a1 = |y | = V’%‘LOJ Ponadto dla i € N ze wzoru (12.13) mamy,

biv1 = a;c; — by, cip1 = oraz Qi1 = {
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ze o = b”rc‘ﬁ oraz oy, = ’*Clj:r dla pewnych liczb naturalnych
bi,bi+1,6i,ci+1. Dodatkowo i1 = T—a; WlQC Qi1 = b, +\ﬁ s Sk@d

—aj
€

(aici—bi))+VD

po usunigciu niewymiernosci z mianownika utamka ;11 = 5
17 2

bit1+VD __ (aici=b)+VD : : : 4
Wobec tego =-—= = F5-o =07 - Stad i z niewymiernosci v D uzy-
<

skujemy, ze b; 1 = a;c; — b; oraz ¢; 1 = D_Ci[:z“ Ponadto a;41 = |ait1],
wiec na mocy stwierdzenia 11.25, a;,11 = {%J

Przyktad 12.19. Zastosujmy podany wyzej algorytm do przedsta-
wienia /61 w postaci utamka tancuchowego. Poniewaz 49 < 61 < 64,
wiec 7 < /61 < 8, skad [v/61] = 7. Wobec tego:

(0)bp=0,co=11iay=T1.

Stosujac (II) do i = 0 uzyskujemy, ze by = 7-1 -0 =17, ¢ =
=0 =12 ) = || =1, czyli:

( )61—7,01—121a1—1.

Podobnie dalej, by = 1-12 =7 = 5, ¢5 = 611’225 = % =3, a; =
= |57 =4, czyli:

(2) b2:5,02:31(12:4.

Dalej, by =4-3—5=7,c3 =02 =12 — 4 g3 = | 7| =3 czyli:

(3) b3:7, 03:4ia3:3.

Dalej, by =3-4—7=05¢4 = L5 =3 —9jq =|37] =1,
czyli:

(4) b4:5,04:91(14:1.

Dalej, bs =1-9—5 =4, ¢5 = %710 =2 — 5 gy = [1T] = 2,
czyli:

(5) b5:4,C5:5i(l5:2.

Dalej, by =2-5—4=06,¢ =90 =2 =5ia5 = || =2,
czyli:

(6) 66:6,06:5ia6:2.

Dalej, by =2-5—-6 =4, ¢, =90 =2 =9ia; = || =1,
czyli:

(7) b7:4, C7:9ia7:1.
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Dalej, bs =1-9—4 =5, ¢ = 952 =30 =4 iag = || =3,
czyli:

(8) b8:5, 08:4ia8:3.

Dalej,b9:3-4—5=7,69=61%4492%:316192 L%J =4
czyli:

(9) 69:7,09:31a9:4.

Dalej, b10:4'3—7:5, 010:761325 :3*3(3:1216“0: L%J :1,
czyli:

(10) b10 = 5, Cio = 121 19 = 1.

dalej, by =1-12=5="7,¢1; = 952 =1iay = [ 5] = 14 = 2a,
czyli:

(].1) bn - 7, C11 = 1i ayl = 14 = 2@0.

Wobec tego:

V61 = (7,1,4,3,1,2,2,1,3,4, 1, 14).

Zadanie 12.20. Stosujac algorytm podany w tym rozdziale wy-
znacz rozwiniecie liczby +/71 na utamek tancuchowy.

Zadanie 12.21. Dla jakich liczb naturalnych k istnieja a, D € N
takie, ze VD = (a,1,...,1,2a)?
—_———
k—1
Zadanie 12.22. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej k ist-
niejq a, D € N takie, ze a > 3ivD = (a,2,...,2,2a).
—_———

k—1

12.4 Zastosowania do réwnan z°>—Dy? = C

Lemat 12.23. Jezeli liczba naturalna D nie jest kwadratem liczby
naturalnej i /D = {ag, a1, as,...) oraz z,y € N sq takie, ze x> — Dy* =
=1luba?>—-Dy>=—1,tox =P, iy = Q, dla pewnego n € Ny.

Dowéd. Jedli x < y, to 2* — Dy? < y*> — Dy* = (1 — D)y? < —1, skad
22— Dy? < —1. Wobec tego x > v, czyli 2 > 1. Ponadto NWD(z,y) | 1,

wiee NWD(z,y) = 1. Dalej, 1 = |22 — Dy?| = |(z +yVD)(z —yvD)| =
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= (2 +VD)VD - £| > 2¢’[V/D — %[, bo VD > 1i £ > 1. Wo-
bec tego [vD — ol < ﬁ Zatem na mocy twierdzenia 11.27, x = P,
iy =@, dla pewnego n € Nj. ]

Twierdzenie 12.24. Niech liczba naturalna D nie bedzie kwadra-
tem liczby naturalnej © niech k bedzie dlugoscig nagkrotszego okresu
utamka taricuchowego (ag, ay,as,...) = VD. Jezeli liczba k jest parzy-
sta, to wszystkimi rozwigzaniami réwnania Pella 2* — Dy* = 1 sq pary
(Pem—1, Qkm—1) dlam € N i para (Py_1,Qx_1) jest rozwigzaniem mini-
malnym. Jezeli liczba k jest nieparzysta, to wszystkimi rozwigzaniami
réwnania Pella x*> — Dy?> = 1 sq pary (Porm—1, Qokm-1) dla m € N
i (Pog—1, Qog—1) jest rozwigzaniem minimalnym.

Dowod. 7 twierdzenia 12.18 wiemy, ze takie k € N istnieje oraz ay €
€ N. Wobec tego P, € N dla kazdego n € Ny. Ponadto, jak wiemy
Q. € N dla kazdego n € Ny.

Niech liczba k bedzie parzysta. Wtedy na mocy twierdzenia 12.18,
P2 . —DQi , =1 dla kazdego m € N. Zatem (Pry_1, Qrm_1)
jest rozwigzaniem réwnania Pella 22 — Dy? = 1 dla kazdego m € N.
Na odwrét, zatézmy, ze z,y € N i 2?2 — Dy? = 1. Wtedy z lematu
1223, x = P, iy = Q, dla pewnego n € N. Stad P2 — DQ? = 1,
wiec na mocy (12.14) i (12.15), ¢,o1 = 11 n + 1 jest parzyste, ale
z dowodu twierdzenia 12.18, k | n + 1, wiec n + 1 = km dla pewnego
m € N, czyli n = km — 1. Poniewaz, jak wiemy, )1 < Q2 < Q3 < ...,
wiec para (Py_1, Qkr_1) jest rozwiazaniem minimalnym réwnania Pella
2?2 — Dy? = 1.

Niech liczba k bedzie nieparzysta. Wtedy na mocy twierdzenia
12.18 mamy, ze P3. ., — DQ3.. , = 1 dla kazdego m € N, czyli
(Popm—1, Qorm—1) jest rozwigzaniem réwnania Pella 22 — Dy? = 1. Na
odwrét, zalézmy, ze z,y € N i 22 — Dy? = 1. Wtedy z lematu 12.23,
r=P,iy=Q, dla pewnego n € N. Stad P? — DQ? = 1, wigc na
mocy (12.14) i (12.15), ¢,41 = 11 n + 1 jest parzyste, ale z dowodu
twierdzenia 12.18, k | n + 1, wiec n + 1 = ks dla pewnego s € N ta-
kiego, ze liczba ks jest parzysta. Stad mamy, ze s = 2m dla pewnego
m € Nin = 2km — 1. Poniewaz, jak wiemy, Q1 < Q2 < Q3 < ...,
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wiec para (Paog_1, Qar—1) jest rozwiazaniem minimalnym réwnania Pella
2?2 — Dy? = 1. 0]

Twierdzenie 12.25. Niech liczba naturalna D nie bedzie kwadra-
tem liczby naturalnej © niech k bedzie dlugoscig nagkrotszego okresu
ulamka taricuchowego (ag, ay, as, . ..) = v/D. Réwnanie x> — Dy* = —1
postada rozwigzanie w liczbach naturalnych wtedy @ tylko wtedy, gdy
liczba k jest mieparzysta. Ponadto, gdy liczba k jest nieparzysta, to
wszystkimi rozwigzaniamsi réwnania x* — Dy? = —1 w liczbach natural-
nych sq pary (Pk(2m71)717Qk(2m71)71) dla m € N i para (Py—1,Qr—1)
jest rozwigzaniem minimalnym. W szczegélnosci Poy,_y = P2 +DQ3%_,
i Qok—1 = 25,1 Q1.

Dowod. 7 twierdzenia 12.18 wiemy, ze takie k € N istnieje oraz ay €
€ N. Wobec tego P, € N dla kazdego n € Ny. Ponadto, jak wiemy
Q. € N dla kazdego n € Ny.

Zalézmy, ze istniejg x,y € N takie, ze 22 — Dy? = —1. Wtedy z le-
matu 12.23, x = P, iy = Q,, dla pewnegon € N. Stad P2—D@Q? = —1,
wiec na mocy (12.14) i (12.15), ¢,01 = 1 i n+ 1 jest nieparzyste. Po-
nadto z dowodu twierdzenia 12.18, k | n + 1, wiec liczba k jest nie-
parzysta i n + 1 = ks dla pewnego s € N takiego, ze liczba ks jest
nieparzysta. Stad s = 2m — 1 dla pewnego m € Nin =k(2m—1)—1.
Na odwrét, jesli liczba k jest nieparzysta, to dla kazdego m € N
liczba k(2m — 1) jest nieparzysta, wiec na mocy twierdzenia 12.18,

Plc2(2m—1)—1 - DQi(zm_1)_1 = —1. Zatem para (Pk(2m—1)—la Qk(?m—l)—l)

jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych réwnania x? — Dy? = —1.
Poniewaz, jak wiemy, 1 < Q2 < Q3 < ..., wiec para (Py_1, Qx_1)
jest rozwigzaniem minimalnym réwnania 2?2 — Dy? = —1. Stad i na

mocy twierdzenia 7.16 para (P?_; + DQ%_1,2P; 1Qy_1) jest rozwiaza-
niem minimalnym réwnania Pella 22 — Dy? = 1. Wobec tego na mocy
twierdzenia 1224, P2]c71 = Pk2—1 + DQ%—l i QQkfl = 2P]€,1Qk,1. ]

Przyklad 12.26. Zilustrujmy twierdzenia 12.24 i 12.25 dla liczby
D = 61. Z przyktadu 12.19 wiemy, ze

V61 = (7,1,4,3,1,2,2,1,3,4, 1, 14).
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Zatem k = 11 jest liczbg nieparzysta. Stad para (Pig, Q1) jest naj-
mniejszym rozwigzaniem réwnania z? — 61y? = —1 w liczbach natu-
ralnych oraz (PE + 61Q%,,2P10Q10) jest najmniejszym rozwiazaniem
réwnania Pella 22 — 61y? = 1. Liczby Pjy i Q19 wyznaczymy rekuren-
cyjnie stosujac obliczenia w tabelkach:

n |01 2 3 4 5 6 7
a, |71 4 3 1 2 2 1
P, | 7|8]|39]| 125 | 164 | 453 | 1070 | 1523 |’
Q.| 1|15 |16 | 21 | 58 | 137 | 195
n 8 9 10
an, 3 4 1

P, | 5639 | 24079 | 29718
Qn | 722 | 3083 | 3805

Zatem Pjg = 297181 (19 = 3805 oraz najmniejszym rozwigzaniem row-
nania Pella 22 —61y* = 1 jest para (x¢,y) = (1766319049, 226153980).
Zauwazmy, ze te obliczenia sg o wiele krotsze niz w przypadku stosowa-
nia tylko twierdzenia 12.24, bo wtedy musielibySmy liczy¢ na ogrom-
nych liczbach az do Py 1 Q21! Warto o tym zawsze pamietaé, gdy k
jest nieparzyste.

Jesli chodzi o wypisanie wszystkich rozwigzan réwnania Pella
22 — 61y? = 1, to lepiej jest stosowaé wzory rekurencyjne niz te, ktore
podaje twierdzenie 12.24. Mianowicie z twierdzenia 7.9 uzyskujemy, ze
Tpy1 = 1766319049z, + 61 - 226153980y,, oraz y,+1 = 226153980z, +
+1766319049y,, dla n € Nj.

Przyklad 12.27. Uzasadnimy, ze dla naturalnych k£ > 3 réwnanie

r? — (k* — 4)y*> = —1 posiada rozwigzanie w liczbach naturalnych x
iy wtedy i tylko wtedy, gdy k£ = 3. Dla k = 3 réwnanie to przybiera
postaé¢: 2 — 5y? = —1 i oczywidcie posiada rozwigzanie w liczbach

naturalnych: (2, 1).

Niech dalej k > 3 i przypuéémy, ze istnieja x,y € N takie, ze 2% —
+(k*—4)y? = —1. Jesli k jest parzyste, to (k*—4)y* =0 (mod 4), wiec
2?2 = 3 (mod 4), co prowadzi do sprzecznosci, gdyz x*> = 0 (mod 4)
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lub 22 =1 (mod 4) dla kazdego = € Z. Wobec tego k jest nieparzyste
i k> 3. Zatem k = 25+ 3 dla pewnego s € N. Przedstawimy teraz v/ D
dla D = (2s+3)? —4 = 45 + 125 + 5 w postaci utamka taficuchowego
stosujac algorytm podany wyzej. Poniewaz (2s +2)? < D < (2s + 3)?,
wiec ag = 2s + 2. Wobec tego:

(0)bgp=0,co=11ag=2s+2.

Stosujac (IT) do i = 0 uzyskujemy, ze by = (2s+2)-1—0 =25+ 2,

e = 4s2+125+5 4s?—8s—4 _ 4 +1,a, = L28+42;215+2J _ Liifﬂ =1, czyli:

(1 )61—23+2 cp=4s+12ia; =1.

Podobnie dalej, by = 1 (4ds+ 1) — (2s +2) = 25 — 1, o =
_ 452412545452 44s—1 __ 16s+4 __ 4. ar = L25—1+25+2J _ L4s+1J _
- 4s+1 T 4s+1 2 = 4 - 4 -
czyli:

(2)by=2s—1,co=41iay=s.

Dalej’ b3 — 54_(25_1) — 28"‘ 1’ cy3 = 452+125+54745274371 — 854+4 —
=2s+1, a3 = [ | = | 2588 ] — 2 cpyli:

(3)b3=2s+1,c3=2s+11ia3=2.
Dalej, by = 2- (254 1) — (254 1) = 25+ 1, ¢4 = 2iH12sd5ds Aol

2s+1
_ 8s+4 4 | 2s+142s42 | _ | 4s+3
—2S+1—41a4—L . | =1%7] = s, czyli:

(4) by =2s+1,c4,=4iay=s.

Dalej, bs = s-4—(2s+1) = 2s — 1, ¢5 = 452“25*5;482*45*1 —
= 716?4 =4s+1ias= L72574151213+2J =1, czyli:

(5)bs=2s—1,cs=4s+1ias=1.

Dalej, bg = 1-(4s+1) — (2s — 1) = 25+ 2, g = L1 2s45ds"8s-d

4s+1
= dstl g4 = LWJ =45+ 4, czyli:

4s5+1
(6) bg =25+ 2, c¢ =1, ag = 4s + 4 = 2a,.
Wobec tego:

Vas?+12s+5=(2s+2,1,5,2,s,1,4s + 4).

Stad dlugosé najkrotszego okresu przedstawienia liczby v k% — 4 w po-
staci utamka tancuchowego wynosi 6, a wiec jest liczbg parzysta. Zatem
na mocy twierdzenia 12.25 mamy sprzeczno$c.

Przyklad 12.28. Pokazemy zastosowanie udowodnionych twier-
dzen i zaprezentowanych metod do opisania wszystkich rozwigzan
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w liczbach naturalnych rownania
r? —61y* = —3. (12.16)

Zalozmy, ze v,y € Nix?—61y? = —3. Wtedy 2?2 = 493>+ (12y>—3) >
> 49y?, skad x > Ty. Ponadto 3 = |22 — 619?| = (v +V/61y)|z —y/61],
wiec |v/61 — ol = §|a:— V6ly| = i : H;\/a. Dodatkowo /61 > 7, wiec
4+ yv6l > Ty + Ty = 14y. Wobec tego \\/6_—5] < i% =
= @ < 2—;2, czyli |\/6_—§| < ﬁ Z (12.16) wynika, ze NWD(z,y) | 3.
Stad NWD(z,y) = 1 lub NWD(z,y) = 3. Jednak w drugim przypadku
3|xi3|y,skad9 | 22—61y? = —3, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem
NWD(z,y) = 1 i na mocy twierdzenia 11.27, x = P, iy = Q,, dla pew-
nego n € Ny, gdzie ciagi (P,)5, 1 (Qn)r, sa wyznaczone z rozktadu
liczby /61 na utamek taficuchowy. Ponadto Py = 71 Qy = 1, wiec n €
€ N. Poniewaz P? — 61Q? = —3 < 0, wiec liczba n musi by¢ parzy-
sta i na mocy (12.14) i (12.15), P? — 61Q? = —cpy1, czyli ¢pyy = 3.
Przy oznaczeniach dowodu twierdzenia 12.18 oraz z przyktadu 12.19
oznacza to, ze 11 = ag lub a1 = ag. Z czystej okresowosci utamka
tancuchowego a; i tego, ze najmniejszy okres ma dtugos¢ 11 wynika, ze
n+1=11m+2lubn+1= 11m+9 dla pewnego m € Ny. Dalej, liczba
n+1 jest nieparzysta, wiec w pierwszym przypadku n+1 = 11(2s+1)+
+2 dla pewnego s € Ny, a w drugim, n + 1 = 11 - 2s + 9 dla pewnego
s € Ny. Zatem n = 22s+ 12 lub n = 225+ 8 dla pewnego s € Nj. Stad
T = P10 iy = Qoasti2 albo = Progig 1y = (Qars18 dla pewnego
S € N().

Na odwrot, jesli x = Poosi1o 1y = Qaoosi12 albo 1 = Poogig
iy = Qas1s dlapewnego s € No,tox,y € Norazx = P11y = Qni1,
gdzie n jest parzystein+1 = 11(2s+1)4+2 lubn+1 = 11-2s49. Zatem
na mocy (12.14) i (12.15), 22— Dy? = —c,,11. Ponadto wtedy a,,1 =
lub a1 = ag, wiec z (12.13), ¢p01 = o = 3 lub ¢,01 = ¢g = 3, czyli
w obu przypadkach 2% — Dy? = —3.

UzyskaliSmy zatem, ze wszystkimi rozwigzaniami w liczbach na-
turalnych réwnania (12.16) sa © = Paysi10 1 Yy = Qaosi12 Oraz =
= P225+8 1 Yy = Q225+8 dla kaZdego S € No. Poniewaz Ql < QQ <
< ..., wiec na mocy przyktadu 12.26 minimalnym rozwiazaniem jest
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para (FPs, Qg) = (5639, 722). Oczywiscie nastepnym rozwiazaniem jest
(P2, Q12), ktérego obliczenie pozostawimy Czytelnikowi.
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Rozdzialt 13

Dziedziny calkowitosci

13.1 Arytmetyka dziedzin catkowitoSci

Dziedzing calkowitos$ci nazywamy taki podzbior P pewnego ciata
(K,+,-,0,1), ze 1 € P oraz a — b,a - b € P dla dowolnych a,b € P.
Zauwazmy, ze wtedy 0 =1 —1 € P oraz —b =0 — b € P dla kazdego
b € P. Ponadto dla a,b € P: a+b = a—(-b) € P, bo =b € P.
W jezyku algebraicznym oznacza to, ze (P, +,-,0, 1) jest przemiennym
pierscieniem z jedynka i 0 # 1 w P oraz a-b # 0 dla dowolnych niezero-
wych a,b € P. W takich pierscieniach P mozna uprawia¢ arytmetyke
zblizona do arytmetyki liczb catkowitych. W dalszej czesci tej ksiazki
przez stowo pierscien bedziemy rozumieli dziedzine catkowitosci. Czy-
telnika zainteresowanego teoria pierscieni odsytamy do pozycji [8] oraz
[4] 1 [].

Niech P bedzie dziedzing catkowitosci. Méwimy, ze element a € P
jest odwracalny w P, jezeli a - b =1 dla pewnego b € P. Zauwazmy,
ze element b jest wyznaczony jednoznacznie przez a, bo jedli ¢ € P
ia-c=1,t0a-b=a-c,skad b = ¢, gdyz a # 0. Z tego powodu element b
nazywamy odwrotnym do a i oznaczamy przez a~'. Zatem a-a~!' =1,
skad a7! - a = 1, wiec a! jest elementem odwracalnym w P oraz
mamy wzor: (a=')~! = a. Zbioér wszystkich elementéw odwracalnych
pierécienia P bedziemy oznaczali przez P*. Poniewaz 1 -1 = 1, wiec
1€ P*. Jezelia,be P, toa-x=11ib-y =1 dla pewnych z,y € P.

189
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Stad (a-b)-(z-y) = (a-z)-(b-y)=1-1=1,czylia-b € P*. W jezyku
algebraicznym wypowiadamy to tak: (P*,-, 1) jest grupa abelowa dla
dowolnej dziedziny catkowitosci (P, +,-,0,1).

Definicja 13.1. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci i a,b € P.
Méwimy, ze a dzieli b (w pierscieniu P) i piszemy a | b, jezeli b =a -t
dla pewnego t € P. Jezeli a nie dzieli b, to piszemy a { b. Jezeli a | b
ib|a, to moéwimy, ze elementy a i b sa stowarzyszone i piszemy a ~ b.

Stwierdzenie 13.2. Dla dowolnych elementow a,b,c dziedziny
catkowitosci P:

(i) jezelia | b ib|c, toa]|c,

(i1) jezelia |bia|ec, toa|b=+ec,

(1) jezelia | b, toa-c|b-c,

() jezeli ¢ #£ 0, to a-c|b-c wtedy i tylko wtedy, gdy a | b,

(v) a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy b = u - a dla pewnego u € P*.

Dowéd. (i). Z zatozenia, b=1-aic= s-bdla pewnych t,s € P. Stad
c=(s-t)-a,wieca|c,bos-teP.

(17). Z zalozenia b =t-aic = s-a dla pewnych s,t € P. Zatem
btc=(t+s)-a,czylia|btc, bot+seP.

(17i). Z zalozenia b =t - a dla pewnego t € P. Stad b-c=1t-(a-c),
czylia-c|b-c.

(1v). Wobec (iii) wystarczy wykazaé jedynie implikacje <. W tym
celu z zalozenia mamy, ze b-c =t - (a - ¢) dla pewnego t € P. Stad
(b—t-a)-c=0, aponiewaz P jest dziedzina catkowitosci i ¢ # 0, to
b—t-a=0,czylib=t-aialb.

(v). Zatézmy, ze b = u-a dla pewnego u € P*. Wtedy a | biu-v =1
dla pewnego v € P. Zatema=1-a=u-v-a=v-b,skad b | a i wobec
tego a ~ b. Na odwrét, zatdézmy, ze a ~ b. Wtedy a | b1 b | a. Zatem
b=t-aia=s-bdlapewnych s;te P. Jesia=0,tob=1t-0=0
ib = 1-a, wiec wystarczy przyja¢ u = 1. Jezeli zas a # 0, to a = (s-t)-a,
skad a - (1 — s-t) = 0. Poniewaz P jest dziedzina catkowitosci i a # 0,
wiec 1 —s-t =0, czyli s-t =11 wystarczy przyja¢ u = t. (]

Definicja 13.3. Niech P bedzie dziedzing catkowitosciia,b,c € P.
Moéwimy, ze a przystaje do b modulo ¢ (w pierécieniu P) i piszemy
a=b (mod ¢), jezeli ¢ | a — b w pierscieniu P.
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Stwierdzenie 13.4. Niech P bedzie dziedzing catkowitosciic € P.
Wowczas dla dowolnych x,y,z € P:

(i) z = x (mod c¢),

(i1) jezeli x =y (mod ¢), to y =z (mod c),

(1) jezeli x =y (mod ¢) iy =z (mod ¢), to x = z (mod c¢) .

Dowéd. Poniewaz x —x =0=0"¢, wiec z =z (mod ¢). Niech z =y
(mod ¢). Wtedy ¢ | x —y, czyli x —y =t - ¢ dla pewnego t € P, skad
y—x=(—t)-c,azatemc|y—ziy=x (mod c).

Zatozmy, ze x = y (mod ¢) oraz y = z (mod ¢). Wtedy ¢ | z — y
ic|y—z, wiec ze stwierdzenia 13.2 otrzymujemy, ze ¢ | (x—y)+(y—2),
czylic|xz — z, skad x = z (mod ¢). O

Stwierdzenie 13.5. Niech P bedzie dziedzing catkowitoSci, niech
n € N ¢ niech a,b,c,d,ay,...,a,,b1,...,0, € P. Wtedy:
(i) jezeli a = b (mod c), to

a-d=b-d (modc)oraza-d=b-d (mod c-d),

(ii) jezelia-d=0b-d (mod c-d) id#0, toa=0b (mod c),
(111) jezeli a; = b; (mod ¢) dlai=1,...,n, to

aj+...+a,=b;+...+b, (mod c),
(iv) jezeli a; = b; (mod ¢) dlai=1,...,n, to
ay ... a, =by-...-b, (mod c),
(v) jezeli a = b (mod ¢), to a™ = b" (mod c).

Dowdd. (i). Zatézmy, ze a = b (mod ¢). Wtedy ¢ | a — b, wiec ze
stwierdzenia 13.2 dostajemy, ze ¢ | (a —b) - d, czylic | a-d —b - d,
azatem a-d =b-d (mod c). Ponadto, ze stwierdzenia 13.2 mamy, ze
c-d|(a=0b)-d,czylic-d|a-d—b-d,azatema-d=b-d (mod c-d).

(7). Zatdézmy, ze a-d = b-d (mod c¢-d)id # 0. Wtedy ¢-d | a-d—b-d,
wiec ze stwierdzenia 13.2: ¢ | a — b, czyli a = b (mod ¢).

(1i1). Z zalozenia, dla kazdego i = 1,...,n istnieje t; € P takie, ze
czyliay +...+a, =b1 + ...+ b, (mod ¢).
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(iv). Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywi-
sta. Jeslia; = b; (mod ¢)dlai = 1,2, toc | a;—b;, wiec a;—b; = t;-cdla
pewnego t; € P. Zatem ay-ag —by -by = (by+1t1-¢)- (ba+1ta-¢)—by-by =
= (by-to+t1-ba+t1-ty-c)-c,skad ¢ | a;-as—by by, czyli aj-as = by - by
(mod c¢). Zatem teza zachodzi takze dla n = 2.

Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i wezmy
dowolne a;, b; € P takie, ze a; = b; (mod ¢) dlai =1,...,n+1. Wtedy

z zatozenia indukcyjnego ay - ... a, = by - ... b, (mod ¢). Ponadto
Upi1 = b1 (mod ¢), wiec z kroku dla n = 2, (ay + ... - a,) - ape1 =
=(by... by) bpy1 (mod ¢), czyli teza zachodzi dla liczby n + 1.
(v). Wystarczy w (iv) podstawi¢ a = a1 = ... =a,ib=b=... =
=b,. O

Przykltad 13.6. Niech D bedzie liczba catkowita, ktéra nie jest
kwadratem liczby calkowitej. Jezeli D > 0, to przez v/D bedziemy
rozumieli dodatnia liczbe rzeczywista, ktérej kwadrat jest réwny D.
Jezeli za§ D < 0, to przez v/D bedziemy rozumieli /=D - i, gdzie
/=D jest dodatnig liczbg rzeczywista, ktorej kwadrat jest réwny —D,
a 1 jest jednostka urojona; zatem w tym przypadku takze (\/5)2 =D.
Jezeli D < 0 oraz aq,as,bi,by € Qi a; + bivVD = as + boV/D, to
a1 + biv/—Di = ay + by/—Di, wiec a1 = ay 1 bjv/—D = by/—D, skad
by = be. Stad i na mocy (12.1) dla dowolnych ay, as, by, by € Q mamy,
ze

a1+b1\/52a2+b2\/5 < [a1 =ay 1 b :bg] (131)
7 rozdziatu 12 wiemy, ze w przypadku, gdy D > 0
Q(\/E) = {x+y\/5:m,y € Q}

jest podcialem ciata R, a wiec jest cialem. Analogicznie dowodzimy,
ze Q(\/E) jest podcialem ciala C, gdy D < 0. Ponadto, analogicz-
nie jak w dowodzie stwierdzenia 12.1 pokazujemy, ze funkcja o — @,
gdzie z + yv'D = 2 — yv/D dla x,y € Q spelia podpunkty (i) — (vi)
stwierdzenia 12.1.
Niech
ZIVD] = {x +yVD : v,y € Z}.
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Oczywiscie Z[v'D] € Q(v/D), Z C Z[V/D)] oraz o — 3 € Z[vVD] dla
dowolnych «, 3 € Z[\/E] Ponadto o = a1 + b1vVD i 8 = ay + bov/D,
wiec « - 8 = (ajag + Dbibs) + (a1by + 61@2)\/5 € Z[\/ﬁ] Wobec
tego Z[v/D] jest dziedzing caltkowitoéci oraz @ € Z[v/D] dla kazdego
a € ZIVD).

Zauwazmy, ze dla z,y € Q zachodzi wzor:

(z +yVD) - (z +yVD) = 2> — Dy?, (13.2)

z ktérego wynika, ze @ € Q dla a € Q(v/D) i a-a@ € Z dla kazdego
o € ZIVD.

Zauwazmy, ze dla dowolnych k,a,b € Z:
k|la+b/D <= [k|a oraz k|b w piericieniu Z). (13.3)

Rzeczywiscie, jesli k | a+bv/D, to istnieja z, y € Z takie, ze a+bVD =
= k(z +yvD), skad na mocy (13.1), a = kz i b = ky. Na odwrét, jesli
k|aik|bw pierscieniu Z, to a = kx i b = ky dla pewnych z,y € Z,
wiec a + bW D = k(x + y\/ﬁ), skad k| a + b/ D.

Duze znaczenie ma tez funkcja N = Np: Q(v/D) — Q dana wzo-
rem

N(a) =a-a.

Zauwazmy, ze dla o, 3 € Q(VD): N(a-8) = (a-3)-(a - )
=(a-@) - (B-0)=N(a) N(0), czyli:

N(a-f3) = N(a)-N(8) dla dowolnych a,f € Q(VD).  (13.4)

= a.ﬁ.a.ﬁ:

~—

Jesli §#0, to = - § 1 ze wzoru (13.4) uzyskujemy:
a\ N(a)

Dodatkowo, N(a) = a® dla a € Q i w szczegdlnosei N(1) = 1. Poka-
zemy teraz, ze zachodzi jeszcze jedna wazna wtasnosé funkcji N:

jezeli av | B w piercieniu Z[v/D], to N(a) | N(3) w pierscieniu Z.
(13.6)
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Rzeczywiscie, jesli a | B w pierdcieniu Z[v/D], to o, # € Z[v/D] i istnieje
v € Z[V/D] takie, ze 3 = 7 - a. Zatem z (13.4), N(3) = N(v) - N(a).
Ponadto N(«), N(8), N(v) € Z, wiec N(«) | N() w pierécieniu Z.

Funkcja N ma zwiazek z elementami odwracalnymi pierscienia
Z[\/D]. Zachodza bowiem nastepujace wzory:

(Z[V'D))* = {a € ZIVD] : N(a) = £1}, (13.7)

(ZIWD)* ={zx+yVD 2,y €Z i 2* — Dy = +1}.  (13.8)

Rzeczywiscie, niech o = 2 +yv/D, gdzie z,y € Z. Jedli 2° — Dy? = +1,
toa-a=+1,skad a-a = 11lub a-(—a) = 1, a wicc a € (Z[v'D])*. Na
odwrét, zalézmy, ze a € (Z[v/D])*. Wtedy a - # = 1 dla pewnego [ €
€ Z[\/D], wiec na mocy (13.4), N(a)- N(8) = 1. Ponadto liczby N(«)
i N(5) sa catkowite, wiec N(«) = +£1.

Ze wzoru (13.8) uzyskujemy od razu nastepujacy wzor:

(Z[VD])* = {1,—1} dla kazdego D < —1. (13.9)

Dla D = —1 pierécienr Z[v/D] = Z[i] jest nazywany pier§cieniem
liczb catkowitych Gaussa. Ze wzoru (13.8) na mocy przyktadu 4.32
uzyskujemy sie wzor:

(Z[i])” =A{1,-1,4,—i}. (13.10)

Przyklad 13.7. Niech D bedzie liczba catkowita, ktéra nie jest
kwadratem liczby catkowitej taka, ze D =1 (mod 4). Oznaczmy

1++vVD

W =wp = .

2

Wtedy 2w — 1 = /D, skad 4w? — 4w + 1 = D, czyli

D—1
w? —w+— (13.11)
przy czym 2L € Z, bo D =1 (mod 4). Wynika stad, ze zbiér Z[w] =
= {a+bw : a,b € Z} jest pierécieniem. Ponadto zbiér {1,w} jest
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liniowo niezalezny nad cialem Q. Dla z,y € Z mamy, ze & 4+ yv/D =

=(zr—y)+2y ”;@, wice Z[v/D] C Z[H;/E]. Zauwazmy, ze

w=1—-weZw, (13.12)

bo w = # :1—# =1— w € Z|w|. Wynika stad, ze @ € Z|w]
dla wszystkich a € Z[w]. Ponadto,

-1

D
N(a+bw) = a®+ab—b*- € Z dla dowolnych a,b € Z, (13.13)

gdyz N(a) = (a+2)2=D(3)? = a®+ab+ Y — B2 = a> +ab—*- 272,

skad N(a) € Z. Stad, podobnie jak w przykladzie 13.6 pokazuje sie,
ze w tym przypadku zachodza wzory:

(Z )" = {a € Zw] : N(a) = £1}, (13.14)

(Z[w])" ={a+bw: a2—|—ab—b2D4_1 = +1}. (13.15)

Pierdciet Z[*¥=2] nazywany jest piercieniem Eisensteina. Ze

wzoru (13.15) na mocy przyktadu 4.33 wynika, ze grupa (Z[HT‘/_T%])*

ma dokladnie sze$é elementdéw 1 zachodzi wzér:
1++v/=31\"
(Z [B}) ={1,-1,w, —w,w? —w’}. (13.16)
Natomiast dla D < =31 D =1 (mod 4) zachodzi wzor:

(Z F*\@D* — {1,-1). (13.17)

2

13.2 Dziedziny z jednoznacznos$cig
rozkladu

Definicja 13.8. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci i a € P.
Mowimy, ze a jest elementem nierozktadalnym pierscienia P, jezeli
a#0,a¢ P*idladowolnych z,y € P takich, ze a = x -y jest z € P*
lub y € P*.
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Definicja 13.9. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci i a € P.
Moéwimy, ze a jest elementem pierwszym pierscienia P, jezeli a # 0,
a ¢ P*idla dowolnych z,y € P takich, ze a | x - y mamy, ze a | = lub
a | y w pierScieniu P.

Przez prosta indukcje dowodzi sie, ze jezeli a jest elementem pierw-
szym dziedziny catkowitosci P, to iloczyn skonczonej liczby elementéw
pierécienia P jest podzielny przez a wtedy i tylko wtedy, gdy pewien
z tych czynnikow jest podzielny przez a.

Stwierdzenie 13.10. Kazdy element pierwszy dziedziny catkow:-
tosci P jest elementem nierozktadalnym w P.

Dowdd. Niech a bedzie elementem pierwszym dziedziny catkowitosci
P. Wtedy a # 01ia ¢ P*. Wezmy dowolne x,y € P takie, ze a =z - y.
Wtedy a | -y, wiec a | z lub a | y. W pierwszym przypadku z = a - ¢
dla pewnego t € P, wiecca = x-y =at-y,skad a- (1 —t-y) = 0.
Ponadto P jest dziedzing catkowitosci i a # 0, wiec 1 — ty = 0, skad
1 = ty, czyli y € P*. W drugim przypadku, y = s - a dla pewnego
s€ P,skada=xz-y=ux-sa, wieca- (1l —xs)=0.Zatem 1 =z - s,
skad z € P*. Wobec tego a jest elementem nierozktadalnym w P. [

Przyklad 13.11. Nie zawsze element nierozktadalny jest elemen-
tem pierwszym. Pokazemy, ze dla liczb catkowitych D < —2 w pierscie-
niu Z[v/D] liczba 2 jest elementem nierozktadalnym, ale nie jest ele-
mentem pierwszym. Oczywiscie 2 # 0 i ze wzoru (13.8), 2 & (Z[v/D])*.
Zalozmy, ze istnicje a € Z[V/D] takie, ze N(a) = 2. Wtedy o =
= 2 +yV/D dla pewnych z,y € Z, wiec 22 — Dy? = 2, ale —D > 2,
wiec dla y # 0, 2 = 22 — Dy?> > —Dy?> > —D > 2, co prowadzi
do sprzecznoéci. Ponadto dla y = 0, 22 = 2, co tez jest niemozliwe.
WezZzmy teraz dowolne 3,y € Z[\/ﬁ] takie, ze 2 = 3 - ~v. Wtedy na
mocy (13.4), 4 = N(3) - N(v), ale N(B), N(v) € Ny i jak pokazalismy,
N(B),N(y) # 2, wigc N() =1 lub N(v) = 1. Stad na mocy (13.7),
B € (Z[VD])* lub v € (Z[VD])*. Zatem 2 jest elementem nierozkta-
dalnym w Z[v/D].

Elementy pierscienia Z[\/E] ktore sg podzielne przez 2 sy postaci
2(a +bV/D) = 2a + 2bv/D dlaa,b € Z. Stad 241+ VD, 211 — /D
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oraz 2 4 VD. Jedli liczba D jest parzysta, to 2 | D w pierscieniu Z,
skad 2 | D w pierécieniu Z[v/D] oraz D = v/D - /D, wicc wtedy 2 nie
jest elementem pierwszym pierscienia Z[\/ﬁ] Jezeli zas liczba D jest
nieparzysta, to 2 | 1 — D w pierscieniu Z, skad 2 | 1 — D w pierscieniu
Z[\/D] oraz 1—D = (1++/D)-(1—+/D), wiec takze w tym przypadku

2 nie jest elementem pierwszym pierscienia Z[\/ﬁ]

Przyktad 13.12. Niech D bedzie liczba catkowita, ktora nie jest
kwadratem liczby catkowitej i niech p € P. Zalézmy, ze a € Z[V/D]
i N(a) = £p. Wtedy a # 0 i na mocy (13. 9) ¢ (Z[v/D])*. Ponadto
a = a+byvD dla pewnych a,b € Z. Stad a> — Db? = +p, wiec p b, bo
inaczej p | bip | a, skad p? | £p, co jest niemozliwe. Wezmy dowolne
z,y € Z. Poniewaz p { b, wiec na mocy lematu 2.9 istnieje k € Z,
takie, ze bk = br — ay (mod p). Stad b(z — k) = ay (mod p), wiec
ab(r — k) = a*y (mod p), ale a* = DV* + p, wiec ab(z — k) = Dby

(mod p), skad a(z — k) = Dby (mod p), bo p 1 b. Ponadto = -kkz:yff

z—k)+yvD bvD z—k)a—byD b(z—k)
_ >+a% D>b<2a D) _ ( ipy 4 -t /D e Z[V/D]. Stad uzy-

skujemy, ze x + yv/D = k (mod a) w pierécieniu Z[v/D].

Wezmy dowolne 3,7 € Z[v/D] takie, ze o | 3 - y. Wtedy istnieja
k,l € Z, takie, ze f =k (mod ) i v =1 (mod «). Zatem -~y = ki
(mod «), ale 8-~ = 0 (mod «), wiec stad « | kl i na mocy (13.6),
N(a) | N(k)- N(l), czyli p* | kl. Stad p | k lub p | [, ale a | p, wiec
al|kluba|l, skad a| flub a| 7.

Wobec tego a jest elementem pierwszym w pierécieniu Z[v/D]
i na mocy stwierdzenia 13.10, « jest elementem nierozktadalnym tego
pierscienia.

Podobnie pokazujemy, ze jesli dodatkowo D =1 (mod 4) ip € P
1+f

oraz N(a) = %p dla pewnego a € Z[*Y2], to a jest elementem pierw-
szym w pierScieniu Z[#] ina mocy stwierdzenia 13.10, « jest ele-

mentem nierozktadalnym tego pierscienia.

Definicja 13.13. Niech P bedzie dziedzina catkowitosci i a € P.
Moéwimy, ze a ma rozklad jednoznaczny w pierscieniu P, jezeli
a = p1- ... p, dla pewnych elementow nierozktadalnych pi,...,p,
pierscienia P oraz jezeli a = q; - ... - ¢, dla pewnych elementéw nie-
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rozktadalnych ¢q,...,q, pierécienia P, to m = n i po ewentualnej
permutacji indekséw mamy, ze ¢; ~ p; dla kazdego 1 =1,...,n.

Definicja 13.14. Méwimy, ze dziedzina catkowitosci P jest dzie-
dzing z jednoznacznoS$cig rozkladu, jezeli kazdy jej niezerowy
i nieodwracalny element ma rozktad jednoznaczny.

Twierdzenie 13.15. W dziedzinie z jednoznacznosciq rozktadu po-
jecia elementu nierozkladalnego i elementu pierwszego pokrywajq sie.

Dowdd. Niech P bedzie dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu i niech
a € P. Jezeli a jest elementem pierwszym w P, to na mocy stwierdze-
nia 13.10, a jest elementem nierozktadalnym w P. Na odwrdét, przy-
pusémy, ze a jest elementem nierozktadalnym w P i wezmy dowolne
x,y € P takie, ze a | x - y. Nalezy pokazaé, ze wtedy a | = lub a | y.
Poniewaz 0 = 0 - a, wiec a | 0, czyli mozna dalej zakladaé, ze x # 0
iy # 0. Dalej, z -y = t-a dla pewnego t € P. Jesli z € P*, to
y = (tz~') - a, skad a | y. Podobnie, jesli y € P*, to a | x. Mo-
zemy zatem dalej zakladaé, ze v ¢ P* iy & P*. Stad t # 0. Jesli
t € P*, to (t7'z) -y = a, wigc z nierozktadalnosci a, t~'x € P* lub
y € P*, skad a | y lub a | x. Niech dalej t ¢ P*. Zatem x,y,t # 0
ix,yt¢& P*. Ponadto P jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu,

wiec istnieja elementy nierozktadalne pq, ..., pk, q1,-- -, 01,71, - - -, Ty ba-
kie,zex =p1-...-pg, y=q1+...-quit =ry-...-7,. Ponadto z-y =t-a,
wieepr ... Pk QL. Q=71 ... Tp-a = ta iz jednoznacznosci

rozktadu elementu ta oraz z nierozktadalnosci elementu a wynika, ze
a ~ p; dla pewnego ¢ = 1,...,k lub a ~ ¢; dla pewnego 7 =1,...,1.
Stad a | x lub a | y. O

Twierdzenie 13.16. Dla dziedziny catkowitosci P nastepujgce wa-
runki sqg rownowazne:

(i) P jest dziedzing z jednoznacznosciq rozkladu,

(11) kazdy element a € P nierozkladalny w P jest elementem pierw-
szym w P 1 kaZdy niezerowy element nieodwracalny pierscienia P jest
tloczynem skonczonej liczby elementow nierozktadalnych w P.
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Dowdéd. Na mocy twierdzenia 13.15 wystarczy udowodni¢ implikacje
(1) = (7). Sprowadza sie to do wykazania, ze jezeli

P1,---sPm>q15---,Gn

sg elementami nierozktadalnymi w P takimi, ze py-...-Dm = @1+ .. Qn,
to m = n i po ewentualnej permutacji elementéw py, ..., p,, mamy, ze
p; ~ q; dla kazdego 1 =1,...,m.

Zastosujemy indukcje ze wzgledu na m (przy dowolnym n € N). Dla
m = 1 z nierozktadalnosci elementéw pi,q1,...,q, wynika, ze n = 1
(bo inaczej ¢; € P* dla pewnego i = 1,...,n, co jest niemozliwe), wiec
p1 = q1, czyli pr ~ qu.

Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej m i niech
D1y s Pma1s Q1y-- -5 qn beda elementami pierwszymi w P takimi, ze
P Pmal = @1 - ... Qqn. Na mocy pierwszej czesci dowodu n >
> 1. Ponadto wtedy ppmy1 | ¢1 - ... gn 1 na mocy zatozenia p,,.1 jest
elementem pierwszym, wiec p,.1 | ¢; dla pewnego ¢ = 1,...,n. Bez
zmniejszania ogdlnosci mozemy zaktadaé, ze pny1 | ¢, Dodatkowo
Pm+1 1 @ sa elementami nierozktadalnymi, wiec ¢, ~ p,41 1 na mocy
stwierdzenia 13.2, p,,+1 = ug, dla pewnego u € P*. Po skroceniu
przez g, uzyskujemy, ze (up1) -p2 ... Pm = @1 ... @u—1. Ponadto
upy ~ pi1, czyli up; jest elementem nierozktadalnym w P, wigc na mocy
zatozenia indukcyjnego m = n — 1 i po ewentualnej zmianie kolejnosci
czynnikéw nierozktadalnych upy ~ q1,p2 ~ @2, ..., Pm ~ Gm. Wobec
tegom+1=nip; ~q; dlakazdegoi=1,...,m,m+ 1. O

Twierdzenie 13.17. Niech D bedzie liczbg calkowitq, ktora nie
jest kwadratem liczby catkowitej. Pierscien Z[\/E] jest dziedzing z jed-
noznacznosciq rozkladu wtedy 1+ tylko wtedy, gdy kazdy jego element
nierozktadalny jest elementem pierwszym.

Dowdd. Na mocy twierdzenia 13.16 wystarczy pokazac, ze kazdy nie-
zerowy i nieodwracalny element o € Z[v/D] jest iloczynem skonczo-
nej liczby elementéw nierozktadalnych tego pierscienia. Z przyktadu
13.6 wynika, ze |Np(a)] € N\ {1}. Gdyby zatem nasza teza byla
fatszywa, to na mocy zasady minimum istniatoby a € Z[\/ﬁ] ta-
kie, ze |[Np(a)| > 1 i « nie jest iloczynem skoriczonej liczby elemen-
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téw nierozktadalnych pierdcienia Z[v/D), przy czym |Np(a)| jest naj-
mniejsze. Stad w szczegdlnosci « nie jest elementem nierozktadalnym
w Z[V/D]. Ponadto o # 0 i a nie jest odwracalne w Z[vD], wiec
a = (3 -~ dla pewnych niezerowych elementéw 3, € Z[wp], ktére nie
sa odwracalne w Zlwp|. Stad |[Np(a)| = |Np(B)|- |Np(7)|, a poniewaz
INp(B)|, INp(7)| € Nina mocy przyktadu 13.6, |Np(5)|, |Np(v)| > 1,
wiec |[Np(B)|, INp(v)] < |Np(«)|. Zatem z minimalnosci |Np(«)| ist-
nieja elementy nierozktadalne py,...,p,, q1, ..., ¢m pierscienia Z[\/E]
takie,ze B=pi1-...oppivy=qi ... qn.-Stada=p1 ... Pp-q1 " . G,
czyli « jest iloczynem skonczonej liczby elementéw nierozktadalnych
w Z[\/D], sprzecznosé. O

Przyktad 13.18. Niech D < —2 bedzie liczbg catkowita. Wtedy
z twierdzenia 13.17 i z przyktadu 13.11 wynika, ze pierdcienr Z[v/D]
nie jest z jednoznacznoscia rozktadu (chociaz oczywiscie jest dziedzina
catkowitosci).

Uzywajac przyktadu 13.7 mozna analogicznie jak w przypadku
twierdzenia 13.17 udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie 13.19. Niech D bedzie liczbg catkowitq, ktora nie
jest kwadratem liczby calkowitej i takq, ze D = 1 (mod 4). Pierscien
Z[l%/ﬁ] jest dziedzing z jednoznacznosciq rozkltadu wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy jego element nierozkladalny jest elementem pierwszym.

Elementy ay, ..., a, dziedziny z jednoznacznoscig rozktadu P nazy-
wamy wzglednie pierwszymi, jezeli kazdy ich wspolny dzielnik jest
elementem odwracalnym w P. Na mocy twierdzenia 13.15 jest to row-
nowazne temu, ze nie istnieje element pierwszy w P bedacy wspélnym
dzielnikiem elementow ay, . . ., a,.

Nastepujace twierdzenie, odgrywa fundamentalng role w rozwiazy-
waniu wielu réwnan diofantycznych:

Twierdzenie 13.20. Niech a,b, c bedg elementami dziedziny z jed-
noznacznos$cig rozkiadu P. Jezeli elementy a 1 b sqg wzglednie pierwsze
oraz a-b ~ c" dla pewnego naturalnego n, to istniejg c1,co € P takie,
zea~ct ib~ch.
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Dowad. Jezeli a = 0, to b # 01 b | a oraz oczywiscie b | b, wigc
b € P*, bo elementy a i b sa wzglednie pierwsze. Zatem wtedy b ~ 1,
skad @ ~ 0" i b ~ 1™. Analogicznie dla b = 0 wystarczy wzia¢ ¢; = 1
i co = 0. Niech dalej a # 01 b # 0. Jezeli a € P*, to b ~ ab, wigc
b~ cian~ 1" Jezeli b € P* to podobnie a ~ ¢" i b ~ 1™ Mo-
zemy zatem zaktadaé, ze a € P* i b ¢ P* oraz a # 01 b # 0. Po-
niewaz P jest dziedzina z jednoznaczno$cig rozktadu oraz elementy
a i b sa wzglednie pierwsze, wiec istniejg parami niestowarzyszone
elementy pierwsze pq,...,Ds, q1,---,q- Oraz istnieja liczby naturalne
ay, ..., Qg B, ..., B takie, ze a = pit - .. - p2ib = @ R
Zatem pi*-.. .- pS -q’lg1 @l ~ " Stad ¢ £ 0, ¢ € P* i jesli element
pierwszy p dzieli ¢, to p ~ p; dla pewnego ¢ = 1,...,s lub p ~ ¢; dla
pewnego j = 1,...,7. Wobec tego ¢ = up{*-...-p¥ Gt % dla pew-
nego u € P* oraz dla pewnych liczb naturalnych v, ..., 79, 01,...,0,.

Zatempﬁ“u..-p‘S’S~qlﬁl~...-qT5T = (upy)"™ .. .- g‘%~q?51 g, skad
z jednoznacznosci rozktadu w pierécieniu P, a; = ny; dlat=1,...,s
oraz B; =nd; dlaj=1,...,r. Zatem a ~ ¢} dla ¢; = p{* -...-pl* oraz
bwc?dlaczzq‘fl-...-qfr. O

13.3 Przyktady dziedzin
z jednoznacznos$cig rozkladu
Ideatem pierscienia P nazywamy taki niepusty podzbior I C P, ze

t—j €1l oraz a-i € I dla dowolnych ¢,5 € I oraz dla kazdego a € P.
Dla kazdego a € P zbi6r

(a) =aP ={a-z:x € P}
jest idealem piersécienia P. Nazywamy go idealem gléwnym gene-
rowanym przez a. Dziedzine catkowitosci, w ktorej kazdy ideal jest

gtowny nazywamy dziedzing idealéw gléwnych.

Twierdzenie 13.21. Kazda dziedzina ideatow gtownych P jest
dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu.
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Dowdd. Niech a € P bedzie elementem nierozktadalnym. WeZmy do-
wolne z,y € P takie, ze a | zy i przypustmy, ze a { x. Zauwazmy, ze
(a,x) = {au + v : u,v € P} jest idealem pierscienia P ostro zawie-
rajacymi ideal (a), bo z € (a,x) \ (a), gdyz a 1 x. Dodatkowo kazdy
ideal pierdcienia P jest gtéwny, wiec (a,z) = (p) dla pewnego p € P.
Stad a = pr dla pewnego r € P. Jedlir € P*,top =ar'ixz = pt
dla pewnego t € P, wiec x = a(s™'t), skad a | x, wbhrew zalozZeniu.
Zatem r ¢ P* i z nierozktadalnosci elementu a mamy, ze p € P*. Stad
1 =pp ! e (a,2), czyli 1 = au + zv dla pewnych u,v € P. Zatem
y = auy + xyv, skad a | y, bo a | xzy i a | auy. Wobec tego a jest
elementem pierwszym w P.

Na mocy twierdzenia 13.16 wystarczy wykazac, ze kazdy niezerowy
i nieodwracalny element pierscienia P jest iloczynem skonczonej liczby
elementow nierozktadalnych w P. Przypu$émy, ze tak nie jest. Wtedy
istnieje niezerowy element ¢ nieodwracalny w P, ktéry nie jest iloczy-
nem skonczonej liczby elementéw nierozktadalnych w P. W szczegdl-
nosci ¢ nie jest elementem nierozktadalnym w P. Zatem ¢ = ¢; - d;
dla pewnych niezerowych elementéw nieodwracalnych pierscienia P,
przy czym mozna zaktadac¢, ze c; nie jest iloczynem skonczonej liczby
elementéw nierozkladalnych w P. Zauwazmy, ze ideal (c) jest ostro
zawarty w ideale (¢1), bo ¢ = ¢1dy 1 ¢q & (a), gdyz inaczej ¢; = cu dla
pewnego u € P, skad ¢; = ci1dyu, azatem 1 = dyu, skad d; € P*, whrew
zalozeniu. Analogicznie, istnieje niezerowy element nieodwracalny co
taki, ze ideal (c1) jest ostro zawarty w ideale (c3). Kontynuujac ten
proces widzimy, ze mozemy skonstruowadé cigg elementow c, ¢y, co, . ..
pierdcienia P taki, ze (¢) C (¢1) C (¢2) C .... Standardowe sprawdze-
nie pokazuje, ze I = (¢) U (¢1) U (¢2) U ... jest ideatem pierécienia P.
Zatem [ = (b) dla pewnego b € P. Wtedy b € I, wigc b € (¢) dla
pewnego k € N, wiec I = (b) C (¢x) C (ck+1) C I, skad (cx) = (cgt1)
i mamy sprzeczno$c. [

Wazna podklasg dziedzin ideatow gtownych sg tak zwane pierscie-
nie euklidesowe. Oto ich okreslenie:

Definicja 13.22. Powiemy, ze dziedzina calkowitos$ci P jest pier-
$cieniem euklidesowym, jezeli istnieje funkcja N: P — Ny zwana
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normgy i taka, ze:
L. dla kazdego a € P: N(a) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0,
II. N(a-b) = N(a) - N(b) dla dowolnych a,b € P,
ITI. dla kazdego niezerowego a € P i dla dowolnego b € P istnieja
g, € P takie, zeb=¢q-a+1r1iN(r) < N(a).

Stwierdzenie 13.23. Niech P bedzie pierScieniem euklidesowym
znormg N. Wéwczas N(1) =1 i dla kazdego a € P: a jest elementem
odwracalnym pierscienia P wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = 1.

Dowdéd. Poniewaz dla kazdego x € P mamy, ze x = 1-x, wiec na mocy
II, N(z) = N(1)-N(z). Ponadto P # {0}, wiec istnieje niezerowe = € P
i wtedy z I, N(z) # 0, wiec po skréceniu N(1) = 1.

Wezmy dowolne a € P. Jeslia € P*,toa-b =1 dla pewnego b € P,
ale N(1) = 1, wiec na mocy II, N(a) - N(b) = 1, skad N(a), N(b) € N
i wobec tego N(a) = 1. Na odwrdt, zatézmy, ze N(a) = 1. Wtedy na
mocy I, a # 0. Zatem z 111, 1 = g - a + r dla pewnych ¢,r € P takich,
ze N(r) < N(a). Ponadto N(r) € Ngi N(a) =1, wiec N(r) =0, skad
r =0 na mocy I. Zatem 1 =¢-aiae€ P*. O]

Twierdzenie 13.24. Kazdy pierscien euklidesowy jest dziedzing
ideatéow gtownych. W szczegolnosci kazdy pierscien euklidesowy jest
dziedzing z jednoznacznos$ciq rozktadu.

Dowdd. Niech P bedzie pierscieniem euklidesowym z norma N. Niech
I bedzie dowolnym ideatem pierécienia P. Jesli I = {0}, to I = (0).
Niech dalej I # {0}. Wtedy na mocy I dla kazdego a € I\{0} mamy, ze
N(a) € N. Z zasady minimum w zbiorze {N(a) : a € I\ {0}} istnieje
element najmniejszy N(a). Oczywiscie (a) C I. Wezmy dowolne b € I.
Wtedy z 111 istnieja q,r € P takie, ze b = q-a+r i N(r) < N(a).
Stad ¢g-a € [ orazr =b—¢q-a € I. Z wyboru a wynika, ze r = 0.
Zatem b= q-a € (a), czyli I C (a) i ostatecznie I = (a). Stad na mocy
twierdzenia 13.21 P jest dziedzina z jednoznacznoscig rozktadu. ]

7 twierdzenia o dzieleniu z resztg wynika, ze pierscien Z jest pier-
Scieniem euklidesowym, ktorego norma jest wartos¢ bezwzgledna.
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Przyktad 13.25. Niech wp = VD dla D = —2,-1,2,3 1 w_3 =
= %ﬂ Pokazemy, ze Zlwp| dla D = —3,—2,—1,2,3 jest pierscie-
niem euklidesowym z norma N dang wzorem N(«) = |Np(a)| dla
a € Z|wp]. Rzeczywiscie, warunki I oraz II byly pokazane w przy-
ktadach 13.6 i 13.7. Pozostaje wiec wykazac, ze zachodzi warunek III.
W tym celu wezmy dowolne «, 5 € Z[wp], § # 0. Wtedy «, 3 naleza do
ciata Q(v/D), wiec istniejg liczby wymierne u, v takie, ze 3= u+vV/D.
Stad istniejg x,y € Q takie, ze % = x + ywp. Niech xg bedzie liczbg
catkowita najblizsza liczby x i niech gy, bedzie liczbg catkowity naj-
bilizsza liczby y. Wtedy |z — 29| < 5 1 |y — yo| < 3. Okreslamy
Yy=zo+Ywpip=a—vy-0. Wtedy v,p € Zlwp|, « =~ -5+ p oraz
p=a—ypB=5B=yB=0(5-7) =08 (z+ywp)—(zo+yowp)) =
=0 ((zr —z0) + (y — yo)wp). Stad na mocy przyktadéw 13.6 i 13.7,
N(p) = N(B) N((z—20)+(y—0)wn) = N(B)- N((z—0)+(y—y0)wrp).
Wystarczy zatem wykazac, ze dla dowolnych liczb wymiernych p, g ta-
kich, ze [pl, |¢| < § zachodzi nieréwnosé:

N(p+qwp) < L. (13.18)

Jezeli D = _2a_1a27 to N(p + qu) = |p2 - Dq2| < p2 + |D|q2 <

< (%)2 +2- (%)2 = % < 1. Natomiast dla D = 3:

N(p+qwp) = |p* — Dg®| = |p* — 3¢*| =

[ p?P-3¢2<
3¢ —-p*<
Zatem takze N(p + qwp) < 1.

W konicu, dla D = =3 jest D =1 (mod 4), wiec z przyktadu 13.7,
N(p+qwp) = P> +pg + @ < [p]* + p| - [a| + [g]* <3- 5 < L.

gdy p* =3¢ >0
gdy p* —3¢> <0~

S | QoS [ =

Przyktad 13.26. Niech D € {—7, —11}. Udowodnimy, ze pierscien

Zlwp], gdzie wp = HP , jest pierécieniem euklidesowym z normg N

taka, ze N(a) = Np(«a) dla a € Z|wp]. Rzeczywiscie, warunki I oraz I1
byty pokazane w przyktadzie 13.7. Pozostaje wiec wykazaé, ze zachodzi
warunek III. W tym celu wezmy dowolne «, § € Z[wp], B # 0. Wtedy
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a, 3 naleza do ciata Q(\/ﬁ), wiec istniejag liczby wymierne x,y takie,
ze % = 2+ yv/D. Niech y, bedzie liczba catkowita najblizsza liczby y.
Wtedy |y — yo| < % Dalej, niech z(y bedzie liczbg catkowita najblizsza
liczby  + 5. Wtedy |v — z¢ + 52| < % Oznaczmy v = xg + Yowp.
Wtedy v € Zlwp| ip=0—7v-«a € Zlwp] oraz f = v - a + p, wiec
wystarczy pokazaé, ze Np(p) < Np(a). Ponadto 8 = 2-a = (z+ywp)-
a, wiee p = ((# — xo) + (¥ — yo)wp) - @, skad Np(p) = Np((z — o) +
+(y — yo)wp) - Np(a). Wystarczy zatem wykazaé, ze Np((z — xo) +
+(y — yo)wp) < 1. Z przyktadu 13.7 oraz z nieréwnosci |y — yo| < 3

i |z — a9+ 52| < 5 oraz z zalozenia, ze D € {—7,—11} wynika, ze

NDlg(I—lxo)*“(y—yo)wD) = ((I_x0)+7y—2y0>2+%(y_y0)2 < i*’%'i =
=L 1
16

Jezeli D jest bezkwadratowa liczbg naturalna, to rozszerzenie K =
= Q(v/—D) nazywamy urojonym cialem kwadratowym. Element
a € K nazywamy algebraiczng liczba catkowita, jezeli jest on pier-
wiastkiem pewnego unormowanego wielomianu o wspotczynnikach cat-
kowitych. Dobrze wiadomo, ze zbiér wszystkich algebraicznych liczb
catkowitych pierscienia K tworzy pierscien nazywany pierscieniem
liczb algebraicznych calkowitych i oznaczany przez Ok. Dowdd
tego faktu mozna znalez¢ w dowolnym podreczniku Algebraicznej Teo-
rii Liczb, na przyklad w [27]. PierScien ten ma szereg interesujacych
wtlasnodci, ktore byty i sg intensywnie badane przez wielu matematy-
kow.

I tak, na przyktad dla niektérych wartosci D pierscien O jest
dziedzing idealéw gtéwnych. Gauss znalazt 9 takich wartosci D, i po-
dejrzewal, ze innych nie ma. Dopiero w potowie XX wieku okazato sig,
ze mial racje. Mowi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 13.27. [Stark—Heegner| Jezeli D jest bezkwadra-
towg liczbg naturalng, to pierscien Ok jest dziedzing ideatéow gtownych
wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

D €{1,2,3,7,11,19, 43,67, 163}.

Liczby wystepujace w poprzednim twierdzeniu nazywamy liczb-
ami Heegnera. Pierwszy dowod twierdzenia 13.27 podatl Heegener
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w 1952, ale jego rozumowanie zawierato luke, ktora w 1967 uzupetnit
Stark. O historii twierdzenia Starka-Heegnera, innych jego dowodach,
a takze o zwiazkach z réznymi dziatami matematyki mozna przeczytac
w przegladowym artykule [17]. Znajduje sie tam takze bogata kolekcja
referencji do omawianego tematu.



Czes¢ V

Zastosowania pierscieni
w teorii r6wnan
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Rozdzial 14

Pierscien liczb calkowitych
Gaussa

14.1 Klasyfikacja elementéw pierwszych

Z przyktadu 13.25 wiemy, ze Z[i| = {a+bi : a,b € Z} jest pierscieniem
euklidesowym z normg N dang wzorem N (z+yi) = 2°+y? dlax,y € Z.
Wobec tego na mocy twierdzen 13.15 1 13.24 w pierscieniu Z[i] pojecia
elementu pierwszego i elementu nierozktadalnego pokrywaja sie.

Ze wzoru (13.10) wiemy, ze (Z[i])* = {1, —1,i, —i}. Zatem na mocy
stwierdzenia 13.2 dla dowolnego niezerowego « € Zl[i] istnieja do-
ktadnie cztery liczby catkowite Gaussa stowarzyszone z a i sg nimi:
a, —Q, 1, —1 - Q.

Stwierdzenie 14.1. Dla kazdej liczby catkowitej Gaussa o # 0
istnieje dokiadnie jedna stowarzyszona z « liczba caltkowita Gaussa
a+ bt taka, zZe a € N 1 b € Ny.

Dowdd. Niech o € Z[i]\ {0}. Wtedy a = = + yi dla pewnych z,y € Z,
przy czym x # 0 luby # 0. Jedliz =01y > 0, to a - (—1) = y, wiec
a~y. Jesize=01iy <0, toa-i = —y, skad a ~ —y. Niech dalej
r#0. JeSliy=0ir>0,toa~zx,ajesSiy=01ix <0, toa~ —zx.

Niech dalej z # 01y # 0. Jesli z,y > 0, to wystarczy obra¢ a = x
ib=y. JeSliz>0iy<0,toa-i=(—y)+zi, wiecca=—yib=uz.

209
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Jeslizx <0iy<0,toa-(—1)=(—z)+ (—y)i, wiecca=—zib=—y.
W koncu, jesli x < 01y > 0, to a- (—i) = y + (—x)i, wiec a = y
ib=—ux.

Niech teraz a,c € Nib,d € Ny beda takie, ze a+bi ~ c+di. Wtedy
c+di € {a+bi,—a—bi,—b+ ai,b— ai}, skad ¢+ di = a + bi. O

Whniosek 14.2. Liczby catkowite Gaussa a + bi oraz a — bi, gdzie
a,b € N sqg stowarzyszone wtedy 1 tylko wtedy, gdy a =b.

Dowdéd. Poniewaz (a — bi) - i = b+ ai, wiec a — bi ~ b+ ai. Zatem
a+bi~a—bi <= a+0bi ~ b+ aiinamocy stwierdzenia 14.1 mamy
teze. O]

Stwierdzenie 14.3. Jezeli n jest liczbg naturalng nieparzystq, to
kazdy element odwracalny pierscienia Z[i] jest n-tq potega pewnego ele-
mentu odwracalnego w 7Zi.

Dowdd. Poniewaz liczba n jest nieparzysta, wiec —1 = (—1)"

widcie 1 = 1™. Dalej, i = —1, wiec i*> = —i oraz i* = 1. Stad i
dla kazdego k € Ny. Dodatkowo n = 4k + 1 lub n = 4k + 3, wiec
w pierwszym przypadku ¢ = " oraz —i = (—i)", a w drugim ¢ = (—17)"
oraz —i = i". Ponadto (Z[i])* = {1,—1,i,—i}. Zatem teza zostala
udowodniona. [

1 oczy-
4k _ 1

Uwaga 14.4. Pokazemy teraz zastosowanie pierscienia Z[i| do udo-
wodnienia twierdzenia Fermata o dwoch kwadratach. Niech p bedzie
dowolng liczba pierwsza postaci 4k + 1. Na mocy twierdzenia 7.25 ist-
nieje ¢ € N takie, ze p | ¢ + 1. Ponadto ¢ + 1 = (¢ +14)(c — i), wiec
p | (¢+14)(c—1i) w pierécieniu Z[i]. Dalej, na mocy (13.3), pt ¢+ oraz
p 1 c—i. Ponadto p # 0 i p nie jest elementem odwracalnym w Z][i].
7 twierdzen 13.15 i 13.24 wynika, ze p = a - § dla pewnych niezero-
wych elementéw nieodwracalnych « i 3 pierscienia Z[i]. Zatem na mocy
stwierdzenia 13.23, N(«a), N(3) # 1ip* = N(a)-N(3). Stad N(a) = p.
Dodatkowo av = x +yi dla pewnych x,y € Z, wiec 22 +y? = p. Z pierw-
szosci liczby p wynika, ze z,y # 0, wiec |z, |y| € Nip=|z|* + |y|>.

Stwierdzenie 14.5. Dla kazdej liczby pierwszej p postaci 4k + 1

istnieje doktadnie jedna para (a,b) liczb naturalnych taka, ze a > b
ip=a®+ b
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Dowad. Istnienie takiej pary wynika z nieparzystosci p oraz z twier-
dzenia Fermata o dwoch kwadratach. Zatézmy, ze (¢, d) jest para liczb
naturalnych taka, ze ¢2 4+ d? = p oraz ¢ > d. Wtedy w pierécieniu eukli-
desowym Z[i| elementy a+bi, a—bi, c+di oraz c—di maja norme p, wiec
na mocy przyktadu 13.12 i twierdzenia 13.15 sg one elementami pierw-
szymi pierscienia Z[i]. Ponadto p = (a + bi)(a — bi) = (¢ + di)(c — di),
wiec c+di | a+bi lub c+di | a—bi, skad c+di ~ a+bi lub c+di ~ a—bi.
Dodatkowo a—bi = (b+ai)-(—i), wiec c+di ~ a+bi lub c+di ~ b+ai
i na mocy stwierdzenia 14.1, ¢+ di = a + bt lub ¢+ di = b+ at, skad
(¢,d) = (a,b), gdyz (¢,d) # (b,a), boc>dia>b. O

Twierdzenie 14.6. Wszystkimi 2z doktadnosciq do stowarzyszenia
elementami pierwszymi pierscienia Z[i] sq: 1+ 1, liczby pierwsze q po-
stact 4k + 3 1 liczby zespolone postaci a + bi oraz a — bi, gdzie a > b,
a,b € N i a®+b? jest liczbg pierwszq postaci 4k + 1.

Dowdd. Jak wiemy w pierScieniu Z[i| elementy pierwsze pokrywaja
si¢ z elementami nierozktadalnymi. Wystarczy zatem opisa¢ elementy
nierozktadalne tego pierscienia.

Poniewaz N (1 +i) = 12+ 12 = 2 € P oraz dla a,b € N takich, ze
a>bia*+0* € Pjest N(a+bi) = N(a—bi) = a® 4+ b?, wigc na mocy
przyktadu 13.12, 1+1, a+bi oraz a—bi sa elementami nierozktadalnymi
w Z[i] oraz na mocy stwierdzen 14.11 14.2 zadne dwa z tych elementéw
nie sg stowarzyszone. Niech ¢ bedzie liczbg pierwsza postaci 4k + 3.
Oczywiscie ¢ £ 0iq & {1,—1,i,—i}. Jezelix,y € Z i N(z+yi) = q, to
2?2 +y? = q, co przeczy stwierdzeniu 4.1. Zatem q # N(a) dla kazdego
a € Z[i]. Wezmy dowolne a, 3 € Z[i] takie, ze ¢ = a - 3. Wtedy
¢ = N(a) - N(B), a poniewaz N(a), N(8) € N oraz N(«), N(8) # q,
wiec N(a) = 1 lub N(f5) = 1, skad na mocy przyktadu 13.12, « lub
B jest elementem odwracalnym w Z[i]. Wobec tego ¢ jest elementem
nierozktadalnym w Z[i], przy czym na mocy (13.3), ¢ 1 1 + i oraz
qta+biiqta—bi,gdy a*> + b? jest liczba pierwsza postaci 4k + 1.

Niech teraz 7 bedzie elementem nierozktadalnym w Z[i]. Wtedy
7 jest elementem pierwszym w Z[i] i N(mw) > 1 jest liczba naturalna.
Zatem N(m) = py-pa-...-ps dla pewnych liczb pierwszych py, po, . . ., ps.
Ponadto N(7) = 77, wiec 7 | p1-pa-. .. Ds 1z pierwszosci elementu 7,



212 Pierscien liczb caltkowitych Gaussa

7 | p; dla pewnego j =1,...,s. Jesli p; = 2, to 7 | 20 = (1 + i)?, skad
7 | 1414, wiec z plerwszej czesci dowodu m ~ 1+ 4. Jezeli p; = 3
(mod 4), to z pierwszej czeSci dowodu 7 ~ p;. Niech zatem p; =

(mod 4). Wtedy na mocy stwierdzenia 14.5 istnieje dokladnie jedna
para (aj,b;) liczb naturalnych taka, ze a; > b; oraz p; = a? + b? =
= (aj + b;i)(a; — bji). Z pierwszosci elementu m wynika, ze 7 | a; + b;i
lub 7 | a; — bji. Stad i z pierwszej czeSci dowodu 7 ~ a; + b;i lub
7 ~ a; — b;i, co konczy dowdd. O

Oznaczmy przez G (na cze$¢ Gaussa) zbior elementéw pierwszych
piercienia Z[i| podany w twierdzeniu 14.6. Poniewaz Z][i] jest dziedzing,
z jednoznacznodcig rozktadu i (Z[i])* = {1, —1,4, —i}, wiec uzyskujemy
stad nastepujace

Twierdzenie 14.7. Kazda niezerowq liczbe catkowitq Gaussa takq,
ze a £ 1, —1,1,—1i mozna zapisaé jednoznacznie w postaci
a=c-mh . Tk
gdzie ¢ € {1,—1,i,—i}, s,k1,..., ks € N oraz my,...,7s sq réznymi
elementami ze zbioru G. O

Stwierdzenie 14.8. Niech a @ b bedq liczbami naturalnymi takims,
zep = a® +b* € P. Wtedy dla dowolnych x,y € Z réwnowazne sq
warunki:

(1) a+bi | x+ yi w pierscieniu Z[i],

(i1) ay = bx (mod p).

Dowdd. Zauwazmy, ze w ciele Q(7): iflﬁ = ((Zizg((gjgg = ax:by + ay;bxz’.
Wobec tego a + bi | = + yi w pierscieniu Z[i] wtedy i tylko wtedy, gdy
ar + by =0 (mod p) i ay — bxr = 0 (mod p). Stad mamy implikacje

Na odwrét, niech ay = bx (mod p). Wtedy a*y = abxr (mod p),
ale a> = —b? (mod p), wigc —b*y = abxr (mod p). Poniewaz p € P
i a®+b? = p, wiec pt b i po skroceniu otrzymanej kongduencji przez
b uzyskamy, ze axr = —by (mod p), czyli ax + by = 0 (mod p). Stad
i z pierwszej czesci dowodu a + bi | © + yi w pierdcieniu Z[i]. O
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Stosujac stwierdzenie 14.8 dla a = b = 1 uzyskujemy od razu na-
stepujace

Stwierdzenie 14.9. Liczba catkowita Gaussa a+bi, gdzie a,b € Z
jest podzielna przez 1 + i wtedy i tylko wtedy, gdy a = b (mod 2).

Poniewaz a—bi ~ (a—bi)-i = b+ai dlaa,b € N, wiec ze stwierdzenia
14.8 uzyskujemy od razu nastepujace

Stwierdzenie 14.10. Niech a i b bedq liczbami naturalnymsi takimi,
zep = a® + b € P. Wtedy dla dowolnych x,y € Z réwnowazne sq
warunki:

(i) a — bi | x + yi w pierscieniu Z][i],

(i1) by = ax (mod p).

Zadanie 14.11. W pierscieniu liczb catkowitych Gaussa wypro-
wadz cechy podzielnosci przez liczby: 2 414, 2 — ¢, 3 + 2¢ oraz 3 — 2i.

Stwierdzenie 14.12. Dia dowolnych liczb catkowitych a © b row-
nowazne sq¢ warunki:

(i) liczby a i b sq wzglednie pierwsze i majg rézZng parzystose,

(i) liczby catkowite Gaussa a+bi oraz a—bi sq wzglednie pierwsze.

Dowdéd. (i) = (ii). Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje element
pierwszy 7 pierécienia Z[i] taki, ze 7 | a+bi oraz 7 | a —bi. Stad 7 | 2a
oraz m | 2b, bo 2a = (a + bi) + (a — bi) i 2bi = (a + bi) — (a — bi) oraz
i € (Z[i])*. Na mocy twierdzenia 1.11, ak+0bl = 1 dla pewnych k,[ € Z.
Zatem 2 = 2ak + 2bl, skad 7 | 2, ale 2 ~ 2i = (1 +4)?, wiec 7| 1 + 4.
Z twierdzenia 14.6 mamy, ze m ~ 1 + i. Zatem 1 + i | a + bi, skad
na mocy stwierdzenia 14.9 uzyskujemy, ze a = b (mod 2), co przeczy
temu, ze a i b sa réznej parzystosci. Wobec tego elementy a + bi oraz
a — bi sa wzglednie pierwsze w pierscieniu Z[i].

(11) = (i). Poniewaz NWD(a,b) dzieli a + bi oraz a — bi, wiec
de {1,—1,i,—i}, skad NWD(a,b) = 1. Jezeli liczby a i b sa tej samej
parzystosci, to a = b (mod 2), skad a = —b (mod 2) i na mocy stwier-
dzenia 14.9, 141 | a+bi oraz 1+i | a—bi, skad 1414 € {1,—1,1,—i}, co
prowadzi do sprzecznoéci. Zatem liczby a i b sg réznej parzystosci. [
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Przyklad 14.13. Zilustrujemy teraz algorytm zapisywania liczb
catkowitych Gaussa w postaci podanej w twierdzeniu 14.6 na przykta-
dzie o = —126 + 3006:.

Najpierw obliczamy NWD(—126, 306) = 18, wigc o = 18(—7+174).
Nastepnie rozkladamy liczbe 18 naczynniki pierwsze: 18 = 2 - 32. Po-
nadto 2 = (1 +4)%- (—4) oraz 1 +1i i 3 sa elementami pierwszymi pier-
Scienia Z[i], wiec 18 = (—i) - (1 +14)%- 3% jest rozkladem liczby 18 w po-
staci podanej w twierdzeniu 14.6. Liczby —7 1 17 sa wzglednie pierwsze
i —7 =17 (mod 2), wigc 1 +¢ | =7+ 17i na mocy stwierdzenia 14.9.
Obliczamy == = 5 + 12, skad @ = (—i) - (1 414)* - 3% - (5 + 12i).

Teraz obliczamy N (5 + 12i) = 5% + 122 = 169 = 132, Poniewaz
13 = (3+2i)(3 —21), wiec badamy przy pomocy stwierdzenia 14.8, czy
342 |5+21i:3-12—2-5=2-13, wiec 3 + 2i | 5+ 12i. Obliczamy

531122; = 342i. Stad ostatecznie: —126+306i = (—4)-(1+1)3-3%-(3+2i)>.

Zadanie 14.14. Przedstaw w postaci podanej w twierdzeniu 14.13
nastepujace liczby catkowite Gaussa: 7+ 17¢, 8 — 144, —39 + 48;.

Zadanie 14.15. W pierécieniu liczb catkowitych Gaussa wykonaj
dzielenie z reszta elementu g = 27 — 237 przez element o« = 8 + 3i.

Zadanie 14.16. Udowodnij, ze 1+ | « albo 1414 | a—1 dla kazdej
liczby catkowitej Gaussa «.

14.2 Sumy kwadratéw dwodch liczb catko-
witych

Stwierdzenie 14.17. Jezeli liczby naturalne ay,as, ..., a, S¢ Su-
mami kwadratow dwdoch liczb catkowitych, to ich iloczyn tez jest sumg
kwadratow dwoch liczb catkowitych.

Dowéd. 7 zalozenia istnieja zy,yr € 7Z takie, ze a;, = 73 + y; dla

kazdego k = 1,2, ..., n. Jak wiemy, Z][i] jest pierécieniem euklidesowym
znorma N dang wzorem N (z+yi) = 22+y? dlaz,y € Z. W Z[i] mamy,
e =aq Q... «q, € 72, gdzie o, = xp +ypt dla kb =1,2,...,n.

Zatem o« = z + yi dla pewnych x,y € Z oraz z (13.4) przez prosta
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indukcje uzyskujemy, ze N(a) = N(ay) - N(az) - ... N(ay,). Ponadto
N(ag) =22 +yi=a,dlak=1,2,...,noraz N(a) = 22 + y2. Wobec
tego 22 +y> =aj;-ay-...- a,, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 14.18. Liczba naturalna n jest sumg kwadratow
dwoch liczb catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1 lub n > 1
1 w rozkladnie kanonicznym n nie wystepuje liczba pierwsza postaci
4k 4+ 3 w nieparzystym wyktadniku.

Dowéd. Zauwazmy, ze 1 = 02 + 12. Ponadto kazda liczbe naturalng
n > 1 mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej. Zatozmy, ze w tym zapisie
nie ma liczb pierwszych postaci 4k+3 lub kazda liczba pierwsza postaci
4k + 3 wystepujaca w tym zapisie ma wyktadnik parzysty. Poniewaz
dla ¢, s € Njest ¢* = 02+(¢*)?, 2 = 12 +1? oraz z twierdzenia Fermata
o dwoch kwadratach kazda liczba pierwsza postaci 4k + 1 jest sumg
kwadratow dwoch liczb catkowitych, wiec na mocy stwierdzenia 14.17
liczba n jest suma kwadratow dwoch liczb catkowitych.

Gdyby implikacja odwrotna byta falszywa istniatyby: liczba pierw-
sza q postaci 4k + 3 oraz liczby naturalne ¢, m i liczby catkowite x,y
takie, ze ¢*'m = 2% + y? oraz q { m. Wtedy mozna zakladac, ze t
jest najmniejsze i na mocy stwierdzenia 2.15, x = qxy oraz y = qy; dla
pewnych x1,y; € 7Z, skad po skréceniu przez ¢, ¢**=Vim = 22 + 42
i mamy sprzecznos¢ z minimalnoscig t. ]

Twierdzenie 14.19. (Eulera). Liczba naturalna n jest sumq kwa-
dratow dwdich wzglednie pierwszych liczb catkowitych wtedy i tylko wte-
dy, gdy n =1 lubn = 2 lub n > 2 v w rozkladnie kanonicznym n nie
wystepuje Zadna liczba pierwsza postaci 4k + 3, zas wyktadnik liczby 2
jest nie wiekszy niz 1.

W szczegolnosci, kazdy naturalny dzielnik liczby bedgcej sumaq kwa-
dratow dwoch wzglednie pierwszych liczb catkowitych takze jest sumgq
kwadratow dwdch wzglednie pierwszych liczb catkowitych.

Dowéd. Zauwazmy, ze 1 = 0% + 121 2 = 12 4+ 12 oraz NWD(0,1) =
= NWD(1,1) = 1. Niech teraz n = py - py - ... - ps dla pewnych liczb
pierwszych py, pa, . .., ps postaci 4k+1. Z twierdzenia Fermata o dwoch
kwadratach dla kazdego k = 1,2, ..., s istnieja liczby naturalne ay, by
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takie, ze ay > by oraz pp = ai + b7. Stad z pierwszosci p, mamy,
ze NWD(ag, b)) = 1 dla k = 1,2,...,s. Istnieja z,y € Z takie, ze
r+yi = (a1 + b11) - (ag + bai) - ... (a5 + bsi) w pierscieniu liczb catko-
witych Gaussa. Ze wzoru (13.4) przez prosta indukcje uzyskujemy, ze
N(z +yi) = N(ay +b1i) - N(ag+bai) - ... - N(as + bsi), skad 22 + y* =
= (a?4+02) - (a5+b3)-...-(a2+D?) =p1-pa-... ps, a wiecc n = z%+ 3.
Jesli NWD(z,y) > 1, to istnieje liczba pierwsza p taka, ze p | zip | v,
skad p | p1-p2 - ... ps. Wobec tego p | px, skad p = pi dla pewnego
k=1,2,...,s. Ponadto p = (ax+byi)(ar—0bxi), wigc w pierscieniu Z][i],
ar —bgi | (a1 +b10) - (ag +bai) - ...+ (as + bsi). Na mocy przyktadu 14.6,
ay — bii oraz aj + bii,as + bai, . .., as + bst sa elementami pierwszymi
w Z[i], wiec ar,—bgi ~ a;+b;i dla pewnego j = 1,2, ..., siotrzymujemy
sprzecznos¢ z twierdzeniem 14.6. Wobec tego liczby catkowite x i y sa
wzglednie pierwsze. Ponadto n jest liczba nieparzysta jako iloczyn liczb
nieparzystych, wiec liczby x i y sg réznej parzystosci, skad 2 nie dzieli
x—y. Jesli liczby x—y i x+y nie sa wzglednie pierwsze, to istnieje liczba
pierwsza q taka, ze ¢ | z+yiq | x—y. Stad ¢ # 2 oraz q | (z+y)+(x—y)
iq| (z4+y)—(r—y),czyliq|2xiq|2y. Zatem q | ziq |y, co prowadzi
do sprzecznosci. Wobec tego liczby x +y i x — y sa wzgednie pierwsze.
Ponadto (x+y)*+(x—y)? = 22+ 2zy+y*+ 22 —2zy+1° = 2(22 +9?) =
= 2n, co oznacza, ze liczba 2n tez jest suma kwadratéw dwoch wzgled-
nie pierwszych liczb catkowitych.

Na odwroét, zatézmy, ze liczba naturalna n > 2 jest suma kwadra-
tow dwoch wzglednie pierwszych liczb catkowitych x i y. Jesli istnieje
liczba pierwsza g postaci 4k+3 dzielaca n, to ze stwierdzenia 2.15, ¢ | x
iq |y, coprzeczy temu, ze NWD(z,y) = 1. Wobec tego w rozkta-
dzie kanonicznym liczby n nie wystepuje zadna liczba pierwsza postaci
4k + 3. Zaldzmy, ze 4 | n. Wtedy 4 | 22 + 3, wiec 22 + y? jest liczbg
parzysta i liczby x i y nie moga by¢ obie jednoczesnie liczbami parzy-
stymi (bo sa one wzglednie pierwsze). Stad liczby = i y sa nieparzyste,
azatem 22 =1 (mod 4) i y?> =1 (mod 4), skad 2° + y?> = 2 (mod 4),
co przeczy temu, ze 4 | x2+y%. Wobec tego 4 nie dzieli n, a zatem liczba
2 wchodzi w rozktad liczby n na czynniki pierwsze z wyktadnikiem nie
wigkszym niz 1.

Ostatnia cze$¢ naszego twierdzenia wynika od razu z pierwszej cze-
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sci naszego dowodu, gdyz dzielniki naturalne liczb n opisanych w tresci
twierdzenia sg takiej samej postaci jak n. ]

W twierdzeniu 14.18 podano warunki konieczne i dostateczne na
to, aby dla ustalonej liczby naturalnej n réwnanie diofantyczne:

Py =n (14.1)

miato rozwigzanie. W zwiazku z tym powstaje naturalne pytanie
o liczbe wszystkich rozwigzan tego rownania, czyli o liczbe elemen-
tow zbioru R(n) = {(z,y) € Z* : 2> + y* = n}. Wezmy dowolne
(x,y) € R(n). Wtedy = + yi € Z[i] oraz (v + yi)(z — yi) = n. Za-
tem o = x + yi jest dzielnikiem liczby n takim, ze @ = x — yi jest
dzielnikiem dopetniajacym dla a. Na odwrét, niech o € Z[i] bedzie
dzielnikiem liczby n takim, ze o - @ = n. Wtedy a = = + yi dla pew-
nych z,y € Z oraz a@ = x — yi, wiec n = (z + yi)(z — yi) = 2 + ¢,
skad (z,y) € R(n). Wobec tego zbiér R(n) jest wyznaczony przez takie
dzielniki « liczby n w pierécieniu Z[i], ze o - @ = n i liczba elementow
zbioru R(n) jest réwna liczbie wszystkich takich dzielnikéw « liczby n.
Na mocy twierdzenia 14.18 istnieja rézne liczby pierwsze pq, ..., ps
postaci 4k + 1 oraz rézne liczby pierwsze qi,...,q, postaci 4k + 3
i nieujemne liczby catkowite k, k1, ..., kg, l1,..., 1, takie, ze
n:2k~p’f1~...'p’;5~qfll~...~qflr.
Ponadto, na mocy twierdzenia 14.7 dla kazdego 7 = 1,...,s istnieja
liczby naturalne a; i b; takie, ze a; > b; oraz a; + b7 = p;. Niech
T =aj+bjidlaj=1,...,s. Wtedy p; = m; - 7;. Ponadto 2 ~ (141i)?,
wiec w pierscieniu Z[i]:

21

noe~ (L4)2k gk opke gl ke 2

Stad na mocy twierdzenia 14.7 dzielnik « liczby n spelnia warunek:

NK K Ky  —M —M, L L
an~ (L4 om e T e T

gdzie nieujemne wyktadniki spetniajg nieréwnosci: K < 2k, K; < k;
oraz M; < kjdlaj=1,...,s, L; <2;dlaj=1,...,7.
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Wobec tego z wlasnosci sprzegania liczb zespolonych i tego, ze
l—i~1+1

o~ 1—|—iK-TKl-...-7T7KS-7TM1-...-7TMS- Ll-...- Lr.
1 S 1 s 4 4y,

Stad

@ ~ (140K ot g BetMe g Bt - e KetMs g2la, L g2hr,

Ponadto a-@ ~ n, wigc na mocy twierdzenia 14.7: 2K = 2k, K;+M; =

=kjdlaj=1,...,s0raz 2L; =2l;dlaj=1,...,r. Stad K =k idla

j: 1,...,8: Kj <k']1M]:kj—K] oraz Lj:lj dlajzl,...,r.
Wobec tego ostatecznie otrzymujemy, ze

oo (L) nR . pReheRL ke e ho (14.9)
gdziee € {1, —-1,i,—i} oraz 0 < K; < k;dlaj=1,....s.

Ponadto, ¢ - 2 = 1 dla kazdego ¢ € {1, —1,i, —i}, wiec z whasnosci
sprzegania liczb zespolonych dla takiego o mamy, ze o - @ = n.

Zatem na mocy twierdzenia 14.7 uzyskujemy z tych rozwazan, ze
|R(n)| =4-(k1+1)-...-(ks+1) oraz dzigki wzorowi (14.2) mozemy wy-
pisaé wszystkie elementy zbioru R(n). W szczegdlnosci udowodnilismy
nastepujace twierdzenie Gaussa:

Twierdzenie 14.20. Niech n bedzie liczbg naturalng takg, Zzen = 1
lubn > 1 1 w rozktadnie kanonicznym n nie wystepuje liczba pierwsza
postaci 4k + 3 w nieparzystym wykladniku. Jezeli liczba n nie posiada
dzielnika pierwszego postaci 4k + 1, to réwnanie diofantyczne (14.1)
posiada doktadnie cztery rozwigzania, a jezeli liczba n posiada doktad-
nie s € N roznych dzielnikow pierwszych postaci 4k + 1 wchodzgcych
w jej rozktad kanoniczny z wyktadnikami kq, . . . | ks, to liczba rozwigzan
rownania diofantycznego (14.1) jest rowna 4 - (ky +1) ...« (ks +1).

Przyklad 14.21. Stosujac podana wyzej metode wyznaczymy
wszystkie rozwigzania réwnania diofantycznego x? + y? = 4050. Po-
niewaz 4050 = 2 - 52 - 32, wiec na mocy twierdzenia 14.20 to réwnanie
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posiada doktadnie 4 - (2 4+ 1) = 12 rozwiazan w liczbach catkowitych.
Wzér (14.2) przybiera zatem postac:

a=c-(1+i)- (2449 (2—-1)*".3?

dla e € {1,—1,4,—i} oraz k = 0,1,2. Dla k = 0 uzgyskamy, ze a €
€ {63 — 9i,—63 + 90,9 + 63i,—9 — 63i}. Dla &k = 1 mamy, ze o €
€ {45 + 451, —45 — 451, —45 + 451,45 — 45:}. Natomiast dla k = 2:
a € {=9 + 63i,9 — 63i,—63 — 97,63 + 9i}. Wobec tego wszystkimi
rozwiazaniami réwnania diofantycznego z? + y? = 4050 sa: (63, —9),
(=63,9), (9,63), (—9, —63), (45,45), (—45, —45), (—45,45), (45, —45),
(—9,63), (9, —63), (—63, —9) i (63,9).

Zadanie 14.22. Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania diofan-
tycznego % + y? = 19890.

14.3 'Twierdzenie Lebesgue’a

Przedstawimy teraz dowod twierdzenia Lebesgue’a oparty na udowod-
nionych przez nas wczesniej wlasnosciach pierscienia euklidesowego
Z[i]. Rozpoczynamy od wykazania nastepujacego lematu.

Lemat 14.23. Jezeli liczby naturalne x iy oraz nieparzyste n > 1
spetniajq rownanie
v+ 1 =", (14.3)

to istnieje parzysta liczba naturalna c taka, zZe

n—1

k}ijo (—1)’“(272) =1, (14.4)

Dowdd. Jezeli y jest liczba nieparzysta, to x musi by¢ liczba parzy-
sta, skad 4 | 2", bo n > 1. Zatem 4 | y?> + 1, ale y> = 1 (mod 4),
wiec mamy sprzecznos¢. Zatem y jest parzyste, zas x jest nieparzyste.
Dla uproszczenia notacji w dalszych rozwazaniach oznaczmy t = ”T_l
Wtedy n = 2t+1it € N, bon > 1in jest liczba naturalna nieparzysta.
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W pierscieniu Z[i], ktéry na mocy przyktadu 13.25 jest pierscieniem
euklidesowym, mamy, ze (y + 1) - (y — i) = y™. Elementy y + i, y — i
na mocy stwierdzenia 14.12 sa wzglednie pierwsze. Z twierdzenia 13.20
istnieje o € Z[i] takie, ze y + i ~ a”. Na mocy stwierdzenia 14.3
kazdy element odwracalny pierécienia Z[i| jest n-ta potega pewnego
elementu odwracalnego. Stad y + i = (a + bi)" dla pewnych a,b € Z.
Zatem |y +i| = |a + bi|™, czyli y*> + 1 = (a® + b*)". Ze wzoru Newtona

(a+bi)" = Z (Z) aVkpkk =

k=0

t t
_ )k n n—2kp2k | ;. )k n 2(t—k) p2k-+1
> (0f (g Jar i 3 (e

k=0

t
skad 1 =0-> (—1)'“( " >a2(tk)b2k, wiec b | 1 w pierscieniu Z, czyli
Pt 2%k + 1

b= +1, sk@& y? + 1= (a®+1)", wicc a jest parzyste i uzyskujemy, ze
t

S (—1F %’1 1)a2““” = +1, wige
k=0

]zt:o(—l)t—j (Z) ¥ = 1.

Zatem Zt: (—1) (Z) a¥ =4+1. Je§lia=0,toy>+1=1,skad y = 0
i mamy:f)rzecznoéé. Zatem a # 0, wigc ¢ = |a| € Nia¥ =¥ dla j =
=0,1,...,t. Ponadto liczba ¢ jest parzysta, wiec Xt: (—1) (Z) =
= 1+ 4l dla pewnego | € Z. Stad 1 + 4] = j:jlz,owi(gc ostatecznie

Z(—1)k<2k>c2’f =1 O

k=0

Twierdzenie 14.24. (Lebesgue’a). Jezeli m,n € N i m jest pa-
rzyste oraz n > 1, to rownanie " — y"™ = 1 nie posiada rozwigzania
w liczbach naturalnych.
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Dowdéd. Zatozmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieja a,b, m,n € N takie,
ze a” —b™ =1 orazn > 11im = 2k dla pewnego k£ € N. Jedli n jest
parzyste, to n = 2[ dla pewnego [ € N i wtedy (a! — b*)(a! + b*) = 1,
skad 1 < a + b < @' + V% = 1 i mamy sprzecznosé. Wobec tego n jest
liczbg nieparzysta oraz (b%)2+1 = a". W takim razie istniejg z,7y,t € N
takie, ze y* + 1 = 2*!. Oznaczmy n = 2t + 1. Zatem z lematu 14.23

t
n
istnieje parzysta liczba naturalna c taka, ze Z <_1)k<2k> 2k = 1.
k=0

Stad 14 (—1 n(n 1 2+Z ( ) 2k:1, czyli

n(n—1) : k(T 2k—2
—_ = -1 . 14.5
7= X ) (14.)
Niech s bedzie najwicksza nieujemna liczba catkowita taka, ze 2° dzieli
@. Wtedy ”("T_l) = 2°] dla pewnej liczby nieparzystej [. Latwo
sprawdzi¢, ze dla k = 2,3, ...t zachodzi tozsamos¢

= ) ey e

Dla k > 2 mamy, ze 2272 > k, skad 22*=2 nie dzieli liczby k(2k — 1).

Ponadto c jest parzyste, wiec dla k > 2, 22#72 | ¢2*=2, Wynika stad, ze
k72 2b

istnieja wzglednie pierwsze liczby naturalne b, d takie, ze =

k(2k: 1) d
oraz d jest liczba nieparzysta. Stad uzyskujemy, ze

o\ ok—9 a1, [ M —2 b
=2 - —.
(%)C l<2k = 2) d

Zatem 2571 | d- ( ) k=2 skad wobec nieparzystosci d, 2571 | (2@02’“_2
dla k = 2,...,t. Zatem ze wzoru (14.5), 25+1 | @ i mamy sprzecz-

nosé. O]

Zadanie 14.25. Wyznacz wszystkie rozwigzania w liczbach catko-
witych réwnania 22 4+ 4 = 1°.
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Zadanie 14.26. Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Udowodnij, ze
istniejg liczby catkowite z i y spelniajace réwnanie 22 + 4 = y? wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja liczby catkowite a i b takie, ze x + 21 =
= (a + bi)*.

Zadanie 14.27. Niech p bedzie liczba pierwsza postaci 4k + 1.
Udowodnij, ze istnieja liczby catkowite x i y spekliajace réwnanie
22 + 4 = P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba calkowita a taka,
ze x 4 21 = (a+ 20)P.

Zadanie 14.28. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwsza taka, ze p =
= 3 (mod 4). Udowodnij, ze istnieja liczby catkowite x i y spetniajace
rownanie 22 +4 = y? wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba catkowita
a taka, ze x + 2i = (a — 2i)P.

Zadanie 14.29. Wyznacz wszystkie rozwigzania w liczbach catko-
witych réwnania 22 + 9 = y7.



Rozdzial 15

Zastosowania pierscienia

Zlv/=2]

15.1 Klasyfikacja elementéw pierwszych

Z przyktadu 13.25 wiemy, ze Z[/=2] = {a + b/=2 : a,b € Z} jest
pierécieniem euklidesowym z norma N dang wzorem N (z + yy/—2) =
= 2% + 2y? dla x,y € Z. Wobec tego na mocy twierdzen 13.15
i 13.24 w pierécieniu Z[v/—2] pojecia elementu pierwszego i elementu
nierozktadalnego pokrywaja sie.

Ze wzoru (13.9) wiemy, ze (Z[v/=2])* = {1,—1}. Zatem na mocy
stwierdzenia 13.2 dla dowolnego niezerowego o € Z[v/—2] istnieja do-
ktadnie dwa elementy stowarzyszone z a: a, —a.

15.2 Podstawowe spostrzezenia
o réwnaniu 2% + 2 = "

Tytutowe réwnanie dla n = 3 o niewiadomych x,y € Z byto rozwazane
przez Fermata, ktory uwazat, ze posiada ono doktadnie dwa rozwigza-
nia: © = £5 1 y = 3. Pierwszy pelny dowdd tej hipotezy podatl Euler
w drugim tomie swojej Algebry. Nastepnie w roku 1923, T. Nagell
przedstawil niekompletny dowdd nastepujacego twierdzenia:

223
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Twierdzenie 15.1. Dla naturalnych n > 3 réwnanie x> + 2 = y"
nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych x i y.

Pierwszy pelny dowod tego twierdzenia przedstawit W. Ljunggren
w 1943 roku. Nastepnie T. Nagell w 1954 roku podat inny dowod, ktéry
podobnie jak dow6éd W. Ljunggrena, nie byt elementarny i bazowal na
rezultatach K. Mahlera dotyczgcych binarnych form kwadratowych. W
zwigzku z tym réwnanie:

w2+ 2=y", (15.1)

nazywane jest w literaturze rownaniem Nagella, a twierdzenie 15.1
nazywane jest twierdzeniem Nagella.

W 2000 roku B. Sury podjat probe przedstawienia pierwszego ele-
mentarnego dowodu twierdzenia Nagella. Jednak jego rozumowanie
zawiera btad merytoryczny, ktéry nie zostal zauwazony przez recen-
zentéw. Mianowicie w konicéwcee jego rozumowania rozpatrywany jest
element 3 = 1+ /-2 pierécienia Z[/—2] i autor stwierdza, ze dla na-
turalnych a i b na mocy rozwiniecia dwumianowego Newtona, 3% =
=1+ 293 + 2971y dla pewnego u € Z[v/—2]. Nastepujacy lemat po-
kazuje jednak, ze tak nie jest.

Lemat 15.2. Jesli B =1+ /-2, to 3> = -3 +283, 3 = -6+
i dla dowolnych a,b € N, gdzie a > 2 w pierscieniu Z[v/—2| zachodzi
wzor:

2 = (1 +2%) + 2°b3 4 2"y dla pewnego pu € Z[v/—2]. (15.2)

Dowéd. Zauwazmy, ze 32 = (1 +/=2)> =1+2y/-2+(-2) = -3+
+2(1 4+ v/=2) = =3 +283. Stad 3 = B(-3+28) = =38 +26% =
= =30+ 2(-3+28) = =6+ (. Zatem B* = [(-6 + ) =
= 60+0° =60+ (-3+23) = -3-43 = (1 +22) 423
(mod 2%). Zalézmy, ze B* = (1 + 29) + 2°8 (mod 2¢*!) dla pew-
nego naturalnego a > 2. Wtedy 32" = (1 + 2%) + 223 + 2Ty dla
pewnego p € Z[v/=2]. Stad 52 = ((1 4 2%) + 2°6 + 2¢F1p)? =
— (1+2a)2+22aﬁ2+22a+21u2+2a+1(1+2a)ﬁ+2a+2(1+2a)u+22a+1ﬁM‘
Ponadto a > 2, wiec 2a+1 > a+31 3% = (1429)2422032 420413 —
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— 1+2a+1_’_22a+22a<_3+2ﬁ)+2a+1ﬁ = 1+2a+1+22a_3‘22a+2a+1ﬁ —
=1 + 2a+1 _ 22a+1 + 2a+1ﬁ = (1 + 2(1—1—1) + 2(14—15 (HlOd 2(1—1—2)‘ Zatem
przez indukcje pokazaliémy, ze 3% = (1 + 2¢) + 28 (mod 2¢*!) dla
kazdego naturalnego a > 2.
Niech teraz a,b € Nia > 2. Wtedy z pierwszej czesci dowodu 52 =

= 142%(1+ 3) + 24"y dla pewnego u € Z[v/—2]. Stad dwukrotnie na
mocy wzoru dwumianowego Newtona 320 = (1+2%(1+3) +2%" 1)’ =
=(14+2°(1+0)>=1+b-2*(1 + ) = (1+2) + 2°b3 (mod 2**1),
co konczy dowdd. O]

W tym rozdziale podamy elementarny dowdd twierdzenia Nagella
bazujacy na wlasnosciach pierscienia Z[v/—2| oraz na twierdzeniu 7.20,
w ktorym wystepuje pierscien Z[v/a? + 2| dla pewnego a € N. Nasze
rozwazania rozpoczniemy od nastepujacych uwag.

Uwaga 15.3. Latwo zauwazy¢, ze réwnanie (15.1) nie posiada roz-
wigzania w liczbach catkowitych x i y w przypadku, gdy n jest parzyste.
Rzeczywiscie, gdyby byto inaczej, to dla pewnych a,b € Z mielibysSmy
a?+2 = b2, skad liczby a i b bylyby tej samej parzystosci. Zatem liczby
b—aib+ a bylyby parzyste, ale wtedy 2 = (b — a)(b+ a), wiec 4 | 2,
co prowadzi do sprzecznosci.

Uwaga 15.4. JeSliz,y € Z,n € Nia?+2 = y" gdzien > 3,tox
i y sg nieparzyste. Rzeczywiscie, liczby 1 y sa tej samej parzystosci.
Gdyby byly one obie parzyste, to 4 | 2% i 4 | y", gdyz n > 2, skad
4 | y™ — 2%, czyli 4 | 2, co prowadzi do sprzecznosci.

Uwaga 15.5. Jedli z,y € Z, n € Ni 2? +2 = y", gdzie n > 3,
to elementy = + /=2 i x — /=2 pierécienia Z[v/—2] sa wzglednie
pierwsze. Rzeczywiscie, z przyktadu 13.25 pierscieni Z[v/—2] jest eu-
klidesowy z normg N, gdzie N(a + by/—2) = a® + 2b* dla a,b € Z.
Wobec tego ten pierscien jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu.
Zatem jedli elementy = 4+ /—2 i  — v/—2 nie s3 wzglednie pierwsze,
to posiadaja wspoélny dzielnik o bedacy elementem pierwszym pier-
$cienia Z[v/—2]. Wtedy « dzieli réznice tych elementéw, czyli element

2v/—=2 = —(v/=2)3. Zatem a | /=2, skad « | 2, b02—(—\/—_2)-\/—_2.
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Ponadto « | z++/—2, wiec a | x. Dalej, na mocy uwagi 15.4, x = 2k+1
dla pewnego k € Z i « | 2, a zatem « | 1, co prowadzi do sprzecznosci.

Uwaga 15.6. Niech 2,y € Z, 22 +2 = y" i niech n € N, n > 3.
Wowczas istnieja a, b € Z takie, ze

T +v—2=(a+by=2)" (15.3)

Rzeczywidcie, w pierécieniu Z[v/—2] mamy, ze (x +v/—2)(z — v/—2) =
= y" i na mocy uwagi 15.5 elementy = 4+ /=2 i # — v/—2 dziedziny
z jednoznacznoécia rozkladu Z[v/—2] sa wzglednie pierwsze, wiec na
mocy twierdzenia 13.20, x++/—2 = u" dla pewnego 3 € Z[/—2| oraz
dla pewnego u € (Z[V/—=2])*. Ze wzoru (13.9), (Z[v/-2])* = {1, —1}.
Ponadto z uwagi 15.3 liczba n jest nieparzysta, wigc v = u™ i stad
z+ /=2 = (uf)". Zatem = + /=2 = (a + by/—2)" dla pewnych
a,beZ.

Na odwrét, zatézmy, ze z,a,b € Z i n € {3,4,...} spetniaja réw-
nanie (15.3). Wtedy N(x +v/=2) = N((a + by/—=2)"), skad 22 + 2 =
= (a®+2b?)". Zatem wtedy réwnanie (15.1) posiada rozwiazanie x oraz
y = a® + 2b w liczbach catkowitych.

Uwaga 15.7. Niech z € Z i niech n € N, n > 3. Pokazemy, ze
2?2 +2 = y" dla pewnego y € Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
nieparzysta liczba catkowita a taka, ze

T4+ vV=2=(a+v-2)" (15.4)

Jesli z + /=2 = (a + v/—2)" dla pewnego nieparzystego a € Z to na
mocy uwagi 15.6, 2% + 2 = (a + 2)™ i wystarczy przyja¢ y = a® + 2.

Na odwrét, zatézmy, ze 22 + 2 = y" dla pewnego y € Z. Wtedy
z uwagi 15.6,  + v/—2 = (a + by/—2)" dla pewnych a, b 6 7. Ponadto
7z uwagi 15.3 liczba n jest nieparzysta i z uwagi 15.6, 22 + 2 = (a® +
+2b%)", co implikuje, ze y = a? + 2b*. Dodatkowo na mocy uwagi 15.4
liczba y jest nieparzysta, a zatem liczba a tez jest nieparzysta. Ze wzoru
dwumianowego Newtona uzyskujemy, ze

(a+bv/=2)" = Zn: (") a" R (V=2)k =

k=0 k
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2 (n o 2 . n . .
=N (=20 a0 4 /=2 (—2) i A
> P (g a2 v > 7o)
Wobec tego
T = (—2)J< ,)a”fb?ﬂ (15.5)
j=0 2j
oraz

1—b-Z(—2)j< " )a”2j1sz. (15.6)
j=0

2j +1

7 ostatniego wzoru b | 1, wiec b = 41, czyli b*> = 1. Mnozac obie strony
wzoru (15.6) przez b uzyskujemy zatem, ze

2 . n .
b= (—2) ne2i-1,
2, (=2 <2j + 1>a

SN—

Stad b = na™ ! — 2(’; a"3 (mod 4). Liczby n i a sa nieparzyste,
wiec a® 1 = 1 (mod 4) i "3 = 1 (mod 4). Zatem b = n — 2(’;)
(mod 4) i 3b=3n—n(n—1)(n —2) =3n— (n> —n)(n —2) (mod 4).
Z nieparzystosci n wynika, ze n? = 1 (mod 4). Wobec tego 3b = 3n —
+(1 —n)(n —2) (mod 4). Ponadto 3n — (1 —n)(n —2) = 3n —n +
+2+4+n>—2n=n>+2=1+2= 3 (mod 4), wiec 3b = 3 (mod 4),
ale NWD(3,4) = 1, wiec stad b = 1 (mod 4). Ponadto b = +1, wiec
ostatecznie b =11z + /=2 = (a + /=2)".

Dodatkowo na mocy wzoréw (15.5) i (15.6) uzyskujemy, ze

oy <—2>J‘(”)an—% (15.7)
i 2j '
oraz
n—1
P ) n )
= -2y a2t 15.8
> >(2j+1) (15.8)

Na odwr6t, niech liczba catkowita a spelnia réwnanie (15.8). Wtedy
a jest nieparzyste i x dane wzorem (15.7) jest liczba catkowita. Z weze-
$niejszych naszych wyliczen przy b = 1 uzyskujemy, ze x + /—2 =
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= (a+v-2)", a zatem 22 +2 = (a® + 2)". Stad y = a®> + 2 € Z oraz
22+ 2=y

W ten sposéb wykazaliSmy, ze réwnanie (15.1) posiada rozwiazanie
w liczbach catkowitych x i y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
calkowita a spelniajaca réwnosé (15.8).

Stosujac uwage 15.7 do n = 3 uzyskujemy réwnanie: 1 = 3a? —
+2, skad @ = +1 oraz x = +5 1 y = 3. Wobec tego udowodnilismy
nastepujace twierdzenie Eulera:

Twierdzenie 15.8. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania x* + 2 =
=3 w liczbach catkowitych sg x = £5 iy = 3.

15.3 Dowdd twierdzenia Nagella
Udowodnimy teraz bardzo wazny lemat odkryty przez B. Sury w [39].

Lemat 15.9. Jezeli dla liczby naturalnej n > 3 réownanie (15.1)
posiada rozwigzanie w liczbach calkowitych x iy, to n =3 (mod 4).

Dowdéd. 7 uwagi 15.7 wynika, ze n jest nieparzyste i istnieje nieparzysta
liczba naturalna a taka, ze y = a® + 2 oraz

n—1
=N " n ‘
1= (—2)J< , >a”—23—1. (15.9)
jzo 2j+1
Zalozmy, ze n # 3 (mod 4). Wtedy n = 1 (mod 4). Zatem istnieje
najwicksza liczba naturalna t taka, ze 2' | n — 1, ale 4 | n — 1, wiec
t>2oraz 2" fn —1. Stad n — 1 = 2(25 + 1) dla pewnego S € Ny,
azatem n = 1+2" (mod 2!). Wezmy dowolne naturalne k > 3 takie,

. n(n—1) n—2\ _ n(n—1) (n—2)! _
ze 2k + 1 < n. Wtedy (k+1)(2k) (2k71) = BRDE)  @k—Di(n—2k—1)1
n! n

= G2 — 2k+1). Zatem dla takich £ mamy tozsamos¢:

n 2k n n—2
ok = . (n—1)- : . 15.1
<2k+1> o U <2k—1> (15.10)
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Istnieja s € Ny i nieparzyste u € N takie, ze k = 2°u. Jesli k < s+ 1,
to 2% | 2k, skad 2% < 2k, czyli 287! < k. Dalej, k > 3, wiec k — 1 > 2
i z dwumianu Newtona, 2" 1 = (1+ 1)1 > 1+ (k—1) + (kgl) >k,

co prowadzi do sprzecznosci. Zatem k > s + 2, czyli % = 23: dla

pewnych ¢, v € N. Ponadto, n — 1 = 2%(25 + 1) i liczby 2k + 1 oraz n
sa nieparzyste, wiec na mocy (15.10) mamy, ze

n—1
2
(

2k (2 ki 1) =0 (mod 2"") dla wszystkich k > 3, k <

15.11)
Stad i ze wzoru (15.9) wynika, ze

(T) ! — 2(3) a" 4(?) =1 (mod2*).  (15.12)

7 twierdzenia BEulera otrzymujemy, ze a® = a#@") = 1 (mod 2*1),
skad po uwzglednieniu, ze n — 1 = 2/(25 + 1) uzyskujemy kongruencje:
a" ' =1 (mod 2'™'). Ponadto n =1+ 2" (mod 2!), wigc:

(T) " '=1+2" (mod 2. (15.13)

Oznaczmy D = 2(;‘)@"_3. Wtedy D = M ca"din=1+2
(mod 211), wiec 3D = (1+2%)-2t-(28—1)-a"3 = 3-2' (mod 2!!), bo
2| (1+2%)- (28 —1)-a"3 — 3, gdyz liczba a jest nieparzysta. Ponadto

NWD(3,21) =1, wigc D = 2! (mod 2'1). Wobec tego:

2(") a"?=2" (mod 2'*h). (15.14)

Oznaczmy E = 4(2) a" . Wtedy E = "(nfl)(nfg.(g%)("%) avPdin=
— 14220018, wige 155 = (1420 + 2018 (20 + 2+18) (20 4 20+1 5 —
+1)(271 288 — 1) (28 + 20715 — 3) - a™ . Dodatkowo t > 2, wiec liczba
(1428 4+20F18) (204211 S —1) (2714208 — 1) (204211 S —3)a™ 5 = 2g+1
dla pewnego g € Z i stad 15F = 2!(2g + 1) = 2! = 15- 2! (mod 2¢1).
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Ponadto NWD(15,21) =1, wiec F = 2! (mod 2!™1). Wobec tego
4(”) a"®=2" (mod 2'1). (15.15)

7 zaleimosci (15.13)-(15.15) i (15.12) wynika, ze (1 + 2) — 2! 4 2¢ =
=1 (mod 2'*1), skad 2!*! | 2¢ i mamy sprzecznos$é. Wobec tego n = 3
(mod 4). O

Lemat 15.10. Niech n > 3 bedzie liczbg naturalng. Jezeli x? +2 =
= y" dla pewnych x,y € Z, to y = 3.

Dowéd. Na mocy lematu 15.9, n = 4m + 3 dla pewnego m € Ny.
Ponadto z uwagi 15.7,  jest nieparzyste oraz y = a? + 2 dla pewnej
nieparzystej liczby naturalnej a spelniajacej zaleznosé (15.9). Wobec

tego 1 = (—2)"= (mod a). Dodatkowo 22l =2m+ 1, wiee

n—1

2z =—-1 (mod a). (15.16)

Ponadto z jest nieparzyste, wiec mozemy zaktadac, ze x € N i réwnosé
22 + 2 = y" mozemy zapisa¢ w postaci a2 — (a® + 2)(y"T )2 = —2.
Z twierdzenia 7.20 uzyskujemy, ze yn5 1 (mod a). Jednak y = 2
(mod a), wicc 2"z = 1 (mod a). Stad i z (15.16), 1 = —1 (mod a),
czyli a | 2, ale a jest nieparzyste, wiec a =11y = 3. O]

Lemat 15.11. Niech n,t € N, gdzien > 3 it > 2, bedq takie,
n—1

T
ze 2! | n— 3 oraz 2 { n — 3. Wiedy > (—2) " =1+2
o 25 +1
(mod 211).

Dowdd. Na mocy naszych zalozen n = 2!b + 3 dla pewnych ¢,b € N,
gdzie t > 21 21 b. W pierscieniu Z[/=2] dla 3 = 1 + v/=2 z lematu
15.2 i z nieparzystosci b mamy, ze 32 = (1420)+2'3 = (1+2") 428
(mod 2t1). Ponadto 52 = 3—6, wigc stad 8" = (3—6)((1+2)+2!3) =
— (14254257~ 6 = (14+2)3+2(—3420)—6 = (2~ 6)+ (1423
(mod 21). Zatem " = (28 — 6) + (1 + 213 + 214 dla pewnego
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p € Z[v-2]. Stad g = (2" = 6) + (1 + 2")3 + 2"z Wobec tego

gr— 3" =1+ 2H(8 - ﬁ) + 20Ty — ). Dodatkowo p = u + vy/—2

dla pewnych u,v € Zi (3 = 2v/—2, wiec u — 1 = 2vy/—2. Stad
gr—p
2v/—2

Na mocy wzoru Newtona

=1+2 21y, (15.17)

N n N n
gl Bl
j:O( ) 2j j:0< ) 2 11
n-1 n=1
> (2] -V Y oy () e 52
wiec f = — —Vv-2- atem
= 2j = 2j+1 V-2
n—1
= 2 (—2) <2j7?|— 1> i na mocy (15.17) mamy teze. O

PrzejdZzmy teraz do dowodu twierdzenia Nagella. Zal6ézmy, ze dla
pewnego naturalnego n > 3 istnieja liczby catkowite x 1 y takie, ze
1?42 = y". Z lematu 15.9 uzyskujemy, ze n = 3 (mod 4), skad wynika
istnienie liczby naturalnej t > 2 takiej, ze 2¢ | n — 31 21 fn — 3. Z le-

n—1
i

matu 15.10 i jego dowodu otrzymujemy, ze y = 31 Y (—2) (2 Z 1) =
=0 J

= 1. Stad na mocy lematu 15.11 mamy, ze 1 = 1 + 2! (mod 2*1),
a wige 2071 | 2¢ co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego réwnanie
(15.1) dla naturalnych n > 3 nie posiada rozwigzania w liczbach cal-
kowitych x i y. W ten sposéb dowdd twierdzenia Nagella zostal zakon-
czony.

Zadanie 15.12. Udowodnij, ze jedynym rozwigzaniem réwnania
23 = 2y* + 1 w liczbach catkowitych z iy jest z =1iy = 0.






Rozdziat 16

Zastosowania pierscienia
Eisensteina

16.1 Podstawowe wlasnosci pierscienia
Eisensteina

Z przykladu 13.25 wiemy, ze pierscien Eisensteina Z[w], gdzie w =
= HT‘/T?’, jest dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu jako pierscien
euklidesowy z norma N dang wzorem: N(a + bw) = a® + ab + b? dla
a,b € 7. Kazdy element tego pierscienia mozna jednoznacznie zapisac
w postaci a+bw dla pewnych a,b € Z. Ze wzoréw (13.8) 1 (13.9) mamy

od razu, ze

W=w-1, w'=-1 oraz W=1-w. (16.1)
Natomiast ze wzoru (13.12) i tego, ze a® + ab+b? = (a+2)? + 36 > 0
uzyskujemy, ze (Zw])* = {a € Z[w] : N(a) = 1}. Jedli a = a + bw,
gdzie a,b € Z, to N(«a) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (a+g)2+%b2 =1.
Ponadto, gdy |b] > 2, to lewa strona tej réwnosci jest nie mniejsza niz
3, skad |b] < 1, czyli b € {~1,0,1}. Dla b = —1, (a — 5)? = 1, skad
a=0luba=1czylia =—-wliba=1—-w=w? Dlab =0,
a’> =1, skad a = +1 oraz a = +1. Natomiast dla b =1, (a + %)2 = i,
skagda =0luba = —1, czyli @« = w lub a = —1 + w = —w? na mocy

233
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(16.1). W ten sposob wykazalismy, ze grupa (Z[w])* ma doktadnie sze$¢
elementéw: 1, —1,w, —w,w? = w — 1, —w? = 1 — w, czyli zachodzi wzér
(13.13).

Lemat 16.1. Elementy o @ @, gdzie « = a + bw oraz a,b € Z sq
wzglednie pierwsze w pierscieniu Fisensteina wtedy 1 tylko wtedy, gdy
a#b (mod 3) i NWD(a,b) = 1.

Dowdd. Jesli a = b (mod 3), to a = b+ 3k dla pewnego k € Z, wiec
a+bw = 3k + bl +w), ale 3k = /=3 - (—/=3k) oraz 1 + w =
:%:m-@:(—w)-\/—_?),wigc\/—_?ﬂa. Zatem o =
= /=3 dla pewnego 3 € Z[w], skad @ = /=3 (—f), czyli v-3 | @.
Ponadto /=3 # 0 oraz /=3 = 2w — 1, wiec z (13.13), /=3 & (Z[w])*.
Wobec tego elementy o i @ nie sa wzglednie pierwsze w pierscieniu
Eisensteina. Podobnie, jesli d = NWD(a,b) > 1, to d | a, skad d | @,
a poniewaz d # 01 d & (Z|w])*, wiec elementy « i @ nie sa wzglednie
pierwsze w pierscieniu Eisensteina.

Na odwr6t, niech a # b (mod 3) i NWD(a, b) = 1. Wtedy ak+bl =
= 1 dla pewnych k,l € Z. Przypu$émy, ze elementy o i @ nie sg
wzglednie pierwsze w pierscieniu Eisensteina. Wtedy istnieje element
pierwszy 7 tego pierdcienia taki, ze m | « oraz m | @. Jesli 7 | a
im|b, tom|ak—+0bl czyli m |1, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem
7 {alubm{b Dalej, @ = a+bw =a+bl—-w) = (a+b)—
+bw oraz T | a+a@inw | a—a. Zatem 7 | b+ 2a oraz 7 | b(1 — 2w).
Z drugiej zaleznosci wynika, ze 7 | b lub 7 | 1 — 2w. Jednak jesli 7 | b,
to poniewaz 7 | a 4 2b, wiec 7 | a, co jest niemozliwe. Zatem 7 1 b oraz
|1 —2w, ale 1 —2w = —/=3, wiec N(7) | N(—v/=3) = 3. Ponadto
N(m) > 1, a zatem N(7) = 3. Lecz, jak pokazalidémy, 7 | b+ 2a, a wiec
N(m) | N(b+ 2a), skad 3 | (b+ 2a)* Zatem 3 | b+ 2a, skad b = a
(mod 3) i mamy sprzeczno$¢. Wobec tego elementy « i @ sa wzglednie
pierwsze w pierscieniu Eisensteina. O

Niech a,b € Z. Wtedy na mocy (16.1) mamy, ze (a + bw)? = a® +
+3a%bw + 3ab?w? + bPw? = a® + 3a%bw + 3ab*(w — 1) — b?, czyli zachodzi
wzor:

(a+ bw)® = (a® — 3ab® — b*) + 3ab(a + b)w. (16.2)
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Ze wzoréw (16.1) i (16.2) wynika, ze dla dowolnych a,b € Z:
w(a + bw)? = —3ab(a + b) + (a® + 3a*b — b*)w (16.3)
oraz

w?(a +bw)® = (b* — 3a®b — a*) + (a® — 3ab® — b*)w. (16.4)

16.2 Najprostsze przypadki twierdzenia
Cohna

W 1993 roku J. H. E. Cohn udowodnil nastepujacy rezultat, zwany
dalej twierdzeniem Cohna:

Twierdzenie 16.2. Dla naturalnych n > 3 réwnanie x> + 3 = y"
nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych x i y.

W tym rozdziale podamy dowdd tego twierdzenia, bedacy pewng
modyfikacja oryginalnego dowodu J. H. E. Cohna opublikowanego
w [11]. Rozpoczynamy od prostych obserwacji zwigzanych z tym te-
matem.

Stwierdzenie 16.3. Dia m € N réwnanie x> + 3 = y*™ posiada
rozwigzanie w liczbach catkowitych x iy wtedy @ tylko wtedy, gdy m = 1.
Ponadto, wszystkimi rozwigzaniami réwnania x* + 3 = y? w liczbach
catkowitych x iy sq¢; v = £1 1y = £2.

Dowéd. Niech a,b € Zia*+3 = b*. Wtedy 3 = 0*—a® = (b—a)(b+a),
skadb—a=1ib+a=3albob—a=—-1ib+a=-3albob—a=3
ib+a=1albob—a=-3ib+a=—1 Zatem b= £21ia = £1.
Ponadto (£1)?+3 = 4 = (£2)% Wobec tego wszystkimi rozwiazaniami
réwnania x? +3 = y* w liczbach caltkowitych x iy sq; v = 11y = £2.

Niech teraz m € Nim > 1. Zalézmy, ze 22 + 3 = y*™ dla pewnych
x,y € Z. Wtedy 2% + 3 = (y™)?, wiec z pierwszej czedci dowodu y™ =
= +2. Zatem y = 2t dla pewnego t € Z i 2™t™ = £2, ale m > 2,
wiec stad 4 | 2, co prowadzi do sprzecznosci. Konezy to dowod naszego
stwierdzenia. O
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Lemat 16.4. Niechn € Nin > 3. Jeslix,y € Z oraz x> +3 = y",
to 2 | © i3 1 x oraz w piercieniu Fisensteina elementy x + /—3
1x —\/—3 sq wzglednie pierwsze.

Dowéd. Jezeli 21 z,tox?> =1 (mod 8) iz réwnosci #2+3 = y" wynika,
ze 2 | y. Ponadto n > 3, wigc 8 | y™. Dodatkowo z° +3 =1+ 3 = 4
(mod 8), wiec 4 = 0 (mod 8), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego
2| z.

Podobnie, jesli 3 | z, to z réwnosci 2% + 3 = y" wynika, ze 3 | y, ale
n > 3, wiec 9 | y™. Ponadto 9 | 2%, wiec 22 + 3 = 3 (mod 9). Wobec
tego 3 =0 (mod 9) i mamy sprzecznos¢. W takim razie 3 { x.

Stad wynika, ze x — 1 # 2 (mod 3) oraz NWD(z — 1,2) = 1.
Z lematu 16.1 elementy o = (x — 1) + 2w 1 @ sa wzglednie pierwsze
w pierscieniu Eisensteina. Jednak /—3 = 2w — 1, wiec a = . + /=3
iz —+/—=3=a, co konczy dowdd. O

Stwierdzenie 16.5. Dla naturalnych m réwnanie x*+3 = y>™ nie
postada rozwigzania w liczbach catkowitych x i y.

Dowéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Poniewaz u*™ = (u™)* dla u € Z,
wiec stad 2% + 3 = y3 dla pewnych x,y € Z. Z lematu 16.4, 2 | x
i 31z oraz w pierécieniu Eisensteina Z|w] elementy z++/=3 iz —+/—3
sg wzglednie pierwsze. Zatem na mocy twierdzenia 13.20, x + /—3 =
= ua® dla pewnego u € (Z[w])* i dla pewnego a € Z[w]. Ze wzoru
(13.16) grupa (Z[w])* ma doktadnie 6 elementéw: 1, —1, w, —w, w?, —w?.
Ponadto (—1) = (—1)3, wigc istnieja a,b € Z takie, ze  + /=3 =
= (a+bw)?® albo z + /3 = w(a + bw)? albo = + v/—3 = w?(a + bw)>.
Ponadto = + v/—=3 = (z — 1) + 2w, wigc na mocy (16.2) pierwszy
przypadek odpada. W przypadku drugim na mocy (16.3), z — 1 =
= —3ab(a + b). Liczba ab(a + b) jest parzysta dla dowolnych a,b € Z
(jest to oczywiste, gdy 2 | a lub 2 | b, a w przeciwnym przypadku
2 | a+0b), zas liczba x — 1 jest nieparzysta, czyli ten przypadek tez
prowadzi do sprzecznosci. W ostatnim przypadku z (16.4), z + 1 =
= (x—1)+2 = —3ab(a+b), ale liczba x+1 jest nieparzysta, za$ liczba
ab(a + b) jest parzysta, wiec tez otrzymujemy sprzecznosc.
Przypuszczenie, ze dla pewnych z,y € Z i dla pewnego m € N jest
22 + 3 = y*™ doprowadzito nas zatem do sprzecznosci. ]
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Lemat 16.6. Jezeli dla pewnego naturalnego m > 3 rownanie
22 + 3 = y" posiada rozwigzanie w liczbach calkowitych x iy, to dla
pewnej liczby pierwszej p > 3 réwnanie 2%+ 3 = yP tez ma rozwigzanie
w liczbach catkowitych x v y.

Dowdéd. Zalézmy, ze x? + 3 = y" dla pewnego naturalnego n > 3
i dla pewnych z,y € Z. Wtedy ze stwierdzen 16.3 i 16.5 mamy, ze 21 n
i 31 n. Ponadto n > 1, wiec n posiada dzielnik pierszy p i oczywiscie
p > 3. Stad n = pm dla pewnego m € N i x2? + 3 = (y™)? oraz y™ € Z,
wiec rownanie 22 + 3 = y? tez ma rozwigzanie w liczbach calkowitych
riy. O

16.3 Dowdd twierdzenia Cohna

Rozpoczynamy od wykazania kilku technicznych lematow.

Lemat 16.7. Dla liczb naturalnych k > 2 liczba k(2k + 1) nie jest
podzielna przez 371,

Dowéd. Dla k = 2 mamy, ze k(2k + 1) = 10 i 3*1 = 3, wicc teza
zachodzi. Niech dalej k > 3. Zauwazmy, ze liczby k i 2k+1 sa wzglednie
pierwsze, bo NWD(k,2k + 1) = NWD(k,1) = 1. Wobec tego, jezeli
31| k(2k + 1), to 3871 | k Tub 3871 | 2k + 1. Stad 3" < 2k + 1.
Ponadto k > 3, wigc z dwumianu Newtona, 3¥1 = (1 + 2)F1 >
> 1+(k—1)-2+(k;1)22 > 142k —2+4 > 2k+1 i mamy sprzecznosc,
co konczy dowdd naszego lematu. ]

Lemat 16.8. Niech a,b € Z i a = b (mod 9). Wéwczas a® = b
(mod 3v"2) dia kazdego v € Ny.

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na v € Ny. Dla v = 0 teza
wynika od razu z zatozenia, ze a = b (mod 9). Przypusémy, ze a® = b3
(mod 3°*2) dla pewnego v € Nyg. Wéwezas a® b*" = a*3*" (mod 3°12)
i10*3" = a*% (mod 3"7?), wigc a?3 +a® 6% +b*3" = 3a*3" (mod 3°1?),
skad 3 | a®*%" + a3 b*" + b*". Ponadto,

a3ttt = (a3v)3 _ (bsv)?, _ (a3v _ bsv)(az?,v +a3 b + b2~3v)
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i z zatozenia indukeyjnego 3V*2 | a3" — 03", wiec 3v3 | @3 — b,
czylia®” = 0¥ (mod 3V"3). Zatem wowczas teza zachodzi dla liczby
v + 1. Konczy to dowdd naszego lematu. ]

Lemat 16.9. Dia dowolnego v € Ny: 3VT —1 jest resztq z dzielenia
liczby 2% przez liczbe 3v*2.

Dowdd. Dla v € Ny jest: 0 < 2 < 3v™ — 1 < 3vH < 39F2 wiec
wystarczy pokazaé, ze 23" = 3T — 1 (mod 3v*2).

Zrobimy to przez indukcje wzgledem v € Ny. Dla v = 0, 3v72 = 9,
23" =21 3"t — 1 =2, wicc teza wtedy zachodzi. Przypuéémy, ze teza
zachodzi dla pewnej liczby v € Ny. Wtedy 23" = 3972 4+ 3vF1 — 1 =
— 3+1(3k + 1) — 1 dla pewnego k € Z, ale 23" = (23")3, wiec 28" =
— (3T (k1) —1)? = 39+3(3k41)3 —3-320+2(3k 4+ 1)243-3"+ (3k+1) —
+1. Ponadto 3v+3 > 20+3 > v+3, azatem 23" = 3.3"71(3k+1)—1 =
=3k 4+ 3vT2 — 1 = 372 — 1 (mod 3"™3), czyli teza zachodzi wtedy
takze dla liczby v + 1, co koniczy dowdd naszego lematu. ]

Lemat 16.10. Dla dowolnego v € Ny: 43" = 1 + 3" (mod 3v?)
oraz 7% =1+ 23" (mod 3vF2).

Dowdd. Poniewaz 43" = (23")?, wiec z lematu 16.9, 43" = (3°71 —1)2 =
=32+2 2.3+ 11 = 3" +1 (mod 3°*2). Ponadto 7 = 16 (mod 9),
wige z lematu 16.8, 7% = 163 (mod 3v"?), ale 163" = (43")2, wigc
z pierwszej czesci dowodu, 7 = (1 +3vF1)2 =1 4 2. 30T 4 32012 =
— 1423 (mod 3v2). O

Lemat 16.11. Zaléimy, zep € P, p > 3 i 22+ 3 = yP dla pewnych
x,y € Z. Wowczas p = 1 (mod 3) i istnieje parzysta liczba calkowita
a niepodzielna przez 3 i taka, ze y = a® + 3 oraz

z p k p—2k—1
-y ( )(_3) -2t (16.5)
par 2k +1

Dowdd. W pierscieniu Eisensteina mamy, ze (x++/—3)(x—+/—3) = ¥
i na mocy lematu 16.4 elementy x + +/—3 oraz x — v/ —3 sa wzglednie
pierwsze. Zatem z twierdzenia 13.20 mamy, ze x + /—3 = ua? dla
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pewnego u € (Z[w])* i dla pewnego « € Z[w]. Jak wiemy, grupa (Z]w])*
ma rzad 6 oraz NWD(p,6) = 1, gdyz p € Pip > 3, wiec u = vP dla
pewnego v € (Z[w])*, wiec z + /=3 = P dla pewnego 3 € Z[w].
Ponadto # = U 4 Vw dla pewnych U,V € Z, skad 3 = w
Oznaczmy A =2U+V i B=V. Wtedy A,B € Z, A = B (mod 2)

i 3= %, Wobec tego x + /-3 = <A+Br) skad

2y + 2P/—3 = (A+ BV -3)". (16.6)
Stosujac wzor dwumianowy Newtona uzyskujemy stad, ze

Wy 4 217\/__ —

p*l

Wobec tego 2P = BZ ( )Ap%lB%(—B)k. Stad B | 2P. Zatem,

2k+1

p*l

jesli B jest nieparzyste, to B = +112F = i—Z <2k . 1) AP~ _3)F,

2k+1) dla kazdego k; 0,1,...,21 — 1, wiec
2 = :I:(—?))p%1 (mod p). Jednak p > 3, wigc 377!
z Malego twierdzenia Fermata, skad (—3)% = 41 (mod p) i w ta-
kim razie 2 = +1 (mod p). Z Malego twierdzenia Fermata 2P =
(mod p), wiec 2 = £+1 (mod p), skad p | 2 —11lub p | 2 — (—1), co
przeczy zatozeniu, ze p > 3. Stad B musi by¢ parzyste, a poniewaz
A = B (mod 2), wiec 2 | A. W takim razie A = 2a i B = 2b dla
pewnych a,b € Z i wzér (16.6) przybiera postaé:

4+ V=3 = (a+by/=3). (16.7)

Poréwnujac moduly obu stron tego wzoru uzyskujemy, ze %+3 = (a*+
+3b%)P, skad y = a®+ 3b%. Ponadto, ze wzoru dwumianowego Newtona

mamy stad, ze
r+v—o=

Z pierwszosci p, p | (
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_ Z aP~ ka2k’ + Z aP~ 2k—162k+1(_3)k\/__3'
Qk 2k
Wobec tego 1 = bz <2k >ap_2k_1b%(—3)k, wiec b | 1, czyli b = £1

p—1

b=
ib=> (2;:_ 1) aP~?~1(=3)*. Zatem y = a® + 3, a poniewaz y jest

nieparzyste (bo 2 | x i 22 + 3 = yP), wiec a jest parzyste i y = 3
(mod 4). Dalej, =3 = 1 (mod 4) i a?2~1 = (a2)"z *, wiec dla k <
< L jest: 4 | a?72*1. Wobec tego b = (—3)p2;1 =1 (mod 4)ib= =1,
czyli b = 1. W ten sposéb wykazalisSmy prawdziwosé wzoru (16.5).
Ponadto y = a* + 31 3 {1 x oraz x* + 3 = yP, wiec 3 1 a. Wobec tego
a’>=1 (mod 3), skad a?~* =1 (mod 3) i ze wzoru (16.5) uzyskujemy,
ze 1 = paP~' =p (mod 3), czyli p=1 (mod 3). O

W pracy [13] Cohn zastosowal dalej dosé skomplikowane rozumo-
wanie zwigzane z wyliczaniem wspotczynnikéw w rozwinieciu Taylora
pewnej funkcji rzeczywistej. My dokonczymy dowod twierdzenia Cohna
metodami bardziej elementarnymi.

Stosujemy oznaczenia i rezultaty uzyskane w Lemacie 16.11 i jego
dowodzie. Z lematu 16.11 i jego dowodu wynika, ze p = 2-3"s 4+ 1 dla
pewnego s € N, przy czym 31 s.

Najplerw pokazemy, ze 3UT2 | <2k+1>(—3)’“a”_2k_1 dla kazdego k =

=2,3,... —. W tym celu wystarczy wykazaé¢, ze 3'12 | <2k+1)3’“
Ponadto (2k+1) = (fk(ii)l-)% . (2”,;21) i3V | p—1 oraz na mocy lematu 16.7,

3Ly (2K 4+ 1) - 2k, wiee (2k + 1) - 2k = 3V dla pewnych u,V € N
takich, ze u < k — 21 34 V. Wobec tego rzeczywiscie 3V | (%H)Bk
Stad i na mocy wzoru (16.5), uzyskujemy zatem, ze

1=pa’ ! — 3(2) a3 (mod 3""?). (16.8)

Ponadto 3 t a, wiec a® = 1,4,7 (mod 9). Dalej, 3(@’) — W _
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= 3%(p* —2p) = 3s((p— 1) —1) = 3s(4-3%s* — 1) = -3
(mod 3°2), bo v € N.

Jezeli a> = 1 (mod 9), to (a?)*" = 1 (mod 3"*2) na mocy lematu
16.8, skad (a?)** = 1 (mod 3"2), czyli @' = 1 (mod 3"*?). Za-

tem wowczas 1 = p + 3Ysa?™® (mod 3°2), czyli —2 - 3Vs = 3VsaP ™3
(mod 3*2). Stad —2 = a3 (mod 9), ale 2 | p—3ia®*=1 (mod9),
wiec a3 =1 (mod 9) i wobec tego —2 = 1 (mod 9), co prowadzi do
Sprzecznosci.

Niech teraz a®> = 4 (mod 9). Wtedy z lematu 16.8, (a?)3" = 43"
(mod 3°"2), skad na mocy lematu 16.10, a*3" = 1 + 3! (mod 3v*2).
Stad i ze wzoru dwumianowego Newtona mamy, ze a?3"* = (1 +
+3vth)s =14 3" s (mod 3V+%), a wiec a?~! =1+ 3"s (mod 3v12).
Zatem paP~! = (2-3Ys+1)(1+3""s) =14+ 3""s+2.3vs =1+5-3s
(mod 3°72) i mamy, ze 0 = 5 - 3Ys + 3Vsa?™> (mod 3"?), skad 0 =
= 5+aP™3 (mod 9). Zatem 0 = 5a*+a”~! (mod 9), ale a®> = 4 (mod 9)
iaP™t =1+ 3"s (mod 3™?), wiec a?! = 1+ 3"Tls (mod 9) i stad
0=2+1+3""s=3 (mod 9), czyli 9| 3, co prowadzi do sprzecznosci.

W koricu, niech @ = 7 (mod 9). Wtedy na mocy lematu 16.10,
(a®)? = 1+ 23" (mod 3°*2). Stad i ze wzoru dwumianowego
Newtona, a®*3"* = (1 +2-3°")* = 1 4 253"™! (mod 3""2), a wiec
aP~! = 14253 (mod 3V?). Zatem paP~! = (2-3%s+1)(142s3"11) =
=1+2s3""1+2.3s=1+8s3" =1— 53" (mod 3""2), skad 1 =1 —
+3Vs + 3Ysa?™? (mod 3"*?). Zatem 3's = 3Ya?3s (mod 3"*?) i 1
a?=3 (mod 9). Stad a* = a’~! (mod 9), ale a*> =7 (mod 9) i a’~!
1+ 253! (mod 3°%2), wiec a? 1 =1 (mod 9)i 7= 1 (mod 9), co
prowadzi do sprzecznosci.

Tym samym, dowdd twierdzenia Cohna zostal zakonczony.

16.4 Wielkie twierdzenie Fermata
dla wyktadnika 3

Pierre de Fermat urodzit sie 17 sierpnia 1601 roku w Beaumont-de-
Lomagne jako syn zamoznego i powszechnie szanowanego kupca Do-
minique’e Fermata. Pierre de Fermat z wyksztatcenia byt prawnikiem,



242 Zastosowania pierécienia Eisensteina

a matematyka interesowal sie wylacznie jako amator, jako intelektua-
Ing rozrywke traktowal lekture dziet matematykow greckich. Komenta-
rze umieszczane na marginesie czytanych lektur oraz bogata korespon-
dencja to jedyna spuscizna po Fermacie, ktéry nie publikowal wynikéw
swojej pracy. Najstynniejszy komentarz, pozniej nazwany Wielkim
twierdzeniem Fermata, zamiescit w latach 30. XVII wieku na mar-
ginesie tacinskiego przektadu Arytmetyki Diofantosa: ,,NiemoZzliwoscig
jest podzielenie szeScianu na dwa szeSciany, czwartej potegi na dwie
czwarte potegi i ogolnie potegi wyzszej niz druga na dwie takie potegi.
Odkrytem dowdd prawdziwie zadziwiajgcy, ktorego ten waqski margines
nie pomiesci.” Dzis, stwierdzenie Fermata zapisaliby$my nastepujaco:
rownanie diofantyczne
"yt ="

nie posiada rozwigzan dla n > 3. W pismach, ktére pozostawit po
sobie Fermat nie odnajdziemy sladu dowodu wspomnianej hipotezy,
a nie znajac go, nie mozemy ocenié¢ na ile mogt on by¢ poprawny. By¢
moze Pierre de Fermat wierzyt, ze odkryt poprawny dowod, ale bardziej
prawdopodobnym jest, ze znalazt w swoim dowodzie btad lub uznat go
niepetlnym. Faktem jest, ze podejmowane przez wiele pokolen matema-
tykéw proby udowodnienia Wielkiego twierdzenia Fermata przyczynity
sie do rozwoju nowych gatezi matematyki na czele z algebraiczng teorig
liczb. Ostatecznie dowdd hipotezy Fermata przedstawil Andrew Wi-
les w 1995 w pracy [41]. Wielkie twierdzenie Fermata, i jego historia,
sg tematem wielu ciekawych monografii, zainteresowanych czytelnikéw
odsytamy, na przyktad, do [1] i [34].

W tym paragrafie udowodnimy Wielkie twierdzenie Fermata dla
n = 3.

Udowodnimy najpierw techniczny, lecz bardzo uzyteczny

Lemat 16.12. Niech c,x,y € Z, 3 | y i NWD(z,y) = 1. JeZeli
22 — 3zy + 3y? = &3, to istniejg wzglednie pierwsze liczby cafkowite
t i s takie, ze y = 3st(s —1t).

Dowdéd. 7 zatozenia wynika, ze 3 1 x. Wobec tego 3 1 b. Niech @ =
= (z — y) — yw. Poniewaz NWD(z — y, —y) = NWD(z,y) = 1 oraz
r—y #Z —y (mod 3), gdyz 3 1 x, wiec na mocy lematu 16.1 elementy «
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i @ sa wzglednie pierwsze w pierscieniu Eisensteina. Jednak o - @ =
= N(a) = (z —y)?* — (x —y)y + y* = 2% — 3zy + 3y* = 3, wiec na
mocy twierdzenia 13.20, a = u3* dla pewnego 3 € Z|w] i pewnego u €
€ (Z|w])*. Ponadto —1 = (—1)3, wiec ze wzoru (13.13) wystarczy roz-
patrzeé¢ przypadki, gdy u € {1,w,w?} oraz 3 = a + bw dla pewnych
a,b € Z. Gdyby liczby a i b nie byly wzglednie pierwsze, to istnialaby
liczba pierwsza p taka, ze p | a i p | b. Wtedy p | u3?, skad p | a, czyli
plx—yip| —y, coprzeczy temu, ze NWD(zx—y, —y) = 1. Zatem liczby
a i b sa wzglednie pierwsze. Jezeli u € {w,w?}, to ze wzoréw (16.3)
i (16.4) wynika, ze 3 | x — y lub 3 | z — 2y. Ponadto 3 | y, wiec wtedy
3| , co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego u = 1 i ma mocy (16.2),
—y = 3ab(a + b), skad y = 3a(—b)(a — (=b)). Zatem wystarczy obrac
s=ait=—b. O

Twierdzenie 16.13. Rownanie
2?4yt =20 (16.9)
nie posiada rozwigzania w niezerowych liczbach catkowitych x,y, z.

Dowdd. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy na mocy zasady minimum ist-
nieja liczby catkowite x, y, z spelniajace rownanie (16.9) i takie, ze |zyz|
jest minimalne. Wéwczas liczby x, y, 2z sa parami wzglednie pierwsze.
7 twierdzenia Sophie-Germain wynika, ze pewna z liczb x,y, z jest
podzielna przez 3. Jesli 3 | z, to 2% + (—y)* = 2% 1 |2(—y)z| = |zyz],
ajesli 3 | y, to 2% + (—x)® = ¢ i |2(—2x)y| = |ryz|. Uwzgledniajac
to, ze liczby x,y, z sa parami wzglednie pierwsze, bez zmniejszania
ogblnosci rozwazan mozemy zatem dalej zakladaé, ze 3 | z, 3 1 x oraz
31 y. Ponadto z Malego twierdzenia Fermata, 2 = x (mod 3)iy® =y
(mod 3) oraz 3 | z, wiec 3 | z + y. Bez zmniejszania ogblnosci mozemy
dalej zaktadaé¢, ze x = 1 (mod 3) oraz y = 2 (mod 3). Zauwazmy, ze
v —zy+y* = (z+y)>—3zy i3 | x+y, wiec 9 | (z+y)3 oraz 3 | z*>—zy+
+y?. Jesli wiec 9 | 22 —zy+12, to 9 | 3zy, skad 3 | zy, a zatem 3 | x lub
3 | y, co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego liczba x? — zy + y? jest
podzielna przez 3 i nie jest podzielna przez 9. Dalej, 23 = 23+19® = (z+
+y) (22 —zy+y?) 127 | 23, skad 27 | (z+y)(z*—xy+y?). Dlatego 9 | z+y
oraz z+y = 9r oraz 2 —xy+y? = 3s dla pewnych niezerowych r, s € Z.
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Pokazemy, ze liczby r i s sa wzglednie pierwsze. Gdyby tak nie byto to
dla pewnej liczby pierwszej p mieliby$my, ze p | r i p | s. Ponadto 9 ¢
ta?—zy+y?, wiec p # 3. Dalej, p | w4y ip | 2 —zy+y* = (v+y)*—3zy,
wiec p | xy, skad p | « lub p | y. Dodatkowo p | z +y, wiec p |z ip |y,
co przeczy wzglednej pierwszosci liczb x i y. Wobec tego liczby 7 i s sa

wzglednie pierwsze i rs = (£)® oraz 2 € Z. Zatem z twierdzenia 1.28

wynika, ze r = a® oraz s = 23 dla pewnych a,b € Z oraz x +y = 9a3
i 22 — zy + y? = 3b3, przy czym liczby a i b sg niezerowe i wzglednie
pierwsze oraz 3 1 b.

Dalej, y = 9a® — , wiec 30® = 22 + 22 — 9a3x + 81a°® — 18a3z + 22,
skad

2? — 3(3a®)x + 3(3a%)? = b°.

Dodatkowo NWD(z,3a®) = NWD(x,3(z + y)) = NWD(z,3y) = 1,
gdyz 312 1 NWD(z,y) = 1 oraz 3 | 3a®, wiec z lematu 16.12 istnieja
wzglednie pierwsze liczby catkowite s i ¢ takie, ze 3a® = 3st(s — t).
Stad st(s —t) = a®, a poniewaz liczby s.t,s — t sa parami wzglednie
pierwsze, wiec z twierdzenia 1.29 wynika, ze s = v, t =03 is —t =
= w? dla pewnych u,v,w € Z. Ponadto u,v,w # 0, bo a # 0. Zatem

ud—v3 = w?, czyli v3+w? = w3, Z minimalnosci |z| wynika, ze |u] > |z].
Tymczasem mamy, ze |ul® = |s| < |st(s —t)| = |a]* = |r] < |rs| = [£]?,
wiec |u| < %' < |z|, co prowadzi do sprzecznosci. O

Twierdzenie 16.14. Réwnanie 23 + y3 = 423 nie posiada rozwig-
zania w liczbach catkowitych x,y, z takich, Ze z # 0.

Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy z zasady minimum istnieje
z € Z\ {0} takie, ze 42 = 2% + y* dla pewnych z,y € Z oraz |z| jest
najmniejsze. Wtedy liczby x, y, 2z sg parami wzglednie pierwsze. Wobec
tego 2 Y1121y, aled | (z+y)(z? — xy + y?) i liczba 22 — xy + 3*
jest nieparzysta, wiec 4 | x + y. Zauwazmy, ze dla kazdego a € Z
jest a® = —1,0,1 (mod 9), przy czym a® = 0 (mod 9) wtedy i tylko
wtedy, gdy 3 | a. Zatem jedli 31 z, to 422 = 44 (mod 9) oraz z° +3° =
=-2,-1,0,1,2 (mod 9). Zatem wtedy +4 = —2,—1,0,1,2 (mod 9),
co jest niemozliwe. Wobec tego 3 | z. Dalej, > = (mod 3) i y> = y
(mod 3), wiec 2® + y*> = z + y (mod 3), skad z +y = 0 (mod 3).
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Dalej (z + y)(2® — zy + y?) = 423, czyli 27 | (z + y)(z* — zy + y?), ale
22 —zy+y* = (v+y)? —3zy, wiec 3 | 22 —zy+y? Jesli 9 | 2% —xy+12,
to poniewaz 9 | (z + y)?, wiec 9 | 3zy, skad 3 | = lub 3 | y. Ponadto
3| x+y, wiec 3|z 13|y, co przeczy temu, ze NWD(.T y) = 1. Wobec

2

zty x°—xy+
tego 9t x* —xy + 9?1 9|z +y. Zatem Z, gy,#EZoraZ

r+y 22— ay+y? _4(z>3
9 3 - \3/)
Ponadto, 4 | x 4+ y, a poniewaz liczby 4 1 9 sa wzglednie pierwsze i
dzielg liczbe x + vy, wiec Hy € 7 oraz

r+y 22— ay+y? _<z>3
36 3 N '

3
e %ﬂz nie sg wzglednie pierwsze. Wtedy
istnieje ich wspdlny dz1eln1k plerwszy p, ale 3 ¢ %, wiec p # 3
oraz p | v +yip | 2*—ay+ 9% skad p | 322 Czylip | z. Lecz

p |z +y, azatem p | y, co przeczy temu, ze NWD(x,y) = 1. Wobec
x+y | Payty?

Przypuscmy, ze liczby =

s wzglednie pierwsze i z twierdzenia 1.28

3
. . . 2_ 2 . .
istnieja a, b E 7 takie, ze T = ¢® i T — b3 Poniewaz 2 | x

6
i3tz oraz NWD(:C,y) = 1, wigc stad NWD(a,z) = 1. Ponadto

b3 _ (z+y)®—Bzy _ (w+y) (36a%)*
3

tego liczby 5

5 — xy oraz y = 36a® — x, wiec b® =
2(36a® — x) = 22 — 36a x+ 12 - 36a5. Stad

2% — 3(12a*)z + 3(12a%) = b°.

Ponadto, NWD(z,12¢®) = 1, bo 2 z, 31 z i NWD(a,z) = 1, wiec
z lematu 16.12 istnieja wzglednie pierwsze liczby catkowite s i ¢ takie,
ze 12a3 = 3st(s — t), czyli st(s —t) = 4a®. Liczby s,t,s — t sa parami
wzglednie pierwsze, wiec doktadnie jedna z nich jest podzielna przez
4. Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zakladaé, ze 4 | s lub 4 | s — t.
W pierwszym przypadku jt(s —t) = a®, wiec z twierdzenia 13.20 ist-
niejg liczby catkowite u, v, w takie, ze 2 = u®, t = v*is—1 =w?, skad
V3w =4ud Jedliu=0,toa=0,skad x +y =01 2z = 0, whrew
zalozeniu. Zatem u # 0 i z minimalnosci |z|, |u| > |z|. Tymczasem

3
lul? < al® < |al?0]® = (|§—|) , skad |u| < |z| i mamy sprzecznosé.
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Podobnie w drugim przypadku, stST_t = a®, wiec znowu z twier-

dzenia 13.20 istniejg liczby calkowite u, v, w takie, ze s = u?, t = v3
it =w?, skad v + (—v)? = 4w®. Jesli w = 0, to a = 0, skad z = 0,
wbrew zalozeniu. Wobec tego w # 0 i z minimalnosci |z| mamy, ze
3

jw| > |2]. Tymezasem [w]® < |a]* < |al?[b]® = (E)°, skad |w| < |2
1 mamy sprzecznosc.

fPrzy{puszczenie, ze istnieja liczby catkowite z,y, z takie, ze z # 0
i 2% + y3 = 423 doprowadzilo nas zatem do sprzecznosci. Wobec tego
takich liczb catkowitych nie ma. [

7, udowodnionego twierdzenia wynika, ze liczba 4 nie jest sumg
szeScian6w dwoch liczb wymiernych.

Whniosek 16.15. Wszystkimi rozwigzaniami w liczbach catkowitych
x,y, 2 réwnania x3 + y3 = 423 sq tréjki: (k, —k,0), gdzie k € Z.

Dowéd. Oczywiscie k* + (—k)® = 4 - 03 dla kazdego k € Z. Jezeli za$
23 +y® = 423 oraz .y, 2 € Z, to na mocy twierdzenia 16.14, z = 0,
skad y? = (—x)3, a zatem y = —x. O

Z wniosku 16.15 otrzymujemy od razu nastepujace wnioski:

Whniosek 16.16. Jedynym rozwigzaniem w liczbach catkowitych
x,y réwnania x> —4y> =1 jestx =1 iy = 0.

Whniosek 16.17. Jedynym rozwigzaniem w liczbach catkowitych
x,y réwnania ¥ — 4y = —1 jest v = —1 iy = 0.

Zadanie 16.18. Stosujac metode podana w dowodzie twierdzenia
16.14 uzasadnij, ze jezeli w,y,z € Ziz®+1y3 =323, to2=0iy = —x.



Rozdziat 17

Twierdzenie
Ramanujana-Nagella

17.1 Podstawowe wiadomosci
i spostrzezenia

Z teorii liczb wiemy, ze jeslip € Pi M, = 2P —1 € P, to M, nazywamy
liczba pierwsza Mersenna i woéwczas liczba trojkatna % jest tak
zwang liczbg doskonata, czyli taka liczba naturalng, ktora jest suma
wszystkich swoich wtasciwych dzielnikow. Okoto 1919 roku genialny
matematyk hinduski S. A. Ramanujana postawil hipoteze, ze jedynie
skoniczenie wiele liczb M, to liczby trojkatne.

Jesli M, jest liczba trojkatna, to M, = w dla pewnego n € N,
skad 22 —1 = "2 "eayli 2043 — 8 = 4n? 4 dn, a zatem (2n+1)>+7 =
= 2PT3. W naturalny sposéb pojawia si¢ zatem nastepujace rownanie:

224+ 7=2Y, gdze, z,y € N. (17.1)

W 1948 roku T. Nagell rozwiagzat hipoteze Ramanujana udowadniajac
w [29] nastepujace

Twierdzenie 17.1. Wszystkimi liczbami naturalnymi x spetniajg-
cymi dla pewnego y € N réwnanie (17.1) s¢ x = 1,3,5,11,181.

247
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Ten wynik jest nazywany Twierdzeniem Ramanujana-Nagella.
Naszym celem bedzie podanie elementarnego dowodu tego twierdze-
nia. Rozpoczynamy od podstawowych spostrzezen i uwag stanowiacych
fundament dla gléwnego rozumowania, ktore bedzie przedstawione
w drugim paragrafie.

Po pierwsze zauwazmy, ze z réwnania (17.1), dla z = 1 uzyskujemy
y =3, dlax =3jest y =4,dlaxr =5 mamy y = 5, dla x = 11
jest y = 7, a dla x = 181 mamy y = 15. Nalezy zatem pokazac, ze to
rOwnanie nie posiada innego rozwiazania w liczbach naturalnych.

Jesli x,y e Nix > loraz 22+ 7 = 2%, to 2Y > 1+ 7 = 23, wiec
y > 3. Ponadto x jest nieparzyste. Jesli y jest parzyste, to y = 2t dla
pewnego t € Niwtedy 7= (2'—xz)(2'+z),skad 2! +2 =712 —x =1,
a zatem 2r = 6 i x = 3 oraz t = 2. Mozemy zatem dalej rozwazac
jedynie nieparzyste y > 3. Ponadto 7 { x, bo inaczej 7 | 2, co jest
niemozliwe. Podstawiajac z = y — 2 uzyskujemy, ze z jest nieparzyste
i z > 1 oraz z nieparzystosci x, w pierscieniu euklidesowym Z[HT*E]
réwnanie (17.1) mozemy zapisa¢ w postaci:

T+ —T x—+—7
2 2

Jesli istnieje element pierwszy 7 pierscienia Z|

=27, (17.2)

1+F] bedacy wspolnym

dzielnikiem elementow ”\ﬁ i “’"_ﬁ, to 7 jest dzielnikiem réznicy

tych elementéw i ich sumy, czyli 7 | /=7 i 7 | x, ale =7 = (v/=T7)2,

wiec 7 | 7. Ponadto 7 t x, wiec 1 = 7k + zl dla pewnych k,l € Z,

NE ST,
2 2

skad 7 | 1 1 mamy sprzeczno$é. Wobec tego elementy
14+v=7 ].
2
V=T F
2
menty HF L W majg normy rowne 2, wiec zgodnle z przyktadem

sa wzglednie pierwsze w pierscieniu Z[

Ponadto w tym pierscieniu, 2 = , przy czym ele-
13.12 sg one elementaml pierwszymi pierscienia Z[Hr] Dodatkowo
ze wzoru (13.17) elementami odwracalnymi pierscienia Z[HF] sa je-

dynie 11 —1, wiec elementy HF L F nie sg stowarzyszone w tym
pierscieniu. Zatem réwnanie (17 2) przyb1era postac:

:c+\/—_7.x—\/—_7:<1+2\/—_7>z.<1—\/—_7>z‘

17.
2 2 2 (17.3)
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Ze zrobionych wyzej spostrzezen oraz z jednoznacznosci rozktadu pier-
Scienia Z[*Y="] na mocy (17.3) wynika, ze 2= = 4 (H\Qj)z lub
T — g (I’ﬁ)z dla pewnego u € {1, —1}.

W pierwszym przypadku mamy, ze VA @ =u (lfﬁ)z,

skad uz+\2/j7 _ <1+\2ﬁ>z i uxfé/j’? _ (15%)2, wiec 2

- () ()

Podobnie, w drugim przypadku uy/—7 = (%ﬁ)z — (HT‘E)Z, czyli

(—u)v—=7 = (HT‘E)Z — (%ﬁ)z Ponadto u, —u € {1,—1}, wiec
ostatecznie mamy zaleznosc:

(1*2\/__7> _ (1_;__7> = +/T. (17.4)

Dalej, zauwazmy, ze
(1 - \/—_7>2 37
2 - 2

oraz

() - () (22 -

1=V —3-yT

2 2 ’

wiec w pierscieniu Z[

<1+\/77>2 — 1 (mod (HT?>2>

1+\/j7]
2

2 2

i na mocy (17.4) oraz z nieparzystosci z mamy kongruencje:

T e ()
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2
Dodatkowo HT*E —\/-=T7= 1_‘F nie jest podzielne przez (1_\F) ,

wiec po pomnozeniu obu stron przez 2 wzoér (17.4) przybiera postaé:
(1+vV=7)* — (1 — vV/=7)* = —2°v/—T. (17.5)

Ze wzoru dwumianowego Newtona i z nieparzystosci z mamy, ze

[un

z— z—1

VT = 3 U )T (4, )

P — 2k +1

wiec po zastosowaniu sprzezenia,
z—1 z

<1—ﬁ)Z:i<—1>’“(2Zk)7’“—F?-kz:(—n’f( L)

= 2k + 1

i na mocy (17.5) uzyskujemy, ze

z

N—_?-g(—l)k( - )7’“:—22\/—_7,

2k +1

czyli:

g“”’“(%i 1> 7* = —2 1, (17.6)

Ze wzoru (17.6) otrzymujemy kongruencje:
2°"'=—2 (mod?7). (17.7)

Lemat 17.2. Jesl liczba naturalna nieparzysta z spetnia kongru-
encje (17.7), to z = 3,5,13 (mod 42).

Dowéd. Zauwazmy, ze 2> =1 (mod 7), wiec 23* = 1 (mod 7) dla kaz-
dego t € N. Poniewaz z jest nieparzyste i z € N, wiec z = 6k + 1 lub
2z =6k 4 3 lub z = 6k + 5 dla pewnego k € Nj.

Niech z = 6k+1. Wtedy 271 = 2% =1 (mod 7), wiec 1 = —6k—1
(mod 7), skad 2 = k (mod 7). Zatem k = 7l + 2 dla pewnego | € Ny
i2z=421+ 13, czyli z = 13 (mod 42).
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Niech z = 6k + 3. Wtedy 2°°! = 4.2 = 4 (mod 7), wiec 4 =
= —6k — 3 (mod 7), skad 0 = k (mod 7). Zatem k = 7] dla pewnego
l € Nyiz=42l+3, czyli z =3 (mod 42).

Niech z = 6k + 5. Wtedy 2°7! = 16 - 25 = 2 (mod 7), wiec 2 =
= —6k — 5 (mod 7), skad 0 = k (mod 7). Zatem k = 7l dla pewnego
| €Npiz=42l+5, czyli z =5 (mod 42). O

17.2 Dowdd twierdzenia
Ramanujana-Nagella

Przypusémy, ze istnieje liczba naturalna x # 1,3, 5, 11, 181 oraz istnieje
y € N takie, ze 22 + 7 = 2¥. Wtedy z poprzedniego paragrafu wiemy,
ze z = y — 2 jest nieparzysta liczba naturalna rézna od 1, 3, 51 13,
2z =3,5,13 (mod 42), x jest nieparzyste i zachodzi wzér (17.6).
Rozwazmy najpierw przypadek, gdy z = 3 (mod 42). Poniewaz
z # 3, wigc istnieje najwigksza liczba naturalna t taka, ze 7 | z — 3.
Stad 2z —3 = 7" - 6 - h dla pewnego naturalnego h, takiego, ze 7 1 h.
Zauwazmy, ze dla k = 2, ..., =1 i

2

( 2 ): 2(z = 1)(z = 2)(z — 3) .<z—4> (178)

2k +1 (2k +1)2k(2k — 1)(2k —2) \2k—3)° '

Sposrod czterech kolejnych liczb naturalnych: 2k — 2,2k — 1,2k, 2k + 1
tylko jedna liczba moze byé podzielna przez 7. Stad jesli 71 dzieli
iloczyn tych liczb, to dzieli jedna z nich, a wiec 7%~ < 2k + 1. Jednak
k> 2 wiec 7" 1= (1+6)*1>1+6(k—1) > 2k+ 1. Stad i ze wzoru
(17.8) wynika, ze dla takich k liczba (—1)* <2k+1) 7% jest podzielna przez

7 edyz T' | 2 — 3. Ze wzoru (17.6) uzyskujemy zatem, ze z — 7(;) =

= —2°"1 (mod 7). Oznaczmy A = 7(Z) 72(21722 Wtedy 64 =
=73+T7-6-h)(2+T7-6-h)(1+T7-6-h)=3-2-7 (mod 7"), co

wobec NWD(6, 77!) = 1 daje A =7 (mod 7). Wobec tego z — 7 =
= —2°! (mod 7). Z twierdzenia Eulera mamy, ze 2°(") = 1
(mod 771 1 (7)) =6 7!, wigc 23 =1 (mod 7, skad 2771 =4
(mod 7). Zatem —2*7' = —4 (mod 7)1z — 7= —4 (mod 7'1),
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czyli z —3 =0 (mod 7). Wobec tego 7! | 2 — 3, co przeczy mak-
symalnosci t.

Teraz rozpatrzmy przypadek, gdy z = 5 (mod 42). Poniewaz z # 5,
wiec istnieje najwicksza liczba naturalna ¢ taka, ze 7° | z — 5. Wobec
tego 2 —5 = 7" - 6 - h dla pewnego naturalnego h, takiego, ze 7 { h.

Zauwazmy, ze dla k = 3,..., %+ zachodzi wzor:

2% +1)  (2k+ 1)2k(2k — 1)(2k — 2)(2k —3)(2k —4) \2k —5)"

(17.9)
Sposrod szesciu kolejnych liczb naturalnych: 2k — 4,2k — 3,2k — 2,
2k — 1,2k, 2k + 1 tylko jedna liczba moze by¢ podzielna przez 7. Stad
jedli 7*~1 dzieli iloczyn tych liczb, to dzieli jedng z nich, a wiec 757! <
< 2k + 1, co jak wiemy z przypadku pierwszego, jest niemozliwe. Stad
i ze wzoru (17.9) wynika, ze dla takich & liczba (—1)’“(%11) 7 jest
podzielna przez 7!, gdyz 7' | 2z — 3. Ze wzoru (17.6) uzyskujemy
zatem, ze

(z >: 2z —1)(z = 2)(z — 3)(z — 4)(z — 5) .<z—6

. 7@ 472 @ = 951 (mod 7). (17.10)

Omaczmy A = 7(3) = 72602 Wiedy 64 = 7(5+ 706 h)(4+ 7" -
6-h)(3+7-6-h)=5-4-3-7 (mod T'), co wobec NWD(6, 7071) =1
daje A = 70 (mod 7*!). Oznaczmy B = 7% - (g) Wtedy B = 77 -

AEmDEAEE) e 120B = 72 (54T 6 h)(4+ 70 6-h)(3 +
TG R) - (24T 6 h) (14T 6-R)=T2-5-4-3-2-1 (mod 71,
co wobec NWD(120, 7™!) = 1 daje B = 7> = 49 (mod 7). Dodat-
kowo, jak pokazalismy w pierwszym przypadku, 276" =1 (mod 7¢1)
iz—1=4+T7":6h, wigc 2°7! = 2! = 16 (mod 7*!). Podstawiajac
wyliczone wartosci do wzoru (17.10) uzyskujemy, ze z —70+49 = —16
(mod 7'*1). Stad z — 5 = 0 (mod 7"), czyli 7' | 2 — 5, co przeczy
maksymalnosci ¢.

W ostatnim przypadku, z = 13 (mod 42). Poniewaz z # 13, wiec
istnieje najwigksza liczba naturalna ¢ taka, ze 7* | z—13. Stad z — 13 =
= T7'-6- h dla pewnego naturalnego h, takiego, ze 7 { h. Zauwazmy, ze
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dlak=7,..., 251 zachodzi wzor:

z 21Dz -2)(z—3)-...-(2—-13) [2—14
<2k+1> T Rk+12kQk—1)-...-(2k—12)) \2k— 13)‘

(17.11)
Sposrod czternastu liczb naturalnych 2k — 12, ... 2k — 1,2k,2k + 1 co
najwyzej jedna jest podzielna przez 72 i co najwyzej dwie sg podzielne
przez 7. Stad gdyby iloczyn tych liczb byt podzielny przez 771, to
jedna z nich bytaby podzielna przez 7572, skad 7%~2 < 2k + 1. Dla
k > 7 ze wzoru Newtona: 7872 = (1 +6)2 > 1 +6(k — 2) > 2k + 1,
wige 71 nie dzieli liczby (2k —12)-...-2k(2k+1). Ponadto 7' | z—13,
wicc dla k =7,..., %2 liczba (—1)"“(%11) 7% jest podzielna przez 7T¢*1.
Ze wzoru (17.6) uzyskujemy zatem, ze

7| 4 - 7<§> + 72 (;) —7 (;) + 74 (g) — 7 (;) 478 (12?)) oL,
(17.12)

Rozumujac podobnie jak w poprzednich przypadkach uzyskamy, ze

(—1)’“( . )7’“5(—1)’“( 13 >7k (mod 7+h)

2k +1 2k +1

dla kazdego k = 1,2,3,4,5,6. Zatem —7(3) + 72(3) — 7°(3) + 74(;) —
() +7 () = =7(9)+7(5) -7 (7) + 7 (V) - (1) + () =
= —4109 (mod 7). Dodatkowo, 27" = 1 (mod 7"*') i z — 1 =
= 12 + 7" - 6h, wiec 2°7! = 212 = 4096 (mod 7'!). Stad na mocy
(17.12) mamy, ze z — 4109 = —4096 (mod 7'!), skad 2 — 13 = 0
(mod 7). Zatem 7" | z — 13, co przeczy maksymalnogci .

W ten sposéb dowdd twierdzenia Ramanujana-Nagella zostat zatem
zakonczony.

Zadanie 17.3. Znajdz wszystkie rozwiazania w liczbach catkowi-
tych z, y rownania:
x4+ 2=19" (17.13)






Rozdzial 18

Rownanie Mordella

18.1 Roéwnania nieposiadajace
rozwigzania

Réwnaniem Mordella lub réwnaniem Bacheta nazywamy rowna-
nie diofantyczne postaci
2?4k =y,

gdzie k € Z \ {0}. Specjalny jego przypadek byl rozpatrywany juz
przez Diofantosa w jego Artmetyce; mianowicie Problem VI.17 (sfor-
mutowany w terminach geometrycznych) polegal na znalezieniu takiej
liczby naturalnej z, ze 22 + 2 jest sze$cianem pewnej liczby naturalnej.

Mordell pisal, ze ,réwnanie Bacheta odegralo fundamentalng role
w rozwoju teorii liczb” ([25], s. 238). Bylo ono badane przez ostatnie
300 lat. Specjalne przypadki byly rozwigzywane przez réznych mate-
matykow, miedzy innymi Euler przedstawit fundamentalng, nowa idee
do rozwigzania réwnania z? + 2 = 33, polegajaca na zapisaniu go w
postaci (x 4 v/2i)(z — v/2i) = y>. Bylo to pierwsze uzycie liczb zespo-
lonych w Teorii Liczb.

W 1922 roku wielki matematyk filadelfijski Louis J. Mordell udo-
wodnil, ze dla kazdej niezerowej liczby catkowitej k zbiér rozwigzan
tego réwnania w liczbach catkowitych x i y jest skonczony, a w la-
tach 60. Baker i Stark podali ograniczenia gérne na x i y w terminach
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k, wiec wszystkie rozwigzania dla danego k mozna znalezé wykonujac
obliczenia na przyktad na komputerze (por. [6]).

Twierdzenie 18.1. (Mordell). Niech a i b bedg liczbami catkowi-
tymi takimi, ze 2t a, 2 | b i310b. Jezeli a i b nie posiadajg wspdlnego
dzielnika pierwszego postaci 4k + 3 i k = b?> — a®> Z —1 (mod 8), to
réwnanie x> + k = y° nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych
T iy.

Dowdd. Zatézmy, ze przy tych zatozeniach istnieja x,y € Z takie, ze
22 +k = 3. Wtedy 22 +0? = y®+a®. Przypuéémy, ze x jest nieparzyste.
Wtedy y jest parzyste i 4° + a®> = @ (mod 8) oraz 22 = 1 (mod 8),
wiec 1+b0? = a® (mod 8), skad k = b*—a® = —1 (mod 8), co prowadzi
do sprzecznodci.

Wobec tego 2 | z, a poniewaz z2+b? = y3+a3, wiec 21y, skad y? =
=1 (mod 8). Ponadto y*+a* = (y+a)(y*—ay+a?), liczba z? —ax+a?
jest nieparzysta i 4 | 22+ b%, wiec 4 | y+a, skad y = —a (mod 4), czyli
—ay =a®* =1 (mod 4). Wobec tego y* —ay+a*=1+1+1 (mod 4),
czyli y? —ay+a? = 3 (mod 4). Dalej, y> —ay+a* = (y—%)*+2a> > 0,
wiec % —ay+a? jest nieparzysta liczba naturalng wieksza od 1. Ponadto
y?—ay+a® = 3 (mod 4), wiec y*—ay+a? posiada dzielnik pierwszy p =
= 3 (mod 4), ktéry wchodzi w rozwiniecie kanoniczne liczby y?—ay+a?
z nieparzystym wyktadnikiem a. Stad p | % + b%, wiec ze stwierdzenia
215:p | xip | b, ale 3 1b, wiec p # 3. Dodatkowo p® | 2% + b?
oraz o = 23 — 1 dla pewnego 3 € N oraz na mocy twierdzenia 14.18
liczba p wchodzi w rozklad kanoniczny liczby 22 + a? z parzystym
wyktadnikiem, wiec p?? | y3 + a®, czyli p*™! | (y + a)(y? — ay + a?).
Ponadto p® t y? — ay +a?, wiec p | y+ a. Zatem y = —a (mod p), skad
y> — ay + a®> = 3a® (mod p). Lecz p | y*> — ay + a?, wiec p | 3a® i jak
pokazalismy, p # 3. Wobec tego p | b. Zatem liczby a i b maja wspdlny
dzielnik pierwszy p = 3 (mod 4), co prowadzi do sprzecznosci.

Przypuszczenie, ze nasze twierdzenie jest falszywe doprowadzito nas
zatem do sprzecznosci. Wobec tego to twierdzenie jest prawdziwe. [

Whniosek 18.2. Jezeli k € {3,5,17, —11,—13,—23}, to réwnanie
Mordella 2* + k = 3® nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych.
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Dowéd. Zauwazmy, ze 3 = 22 — 13 5 = 22 — (=1)3, 17 = 4% — 13,
—11 =42 - 33, =13 = 702 — 17 i —23 = 22 — 33 oraz spekione sa
zatozenia twierdzenia 18.1. O]

Lemat 18.3. Kazda liczba pierwsza p taka, e p = +3 (mod 8)
jest elementem pierwszym pierscienia Z[ﬁ] W szczegolnosci, dla do-
wolnych liczb calkowitych x i y: jezelip | x* —2y*, top |z ip|y.

Dowéd. Poniewaz jak wiemy pierscien Z[v/2] jest euklidesowy z norma
N taka, ze N(a + bv/2) = |a® — 2b%| i N(p) = p? > 1, wicc wystarczy
wykazaé, ze p jest elementem nierozktadalnym. Zalézmy, ze tak nie jest.
Wtedy p = - § dla pewnych «, § € Z[v/2] takich, ze N(a), N(3) > 1.
Stad p? = N(a) - N(83), a poniewaz dodatkowo N(a), N(3) € N, wiec
N(a) = p. Dalej, o = a+bv/2 dla pewnych a, b € Z. Stad |a®>—2b%| = p,
czyli a® — 2b* = +p. Wobec tego liczba a jest nieparzysta, skad a? = 1
(mod 8), ale p = +3 (mod 8), wiec 1 — 2b*> = 43 (mod 8). Zatem
20> = 6 (mod 8) lub 26> = 4 (mod 8), skad ? = 3 (mod 4) lub b? = 2
(mod 4), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego p jest elementem
pierwszym pierécienia Z[v/2].

WezZmy teraz dowolne z,y € 7Z takie, ze p | 2% — 2y?. Poniewaz
2?2 —2y% = (2 +yv2)(z — yv2) i p jest elementem pierwszym w Z[v/2],
wiec p | x4+ yv2 lub p | 2 — yv/2. Zatem istniejg ¢, d € Z takie, ze
4+ yvV2 = plc+ dv2) lub z — yv/2 = p(c + dv/2). Zatem = = pc
iy=pdlub x=pci—y=pd. Wobectegop|zip]|y. O

Lemat 18.4. Niech p = +3 (mod 8) bedzie liczbg pierwszq i niech
x,y € Z oraz niech t € Ny. Jezeli p* ™1 | 22 — 22, to p!™t | x i pt1 | y.
W szczegdlnosci p* 2 | 2 — 2y,

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem ¢. Dla ¢ = 0 teza wynika
z lematu 18.3. Przypu$émy, ze teza zachodzi dla pewnego ¢t € N
i niech p*™3 | 22 — 2¢y* dla pewnych z,y € Z. Wtedy z zalozenia
indukcyjnego x = 2la i y = 2!7!'b dla pewnych a,b € Z. Stad
pA3 | p¥t2a? — 2p* 20?2 skad p | a® — 20%. Z lematu 18.3, a = pc
i b = pd dla pewnych ¢,d € Z. Zatem x = p'*2c i y = p'*?d, skad
p?* | 2% — 2y, Wobec tego teza zachodzi tez dla t + 1, co konczy nasz
dowod. O
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Twierdzenie 18.5. Niech a i b bedq liczbami catkowitymi takima,
¢ 21b,31b,a=2 (mod8) iliczby a i b nie posiadajg wspdlnego
dzielnika pierwszego p takiego, ze p = +3 (mod 8). Wéwczas réwna-
nie Mordella x* + (a® — 2b%) = y* nie posiada rozwigzania w liczbach
catkowitych x i y.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieja x,y € Z takie, ze 2%+ (a® — 2b%) = 13.
Jesli liczba x jest parzysta, to y tez jest parzyste i = 2k oraz
y = 2l dla pewnych k,l € Z, skad 4k* + (a® — 2b*) = 8I3. Wobec tego
4| 4k* + (a® — 2b%), skad 4 | 2b*, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem
liczba x jest nieparzysta. Stad x> = 1 (mod 8) i liczba y tez jest nie-
parzysta, skad y> = 1 (mod 8). Zatem y* = y (mod 8) i wobec tego
y=1-2=7 (mod 8). Dalej, 22 —20* = 3> —a® = (y—a)(y* +ay+a?)
oraz y —a =7 —2 = —3 (mod 8). Jesli wszystkie dzielniki pierw-
sze liczby nieparzystej y — a przystaja jedynie do £1 modulo 8, to
y —a = %1 (mod 8), skad —3 = %1 (mod 8), co jest niemozliwe.
Wobec tego liczba y — a posiada dzielnik pierwszy p taki, ze p = 43
(mod 8). Jesli wszystkie dzielniki pierwsze p liczby y — a przystajace
do +3 modulo 8 maja parzyste wykltadniki, to y —a = £1 (mod 8),
co tez prowadzi do sprzecznos$ci. Wobec tego istnieje liczba pierwsza
p = £3 (mod 8), ktéra wchodzi w rozktad liczby y — a na czynniki
pierwsze z nieparzystym wykladnikiem a. Jednak p* | 2% — 20%, wiec
z lematu 18.3, p | b oraz z lematu 18.4, p®*! | 22 — 2b%. Wobec tego
P (y — a)(y® + ay + a?), ale p**' ty — a, wiee p | y® + ay + a®.
Mamy zatem, ze y = a (mod p) i 0 = y* + ay + a*> = 3a® (mod p).
Stad p | 3a?, ale p | b, wiec p # 3. Zatem p | a. Wobec tego liczba p jest
wspolnym dzielnikiem pierwszym liczb a i b oraz p = +3 (mod 8), co
prowadzi do sprzecznosci.

Przypuszczenie, ze istniejg x,y € Z takie, ze 22 + (a® — 2b?) = o3
doprowadzilo nas do sprzecznosci. Wobec tego réwnanie 22 + (a3 —
+2b?) = y3 nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych z iy. O

Poniewaz 6 = 23 —2-12, —42 =23 —2.52i —58 = 10° — 2 - 232,
wiec z twierdzenia 18.5 otrzymujemy od razu nastepujacy

Whniosek 18.6. Dia k € {6,—42, —58} réwnanie z* + k = y> nie
posiada rozwigzania w liczbach catkowitych x 1 y.
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Twierdzenie 18.7. Niech a i b bedg liczbami catkowitymi, ktore nie
posiadajqg wspolnego dzielnika pierwszego postaci 4k + 3. Jezeli a = 2
(mod 4) ¢ b = £1 (mod 6) oraz k = b* — a®, to réwnanie Mordella
22 + k = y3 nie posiada rozwigzania w liczbach calkowitych x i y.

Dowéd. Zalézmy, ze 2%+ k = y> dla pewnych x,y € Z. Poniewaz 2 1 b,
wiec b* = 1 (mod 8). Ponadto a = 2 (mod 4), skad a®* = 0 (mod 8)
i wobec tego k =1 (mod 8). Zatem jesli 2 1 x, to y jest parzyste, skad
8 | 2% + k, ale wtedy 2*> = 1 (mod 8), wigc 22 + k = 2 (mod 8), co
prowadzi do sprzeczno$ci. Wobec tego 2 | z. Stad 2 1 y. Zatem y? = 1
(mod 8), czyli y* =y (mod 8). Ponadto 2z = 0,4 (mod 8), wiec y = 1
(mod 8) lub y = 5 (mod 8), czyli y = 1 (mod 4). Dalej, 2? + b* =
=y*+a® iy’ +a® = (y+a)(y* —ay+a?), skad 22 +b* = (y+a)(y* —ay+
+a?). Zauwazmy, ze y+a = 2+1 = 3 (mod 4). Zatem liczba y+a jest
nieparzysta. Ponadto 22+b% > 0,bo 21 biy*—ay+y? = (y—%)*+3a® >
> 0, wiec y+a > 3. Jesli wszystkie dzielniki pierwsze liczby y+a przy-
staja do 1 modulo 4, to y+a =1 (mod 4), co prowadzi do sprzecznosci.
Wobec tego liczba ta posiada dzielnik pierwszy przystajacy do 3 mo-
dulo 4. Gdyby kazdy taki dzielnik pierwszy mial parzysty wyktadnik
w rozkltadzie liczby y+a na czynniki pierwsze, to y+¢ = 1 (mod 4), co
jest niemozliwe. Zatem istnieje dzielnik pierwszy p = 3 (mod 4) liczby
y + a, ktory wchodzi w rozktad kanoniczny tej liczby z wyktadnikiem
nieparzystym «. Stad p® | 22 + b?, wiec ze stwierdzenia 2.15 mamy, ze
p | b, ale 31 b, wiec p # 3. Ponadto na mocy twierdzenia 14.18 liczba
p wchodzi w rozktad kanoniczny liczby 2% + b? z parzystym wyktadni-
kiem, wiec p®™ | y3 + a®, czyli p*™ | (y + a)(y* — ay + a?). Ponadto
Yy +a, wiee p | y? — ay + a®. Zatem y = —a (mod p) i stad
0=9%—ay+a®> = 3a® (mod p). Stad p | 3a?, a poniewaz p # 3, to
p | a. Wobec tego liczby a i b maja wspdlny dzielnik pierwszy p = 3
(mod 4), co prowadzi do sprzecznosci.

Przypuszczenie, ze réwnanie x? + k = 33 posiada rozwigzanie
w liczbach catkowitych doprowadzito nas zatem do sprzecznosci. Wobec
tego to réwnanie nie posiada rozwigzania w liczbach catkowitych. [J

Poniewaz —7 =12 — 23,9 =12 — (—2)? 1 33 = 5% — (—2)?, wigc na
mocy twierdzenia 18.7 otrzymujemy od razu nastepujacy
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Whiosek 18.8. Dia k € {-7,9,33} réwnanie 2 + k = y* nie
posiada rozwigzania w liczbach catkowitych x 1 y.

Twierdzenie 18.9. (Mordell). Niech a i b bedg liczbami calkowi-
tymai, ktore nie posiadajg wspolnego dzielnika pierwszego postaci 4k—+3.
Jezeli a = +1 (mod 6) 4 b = 3 (mod 4) oraz k = (2a)? — (20)3, to
réwnanie Mordella 2* + k = y3 nie posiada rozwigzania w liczbach
catkowitych x i y.

Dowéd. Zalézmy, ze x* + k = y® dla pewnych x,y € Z. Poniewaz 2 { a,
wiec @ = 1 (mod 8), skad k = (2a)? — (2b)® = 4 (mod 8). Jedli z
jest parzyste, to y tez jest parzyste, skad z = 2u i y = 2v dla pewnych
u,v € Z oraz 4u?+4a*—8b% = 8v3. Zatem u*+a*—20% = 2. Stad 2t u
iu?2=1 (mod 8), a zatem u? + a* — 2> = 2 — 2b (mod 8), ale 21 b,
wiec b = 1 (mod 8), skad b> = b (mod 8). Ponadto b = 3 (mod 4),
wiec b =3 (mod 8) lub b =7 (mod 8), skad 20> = 6 (mod 8). Wobec
tego 22 +a%? —20* =2 —6 =4 (mod 8). Zatem 2v® = 4 (mod 8), skad
v® =2 (mod 4), co jest niemozliwe.

Wobec tego liczba x jest nieparzysta. Stad liczba y tez jest niepa-
rzysta. Zatem ¢ =y (mod 8), ale y> = 2?+(2a)? = 1+4 =5 (mod 8),
wiecy =5 (mod 8), czyliy = 1 (mod 4). Dalej, 22+ (2a)? = y3+(20)3,
a zatem z2 + (2a)? = (y + 20)(y* — 2by + 40?).

Ponadto, y* — 20y + 4b* = (y — b)? + 3b*> > 3, gdyz b = 3 (mod 4)
oraz 2> + (2a)? > 0, bo a = £1 (mod 6). Wobec tego y + 2b > 0,
a poniewaz y +2b = 1+ 2-3 = 3 (mod 4), wiec y + 2b > 1. Je-
sli kazdy dzielnik pierwszy liczby y + 2a przystaje do 1 modulo 4, to
y+2b =1 (mod 4), co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego liczba
y + 2b posiada dzielnik pierwszy postaci 4k + 3. Gdyby wszystkie takie
dzielniki pierwsze liczby y + 2b mialy parzysty wyktadnik w rozwinie-
ciu liczby y 4 2b na czynniki pierwsze, to y + 2b = 1 (mod 4), co tez
jest niemozliwe. Wobec tego istnieje dzielnik pierwszy p = 3 (mod 4)
liczby y + 2b, ktory wchodzi w jej rozktad kanoniczny z nieparzystym
wyktadnikiem a. Zatem p* | y + 2b i p®*™ t y + 2b oraz p* dzieli
22 + (2a)?. Ze stwierdzenia 2.15 uzyskujemy, ze p | 2a, skad p | a, ale
3t a, wiec p # 3. Ponadto, na mocy twierdzenia 14.18 liczba p wchodzi
w rozklad kanoniczny liczby 22+ (2a)? z parzystym wyktadnikiem, wiec
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pot | 2+ (2b)3, czyli p*T | (y + 2b)(y* — 2by + 4b%). Ponadto p®*™! nie
dzieli y+2b, wiec p | y? — 2by +4b%. Zatem y = —2b (mod p) i stad 0 =
= y% — 2by + 4b* = 12¢* (mod p). Stad p | 120. Lecz jak pokazalismy,
p # 3, wiec p | b. Wobec tego liczby a i b posiadaja wspélny dziel-
nik pierwszy p = 3 (mod 4). OtrzymaliSmy zatem sprzeczno$é¢, ktora
konczy dowdd naszego twierdzenia. ]

Poniewaz 12 = (2-1)2 — (2- (=1))%, =20 = (2-7)2 — (2-3)? 1 44 =
= (2-3)2—(2-(—1))3, wigc z twierdzenia 18.9 uzyskujemy nastepujacy

Whniosek 18.10. Dia k € {—20,12,44} réwnanie z* + k = y* nie
posiada rozwigzania w liczbach catkowitych x 1 y.

Zadanie 18.11. Udowodnij, ze nie istnieja liczby catkowite z i y
takie, ze 22 + 16 = 1.

Zadanie 18.12. Udowodnij, ze nie istnieja liczby catkowite z i y
takie, ze 22 — 6 = 3.

Zadanie 18.13. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele dodat-
nich liczb catkowitych £ i istnieje nieskonczenie wiele ujemnych liczb
calkowitych k, dla ktérych réwnanie Mordella 2% + k = 3® nie posiada,
rozwigzania w liczbach catkowitych x i y.

18.2 Roéwnania posiadajgce rozwigzanie

Przyklad 18.14. Znajdziemy wszystkie rozwigzania w liczbach
catkowitych x i y réwnania:

2?+ 11 =y (18.1)

Niech zatem liczby catkowite x i y spelniaja réwnanie (18.1). Jezeli
11|z, to 11 | 33, skad 11 | y i w konsekwencji, 11% | 43, czyli 11% dzieli
x? + 11, ale 112 | 2%, wiec 112 | 11 i mamy sprzeczno$¢. Wobec tego
11 1 . Jezeli x jest nieparzyste, to y jest parzyste i 2> = 1 (mod 8),
skad 22 + 11 = 12 = 4 (mod 8) oraz y*> = 0 (mod 8), wigc mamy
sprzecznos¢. Zatem x jest liczbg parzysta.
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Z przykltadu 13.26 wiemy, ze pierscien Z[w_11] z normg N dana
wzorem N(a+bw_11) = (a + 2)? + 1Lb? dla a,b € Z jest euklidesowy.
Na mocy (18.1) uzyskujemy, ze (z + /—11) - (x — /—11) = 3* w pier-
$cieniu Z[w_11]. Przypusémy, ze elementy z + /—1 i 2 — /=11 nie
sa wzglednie pierwsze. Wtedy istnieje element pierwszy m € Zlw_11]
bedacy ich wspolnym dzielnikiem. Wtedy 7 dzieli roznice tych elemen-
tow, czyli m | 2¢/—11, skad 7 | 2 lub 7 | v/—11. Jezeli 7 | 2, to 7 | z,
bo liczba x jest parzysta. Ponadto 7 | x + 1/—11, wiec 7 | v/—11. Na-
tomiast, jesli w | v/—11, to poniewaz 7 | x + /—11, wiec 7 | z. Zatem
w obu przypadkach m | =z i m | v/=11, skad N(7w) | N(x) = z?
i N(rm) dzieli N(v/—11) = 11. Ponadto N(7) > 1, wiec N(7) = 11
i11 | 22, skad 11 | z, co prowadzi do sprzecznosci. Wobec tego elementy
r++/—1112 —+/—11 sa wzglednie pierwsze. Poniewaz (z + /—11) -
(z — v/—=11) = ¢*, wigc na mocy twierdzenia 13.20, x + /—11 = ua?
dla pewnego o € Z[w_11] i dla pewnego elementu odwracalnego u. Ze
wzoru (13.17), u =1 lub u = —1, ale —1 = (—1)?, wiec = + /—11 =
= (a + bw_11)? dla pewnych a,b € Z. Oznaczmy w = w_1; = HT‘/_TI
Wtedy v/—11 = 2w — 1, skad —11 = 4w? — 4w + 1, a zatem w? = w — 3
iw?=—2w-3.Stad (r—1)+2w = (a+bw)? = a®+ 3a*bw + 3ab?(w —
+3) —b*(2w+3), wiec x—1 = a® —9ab® — 30 oraz 2 = 3a’b+3ab® — 2b°.
Z drugiej réwnosci wynika, ze b | 2, a zatem b= 1lubb=21lub b= —1
lub b = —2.

Jedlib =1, to 2 = 3a® + 3a — 2, skad 3 | 4 i mamy sprzecznosc.
Zatem b # 1.

Jeslib = —1,t02 = —3a2 +3a +2,skad a = 0 lub @ = 1. Dla
a = 0 uzyskujemy z = 1+ 3 = 4, wiec y> =27, skad y = 3. Dlaa = 1
uzyskujemy x =1+1—-9+3 = —4, wiec 4> =27 iy = 3.

Jesli b= 2, to 2 = 6a% + 12a — 16, czyli a®> + 2a = 3, skad a = 1 lub
a = —3. Dla a = 1 uzyskujemy = = —58, wiec 3> = 3375, skad y = 15.
Dla a = —3 uzyskujemy z = 58, wicc y* = 3375, skad y = 15.

Jedli b = —2, to 2 = —6a® + 12a + 16, skad 3 | —14 i mamy
sprzeczno$¢. Zatem b # —2.

Podsumowujac, réwnanie (18.1) posiada doktadnie 4 rozwiazania
w liczbach catkowitych: x = +4 iy = 3 oraz x = £58 i y = 15.

Nastepny przyktad zawiera metode rozwigzania inng niz ta, ktora
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jest podana na stronie 319 w [2].

Przyklad 18.15. Znajdziemy wszystkie x € Z i n € N spelniajace
rOwnanie:
22+ 11 = 3" (18.2)

Niech zatem z € Z i n € N spetniaja to réwnanie. Poniewaz z? 4+ 11 >
> 11 > 32, wiec n > 2. Dalej, 3° = 1 (mod 13), wiecdlak € N, 33%* =1
(mod 13) oraz 3%*1 = 3 (mod 13) i 33%**2 = 9 (mod 13). Ponadto
r = 0,+1,4+2, 43, +4, +5 +6 (mod 13), skad 2* = 0,1,3,4,9, 10,12
(mod 13) oraz 2 +11 = 11,12,1,2,7,8,10 (mod 13). Wobec tego n =
= 3k dla pewnego k € N i 22 + 11 = (3%)3. Zatem z przyktadu 18.14,
3*=31lub 3" =15,skad k = 11224 11 = 27, wiec = +4.

Podsumowujac, réwnanie (18.2) posiada dokladnie dwa rozwiaza-
nia w liczbhach x € Zin e N:n =31 x = 4.

Przyklad 18.16. Znajdziemy wszystkie rozwigzania w liczbach
catkowitych x i y réwnania:

2% 44 = o>, (18.3)

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy x jest nieparzyste. Wtedy
w pierécieniu euklidesowym Z[i| nasze réwnanie przybiera postaé:

(z + 2i)(z — 2i) = o>

Jesli elementy x + 2i i o — 2¢ nie sg wzglednie pierwsze, to istnieje
element pierwszy m € Z[i] bedacy ich wspélnym dzielnikiem. Stad 7
dzieli (x + 2i) — (z — 2i), czyli 7 | 2%, Jak wiemy, —i € (Z[i])*, wiec
7 | 2, skad 7 | 2i. Ponadto 7 | x + 2i, wiec 7 | x. Lecz x = 2k + 1
dla pewnego k € Z i 7 | 2, wiec m | 1, co prowadzi do sprzecznosci.
Wobec tego elementy x + 2i i x — 2¢ sg wzglednie pierwsze i na mocy
twierdzenia 13.20, x + 2i = o dla pewnego o € Z[i], wiec = + 2i =
= (a+bi)? dla pewnych a, b € Z. Dalej, (a+bi)3 = a3+3a*bi—3ab*—b3i,
wiec x = a® — 3ab?® oraz 2 = 3a?b — b® = b(3a® — b?). Zatem b | 2
ibeZ wigche {1,-1,2,—2}. Jeslib = 1,t03a>—1 = 2, skad a = +1
oraz ¥ = £2, wiec mamy sprzecznoéé. Jesli b = —1, to 3a®> — 1 = —2,
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skad 3 | 1 1 mamy sprzecznosé. Jesli b = 2, to 3a®> —4 = 1, skad 3 | 4
i tez mamy sprzecznoéé. Jesli b = —2, to 3a® — 4 = —1, wiec a = £1
ix =411 oraz y> = 125, skad y = 5. Podsumowujac, dla nieparzystego
x wszystkimi rozwigzaniami réwnania (18.3) w liczbach catkowitych sg
pary (z,y): (11,5),(—11,5).

Teraz rozwazmy przypadek, gdy z jest parzyste. Wowczas y tez jest
parzyste i x = 2X oraz y = 2Y dla pewnych X,Y € Z. Ponadto po
skréceniu przez 4 nasze réwnanie przybiera postaé: X2 4+ 1 = 2Y3,
Stad X jest nieparzyste, czyli X = 2U + 1 dla pewnego U € Z.
W pierscieniu Z[i] mamy 2 = (1+1)-(1—1) oraz (X +4)(X —i) = 2V,

wiec )1(:21 . ()fj:f) = Y3. Ponadto % = (XH%(l_i) = XH 4 12Xy =
=(U+1)—Ui e Z[i], skad ()1(;’) = (U+1)+ Ui oraz

(U+1)—Ui)-((U+1)+Ui)=Y>

Jedli elementy (U +1) —Ui i (U4 1)+ Ui nie sa wzglednie pierwsze, to
istnieje element pierwszy 7w € Z[i] bedacy ich wspdlnym dzielnikiem.
Stad 7 dzieli sume i réznice tych elementéw, wiec w | 2U +2 1 7 | 2U4,
skad 7 | 2U i wobec tego 7 | (2U +2) —2U, czyli 7 | 2, ale 2 ~ (1+1)?,
wiec 7 | 1+i. Zatem 7 | U(1+1i) oraz 7 | (U+1)+Ui. Wobec tego 7 | 1,
co prowadzi do sprzecznosci. Zatem elementy (U+1)—Uii (U+1)+Ui
sa wzglednie pierwsze i na mocy twierdzenia 13.20, (U + 1)+ Ui = v3®
dla pewnego ( € Z]i] i dla pewnego v € {1, —1,i,—i}. Ponadto —1 =
= (—1)%, i = (—4)® oraz —i = %, wiec (U + 1) + Ui = (c + di)? dla
pewnych c¢,d € Z. Stad U + 1 = ¢® — 3¢d? oraz U = 3c*d — d?, skad po
odjeciu stronami, 1 = ¢® —3cd? —3c2d+d>. Zatem 1 = (c+d)(c* — cd+
+d?) — 3cd(c + d) = (¢ + d)(c* — 4ed + d*). Wobec tego ¢ +d = 1
ic?—4cd+d*>=1alboc+d=—1ic®>—4cd+d?> = —1. W pierwszym
przypadku, ¢ + 2cd + d? = 1, wiec po odjeciu stronami, 6ed = 0, czyli
c=0id=1lubd=0ic=1skad U = 0 lub U = —1 oraz
X =1lub X = -1, czylix = 2 lub x = -2 1 y = 2. Natomiast
w drugim przypadku, ¢ +2cd +d?> = 11 ¢ — 4ed + d*> = —1, wiec
po dodaniu stronami, 0 = 2¢? — 2cd + 2d*> = (¢ — d)? + ¢* + d?, skad
c =d =0, co przeczy temu, ze c+d = —1. Wobec tego dla parzystego
x wszystkimi rozwigzaniami réwnania (18.3) w liczbach catkowitych sa
pary ($v y): (27 2)7 (_27 2)'
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Ostatecznie mamy zatem, ze wszystkimi rozwigzaniami réwnania
(18.3) w liczbach catkowitych sa pary: (11,5), (—11,5), (2,2), (-2, 2).

Przyklad 18.17. Pokazemy, ze wszystkimi rozwigzaniami w licz-
bach catkowitych x i y réwnania Mordella:

2%+ 432 = ¢* (18.4)

sg: r = +36 i y = 12. Poniewaz 432 = 2% . 33, wiec (436)? + 432 =
= 21,304 20.33 = 2133 (341) = 20.35 = (22.3)3 = 123,
skad wynika, ze + = £36 1 y = 12 sa rozwiazaniami réwnania (18.4)
w liczbach catkowitych. Przypusémy, ze istnieja liczby catkowite x
iy takie, ze  # 36 1 2% + 432 = 9>, Wtedy oczywiscie y # 12

oraz istnieja n € N oraz k, m € Z takie, ze 5 :%#ili%:% # 0.

Bez zmniejszania ogélnosci mozemy zaktadac, ze liczby m,n, k sa pa-

rzyste. Stad liczby u = ”2;’“, v = "*k i w = m sa niezerowe i catkowite.

Ponadto u® + v3 —w3:%3+372k2— ,alek—@im—?g,\ch
3,2 3,3

w40 —w? = ——1—?;"352—”12%:123 (3 123 + 2 —y):O,bo

3122422 —y3 = 432427 — 1% i 224432 = y>. Wobec tego u®+v° = w?,
przy czym liczby catkowite u, v, i w sg niezerowe. Przeczy to twierdze-
niu 16.13. Wobec tego nasza teza zostala wykazana.

Przyklad 18.18. Pokazemy, ze wszystkimi rozwigzaniami w licz-
bach catkowitych x i y réwnania Mordella:

2t — 4=y (18.5)

sa: x = £2 1 y = 0. Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy liczba z jest
nieparzysta. Wtedy liczby x—2 i 2+2 sg nieparzyste i (z—2)(z+2) = 3*
oraz (r+2)—(z—2) = 4, wiec liczby x—2 i 42 sa wzglednie pierwsze.
Z twierdzenia 13.20 wynika zatem, ze x — 2 = a® i 2 + 2 = 1? dla
pewnych a,b € Z. Poniewaz liczba x jest nieparzysta, wigc stad liczby
a i b tez sa nieparzyste oraz b® — a® = (x + 2) — (v — 2) = 4. Zatem
(b—a)(b*+ab+a?) =4, ale 0 # a* + ab+b* = (a+ 2)* + 2% > 0,
wiec a? + ab + b* jest dodatnia liczba nieparzysta dzielaca liczbe 4.
Stad a? +ab+ 0> =11b—a =4, ale a®> + ab+ b* = (b — a)? + 3ab,
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wiec 1 = 42 + 3ab, skad ab = —5, czyli a(a + 4) = —5, a zatem
(a+2)? = —1, co prowadzi do sprzecznosci.

Wobec tego liczba x jest parzysta i w konsekwencji tego liczba y
tez jest parzysta. Zatem x = 2X iy = 2Y dla pewnych X,Y € Z oraz
4X?% — 4 = 8Y3, czyli X? — 1 = 2Y3. Stad wynika, ze X = 2u + 1
dla pewnego u € Z i 4u® + 4u = 2Y3, czyli 2u? + 2u = Y3. Zatem
Y = 2v dla pewnego v € Z. Stad 2u? + 2u = 8°, czyli u? +u =
= 403, skad u(u + 1) = 403, ale liczby v i u + 1 sa wzglednie pierwsze
jako kolejne liczby catkowite i ich iloczyn jest podzielny przez 4, wiec
u = 4c lub u 4+ 1 = 4c¢ dla pewnego ¢ € Z. W pierwszym przypadku
c(4c + 1) = v*, wigc na mocy twierdzenia 13.20, ¢ = k3 i dc+ 1 =2
dla pewnych k, 1 € Z. Zatem 4k +1 = [* i z wniosku 16.16 dostajemy,
ze k=0 oraz | = 1. Zatem ¢ = 0, skad kolejno: v =0, Y =0,y =0
i2? =4, czyli v = £2.

Natomiast w drugim przypadku c(4c—1) = v*°, wiec na mocy twier-
dzenia 13.20, ¢ = n® i 4c — 1 = m3 dla pewnych m,n € Z, czyli
4n3 —1 = m3. Zatem z wniosku 16.17 wynika, ze n = 0im = —1. Stad
c=0ikolejno: v=0,Y =0,y=01i22=4, czyli 2 = 2.

W ten sposdéb wykazalismy, ze © = 42 1 y = 0. W szczegdlnosci
réwnanie 22 — 4 = g nie posiada rozwigzania w liczbach naturalnych.

3

Przyklad 18.19. Pokazemy, ze wszystkimi rozwigzaniami w licz-
bach catkowitych réwnania Mordella:

2 —16 = y° (18.6)

sa v = 4 1y = 0. Jezeli liczba x jest parzysta, to liczba y tez jest
parzysta, skad 8 | 2%, a zatem x = 4X dla pewnego X € Z oraz
y = 2Y dla pewnego Y € Z oraz 16X? — 16 = 8Y3, skad 2X? — 2 =
= Y3. Wobec tego liczba Y jest parzysta, czyli Y = 2v dla pewnego
v € Z oraz 2X? — 2 = 8v3, czyli X? — 1 = 403, Stad X = 2u + 1
dla pewnego u € Z i 4u® + 4u = 403, czyli u(u + 1) = 03, ale liczby
uiu+ 1 sa wzglednie pierwsze jako kolejne liczby catkowite, wiec na
mocy twierdzenia 13.20, u = a® i u+1 = b% dla pewnych a, b € Z. Stad
v —a® =1, czyli (b— a)(b® + ba + a*) = 1. Ponadto b + ba + a* =
=(b+2)2+2a>>0,wiecb—a=1i1=0+ba+a*>=(b—a)*+3ab,
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czyli 3ab = 0. Stad a =01lub b =0, wigcv=0.Stad Y =0iy =0
oraz 2% = 16, czyli x = +4.
Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy 2 t z. Wtedy

(x—4)(z+4)=y*

oraz liczby © —4 i x 4+ 4 sa nieparzyste, a ich réznicg jest 4, a zatem te
liczby sg wzglednie pierwsze. Stad na mocy twierdzenia 1.28, v —4 = p?
i v4+4 = ¢ dla pewnych p, q € Z. Zatem ¢ —p3 = (v +4)— (x—4) = 8,
skad (q—p)(¢*>+qp+p?) = 8, ale liczby p i q sa nieparzyste, wiec liczba
@ +qp+p* = (¢+2)*+3p* > 0 jest nieparzystym dzielnikiem dodatnim
liczby 8. Wobec tego ¢ + gp + p? = 1 i w konsekwencji tego ¢ — p = 8.
Stad ¢ = p (mod 8), czyli ¢* + gp + p* = 3p*> = 3 (mod 8), bo 2 { p.
Zatem 1 = 3 (mod 8), co prowadzi do sprzecznosci.

Podsumowujac, wszystkimi rozwigzaniami réwnania 22 — 16 = 3°
w liczbach catkowitych x i y sa: ¢ = £4 1 y = 0. W szczegdlnosci
rOwnanie to nie posiada rozwigzania w liczbach naturalnych.

Zadanie 18.20. Wyznacz wszystkie liczby catkowite = i y takie,
ze 12 + 8 = 1.

Zadanie 18.21. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele zarow-
no dodatnich jak tez ujemnych liczb catkowitych k, dla ktérych réwna-
nie Mordella 2% + k = y3 posiada rozwigzanie w liczbach naturalnych.
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Rozdziat 19

Ciala abstrakcyjne

19.1 Dzialanie w zbiorze

Z dowolnych przedmiotéw a i b (niekoniecznie réznych) mozna utwo-
rzy¢ pare uporzadkowang (a,b) o poprzedniku a i nastepniku b.
Pary (a,b) i (¢,d) uwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢
ib=d, tzn. gdy maja réwne poprzedniki i rowne nastepniki. Majac
dwa zbiory A 1 B mozemy utworzy¢ zbior A x B ztozony ze wszystkich
par uporzadkowanych (a,b) o poprzedniku a € A i nastepniku b € B.

Definicja 19.1. Dzialaniem w niepustym zbiorze A nazywamy
kazde odwzorowanie zbioru A x A w zbiér A. Jezeli o jest dziatlaniem
w zbiorze Aia,b € A, to o((a,b)) oznaczamy przez a o b i nazywamy
wynikiem dzialania o na parze (a,b).

Zatem w niepustym zbiorze A jest okreslone dziatanie o, jesli dowol-
nej parze uporzadkowanej (a,b), gdzie a,b € A, zostal przyporzadko-
wany w jaki$ sposéb (na przyklad wzorem) za pomoca odwzorowania
(funkcji, przeksztalcenia) o dokladnie jeden element zbioru A ozna-
czany symbolem a o b.

Definicja 19.2. Niech o bedzie dzialaniem w zbiorze A. Mowimy;,
ze
(1) dzialanie o jest laczne, jezeli (aob)oc = ao (boc) dla dowolnych

271
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a,b,ce A,

(2) dziatanie o jest przemienne, jezeli a o b = b o a dla dowolnych
a,be A,

(3) e € A jest elementem neutralnym dzialania o, jezeli e o a =
= aoe = qa dla kazdego a € A.

Zauwazmy, ze jesli e, f € A sa elementami neutralnymi dziatania
o w zbiorze A, to e = f. Rzeczywiscie, aoe = a dla a € A, wiec
foe=foraz foa=adlaa € A, wigc foe=e. Stad f = e. Wobec
tego kazde dzialanie w zbiorze A posiada co najwyzej jeden
element neutralny.

Twierdzenie 19.3. Jezeli o jest dziataniem tgcznym w zbiorze A,
to wynik tego dziatania na dowolnym ukladzie elementow ay,as,. .., a,
nalezgcych do zbioru A nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiasow.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n przy dowolnych elementach
a,...,a, € A. Dlan =1 przyjmijmy formalnie, ze wynik dzialania o
na uktadzie a; jest rowny a;. Dla n = 2 teza tez zachodzi, bo mamy
tylko jedng mozliwos¢: a; o ay. Dla n = 3 mamy dwie mozliwosci roz-
stawienia nawiasow w ukladzie a, as,as: aj o (ag 0 az) i (ay o as) o ag,
ktore prowadzg do tego samego wyniku na mocy tacznosci dziatania o
i ten wynik oznaczymy przez a; o as o as.

Niech teraz n > 3 bedzie taka liczba naturalng, ze dla kazdego natu-
ralnego k < n wynik dziatania o na dowolnych elementach x1,..., 2, €
€ A nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiasow i jego wartos$¢ ozna-
czmy symbolem x0...ox,. Wezmy dowolne ay, as, ..., a, € A. Niech a
bedzie wynikiem dziatania o na uktadzie elementéw aq, as, ..., a, przy
pewnym rozstawieniu nawiaséw. Jesli w tym rozstawieniu nawiasoéw
za elementem a,, z prawej strony stoi nawias ), to a =bo (... 0 ay)...),
gdzie b jest wynikiem dziatania o na uktadzie aq, ..., a; dla pewnego
naturalnego £ < n — 1, za$ ¢ = (... 0 a,)...) jest wynikiem dziata-
nia o na uktadzie agyq, ..., a,. Zatem na mocy zaltozenia indukcyjnego
i tacznosci dziatania o mamy, ze a = bo ((agr10...0a,1) 0 a,) =
= (bo(agy10...0a,_1))oa, = (a10...0a,_1)oa,. Jesli zas za elementem
a, nie ma nawiasu ), to a = c o a,, gdzie ¢ jest wynikiem dziatania o
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na uktadzie aq,...,a,_1 przy pewnym rozstawieniu nawiaséw. Zatem
z zatozenia indukcyjnego ¢ nie zalezy od sposobu rozstawienia nawia-
séw, wiec ¢ = a1 0...0a,-11a = (a3 0...0a,_1) o a,. Konczy to
dowdd tego, ze wynik dziatania o na uktadzie elementow aq, as, ..., a,
nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiasow. ]

Twierdzenie 19.3 pozwala na pomijanie nawiaséw dla dziatania
tacznego o i uzywanie zapisu ay oaso...oa, dla dowolnej liczby natu-
ralnej n. Ponadto wowczas dla a € A in € N mozemy stosowaé zapis
a"=gaoao...oaq (oczywiscie al = a).

n

Whniosek 19.4. Jezeli o jest dziataniem tgcznym w zbiorze A, to
dla dowolnego a € A i dla dowolnych n,m € N:

(i) a” o a™ = a™*™ oraz (i) (a™)™ = a™™.

Dowdd. (i). W zapisie a”™ o ™ element a wystepuje dokladnie n + m
razy, wiec na mocy twierdzenia 19.3, a” o a™ = a"™"™.

(17). W zapisie (a™)™ element a" wystepuje doktadnie m razy, zas
w zapisie a” element a wystepuje doktadnie n razy. Zatem w zapisie

(a™)™ element a wystepuje dokladnie nm razy, wiec na mocy twierdze-
nia 19.3, (a™)™ = a™™. O

Whniosek 19.5. Niech o bedzie dziataniem fgcznym w zbiorze A
1 niech a,b € A bedqg takie, Ze a ob = bo a. Wtedy dla dowolnych
m,n € N:

(i) aob™ =b"oa, (i) a” o b™ =b™oa", (i) (aob)” =a™ob".
Dowdd. (i). Stosujemy indukcje wzgledem m. Dla m = 1 teza wynika
wprost z zatozenia. Zatdézmy, ze dla pewnego m € N jest aob™ = b™oa.
Wtedy na mocy wniosku 19.4, b+ = b™ o b, wiec na mocy lacznoéci
o i zalozenia indukcyjnego, a o b = (aob™)ob = (b"o0a)ob =
=0"o(aob) =b"0(boa) = (b"ob)oa = b"" oa. Zatem teza
zachodzi dla liczby m + 1.

Podpunkt (i) wynika od razu z (i). W dowodzie (iii) stosujemy
indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zalézmy, ze teza
zachodzi dla pewnego n € N. Wtedy na mocy twierdzenia 19.3 i zalo-
zenia indukcyjnego oraz (i), (aob)"™! = (aob)"o(aocb) = a"ob"oaob =
=a"oaob®ob=a""tob"! czyli teza zachodzi dla liczby n+1. O
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Twierdzenie 19.6. JezZeli o jest dziataniem fgcznym i przemien-
nym w zbiorze A, to wynik tego dziatania na dowolnym ukladzie ele-
mentow ay, . . ., a, nalezgcych do zbioru A nie zalezy od kolejnosci tych
elementow.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, a dlan =
= 2 teza wynika z przemienno$ci dziatania o. Niech teraz teza zachodzi
dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech aq,...,a,,a,+1 € A. Niech
by, ...,b,+1 bedzie dowolng permutacja ciagu ay, . . ., @y, @yy1. Zatdézmy
najpierw, ze a; = b; dla pewnego ¢ > 1. Wtedy z przemiennosci
i tgcznodci dziatania o: by o ... o0 b1 0 by o bjy; 0 ...0 by, =
=bo(byo...ob_q10bq0...0b,1). Ponadto b; = ay oraz ciag
ba,...,bi_1,bi11,...,byi1 jest permutacja ciggu as, . . ., api1, Wi€C z za-
tozenia indukcyjnego byo...0b;_j0b;110...0b, 1 = aso...0a,,1. Zatem
w tym przypadku byobso...ob, 1 = aj0as0...0a,.1. Jezeli zas by = ay,
to z zalozenia indukcyjnego by o ...0 0,11 = az0...0 a,y 1, Wiec tez
byobyo...0b, 1 =a10a20...00n11.

Stad na mocy zasady indukcji teza zachodzi dla kazdegon € N. [

19.2 Okreslenie ciala

Definicja 19.7. Niech K bedzie zbiorem posiadajacym co naj-
mniej dwa elementy. Niech + i - beda dzialaniami w zbiorze K
zwanymi odpowiednio dodawaniem i mnozeniem oraz niech beda
wyroznione w zbiorze K dwa elementy nazywane zerem i jedynka,
i oznaczane symbolami 0 i 1 odpowiednio. Powiemy, ze K z tymi dzia-
taniami i wyr6znionymi elementami 0, 1 jest cialem, jezeli spelnione
sa nastepujace warunki (aksjomaty ciata):

Al. a+b="0b+ a dla dowolnych a,b € K.

A2. (a+b)+c=a+ (b+ c) dla dowolnych a,b,c € K.

A3. a+ 0 =a dla kazdego a € K.

A4. Dla kazdego a € K istnieje x € K takie, ze a +x = 0.

A5.a-b=1"b-a dla dowolnych a,b € K.

A6.a-(b-c)=(a-b)-cdladowolnych a,b,c € K.

A7.a-1=a dlakazdego a € K.
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A8.a-(b+c¢)=a-b+a-cdladowolnych a,b,c € K.
A9. Dla kazdego a € K, a # 0, istnieje y € K takie, ze a -y = 1.

Zatem, ciato jest uporzadkowanym ukladem (K, +,-,0,1), w kté-
rym K jest zbiorem o co najmniej dwoch elementach, 0,1 € K sg wy-
réznionymi elementami zbioru K (nie musza to by¢ liczby catkowite 0
i1), za§ + 1 - sa dzialaniami w K spelniajacymi aksjomaty A1-A9.
Zauwazmy, ze aksjomaty Al i A5 moéwia, ze dodawanie oraz mnoze-
nie sg dziatamiami przemiennymi. Aksjomaty A2 i A6 oznajmiajg, ze
dodawanie i mnozenie sa taczne. Z aksjomatow A2 i A3 wynika, ze
0 jest elementem neutralnym dodawania, za$ z aksjomatéow A5 i A7
wnioskujemy, ze 1 jest elementem neutralnym mnozenia. Aksjomat A8
moéwi, ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Ostatni ak-
sjomat mozna wypowiedzie¢ tak: w ciele kazdy niezerowy element jest
odwracalny. Wobec tego dodawanie i mnozenie w dowolnym ciele sa
formalnym uogolnieniem zwyktego dodawania i mnozenia liczb rze-
czywistych. Ta uwaga moze pomobc przy zapamietywaniu aksjomatéw
cialal

Jesli znane sa dziatania + i - w ciele (K, +,-,0,1) i nie prowadzi
to do nieporozumien, to takie ciato bedziemy oznaczali symbolem K.
Nalezy jednak pamietaé, ze ciato, to cos wiecej niz sam zbior K|

Podstawowym i jednoczesnie wzorcowym przyktadem ciata jest
cialo liczb wymiernych (ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem
liczb). Oznaczamy je przez Q.

Innym przyktadem ciata jest ciato liczb rzeczywistych (ze zwy-
ktym dodawaniem i mnozeniem liczb). Oznaczamy je przez R.

Zbior wszystkich liczb catkowitych Z ze zwykitym dodawaniem
i mnozeniem liczb nie tworzy ciata, bo nie spetnia aksjomatu A9, gdyz
na przyktad 2 -y # 1 dla kazdego y € Z.

Uwaga 19.8. Niech (K, +,-,0,1) bedzie dowolnym ciatem. Wow-
czas na mocy A2 i twierdzen 19.3 i 19.6, dla dowolnego n € N i dla
dowolnych aq, as, ..., a, wynik dodawania na tym uktadzie elementéw
nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiaséw i od kolejnosci sktadni-
kow. Ten wspolny wynik bedziemy oznaczali przez a; + as + ... + a,
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i nazywali sumg elementow aq, as, ..., a,. Ponadtodlaa € Kin € N,
zamiast a + a + ... 4+ a bedziemy pisali na.

Podobnie, nr;x mocy A6 i twierdzen 19.3 i 19.6, wynik mnozenia
na uktadzie elementéw ay, as, ..., a, nie zalezy od sposobu rozstawie-
nia nawiasow i kolejnosci czynnikéw; bedzie on oznaczany symbolem
ai-as-...-a, inazywany iloczynem elementéw aq, ao, . . ., a,,. Ponadto,
dlaa € Kin €N, zamiast a-a-...-a bedziemy pisali a”.

n

Nastepujaca wtasnos¢ nazywana jest prawami skracania réwnosci

w ciele :

Wtasno$é¢ 19.9. Dla dowolnych elementow a,b, ¢ ciata K:
(a) jeslia+c=b+c, toa=Db,
(b) jeslia-c=b-cic+#0, toa=0b.

Dowdd. (a). Z A4 istnieje t € K takie, ze ¢+t =0, wiec (a+c¢)+t =
=((b+c)+t,skadz A2:a+ (c+t)=b+ (c+1), czylia+0=0b+0
iz A3:a=0.

(b). Z A9 istnieje y € K takie, ze c-y =1, wigc (a-¢) -y = (b-¢) -y,
skad z A6, a-(c-y) =b-(cy),czylia-1=0b-1,awiecz AT, a=0b. O

Uwaga 19.10. Zauwazmy, ze element x z A4 jest wyznaczony
jednoznacznie przez element a. Rzeczywiscie, jesliy € Kia+y =0,
toa+y=a+x,skad z Al i wlasnosci 19.9 (a) mamy, ze y = z. Ten
jedyny element x z A4 nazywamy elementem przeciwnym do a
i oznaczamy przez (—a). Zatem a + (—a) = 0 i (—a) jest jedynym
rozwiagzaniem réwnania a + x = 0. Poniewaz z Al: (—a) +a = 0, wiec
a jest elementem przeciwnym do (—a) i mamy wzor:

—(—a) = a. (19.1)
Ponadto, z A3, 0+ 0 = 0, wiec 0 = —0.
Wtasno$é¢ 19.11. Dla kazdego elementu a ciata K :
(i) a-0=0,
(i) —a=0 < a=0,
(i1i) —a = (—1) - a.
W szczegolnosci: 1 #£0 ¢ —1 # 0.
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Dowdd. (i). Z A3:0=0+0,wiecca-0=a-(0+0)=a-0+a-0, na
mocy A8. Stad z A3iAl1: 0+a-0=a-0+a-01iz wlasnosci 19.9
(@), a-0=0.

(7). Jesli —a = 0, to —(—a) = —0 = 0, wiec na mocy (19.1), a = 0.
Jesli zas a =0, to —a = —0 = 0.

(7i1). Z AT1 A5, a=1-a. Stadiz A8 oraz z A5: a+ (—1) -a =
=1l-a+(-1)-a=[14+(-1)]-a=0-a =0 na mocy (i). Zatem
z uwagi 19.10, (=1) - a = —a.

Poniewaz zbior K ma co najmniej dwa elementy, wiec istnieje a € K
takie, ze a #0iwtedy z A7T:a=a-1loraz:a-0=0# a, wicc 1 #0
i na mocy (i7), —1 # 0. O

Uwaga 19.12. Zauwazmy, ze element y z A9 jest wyznaczony
jednoznacznie przez element a. Rzeczywiscie, niech z € K bedzie taki,
ze a -z = 1. Wtedy na mocy A5, z-a = y-aia # 0, wiec na
mocy wlasnosci 19.9 (b), z = y. Ten jedyny element y z A9 nazywamy
elementem odwrotnym do elementu a # 0 i oznaczamy przez a !
lub % Zatem a% =1i i jest jedynym rozwigzaniem réwnania a-y = 1
(dlaa#£0). Jeslia ' =0,to1l =a-a" ' =a-0 =0, na mocy wlasnosci
19.11, skad 0 = 1 whrew wlasnosci 19.11. Zatem a~! # 0 oraz z A5,
a~'-a =1, czyli a jest elementem odwrotnym do elementu o~ i dla
dowolnego a # 0 mamy wzoér:

(a7 =ua. (19.2)
Z A7 mamy, ze 1-1=1, wigc 17t =1 = 1.

W dowolnym ciele (K,+,-,0,1) mozna okresli¢ odejmowanie
przyjmujac, ze dla dowolnych a,b € K:

a—b™ a+(=b). (19.3)

Zauwazmy, ze sume¢ dowolnych elementéw a,b € K mozna wyrazi¢ za
pomoca odejmowania:

a+b=a—(-b). (19.4)

Rzeczywiscie, a — (—b) = a + [—(—b)] = a+ b na mocy (19.3) i (19.1).
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Stwierdzenie 19.13. Niech (L,+,-,0,1) bedzie ciatem. Dla pod-
zbioru K zbioru L réwnowazne s¢ warunki:

(i) K tworzy cialo ze wzgledu na dodawanie i mnoZenie ciala L
obciete do K x K,

(i))le Kia—ba-beK dlaabekK omz% € K dla kazdego
be K\ {0}.

Dowad. (i) = (i1). Z zalozenia wynika, ze zbiér K ma co najmniej
dwa elementy. Istnieje zatem = € K takie, ze x # 0. Dalej, v - e = x
dla pewnego e € K, a poniewaz x # 0 iz = x -1, wiec z wlasnosci
19.9 (b), e = 1. Zatem 1 € K. Na mocy naszego zalozenia, a + b € K
ia-be K dla dowolnych a,b € K. Dalej, istnieje f € K takie, ze
r+ f =z Ale x = x+0, wiec z wlasnosci 19.9 (a), f =0, czyli 0 € K.
WeZzmy dowolne a,b € K. Wtedy b+ y = 0 dla pewnego y € K, skad
y=—-bi—-be K. Alea—b=a+(-b), wiecca—0be K. W koncu dla
be K\ {0} istnieje t € K takie, ze b-t =1, skad t = %, czyli % € K.

(17) = (7). Poniewaz 1 € K, wiec 0 =1+ (—1) =1—-1€ K, czyli
0 € K. Ale 0 # 1 w L, wiec zbiér K ma co najmniej dwa elementy.
Dalej, dla kazdego a € K jest —a € K, bo —a = 0 — a. Ponadto dla
dowolnych a,b € K na mocy (19.4): a+b=a— (=b), wieca+b € K,
bo jak wykazaliSmy —b € K. Wobec tego: a +b =0+ a, a+0 = a,
a+(b+c)=(a+b)+cia+ (—a)=0dla dowolnych a,b,c € K.

Wezmy dowolne a,b,c € K. Wtedy a,b,c € L. Z wlasnosci mnoze-
nia i dodawania w ciele L wynika, ze a-1 = a, a-b = b-a, a-(b-c) = (a-b)-c
ia-(b+c)=a-b+a-cdladowolnych a,b, c € K. Ponadto dla kazdego
ac K\{0}jesta-1=1ileK.

Widzimy zatem, ze zbiér K tworzy ciato ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie ciata L (obciete do K x K). O

Cialo K spelniajace podpunkt (7i) stwierdzenia 19.13 nazywamy
podciatem ciata (L, +,-,0,1).

19.3 Wtlasnosci dzialan w ciele

Wtasno$é¢ 19.14. Dla dowolnych elementow a, b, ¢ ciata K :
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(i) (—a)-b=a-(=b)=—(a-b) oraz (—a)-(=b) =a-b,
(i1) a — b jest jedynym rozwigzaniem réwnania b+ x = a,
(iti) a-(b—c)=a-b—a-coraz(b—c)-a=b-a—c-a.

Dowdd. (i). Z wtasnosci 19.11 (74) i z uwagi 19.8 mamy, ze (—a) - b=
= (—1)-(a-b) = —(a-b) oraz a-(—b) = a-(—1)-b = (—1)-(a-b) = —(a-b).
Stad (—a) - (=b) = —[(—a) - b] = —[—(a - b)] = a- b, na mocy (19.1).

(7). Poniewaz na mocy wzoru (19.3) 1 A2, b+ (a —b) = b+ [a +
+(=b)] =b+[(-b)+a =[b+(=b)]+a=0+a=a, wigcca—>b
spelnia rownanie b + x = a. Jezeli zas u,v € K sg takie, ze b+ u = a
ib+v=a,tob+u=>b+wvinamocy whasnosci 19.9 (a), u = v. Wobec
tego a — b jest jedynym rozwigzaniem réwnania b+ x = a w ciele K.

(i13). Z (19.3), A8 iz (i) mamy, ze a- (b—c¢) = a- (b+ (—¢)) =
=a-b+a-(—c)=a-b+[-(a-¢))=a-b—a-c

Stadiz A6, (b—c¢)-a=a-(b—¢c)=a-b—a-c=b-a—c-a. O

Dzielenie przez niezerowe elementy b w ciele (K, +,-,0,1) okre-
slamy nastepujaco:

a:b=-—=a-b"', b#0. (19.5)

a
b
Dlaa#0: ¢ =a-a”' =1, wiec mamy wzér:

g =1 dla kazdego a # 0. (19.6)

Wtasno$é¢ 19.15. Dla dowolnych elementow a 1 b ciata K takich,
ze b # 0 element ¢ jest jedynym rozwigzaniem réwnania b -z = a.
W szczegolnosci dla kazdego c € K: § =c <= a="b-c.

Dowdd. 7 A6 i ze wzoru (19.5) oraz z A5, b- ¢ =% -b=a-b""]-b=
=a-[b7'-b =a-1 = anamocy AT. Zatem ¢ jest rozwigzaniem

rownania b - x = a. Niech u,v € K bedg takie, ze b-u=aib-v = a.
Wtedy b-u = b- v, wiec z wlasnosci 19.9 (b), u = v. Zatem § jest
jedynym rozwigzaniem réwnania b - x = a.

Z pierwszej czesci dowodu, 3 = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy c jest
rozwigzaniem réwnania b - x = a, czyli, gdy a =0 - c. ]
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Wtasnosé 19.16. Dia dowolnego n = 2,3, ... i dla dowolnych nie-

zerowych elementéw ay, as, . .., a, ciata (K,+,-,0,1):
(i) ay-as-... a, #0,
(m‘)%;i.i..”.L'
ai1-az-...-an a1 a2 an

Dowdd. (i). Niech a i b beda niezerowymi elementami ciata K. Jezeli
a-b=0, to na mocy A5 i wlasnosci 19.11, a-b=0-b, skad a = 0 na
mocy wtasnosci 19.9 (b) i mamy sprzecznosé. Zatem a - b # 0.

Niech teraz n > 2 bedzie taka liczbag naturalng, ze w ciele K
iloczyn dowolnych n niezerowych elementéw jest elementem niezero-
wym. Wezmy dowolne niezerowe elementy aq,...,a,11 € K. Wtedy
ai-...-a, # 0 na mocy zalozenia indukcyjnego, wiec z pierwszej czesci
dowodu (ay ... ay) - apy1 # 0, czyli ay - ... a, - app1 # 0. Stad na
mocy zasady indukcji matematycznej mamy teze.

(71). Na mocy uwagi 19.8 mamy, ze (?llé . .-é)-(al Ayt y) =
= (i'al)'(é'GQ)""'(i'an):1'1'1'”1'1:1' Zatem na mocy

uwagi 19.12 oraz podpunktu (i) mamy, ze ;- --.. .- L jest elementem

odwrotnym do elementu a; - as - ... - a,, co konczy dowdd. [

Witiasnosé 19.17. Jezeli a i b sqg niezerowymi elementami ciala
(K,+,,0,1), toa-b#0,2#0i (%) ' =2 oraz L =1.1.

a ab a b

Dowadd. 7 uwagi 19.12, % # 0, a poniewaz a # 0, wiec z wtasnosci 19.16,
a3 # 0, czyli ¢ # 0. Ponadto ¢-2 = a-b"Lbal =alat =aal =1,

wiec na mocy uwagi 19.12, 2 Jest elementem odwrotnym do ¢, czyli
()=t

Dalej, z wlasnosei 19.16, a-b # 0 i na mocy uwagi 19.8, (a-b)- % % =
= [a-1]-[b-3] = 1-1 = 1, wiec na mocy uwagi 19.12, 1 -1 jest elementem
odwrotnym do elementu a - b, czyli ﬁ = % . % O

Wtasno$é¢ 19.18. Dia dowolnych elementow a, b, ¢ ciata K takich,

zeb#0:c- ¢ =9

Dowdd. 7 (19.5)iz A6, c-$=c-a-b"'=(c-a)-b~" =52 H

Wtasnos$é¢ 19.19. Niech a, b, c,d bedg elementami ciata K takimi,

zeb#01d#0. Wtedy: ¢ =4 <= a-d=10b-c.
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Dowdd. Jesli § = 5, to z whasnosci 19.15, a = b- 5. Stad i z uwagi 19.8,

a-d="b-(5-d)="0b-c, namocy whasnosci 19.15.
Jezelizasa-d=0b-c,toa-d-d ' =b-c-d ! skada-1=5b-

wigc z AT 1 A6, a = §-b. Zatem z wlasnosci 19.151z A6, §

Ose

—a
=3

Wtasnos$¢ 19.20. Niech a, b, c bedg elementami ciata K takima, zZe

b#0ic#0. Wowczas: § = §=.

Dowdd. 7 whasnosci 19.16 mamy, ze b - ¢ # 0. Poniewaz a - (b-¢) =
(@-b)-c=(b-a)-c=0b-(a-c), wigc na mocy wlasnosci 19.19,

a _ ac
b~ be’ ]

Witasno$é¢ 19.21. Niech a, b, ¢ bedg elementami ciata K takimi, ze

c#0. Wowczas: b =2 4 b jab—a_ b
c c c c c c

Dowdd. Ze wzoru (19.5) i z A8 oraz A5 mamy kolejno: 22 = (a +

+b) et =a-ct + b-ct=2942 b Wobec tego ‘%b + g = 7(“_2’)“’ =
= aHCOHD _ at0 — @ gkaq 4 W}asnosa 19.14, =2_2b [

Wtasno$é¢ 19.22. Niech a, b, c,d bedg elementami ciata K takima,

: . .a ¢ _ ac a c a-d+bc ; a c __ ad=bc
zeb;é()zd#() Wtedyg*—m,g—FE—TZg—a— bd -
c

Dowdd. 7 A5 i wzoru (19.5) mamy, % C=aqa-g- %:(a-c)(% =
(a-c)- b.ld, na mocy wtasnosci 19 17, wigc ze wzoru (19.5), ¢ - 5 = &5

Z wilasnosci 19.20 1 A5, § = Z; 19= g—d Stad i na mocy wlasnosm
19.21, & + & = adthej o £ _ acobe O

Wtasno$¢ 19.23. Niech a, b, c bedg elementami ciata K takima, zZe
b#0ic#0. Wtedya:%:a-ﬁ.

Dowdd. Ze wzoru (19.5) i z wlasnosci 19.17, a: 2 = a- () =a-¢. O

Witasnosé 19.24. Dla dowolnego n = 2,3, ... i dla dowolnych ele-
mentow ay, as, . . .,a, ciata K:
—(a1+as+ ...+ ap) = (—a1) + (—az) + ... + (—an).

Dowdd. Na mocy uwagi 19.8, (a1 +...+a,) +[(—a1) +...+ (—a,)] =
=la1 + (—a1)] + ...+ [an + (—a,)] = 0+ ...+ 0 = 0, wiec na mocy
uwagi 19.10, (—ay1) + (—ag) + ... + (—ay) jest elementem przeciwnym
do ay + ...+ a,, skad mamy teze. ]
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Witasnosé 19.25. Dla dowolnegon = 2,3, ... i dla dowolnych ele-
mentow a,ay, as, . . ., a, ciata K zachodzqg wzory:

(i)a-(ay+ay+...+a,) =a-a+a-ay+...+a-ay,,

(i) (a1 +as+...+ay) - a=a;-at+as-a+...+a,-a.

Dowdd. (i). Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 2 teza wy-
nika z A8. Zatézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n > 2
i wezmy dowolne a, ay, ..., a,,a,+1 € K. Wtedy a1 +as+ ...+ a1 =
= (a1 + ...+ an) + aps1, wiec z A8, a- (a1 + ... + ap + apy1) =
=a-(a1+...+a,)+a-a,. 1. Ale z zatozenia indukcyjnego a- (a; +as +
+...4a,) =a-a1ta-ax+...+a-a,, wieca-(a1+...+a,+a,41) =
=a-a1+...+a-a,+a-a,.1, czyli teza zachodzi dla liczby n+1. Wobec
tego na mocy zasady indukcji dowodzony wzér zachodzi dla kazdego
naturalnego n > 2.

(71). Z A5 oraz z podpunktu (i) mamy, ze (a1 +as+...+a,)-a =
=a-(ag+ay+...+a,) =a-a1+a-a+...+a-a, =a-a+

+ay-a+...+a,-a. ]
Wtasnosé¢ 19.26. Dla dowolnego n = 2,3, ... i dla dowolnych ele-
mentow b, ay, as, . .., a, ciata K takich, ze b # 0 zachodzi wzor:
a1+a2+...+an_a1 a9 any,
b =3 + b +...+ =

Dowdd. Ze wzoru (19.5) i z whasnosci 19.25 mamy, ze
= (a1 +ay+...+a,) bt =a-bt+a-bt+.. . +a, b1 =
=9+ P+ O

a1tast..fan __
b

Wtasnos$é 19.27. Dla dowolnych n,m = 2,3, ... i dla dowolnych
elementow ay,as, ..., a,,b1,..., b, ciata K:

(a1+a2+...+an)-(b1+b2—|—...+bm):
=(ar-bi+...4a-bp)+...+(a, b1+ ...+ a, by).

Dowdd. 7 wlasnosci 19.25 mamy, ze (a1 + ...+ a,) - (b1 + ...+ by) =
=a;-(b1+...4+by)+...+a, (b1 +...+by,). Teraz stosujac n-krotnie
wlasnosé 19.25 uzyskamy teze. ]



Wtlasnosci dzialan w ciele 283

W ciele (K, +, -, 0, 1) okreslamy catkowita nieujemna potege dowol-

nego elementu a € K przyjmujac, ze a° = 1, a' = 1 oraz
a"=ga-a-...-adlan=23, ...
~—_—

Z A5 i A6 oraz z wnioskéw 19.4 1 19.5 mamy od razu nastepujaca:

Witasnosé 19.28. Dla dowolnych m,n € Ny oraz dla dowolnych
elementow a @ b ciala K:
(i) a™ - a™ = a™™"™, (ii) (a™)™ = a™™, (i17) (a-b)" =a™ - b".

Wtasno$é¢ 19.29. Dia dowolnych elementow a i b ciata K zachodzg
wzory:

(i) a> = b* = (a — b)(a + ),

(ii) (a + b)? = a® + 2ab + V*.

Dowdd. 7 wtasnosci 19.25, (a —b) - (a +b) = (a —b) -a+ (a —b) - b.
Z wlasnosci 19.14 1 A6 mamy, ze (a —b)-a=a-a—b-a=a*—a-b
oraz (a—b)-b=a-b—b-b=a-b—0% Zatem (a —b) - (a+b) =
=a’—a-b+ab—0=a*+[—(a-b)+a-b—b*=a’+0-b*=a®—b?
co koniczy dowod (7).

(i1). Na mocy whasnosci 19.27 mamy, ze (a+b)* = (a+b)-(a+b) =
=a’+a-b+b-a+b?> Aleb-a=a-b, wiccbhb-a+a-b=2ab, skad
(a+b)? = a®+ 2ab + b*. O

Witasno$¢ 19.30. Dla dowolnych elementow a i b ciata K i dla
kazdego naturalnego n > 2 zachodzi wzor:

a®—b"=(a—0b)-(a" ' +a" b+ +ab" 2+ ") (19.7)

Dowéd. 7 whasnosci 19.14 (ii1) oraz aksjomatu A5 uzyskujemy, ze
(a=b)-(a" 1 +a"20+. . . +ab" 2+ = a-(a" a2+ . abV i+
+b") — (@™ P+ @™+ ..o+ ab™ % + ") - b. Nastepnie z wla-
snosci 19.25 dostajemy, ze a - (a" ' +a"?b+ ... +ab" 2+ ") =
= a"+a" b+ . .+a?" 2 +ab" i (a" T a2 b+ A ab" )b =
= a" b+ a2 + ...+ ab™ ! + b". Wobec tego na mocy wlasnosci
19.24 i uwagi 19.8 mamy teze. 0]
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Witasnosé 19.31. Niech n € N i niech a bedzie elementem ciala
K. Wowczas:

(i) (—a)™ = a™, gdy n jest parzyste,

(i1) (—a)™ = —a™, gdy n jest nieparzyste.

Dowdd. Jesli n jest parzyste, ton = 2k dla pewnego k € N. Z wtasnosci
19.25 mamy, ze (—a)" = [(—a)?]*. Ale na mocy whasnosci 19.14 (4),
(—a)? = (—a) - (—a) = a-a = a* wigc znowu z whasnosci 19.25,
(—a)" = (a®)F = a** = a". Ponadto, (—a)! = —a = —a' oraz dla
nieparzystych n > 1 mamy, ze n = 2k + 1 dla pewnego k£ € N, wiec
(—a)" = (—a)** - (—a) = a®* - (—a) i z wlasnodci 19.14 (4), (—a)" =
— (a% . a) = —a® = _gn, 0

Podstawiajac we wzorze (19.7): n = 2m + 1 dla m € N oraz (—b)
w miejsce b 1 wykorzystujac wtasnosé 19.31, uzyskujemy wzor:

a0 = (a4 b)(a®™ — a® o+ a?DP T — ab®™ T P,

(19.8)

W ciele (K, +,-,0,1) mozna okresli¢ catkowita wielokrotnosé k - a
elementu a € K przez liczbe k € Z przyjmujac, ze

at+a+...+a , gdy £>0
K
koa®™ {0 , edy k=0 . (19.9)
(—a)+(—a)+...+(—a) , gdy k<0
|%|

Pokazemy, ze wowczas zachodzi nastepujace

Stwierdzenie 19.32. Dla dowolnych m,n € Z i dla dowolnych
elementow a 1 b ciata K:

(i) (-n)-a=n-(—a) = —(n-a),

(ii) n-(a+b)=n-a+n-b.

(i) (n+m)-a=n-a+m-a,

(iv) (n—m)-a=n-a—m-a,

(v) n-(m-a)=(nm)-a,

(vi)n-(a-b)=(n-a)-b=a-(n-b),

(vit) (n-a)-(m-b) = (nm) - (a-b).
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Dowdd. (i). Dla n = 0 mamy, ze (—n)-a =0-a =0, n-(—a) =
=0-(—a) =0i—-(n-a) = —(0-a) = —0 = 0, wigc wzér nasz
zachodzi. Jedlin € N, to (—n)-a =n-(—a)in-a+n-(—a) =
=n-la+(-a))]=n-0=0+...+0=0, wiecc n-(—a) = —(n-a).

Pozostaje rozpatrze¢ n < 0. Wtedy n = —k dla pewnego £ € N,
skad (—=n)-a=k-a,n-(—a) = (=k)-(—a) = k-[—(—a)] = k-a
i—(n-a)=—[(—k) -a=—-k-(—a)]=—[-(k-a)] =k -a, co konczy
dowdd (7).

(). Z wniosku 19.5 i z przemiennosci dodawania w ciele K wynika,
zen-(a+b) =n-a+n-bdla wszystkich n € N. Ponadto dla n = 0:
n-(a+b)=0=0+0=n-a+n-b. Jedlizas n < 0, to n = —k dla
pewnego k € N, wiecn- (a+b) =k-[—(a+b)] =k-[(—a)+ (=b)] =
=k-(—a)+k-(-b)=n-a+n-b.

(7i). Jeslin =0, to (n+m)-a =m-ain-a+m-a =04+m-a =m-a,
czyli wzér (7ii) wtedy zachodzi. Podobnie, jeslim = 0, to (n+m)-a =
=n-a=n-a+0=n-a+m-a. Niech dalej m,n # 0. Jezeli m,n > 0,
to teza zachodzi na mocy wniosku 19.5. Niech teraz m,n < 0. Wtedy
n = —kim = —[ dla pewnych k,l € N, wiec n +m = —(k + (), czyli
(mn+m)-a=((k+1)-(—a)=k-(—a)+1-(—a)=n-a+m-a.

Pozostaja do rozpatrzenia przypadki, gdy n, m sg liczbami catkowi-
tymi réznych znakéw. Wtedy ze wzgledu na przemiennos¢ dodawania
w K i przemiennos¢ dodawania liczb catkowitych mozemy zaktadaé, ze
n>01im <0, wiec m =—k dla pewnego k € N. Jesli n +m = 0, to
(n+m)-a =0im = —n, wigc namocy (i), n-a+m-a = n-a+n-(—a) =
=n-la+(—a)] =n-0=0, czyli (n+m)-a = n-a+m-a. Jeslin+m > 0,
ton+m=n—k>0,wigc(n+m)-a=k-aorazn-a+m-a =
= n-a+k-(—a) = (n—k)-a+k-a+k-(—a) = (n—k)-a+0 = (n—k)-a, czyli
(n+m)-a = n-a+m-a. W koncu, niech n+m < 0. Wtedy n—k < 0, skad
k—n € Noraz (n+m)-a = (k—n)-(—a)in-a+m-a=n-a+k-(—a) =
=n-a+n-(—a)+(k—n)-(—a)=0+n—4k)-a=(n—k)-a, wigc
(n4+m)-a=n-a+m-a, co konczy dowdd (iii).

(iv). Na mocy (i71) mamy, ze (n—m)-a+m-a = [(n—m)+m]-a =
=n-a,skad (n—m)-a=n-a—m-a.

(v). Jeslin =0,ton-(m-a) =01 (nm)-a=0-a =0, czyli
n-(m-a) = (nm)-a. Podobnie bedzie dla m = 0. Niech dalej m,n # 0.
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Na mocy wniosku 19.4, n - (m - a) = (nm) - a dla dowolnych m,n € N.
Jezeli m,n < 0, ton = —k i m = —[ dla pewnych k,l € N, wiec
nm = kl, czyli (nm)-a = (kl)-a orazn-(m-a) =n-[l-(—a)] =
= (=k)-[l-(—a)]. Ale na mocy (i), - (—a) = —(l-a), wieccn-(m-a) =
= (=k)-[=U-a)]l =k-[-(=(-a)]=k-(-a) = (kI) - a= (nm)-a,
na mocy pierwszej czesci dowodu punktu (iv).
Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy liczby m,n sa réznych

znakow. Jeslin > 0im < 0, to m = —k dla pewnego k£ € N, wiec
n-(m-a)=n-[k-(—a) = (nk)-(—a) = (—nk)-a = (nm) - a. Jesli
zaSn < 0im >0, ton = —k dla pewnego k € N, wiec n- (m -a) =
=k-[—(m-a)]. Ale z (i), m - (—a) = (—m) -a = —(m - a), zatem

n-(m-a)=k-[m-(—a)|]=(km)-(—a) =(=km)-a= (nm) - a.

(vi). Poniewaz 0-(a-b) =0, (0-a)-b=0-b=0oraz a-(0-b) =
= a -0 = 0 na podstawie definicji mnozenia elementu pierscienia przez
liczbe catkowita 0 oraz na mocy wihasnoscei 19.11 (i), wiec dla n = 0
wzér (vi) zachodzi. Zatézmy, ze wzoér (vi) zachodzi dla pewnego k € Ny.
Wtedy (k+1)-(a-b) =k-(a-b)+a-b=(k-a)-b+a-b=
(k-a+a)-b=[k+1)-a]-boraz (k+1)-(a-b)=k-(a-b)+a-b=
=a-(k-b)+a-b=a-(k-b+0b) =a-[(k+1)-0b], wiec wzbr (vi)
zachodzi wowcezas takze dla liczby k 4+ 1. Wobec tego na mocy zasady
indukcji wzér (vi) zachodzi dla kazdego n € Nj.

Niech teraz n = —k, gdzie k € N. Wtedy n-(a-b) =k-[—(a-b)] =
=k-[(—a)-b=[k-(—a))]-b=(n-a)-borazn-(a-b) =k-[—(a-b)] =
=k-la-(=b)]=a-[k-(=b)] =a-(n-b), na mocy pierwszej czesci
dowodu i wtasnosci catkowitej wielokrotnosci elementu ciata. Wobec
tego wzér (vi) zachodzi takze dla dowolnej ujemnej liczby catkowitej
n, co konczy dowdd punktu (vi).

(vii). Namocy (vi) i (v), (n-a)-(m-b) = a-[n-(m-b)] = a-[(nm)-b] =

= (nm) - (a-b). O

Przypomnijmy, ze dla a € K in € N: a" = a-a-...-a oraz
a' = a i dodatkowo przyjmujemy, ze a® = 1 (a wigc takze 0° = 1).
Jezeli a # 0, to definiujemy a™ = ()", czyli a™™ = & dla n €

€ N. W ten sposob mamy okreslong potege niezerowego elementu ciata
o wyktadniku catkowitym. Wtasnos¢ 19.28 mozna teraz uogolnic



Wtlasnosci dzialan w ciele 287

w postaci nastepujacego stwierdzenia, ktorego dowdd pominiemy ze
wzgledu na jego podobienstwo do dowodu stwierdzenia 19.32.

Stwierdzenie 19.33. Dla dowolnych m,n € 7Z i dla dowolnych
niezerowych elementow a i b ciala K:

(i) (a-b)y" = a- b,

(it) ()" = 4.

(iii) a™ - a™ = a™t"™",

(iv) a™ :a™ = a" ™",

(v) (@) =™

Podamy teraz uogdlnienie wlasnosci 19.29 (i) zwane wzorem
dwumianowym Newtona. Przypomnijmy wczeéniej pewne wiado-
mosci dotyczace wspotezynnika dwumianowego Z) dla n, k € Ny. Mia-

nowicie (Z) jest liczba wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru

n-elementowego. Wobec tego (Z) € Ny. Wprost z definicji mamy, ze

(Z)ZOdlak:>noraZ (’8):11(2):1'

Lemat 19.34. Dia kazdegon € N i dla dowolnego j =0,1,...,n—1

zachodzi wzor:
n n n+1
. +1.]1=1. ) 19.10
<J+1> (J) <J+1> ( )

Dowdd. Niech X bedzie zbiorem (n + 1)-elementowym o elementach
a,ay,...,a,. Podzbiory (j+1)-elementowe zbioru X sa doktadnie dwoch
rodzajéw: sa to podzbiory zawierajace a lub nie zawierajace a.
W pierwszym przypadku sa one postaci {a}U B, gdzie B jest podzbio-
rem j-elementowym zbioru n-elementowego {ay,...,a,}, wiec takich
podzbioréw jest doktadnie (’;) W drugim przypadku sa one (j + 1)-
-elementowymi podzbiorami zbioru n-elementowego {a, ..., a,}, wiec

takich podzbioréw jest doktadnie (jil)' Zatem (?Ll) = (jzl)jt(?) O
7 lematu 19.34 w prosty sposoéb mozna wykazaé, ze dla dowolnych
n € N, k € Ny takich, ze k < n zachodzi wzor:

(Z) - (n_z)'ku (19.11)
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gdzieOl=1l=1lorazm!=1-2-...-mdlam=2,3,....

Wtiasno$éé 19.35. (Wzér dwumianowy Newtona). Dia dowol-
nych elementow a i b ciata K @ dla dowolnego n € N zachodzi wzor:

(@b =3 (Z) "k, (19.12)

k=0

Dowéd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1, L = (a + b)! =

' /1 1 1
=a+b, P=>_ <k)a1_kbk = <0>a1b0+ <1>a0b1 =a-1+1-b=a+b,

k=0
czyli L = P i teza zachodzi dla n = 1.

Zalozmy, ze wzor (19.12) zachodzi dla pewnej liczby naturalnej
n. Wtedy mamy (a + 0)"™ = (a +b) - (a +b)" = a- (a + b)" +

+b-(a+b)" Z( ) a" o by (Z)a"_kbk Z <n>an+1 Rpk o

k=0

—i—Z( )a“kb’fﬂ :an+1+i: (”) ntl—kpk bn+1+z ( ) n—kpk+1
o \F i1 \F
n—1
czyli (a+b)"+t = a4 ot 4 Y (ZJ " W“+Z <n> neipit
j=0 J

Ale na mocy (19.10): ( +1) + (’;) = ("H) dla j =0, 1, ...,n—1, wiec

1 o
uzyskujemy stad, ze (a+b)" ™ = " 4+ 4 Z (ni 1) A" It =
J

n 1 n+1 1
S R X Z n+ qnHikpk — Z + AR Zatem
s\ K o\ k

wzér (19.12) jest woéwezas prawdziwy takze dla liczby n + 1.
Wobec tego na mocy zasady indukeji wzér (19.12) jest prawdziwy

dla dowolnego n € N. ]



Rozdziat 20

Cialo liczb zespolonych

20.1 Konstrukcja ciata liczb zespolonych
W zbiorze R x R wprowadzamy dziatania + i - przy pomocy wzorow:
(al, bl) + ((12, bg) = ((11 + as, b1 + bg>7 (201)

(a1,b1) - (az,b2) = (ay - ag — by - ba,ay - by + ag - by), (20.2)
dla dowolnych a4, as, by, by € R.

Twierdzenie 20.1. Zbior R x R z dziataniami danymi wzorami
(20.1) 4 (20.2) z wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0) tworzy cialo.

Dowdd. Sprawdzamy kolejno prawdziwosé wszystkich aksjomatow cia-
ta. Niech a,b,aq,as,as, by, bs, b3 beda dowolnymi liczbami rzeczywi-
stymi.
A1. Na mocy wzoru (20.1) i przemiennosci dodawania liczb rzeczy-
wistych
((ZQ, b2)+(a1, bl) = (a2+a1, bQ+b1) = (CL1—|—CL2, br{'bg) = (al, b1)+((12, bz)
A2. Na mocy wzoru (20.1) i tacznosci dodawania liczb rzeczywi-
stych
[(al, bl) + (CLQ, bg)] + (CL3, bg) = (a1 + a9, bl + bQ) + (Clg, bg) =
= ([a1 + ag] + a3, [b1 + ba] + b3) = (a1 + [az + a3),b1 + [by + b3]) =
= (al, bl) + (CLQ + as, b2 + bg) = (al, bl> + [(ag, bQ) + (a37 bg)]

289
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A3. Na mocy wzoru (20.1) i tego, ze 0 jest elementem neutralnym
dodawania liczb rzeczywistych (a,b) 4+ (0,0) = (a + 0,0+ 0) = (a,b).

A4. Na mocy wzoru (20.1) mamy, ze (a,b) + (—a,—b) =
= (a+ (—a),b+ (=b)) = (0,0).

A5. Na mocy wzoru (20.2) i przemiennosci mnozenia liczb rzeczy-
wistych mamy, ze (as,bs) - (a1,b1) = (ag-a; — by - by,as - by +ay - by) =
= (a1 Qo — b1 . bg,al . b2 + as - b1> = (&1, bl) . (ag,bz).

A6. Na mocy wzoru (20.2), lacznosci i przemiennosci mnozenia
liczb rzeczywistych, a takze rozdzielnosci mnozenia liczb rzeczywistych
wzgledem dodawania (odejmowania) liczb rzeczywistych mamy:
[(Ghbﬂ ) (GQ,bQ)] ) (a3,b3) = (a1a2 — biby, a1by + Gle) ) (a3,53) =
= ([a1ag —b1bo]- a3 —[a1by+asbi]-bs, [aras —b1bs]-b3+as-[a1ba +asbi]) =
= (a1a2a3 — blbgag — albgbg — agblbg, a1a2b3 — blbgbg + a3a1b2 + &3&261)
oraz (ay,by) - [(az,b2) - (a3, b3)] = (a1,b1) - (azaz — babs, azbs + asby) =
= (a1 . [Clg(lg — bgbg] — b1 . [a2b3 —|—a3b2], ai - [a263 +CL3[)2] + [agag — bgbg] . bl) =
= (a1a2a3 — albgbg — b1a2b3 — blagbg, a1a2b3 + a1a3b2 + a2a361 - bgbgbl).
Zatem ((11, bl) . [(ag, bg) . (CL3, b3)] = [(al, bl) . (CLQ, bg)] . ((1,3, bg)

A'7. Na mocy wzoru (20.2) i réznych praw dziatan na liczbach rze-
czywistych (jakich?): (ai,b1) - (a,0) = (a1 -a—0b1-0,a1 -0+ a-by) =
= (a-ay,a-by), wiec w szczegblnosci dla a = 1: (ay,b1)-(1,0) = (ay, by),
gdyz 1 jest elementem neutralnym mnozenia liczb rzeczywistych.

A8. Na mocy wzoréw (20.1) i (20.2) oraz réznych praw dziatan
arytmetycznych na liczbach rzeczywistych (jakich?) dostajemy, ze
(Cll, b1> . [((12, bg) + (a3, bg)] = (al, bl) : (CLQ + as, bg + b3> =
= (a1 . [CLQ —|—a3] - b1 : [bg +b3],a1 . [bg +b3] + [CLQ +CL3] : bl) =
= (aras + araz — biby — bibs, a1by + a1bs + asby + aghy) =
= (alag—blbg, albg+a2b1)+(a1a3—blbg, albg+a3b1) = (0,1, bl) '(CLQ, b2)+
+<Cl1, b1> . (ag, bg)

A9. Niech (a,b) # (0,0). Wtedy a # 0 lub b # 0, skad a® + b* > 0.

Zatem liczby %37 1 ﬁ sa dobrze okreslone oraz ze wzoru (20.2)
a - a —b —b a a’+b?

(a,0)- (%5 i) = (@ @ —b- i agrp + i b) = (4753, 0) =

= (1,0). O

Otrzymane w ten sposob ciato oznaczamy przez C i nazywamy
cialem liczb zespolonych. Elementy ciata C nazywamy liczbami
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zespolonymi i oznaczamy literami: z, w, 21, 2o, i tak dalej. Geome-
trycznie liczby zespolone mozna wiec traktowaé jako punkty na ptasz-
czyznie. Ze wzoru (20.1) wynika, ze liczby zespolone dodajemy ana-
logicznie jak wektory na plaszczyznie zaczepione w poczatku uktadu
wspolrzednych. Z tego powodu liczbe zespolona (a, b) mozemy utozsa-
mié¢ z wektorem o poczatku w punkcie (0,0) i koficu w punkcie (a, b).
Interpretacja geometryczna mnozenia liczb zespolonych jest bardziej
ztozona.

Z okreslen (20.1) i (20.2) i z dowodu twierdzenia 20.1 wynika od
razu, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b

(a,0) = (b,0) & a =b,

(a,0) + (b,0) = (a +b,0),

(a,0)-(b,0) = (a-b,0),
(a70> — (_aa 0)7

(a,0)7' = (£,0) dla a # 0.

7 tego powodu dla liczb rzeczywistych a mozna dokonaé¢ utozsa-
mienia:
(a,0) = a. (20.3)
Przy takim utozsamieniu R C C.

Liczbe zespolona
=(0,1) (20.4)

nazywamy jednostka urojong. Zachodzi dla niej bardzo wazny wzoér:
i?=—1. (20.5)

Rzeczywiscie, na mocy wzoru (20.2):
—(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+0-1) = (=1,0) = —1.

7 dowodu twierdzenia 20.1 dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b
mamy, ze (a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi. Zatem
dla a,b € R mozna dokonaé¢ utozsamienia:

(a,b) = a + bi. (20.6)
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Otrzymujemy w ten sposéb postaé algebraiczng a + bi liczby zespo-
lonej (a, b).

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie liczb zespolonych zapisanych
w postaci algebraicznej wykonuje sie zatem tak samo jak dodawanie,
odejmowanie i mnozenie wielomianéw zmiennej ¢, przy czym nalezy
pamieta¢ o tym, ze w miejsce i? nalezy zawsze podstawi¢ (—1). Na
przyktad (1 +2i)- (3 —1i) =3 —i+6i —2i> =3+ 5i+2 =5+ bi,
(1+2))+B—i)=4+14, (14+2i)— (3—1i) =—2+ 3i.

Natomiast przy dzieleniu liczb zepolonych wygodnie jest wykorzy-
stywa¢ tak zwane liczby sprzezone. Jezeli a i b sa liczbami rzeczy-
wistymi, to liczbg sprzezong do liczby z = a + bi nazywamy liczbe
Z = a—bi. Wowczas 27 = (a+bi)-(a—bi) = a®>—b*? = a®>—b*-(—1) =
a?+1? € R. Zatem aby podzielié liczbe zespolong w przez liczbe
zespolong z # 0 nalezy licznik i mianownik utamka ¥ pomno-
zy¢ przez liczbe sprzezong z mianownikiem tego utamka, czyli

. Na przyklad

w o wZzZ . Wz
z 2z a?+b?% "

2+3i _ (243) (1-i) _2-2+3i-3" _2+i+3_5 1
frg g g —_— - —1.

141 (1414)-(1—1) 12 412 2 2

Jezeli a, b sa liczbami rzeczywistymi oraz z = a + bi, to czescig
rzeczywistg liczby zespolonej z nazywamy liczbe re(z) = a, za$ cze-
§cig urojong liczby z nazywamy liczbe (rzeczywista!) im(z) = b. Na
przyktad re(i) = 0 oraz im(i) = 1. Latwo zauwazy¢, ze re(z + w) =
re(z) + re(w) dla dowolnych liczb zespolonych z, w. Ponadto, z tych
oznaczen wynika natychmiast, ze dwie liczby zespolone zapisane
w postaci algebraicznej sg ro6wne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
czesci rzeczywiste sa réwne i ich czesSci urojone sg réwne:

z=w <= [re(z) =re(w) oraz im(z) = im(w)). (20.7)

Modutem liczby zespolonej z = a + bi, gdzie a,b € R nazywamy
liczbe rzeczywista nieujemna

|z| = Va? + b2 (20.8)
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7 tych okreslen mamy od razu, ze
re(z) < |z| oraz im(z) < |z|, (20.9)

2z =z (20.10)

20.2 Wlasnosci sprzegania

Wtasnos$é 20.2. Dia dowolnego n € N ¢ dla dowolnych liczb ze-
spolonych z1, zo, ..., 2y:

Z1t+2+...+t2p, =21 +22+ ...+ 2,

Dowdad. Istniejq liczby rzeczywiste aq,...,an,b1,...,b, takie, ze z; =
=ap+bidlak=1,...,n Zatem z;+...+z, = (a1 +b10)+.. .+ (a,+
+bpi) = (a1+...4ay)+ (b1 +...+by)i,skad 21 + ...+ 2z, = (a1 +. . .+
+an)— (b1 +...+by)ioraz Zi+ ...+ 2, = (a1 — byi) +. ..+ (a, — byi) =
=(a1+...+a,) — (b + ...+ b1, skad mamy teze. O

Wtlasnosé 20.3. Dla dowolnego n € N i dla dowolnych liczb ze-
spolonych z1, 22, ..., 2n:

Dowod. Dla n = 2 istnieja liczby rzeczywiste aq, as, b1, by takie, ze z; =
= a +bll oraz zo = ay —|—b22 St@d Z1°R9 = (a1a2 — blbg) —+ (a1b2 —i—ale)i,
czyli Z1 - 2z5 = (ajas — biby) — (a1by + agby)i oraz z7 - Z3 = (a3 — byi) -
(ag—boi) = (ajag —biby) — (a1ba +ashy )i, czyli teza zachodzi dla n = 2.
Zatozmy teraz, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n. Wowcezas

dla liczb zespolonych z1, ..., z,, 2,41 na mocy pierwszej czesci dowodu
mamy, ze zy - .- 2n  Zntl = (21" " 2n)* Zn41l = Z1 -~ Zn * Znil
wiec na mocy zatozenia indukcyjnego zy - - 2, Zni1 = 21 .- Zn
“Znt1- Otad na mocy zasady indukcji mamy teze. ]

Witasnosé 20.4. Dla dowolnego n € N ¢ dla dowolnego z € C:

2" = (Z)".
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Dowdéd. Wystarczy we wlasnosci 20.3 podstawi¢ z =2y = ... = 2,. U

Wtlasnosé 20.5. Dla dowolnych z,w € C takich, Ze w # 0 mamy,
ze w # 0 oraz zachodzi wzor:

(2) _Z
w) W
Dowdéd. Poniewaz w # 01w = a+ bi dla pewnych a,b € R, wiec a # 0
lub b # 0, skad W = a — bi # 0. Ale z = w - £, wigc z whasnosci 20.3,

Z = - (i), skad po podzieleniu obu stron przez w # 0 uzyskamy
teze. 0

20.3 Wlasnosci modutu

Wtasnos$é 20.6. Dia dowolnego n € N ¢ dla dowolnych liczb ze-
spolonych z1, zo, ..., 2y:

|21+ 29 oo zp| = |21 - 22| o |20l

Dowdd. Na mocy wzoru (20.10) i whasnosci 20.3 otrzymujemy, ze

21z = zn) (e Zp) =2 2y B B =
=(21-71) .. (20 Z0) = |21]* - ... - |2a]?, skad po spierwiastkowaniu
obu stron uzyskamy teze. ]

Wtlasnosé 20.7. Dla dowolnych z,w € C takich, Ze w # 0 mamy,
Ze \w| # 0 oraz zachodzi wzor:

z

w

_ A

wl
Dowdéd. Poniewaz w # 01 w = a + bi dla pewnych a,b € R, wiec
a# 0lub b # 0, skad a® + b* > 0, a zatem |w| = Va? + b2 # 0. Ale

z = w- =, wiec na mocy wiasnosci 20.6 otrzymujemy, ze |z| = |w] -

£
w

i po podzieleniu obu stron przez |w| uzyskamy teze.

Wtlasnosé 20.8. Dla dowolnego n € N i dla dowolnego z € C:
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Dowdéd. Wystarczy podstawic¢ z = 23 = ... = 2, we wlasnosci 20.6. [

Wtiasno$éé 20.9. (Nieréwno$é tréjkata). Dia dowolnego n € N
i dla dowolnych liczb zespolonych zy, z9, ..., 2y:

|21+ 20+ .o 4 2| < 21|+ 22|+ -+ |20l

Dowdéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na n. Niech n = 2. Jesli
21 + 2o = 0, to nasz wzor zachodzi. Zatézmy dalej, ze z; + 25 # 0.
Wtedy |21 + 22| > 0. Ponadto 1 = 7”6( 2 4 —l—ZiQ) =re (Zil) +

z1+22 z1+22 z1+22
+re (Zli'QZQ> S 212-5322 212-322 - Izjjiz\ + \zJ?L2|’

obu stron przez |z; + 23| uzyskamy teze dla n = 2.

Zalézmy teraz, ze nasza nieréwnos$é¢ zachodzi dla pewnej liczby na-
turalnej n i niech zy, ..., 2,11 beda dowolnymi liczbami zespolonymi.
Wowczas z pierwszej czesci dowodu i z zatozenia indukcyjnego mamy;,
ze|lz14 . A zp| = (214 4 20) F 21| < |zt A za| F zaaa] <
< z| + oo+ |zn] + |2ng1], czyli nasza nieréwnosé zachodzi dla liczby
n+ 1.

Stad na mocy zasady indukcji mamy teze. ]

skad po pomnozeniu

Czytelnika pragnacego pogtebi¢ swojg wiedze na temat liczb zespo-
lonych odsytamy do monografii [8].
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