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Streszczenie

W pracy przedstawiono opis sektora pél cechowania dla elektrodynamiki kwantowej
z pradami elektrycznymi i magnetycznymi. Wykorzystano model Zwanzigera zawierajacy
dwa niezalezne potencjaly cechowania A, i B,. Zalozono, ze prady elektryczne i magne-
tyczne maja takie same witasnosci transformacyjne, co prowadzi do ztamania symetrii P i
T, a jedynie ztozenie transformacji PT lub ogolniej PTC jest symetrig uktadu. Dla pdél
cechowania, badano wtasnosci 2-punktowej funkcji Wightmana, czyli prézniowej wartosci
oczekiwanej dla nieuporzadkowanego iloczynu dwoch operatoréw pola cechowania. Poka-
zano ogolng postac diagonalnych funkeji Wightmana, (0|A4,(z)A,(0)|0) i (0|B,(z)B,(0)|0)
dla réznych warunkéw cechowania, ktéra ma postaé symetryczng i zawiera czes$é niezmien-
niczg proporcjonalng do g,,,. Ponadto znaleziono réwnanie rézniczkowe na mieszane funk-
cje Wightmana (0|A,(x)B,(0)|0) i wykazano, Ze nie ma ono lorentzowsko-niezmienniczego
rozwigzania. Znaleziono sferycznie symetryczne rozwiazanie, ktore odpowiada cechowaniu
Coulomba, co zostalo udowodnione na drodze kanonicznego kwantowania metoda Diraca.
Dla innych warunkéw cechowania: planarnym, cechowaniu stozka swietlnego w kierunku 1
oraz 3, zostala przeprowadzona procedura kwantowania kanonicznego metoda Faddeeva-
Jackiwa. Wyznaczone funkcje Wightmana w tych cechowaniach sa zgodne z ogélnymi
wzorami, wyprowadzonymi wczesniej i znaleziono posta¢ cztonéw zaleznych od cechowa-
nia.

Summary

This dissertation analyses the gauge field sector for the quantum electrodynamics with
electric and magnetic currents. It uses the Zwanziger model with two independent gauge
field potentials A, and B,,. The assumption that the electric and magnetic currents have
the same transformation properties, effectively leads to the P and T symmetry breaking,
while the composed transformation PT or generally PT'C recovers the symmetry of the
system. The properties of two-point Wightman functions, i.e. the vacuum expectations
values of the unordered product two gauge field operators, were intensively studied. The
general form of the diagonal Wightman functions (0|4, (x)A,(0)|0) and (0|B,(x)B,(0)|0)
is found for different choices of gauge fixing conditions - it has a symmetrical form and
includes the invariant part proportional to g,,. Furthermore, the differential equation has
been found for the mixed Wightman functions (0|4, (x)B,(0)|0). It is shown that this
equation has no Lorentz covariant solution. But the spherically symmetric solution has
been found and it corresponds to the Coulomb gauge condition - this is proven by the ca-
nonical quantization procedure for systems with constraints - the Dirac method. For other
gauge conditions: planar, light cone gauge in 1 end 3 direction, the canonical quantization
procedure is carried out within the simplified procedure - the Faddeev-Jackiw method.
The Wightman functions for the gauge field potentials are found and they are consistent
with general formulas derived before. Also the gauge dependent parts are explicitly given
for different gauge fixing conditions.
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Wstep

Symetria teorii fizycznej, jest czym$ pozadanym, wprowadzajacym porzadek i piekno do
opisu. Swiat realny, przynajmniej w niskich energiach, wydaje si¢ by¢ pelen ztamanych
symetrii. Czasami potrafimy znalez¢ powdd takiego stanu, a nawet odtworzy¢ symetrie, by
otrzymaé pemniejszy obraz. Brak tadunku magnetycznego, analogicznego do tadunku elek-
trycznego, ktorego istnienie umozliwia zapisanie réwnan Maxwella w postaci symetrycznej
jest taka ztamang symetriag. Pierwsze informacje o monopolach magnetycznych mozemy
znalez¢ w pracy Petrusa Pelegriniusa z 1269 r. O monopolach magnetycznych pisal Curie
w 1894 [1], zas dwa lata p6zniej pojawita si¢ praca Poincarégo [2]. Jednak wspotczesna teo-
ria monopoli rozpoczeta sie praca opublikowana przez Diraca w 1931 [3], ktory zauwazyt,
ze istnienie tadunku magnetycznego pozwala wyjasni¢ obserwowane skwantowanie tadunku
elektrycznego.

Monopol magnetyczny jest wyjatkowa konstrukcja teoretyczna, ktora przetrwata po-
nad wiek bez zadnych dowodéw eksperymentalnych i pozostata w centrum zainteresowa-
nia wielu pokolen fizykow. Zaréwno prace teoretyczne rozwazajace istnienie tadunkow
magnetycznych, jak réwniez eksperymenty poszukujace ich istnienia, przyczynity sie do
rozwoju kwantowej teorii pola, a powstaly w ich wyniku aparat matematyczny wykorzy-
stywany, jest rowniez w wielu teoriach nie zwigzanych z monopolami. Zainteresowanie
czastkami obdarzonymi tadunkami magnetycznymi jest niegasnace. Na poszukiwania mo-
nopoli przeznacza sie wciaz wiele czasu, energii i pieniedzy. Szuka si¢ ich zardéwno przy
uzyciu najnowszych zderzaczy czastek, jak réwniez w docierajacym do nas promieniowaniu
z przestrzeni kosmicznej, a nawet w skatach wulkanicznych i innych materiatach. Wiek-
sz0$8¢ teorii wielkiej unifikacji zawiera w swoim opisie tego typu czastki, ktére w zaleznosci
od zalozen, posiadaja rézne masy i tadunki elementarne. Istnienie czastek obdarzonych
tadunkiem magnetycznym wydaje sie by¢ konieczne do stworzenia sp6jnej teorii opisuja-
cej nasz $wiat. Niedawne wyniki wskazujace na obecnosé monopoli w krysztatach lodu
spinowego podsycily zainteresowanie tym tematem.

Istnieje kilka alternatywnych teorii czastek obdarzonych tadunkiem magnetycznym. Po-
czatkowo analizowalam dwupotencjalowy model zaproponowany przez Przeszowskiego,
jednak wstepne wyniki [4] uzyskane z niesymetrycznej gestosci lagrangianu w tym mo-
delu sktonity mnie do wyboru modelu zaproponowanego przez Zwanzigera. Model ten
pozwala na opisanie lokalnych oddziatywan i jest dualnie niezmienniczy. To sformutowanie
QED z tadunkami elektrycznymi i magnetycznymi wprowadza dwa potencjaty cechowania
oraz wyrézniony wektor pojawiajacy sie w definicji tensora elektromagnetycznego. Po-
szukiwanie struktury funkcji Wightmana, bedacymi prostymi obiektami pozwalajacymi
zbada¢ rézne wlasnodci teorii kwantowej, doprowadzito do wielu interesujacych wynikéw,
ktére przedstawiam w tej rozprawie.

Niniejsza praca sktada sie z siedmiu rozdziatéw. Rozdzial pierwszy stanowi wstep do
tematu i przedstawia rozwdj teorii klasycznej i kwantowej tadunkéw magnetycznych oraz
geneze warunku kwantyzacji Diraca, ktory stal sie kluczowym argumentem, by zajmowaé
sie czastkami obdarzonymi tadunkiem magnetycznym. W rozdziale drugim przedstawilam
dziatanie symetrii dyskretnych na pola elektryczne i magnetyczne oraz rownania Maxwella
w obecnodci tadunkow i pradéw magnetycznych. Analizuje tu dziatanie transformacji pa-
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Wstep

rzystosci, inwersji w czasie i sprzezenia tadunkowego oraz ich ztozenia. Rozdzial ten zawiera
réwniez opis modelu dwupotencjatowej elektrodynamiki Zwanzigera, ktory stat sie punk-
tem wyjscia badan zawartych w niniejszej pracy. Rozdzial trzeci zawiera peten lagrangian
QED ze zrodtami elektrycznymi i magnetycznymi. Podstawowe informacje o funkcjach
Wightmana i ich wtasnosdci transformacyjnych znajduja sie w rozdziale czwartym. Za-
wiera on roéwniez transformacje dyskretne potencjatéw cechowania i funkcji Wightmana.
Przedstawitam tu wyprowadzenie réwnania wynikajacego z podstawowych zatozern modelu
Zwanzigera, ktérego rozwigzaniami sa funkcje Wightmana. W rozdziale pigtym przed-
stawione zostaly wyniki kanonicznego kwantowania metoda Faddeeva-Jackiwa oraz uzy-
skane funkcje Wightmana w trzech réznych cechowaniach. Rozdzial ten zawiera rowniez
poréwnanie funkcji Wightmana uzyskanych na drodze kanonicznego kwantowania z funk-
cjami uzyskanymi jako rozwigzania réwnania w poprzednim rozdziale. Metoda Diraca
kwantowania kanonicznego uktadéw 7 wiezami zostata zastosowana do otrzymania wyni-
kéw przedstawionych w rozdziale széstym. Praca konczy sie podsumowaniem zawartym
w ostatnim, si6dmym, rozdziale oraz szeregiem dodatkéw zawierajacych uzupetnienia roz-
dziatéw i szczegoly przeprowadzonych rachunkéw, ktére wydzielitam z gtéwnej czesci pracy,
by nie zaciemnialy zasadniczej tresci.

Podczas pisania niniejszej rozprawy nieocenionym zrédlem wiedzy o monopolach ma-
gnetycznych oraz dionach okazata sie monografia Shnira [5] . Nie moge rowniez pominaé
podrecznikow Itzyksona i Zubera [6] oraz Bialynickiego-Biruli [7], [8], ktore stanowia do-
skonala podstawe do badan w kwantowej teorii pola.

W catej pracy uzywamy jednostek uktadu miedzynarodowego (SI), predkosc¢ swiatta oraz
stata Plancka ¢ = o = 1 o ile w tresci nie zaznaczono inaczej. Zaréwno wielkosci klasyczne
jak i odpowiadajace im operatory kwantowe oznaczane sg tym samym symbolem, co mam
nadzieje nie prowadzi do niejasnodci.



. Pole elektromagnetyczne w obecnosci
tadunkoéw elektrycznych i

magnetycznych

Monopol magnetyczny jako realna, fizyczna czastke pierwszy rozwazal Pierre Curie w 1894
[1], a w roku 1931 kwantowa teorie opisujaca uktad z elektrycznymi i magnetycznymi
tadunkami przedstawit Paul Dirac [3], [9]. W konsekwencji wprowadzenia w teorii Diraca
monopoli, pojawil sie warunek kwantyzacji tadunku elektrycznego. Przynajmniej jeden
tadunek magnetyczny we wszechswiecie ttumaczytby skwantowanie tadunku elektrycznego.
Nic zatem dziwnego, ze ta teoria znalazta wielu zwolennikéw.

1.1. tadunki magnetyczne w teorii klasycznej

Elektrodynamike klasyczng potrafimy opisaé przy uzyciu czterech réwnan Maxwella, ktore
dla uktadoéw bez tadunkow elektrycznych i magnetycznych maja postaé [10]

V.-E =0, V.-B=0, (I.1a)
VxE——QB VxB—gE (I.1b)
N = ot~ ’

jezeli ppeg = c% =1, przy czym E i B sa wektorami opisujacymi pole elektryczne i magne-
tyczne. Widzimy z ([.1D)), ze zalezne od czasu pole magnetyczne generuje pole elektryczne,
a zmienne w czasie pole elektryczne generuje pole magnetyczne.

Heaviside [I1] zauwazyt, ze rownania Maxwella bez zrodet sa niezmiennicze wzgle-
dem transformacji

E — Ecosf — Bsin0, B — Esinf + Bcos¥6. (1.2)

Ta symetria O(2), parametryzowana przez dowolny kat 6, nazywana jest elektromagne-
tyczng dualnoscia. Wybierajac 6 = 5 otrzymujemy transformacje

E—»B, B--E, (L3)

zamieniajaca pola elektryczne z magnetycznymi. Widzimy zatemn, ze jeéli teoria jest dualnie
niezmiennicza, to rozdzielenie pél na elektryczne i magnetyczne jest tylko kwestia przyjetej
konwencji.

Pole elektryczne wokot tadunku elektrycznego e wynosi

1 er
= Treg 5 (14)



1. Pole elektromagnetyczne w obecnosci tadunkéw elektrycznych i magnetycznych

a poruszajacy sie tadunek w polu elektromagnetycznym odczuwa dziatanie sity Lorentza
F = e¢(E+vxB). (1.5)

Korzystajac z dualnoéci elektromagnetycznej mozemy wypisa¢ analogiczne zwigzki dla
tadunkow(monopoli) magnetycznych g, gdyby takie istniaty. Tak zdefiniowany monopol
jest, tak jak elektron, czastka punktowa obdarzona ladunkiem magnetycznym zamiast
elektrycznego. Pole magnetyczne wyraza sie wowczas jako

1 gr
= — 1.6
Arpg 37 (1.6)
zad sila dziatajaca na monopol wynosi
F = g(B-vxE). (L7)

Roéwnania opisujace czastki tadunkami elektrycznymi i magnetycznymi, przy czym jedna
czastka moze nies¢ tadunek elektryczny lub magnetyczny lub oba jednocze$nie, maja postaé

v.E=" VB = opm, (L8a)
€0
VXE——QB—J VxB—gE—i—J (1.8b)
= — ati m> = ati e -
i bedziemy je nazywaé dyonowymi rownaniami Maxwella. Oba rodzaje tadunkéw spelniaja
prawa zachowania V - J, = —aap; iV-Jd, = —%.

Ladunek magnetyczny nie zostal do tej pory znaleziony, w zwiazku z tym symetria
dualnosci elektromagnetycznej jest ztamana. Pojawia sie oczywiscie pytanie o powod tej
asymetrii. Z punktu widzenia elektrodynamiki klasycznej nie ma powodu dla ktérego nie
powinny istnie¢ monopole magnetyczne, co wigcej ich obecnodé pozwolitaby na zachowanie
symetrii dualnosci elektromagnetycznej.

Analiza ukladéw zawierajacych monopole magnetyczne prowadzi do wielu ciekawych
obserwacji. Jeéli bedziemy klasycznie rozwazaé problem rozpraszania elektronu na mono-
polu okaze sie, ze jest on w stanie tylko zblizy¢ sie na pewng odlegltosé¢ do monopolu b,
a nastepnie oddala sie do nieskoriczonosei (tzw. efekt lustra magnetycznego). Przy takim
rozpraszaniu kierunek momentu pedu nie jest staty, a co wiecej jego wartoscé jest niezerowa,
nawet w statycznym uktadzie elektron-monopol [12].

Naturalnym uogoélnieniem monopola bytaby czastka obdarzona zaréwno tadunkiem ma-
gnetycznym, jak i elektrycznym, tzw. dyon. Rozpraszanie tego typu dualnych czastek o ta-
dunkach odpowiednio (e1,91) i (e2,92) prowadzi do trajektorii eliptycznych, ktore w prze-

ciwieristwie do klasycznego problemu Keplera dla dwoch elektronéw, wykonuja precesje
[13].

1.2. tadunki magnetyczne w teorii kwantowe;j

Mechanika kwantowa opisuje pola elektromagnetyczne przy uzyciu potencjatéw skalarnego
¢ i wektorowego A zamiast pol E i B. Znajac potencjaly, ktore sg polami zaleznymi od



1. Pole elektromagnetyczne w obecnosci tadunkdéw elektrycznych © magnetycznych

potozenia, mozemy otrzymaé pola elektryczne i magnetyczne

E:fx—v¢ B=V x A. (L.9)

Wprowadzenie do opisu potencjatéw tamie symetrie dualnosci, ale potencjaty nie sa obser-
wablami. Co wiecej istnieje nieskoriczona ilog¢ roznych potencjatow ktore daja te same pola
elektryczne i magnetyczne. Przejscie pomiedzy fizycznie réwnowaznymi opisami nazywa sie
transformacja cechowania, a poniewaz wielkosci fizyczne nie zmieniaja sie pod dzialaniem
takiej transformacji mowimy, ze teoria ma symetrie cechowania. Jedna z podstawowych
relacji z analizy wektorowej mowi, ze dywergencja rotacji znika V-B =V - (V x A) =0,
zatem opis przy uzyciu potencjatéw uniemozliwia wprowadzenie tadunkéw magne-
tycznych.

Opisujac w jezyku mechaniki kwantowej poruszajaca sie czastke natadowana elektrycz-
nie, zaleznosé¢ od potencjalu wektorowego A pojawia sie w zespolonej fazie funkcji falowej.
Jest to zgodne z symetria cechowania, bo tak jak potencjat wektorowy, faza nie jest wiel-
koscia mierzalna. W mechanice kwantowej potrzebujemy wiec do opisu potencjatéw, a nie
pol.

W roku 1932 Paul Dirac [3] pokazal, ze w ramach mechaniki kwantowej mozemy wprowa-
dzié¢ potencjal, ktéry opisuje tadunki magnetyczne. Jesli solenoid, przez ktoéry ptynie prad,
jest duzo dluzszy niz jego érednica, linie pola magnetycznego przy kazdym z jego koticow
wygladaja jak linie pola pochodzace od monopola magnetycznego o tadunku g, réwnym
strumieniowi magnetycznemu. Poniewaz w uktadzie nie ma tadunkéw magnetycznych, bez
problemu mozemy wypisaé potencjatl wektorowy

pog rxk

A(r) (1.10)

Arclr||r|—r -k

gdzie k jest wersorem skierowanym w kierunku osi solenoidu. Sciste wyprowadzenie tego
potencjatu znajduje sie w dodatku Mozemy wiec rozwazaé bardzo cienki i dtugi so-
lenoid, tak aby punkt konicowy znalazl sie nieskoriczenie daleko, a nastepnie zapomnieé
o solenoidzie zostawiajac generowany przez niego potencjal. Taki potencjat wektorowy
opisuje monopol magnetyczny potaczony ze struna Diraca doprowadzajaca do niego stru-
mien magnetyczny. Struna Diraca jest nieskoriczenie cienka i potencjat wektorowy ma na
niej osobliwo$é, aby stala sie ona nieobserwowalna musimy nalozy¢ warunek

eg:g7 nez (L11)

znany jako warunek kwantyzacji Diraca. W miejsce osobliwego potencjatu ([[.10)) mozemy
uzy¢ zgodnie z [14] zregularyzowanej formy potencjatu, ale prowadzi on do osobliwych
cztonéw w polu magnetycznym.

Dirac udowodnit, ze wprowadzenie do teorii kwantowej monopoli magnetycznych nie
tylko jest mozliwe, lecz rowniez w sposéb naturalny prowadzi do obserwowanej kwantyzacji
tadunku elektrycznego, niestety teoria ta jest nielokalna i zawiera niefizyczne zmienne
dynamiczne - struny.

Kolejne lata przyniosty kilka nowych propozycji opisu elektrodynamiki z monopolami,
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m.in. potencjal Schwingera [15] (we wspotrzednych sferycznych)

0 g (1—cosf 14 cosf
ASeh __gcosb g _ 112
r sin@eCﬁ 2r sin 6 sin 6 €o: (L12)

ktory jest ztozeniem dwoch potencjaléw Diraca. Schwinger uwazal, ze taki potencjal bedzie
wladciwszy dla relatywistycznej teorii pola.

Mozemy réwniez opisa¢ pole wokét monopola przez potencjatl, zdefiniowany nie globalnie,
ale majacy rozna posta¢ w roznych obszarach [16]. Zadanie spojnosci w nakltadajacych sie
punktach prowadzi do warunku kwantyzacji tadunkéw ([.11]).

Wprowadzenie monopoli do kwantowej teorii pola Maxwella - elektromagnetodynamiki
sprawia wiecej probleméw. Po pierwsze, zostalo udowodnione, ze nie mozna skonstru-
owa¢ jawnie kowariantnego, jednopotencjatowego modelu elektromagnetodynamiki [17],
[18], [19], [20]. Po drugie, zostaly zaproponowane rézne modele dwupotencjatowe [21],
[15], [22], [23] [24].

Zostaly zaproponowane modele opisujace czastki niosace tadunek elektryczny i magne-
tyczny - dyony [25], [26], [27], jak rowniez sformutowanie hydrodynamiczne mechaniki
kwantowej [28]. Pokazano réwniez modele monopoli z dwoma fotonami [29], [30]. Trans-
formacja dualnosci dla abelowych i nieabelowych teorii z cechowaniem przedstawiono w
[31]. Rozpraszanie elektron-monopol staje sie lorentzowsko niezmiennicze [32], gdy spel-
niony jest warunek kwantyzacji . W pozniejszym czasie teorie te rozwijali m. in.
Cabibbo i Ferrari [21], Schwinger [22] oraz Zwanziger [24] i zaproponowali oni spojny opis
kwantowej elektrodynamiki z monopolami przy uzyciu dwoch potencjatow.

1.2.1. Poszukiwania fizycznego monopolu magnetycznego

Monopol magnetyczny lub inaczej monopol Diraca, zgodnie z warunkiem kwantyzacji po-
winien by¢ obdarzony tadunkiem g = nhc/2e, gdzie e jest elementarnym tadunkiem elek-
trycznym, co dla n = 1 daje wartos¢ jednostkowego tadunku Diraca. Korzystajac z analizy
Diraca mozemy szacowa¢ tadunek monopola, ale nie potrafimy przewidzieé¢ jego masy.
Spodziewamy sie ze jest on bardzo masywny. Analogicznie do statej struktury subtelnej,
a = €% /hcdren mozemy prowadzi¢ stala oy = g% /ficdmeo [33], [34] -

Obecnie poszukiwania klasycznego monopola Diraca odbywaja sie trzema drogami [35],
[36], [37], [38], [39]. Mozemy probowa¢ wytworzy¢ je w trakcie zderzent eTe™, etp, pp oraz
pp w akceleratorach. Od roku 1931 prowadzono poszukiwania monopola magnetycznego
w kazdym nowym zderzaczu. Wytworzony monopol magnetyczny powinien byé czastka
stabilna, silnie oddzialujaca z polem elektromagnetycznym. Poniewaz wlasnosci monopola
znacznie réznia sie od innych poszukiwanych czastek, wiekszosé przeprowadzanych ekspe-
rymentow nie jest dostosowana do ich detekcji. Aktualnie tylko eksperyment MoEDAL
w LHC jest dedykowany poszukiwaniu monopola magnetycznego. W akceleratorach po-
szukuje sie ré6wniez monopolium, tzn. stanu zwiazanego monopola i antymonopola o sto-
sunkowo matej masie [40], [41] Zamiast wytwarza¢ monopol mozemy proébowaé znalez¢ juz
istniejace. Spodziewamy sie, ze we wczesnym stadium rozwoju naszego wszechswiata ist-
niaty monopole magnetyczne i w zwiazku z tym poszukuje sie monopoli w promieniowaniu
kosmicznym. Eksperymenty tego typu to m.in. MACRO, AMANDA, Baikal i RICE. Je-
gli zalozymy, ze monopole magnetyczne sa czescia promieniowania kosmicznego, wéwczas
oczywiste wydaje sie badanie skat wulkanicznych, ktére mogly wiazaé¢ bombardujace Zie-
mie monopole,wody oceanicznej, meteordéw oraz innych materialéw pochodzenia zaréwno
kosmicznego jak i ziemskiego. Ostatnim sposobem poszukiwania monopoli sa obserwa-
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cje astronomiczne. Zatozenie istnienia monopoli magnetycznych daje efekty astrofizyczne,
ktore mozna zaobserwowaé. Monopole moglyby stanowié wiec cze$¢ czarnej materii.

Do tej pory w zadnym z przeprowadzonych eksperymentéw nie potwierdzono istnienia
monopoli magnetycznych. W roku 1973 pojawita sie informacja o detekcji monopola ma-
gnetycznego, jednak okazato sie, ze byto to jadro platyny. W 1982 oraz w roku 1985 w eks-
perymentach przy uzyciu nadprzewodzacego pierscienia zauwazono skok przeplywajacego
pradu odpowiadajacy monopolowi przechodzacemu przez pierécieni, jednak poniewaz nie
udato sie ich powtorzyé¢ uznano to za efekt innych czynnikéw. W 2009 roku pojawily sie
doniesienia o detekcji monopoli w lodzie spinowym Dy2Ti207 [42], jednak nie s to kla-
syczne monopole Diraca. Aktualnie najwieksze nadzieje wzbudza eksperyment MoEDAL,
jednak na potwierdzenie istnienia monopoli magnetycznych musimy jeszcze poczekac.

1.2.2. Opis dwupotencjatowy

Dwupotencjatowe sformutowanie elektrodynamiki kwantowej nalezy rozpoczaé¢ od réwnan
Maxwella zawierajacych elektryczne i magnetyczne prady zewnetrzne J* i K#

(- F)F =8,F™ =J",  (-F)*=98,F" = K", (1.13)

gdzie Frv = %e’”’\" F)s jest dualnym tensorem elektromagnetycznym. Rdwnania te sa
symetryczne pod dziataniem elektromagnetycznej transformacji dualnosci

Fu v Fupvs Fruy=—Fu  JP s KR e —JH (1.14)

Niestety, nie jesteSmy teraz w stanie wyrazi¢ I}, tylko przez jeden potencjal cechowania,
stad pojawita sie potrzeba wprowadzenia dwoch potencjaléw cechowania, ktore opi-
sywalyby lokalnie tensor pola elektromagnetycznego.

Przeglad opiséw dwupotencjatowych nalezatoby rozpoczac od propozycji Cabbibo-Ferrariego
[21], ktorzy zapostulowali wyrazenie tensora elektromagnetycznego przy pomocy jawnie
kowariantnej definicji

Fl = 0,A, — 0, A, — €y ,0" B (1.15)

Dwa potencjaty cechowania A, i B, sa niezaleznymi polami i pozwalaja wyrazi¢ transfor-
macje dualnosci elektromagnetycznej (I.14)) dla F),, jako transformacje

’ A, = B, — —A,. ‘ (1.16)

Niestety w podejsciu, ktory zaproponowali Cabbibo i Ferrari nie ma lagrangianu, wiec
1 dziatania, a to oznacza, ze nie ma mozliwosci przeprowadzenia procedury kwantowania
kanonicznego. Jedynie postaé transformacji dualnoscéi bedzie przeze mnie wykorzy-
stywana w dalszej czedci pracy.

Mamy roéwniez propozycje Schwingera [15], gdzie wprowadza sie dwa potencjaly A i B,
ktorych rotacje daje poprzeczna czesé pola elektrycznego i magnetycznego. Natomiast
czes¢ podtuzna tych pél dana jest przez potencjatl kulombowski generowany przez tadunki
elektryczne i magnetyczne. Wprowadzane sa réwniez struny zaczepione w tadunkach elek-
trycznych i magnetycznych, ktére sa dodawane do potencjatéw A i B w procedurze mini-
malnego sprzezenia dla pdl fermionowych opisujacych tadunki elektryczne i magnetyczne.
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Dlatego to podejicie wprowadza od poczatku cztony nielokalne do hamiltonianu.
Alternatywne podejscie zaproponowal w swojej pracy [24] Daniel Zwanziger. Przedsta-
wit lokalny lagrangian opisujacy kwantows elektrodynamike z monopolami umozliwiajacy
kanoniczne kwantowanie. Jeden z kolejnych rozdzialéw pokazuje szczegdlty modelu zapro-
ponowanego przez Zwanzigera.

Chce réwniez wspomnie¢ o propozycji lagrangianu dwupotencjatowego zaproponowanego
w pracy Przeszowskiego [44]. To podej$cie bazuje na analizie rownan Maxwella w podej-
$ciu frontu $wietlnego, gdzie wspotrzedna 21 = (204 23)/v/2 stanowi parametr ewolucji
czasowej uktadu. W oparciu o ten lagrangian wyliczytam propatory dla dwéch warunkow
cechowania [4]. Jednak w dalszej analizie ten lagrangian okazal sie zbyt ktopotliwy podczas
analizy wlasnogci funkcji Wightmana, szczegélnie podczas transformacji Lorentza, dlatego
w mojej pracy ograniczytam sie do analizy jedynie modelu Zwanzigera.



II. Wybrane wtasnosci teorii klasycznej

2.1. Symetrie dyskretne dla dyonowych réwnain Maxwella

Przeksztalceniami symetrii nazywamy takie przeksztatcenie kanoniczne, czyli transforma-
cje zmiennych kanonicznych niezmieniajaca nawiaséw Poissona, ktére zachowuja postaé
réwnan pola. Przyjrzyjmy sie blizej jak transformacje dyskretne dziataja na dyonowe réw-
nania Maxwella elektrodynamiki z tadunkami elektrycznymi i magnetycznymi [45], ktore
maja nastepujaca postaé

e )
v.E=", VxE=-—2B— jugJm, (IL.1a)
€0 ot
)
V- B = iopm, VxB= o E+ud., (IL.1b)

przy czym uzywamy jednostek w uktadzie SI.

2.1.1. Transformacja parzystosci

Pierwsza z badanych transformacji jest transformacja parzystoéci lub inaczej inwersji prze-
strzennej P, polegajaca na zmianie kierunku wszystkich trzech osi ukladu odniesienia
x = (r,t) = 2P = (—r,t). We wspohrzednych cylindrycznych (p, ¢, z) realizowana jest
ona jako (p,¢,z) — (p,¢ + m,—z), co mozemy opisa¢ jako odbicie lustrzane w kierunku
z 1 obrot wokot osi z o kat w. Mozemy to sprawdzi¢ dla wektora polozenia w postaci
r=pcos¢it+psing j+z l%, gdzie wersory kartezjanskie i, J, k nie zmieniaja sie. Wersory
cylindryczne p = cos¢ 2+sing ji gZ; = —sin¢ 2+ cos ¢ j, podlegaja zmianie pod wplywem
transformacji parzystosci p — —p, qg — —é. Modelujemy rozktad tadunku elektrycznego
niezmienniczy pod dziataniem transformacji parzystosci pe(r,t) = pe(p, |2|,t), moze to by¢
rozktad sferycznie symetryczny. Modelujemy rozktad pradu elektrycznego plynacego po
okregu o promieniu rg i stalym natezeniu Ip. Oznacza to, ze w kazdym punkcie na tym

okregu mamy dI = gzglm“o d¢. Przy transformacji parzystosci ¢ Ly ¢+ m, do L do,
gZA) Ly —g% otrzymujemy
ar s —ar, 15 -1 (11.2a)

Stad wynika, ze istnieja takie rozklady gestosci tadunku elektrycznego i gestosci pradu
elektrycznego dla ktérych transformacja parzystosci ma postac

pe(2) F55 Ppo(m) = pe(a?),  Jo(@) —o PTo(z) = —Jo(aP). (I1.2b)

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla tadunkéw i pradéw magnetycznych, stad
zaktadamy dla Zrédel magnetycznych analogiczne transformacje parzystosci

p(@) 25 P (@) = pn(@?), Toul@) D3 BT (a) = ~T@?),  (IL20)
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zad transformacja parzystosci dla pdl elektrycznego i magnetycznego dana jest przez
E(z) — "E(z) = ¢,E(a"), B(x) v "B(x) = b,B(a"). (I1.2d)

Oczywiscie zlozenie dwoch transformacji parzystosci jest identycznoscia P2 = 1, wiec dla
wspolrzednych (aP)P = z, dla zrodet elektrycznych mamy

pe(a) o PP (@)] = Tpe(a?) = pe(a), (IL3a)
Je(x) 'P—2> PIPJo(z)] = —PJ(2P) = (—1)2Je(x), (I1.3b)

podobnie dla zrédet magnetycznych, oraz dla pél

E(x) > PPE(r)] = ¢, "E(a") = (¢p)E(2), (IL.4a)
B(x) 5 PPB(x)] = b,"B(") = (b,)*Blx). (I1.4b)

Z powyzszych relacji uzyskujemy warunek  (e,)? = (b,)? = 1. Réwnanie Ampére’a

V x B(x) = uonaatE(fL‘) + poJe(x) (IL.5a)

ma symetrie parzystosci, jezeli spetnione jest nastepujace réwnanie dla wielkosci po trans-
formacji

0
V xPB(z) = Moﬁoapﬁ(ﬁﬂ) + poPJ () (I1.5b)
lub réwnowaznie
0
—b,V? x B(aP) = ep,uoe()aﬂ(:rp) — pod(2), (I1.5¢)
gdzie VP = —V. Traktujac nowe wspohrzedne aP jako jedynie zamiane zmiennych otrzy-

mujemy jako warunek symetrii

by = —ep = 1. (L.6)

Podobnie mamy dla elektrycznego prawa Gaussa. Ale jezeli bedziemy rozpatrywaé rowna-
nia ze Zrédtami magnetycznymi, czyli prawo Faradaya

V x E(x) = _8381(;6) — pod m(x) (11.7)
i magnetyczne prawo Gaussa
V-B(z) = popm(z), (I1.8)

to jako warunek symetrii parzystosci dla nich otrzymamy warunek

b= —ep=-1 | (I1.9)
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Sa to ewidentnie sprzeczne warunki, co oznacza, ze w przeciwienistwie do elektrodynamiki
tylko ze Zrédtami elektrycznymi, w obecnodci zrédet elektrycznych i magnetycznych row-
nania Maxwella nie maja symetrii parzystosci. Przy obecnosci tylko zrodet elektrycznych
mamy symetrie parzystosci dla wszystkich réwnan Maxwella z warunkiem ([L6), nato-
miast przy obecnoéci tylko zrédet magnetycznych mamy symetrie parzystoéci dla wszyst-
kich rownan Maxwella z warunkiem ([1.9)). Jezeli mamy pola swobodne, to mamy symetrie
parzystodci dla wszystkich rownan Maxwella, a ponadto swobode wyboru warunku albo
albo ([L.9). Ten wynik stoi w sprzecznosci z rozwazaniami, w ktérych postuluje sie
symetrie parzystosci dla dyonowych réwnaii Maxwella, np. [I2]. Cena jaka placi sie
za takie zalozenie jest koniecznosé zmiany transformacji parzystosci zrodet magnetycznych.

Zamiast ([1.2c) otrzymuje sie
P P
pm(@) = Tom () = —pm(2),  Im(@) — WTm(2) = Im(2?), (11.10)

jest to transformacja pseudo-wektora (4-wektora aksjalnego). To oznacza, ze dla rownan
Maxwella z symetria parzystosci zrodta magnetyczne (py,, J ) musza mie¢ charakter pseu-
dowektorowy, co w teorii kwantowej prowadzi do fundamentalnych problemoéw. Transfor-
macje parzystodci definiujemy tak jakby byly tylko tadunki elektryczne tzn. z warunkiem
(11.6)

E(z) 25 PE(z) = —E(2), B(z) " PB(z) = B(a?). (IL.11)

2.1.2. Transformacja inwersji w czasie

Kolejng rozwazang transformacja jest transformacja inwersji w czasie T, ktéra zmienia
znak wspolrzednej czasowej x = (r,t) — ' = (r,—t). Istnieja takie rozklady gestosci
tadunku elektrycznego i gestosci pradu elektrycznego dla ktorych transformacja inwersji

W czasie ma postaé
e(T) = T (2) = pe(z?),  Telz) —— To(z) = —Je(2h). (IL.12a)

Podobnie rozumujac dla zrédet magnetycznych, postulujemy analogiczne relacje transfor-
macji inwersji w czasie

pm(x) Ly Yom () = pm(2Y),  Tm(x) —— Tp(z) = =T (2h). (IL.12b)

Transformacji inwersji w czasie dla pdl elektrycznego i magnetycznego bedziemy poszuki-
waé¢ w postaci

E(z) > 'E(z) = e, E(z"), B(z)— 'B(z) = b,B("). (IL.12c)

Zlozenie dwoch transformacji inwersji w czasie jest identycznoscia T2 = 1, wiec przeprowa-
dzajac podobna analize jak w przypadku transformacji parzystodci uzyskujemy warunek
(e1)? = (b)? = 1. Rownanie Ampére’a

0
V x B(x) = Moﬁan@) + poJe(x) (11.13a)
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ma symetrie inwersji w czasie, jezeli spelnione jest réwnanie dla wielkosci po transformacji

0
V x 'B(z) = uoﬁ()atﬂ(x) + po'J e (2) (IL.13b)
lub réwnowaznie 5
bV x B(z') = —ep,uoeogﬁ(mt) — pod (), (I1.13c¢)

gdzie 90/(0t') = —0/(0t). Jako warunek symetrii otrzymujemy relacje

| bi=—e=-1 | (11.14)

Podobnie mamy dla elektrycznego prawa Gaussa. Analiza réwnan ze zrodtami magnetycz-
nymi, tzn. prawo Faradaya i magnetyczne prawo Gaussa, daje warunek symetrii inwersji
W czasie

bt = —€t = 1. (1115)

Sa to ewidentnie sprzeczne warunki, co oznacza, ze w obecnosci Zzrédet elektrycznych i
magnetycznych réwnania Maxwella nie maja symetrii inwersji w czasie. Uktad tylko ze
zrodtami elektrycznymi ma symetrie inwersji w czasie dla wszystkich réwnan Maxwella z
warunkiem , natomiast przy obecnogdci tylko Zrédet magnetycznych mamy symetrie
inwersji w czasie dla wszystkich rownan Maxwella z warunkiem . Jezeli mamy pola
swobodne, to mamy symetrie inwersji w czasie dla wszystkich réwnan Maxwella, a ponadto
swobode wyboru warunku albo albo . W dalszej czesci bedziemy korzystac z
transformacji inversji w czasie z warunkiem @

E(z) > 'E(z) = E(z'), B(z)+— 'B(z) = —B(a"). (11.16)

2.1.3. Transformacja sprzezenia fadunkowego

Ostatniag z badanych transformacji jest transformacja sprzezenia tadunkowego C, ktora
polega na zamianie wszystkich wartosci tadunkéw elektrycznych i magnetycznych na prze-
ciwne. To oznacza nastepujaca transformacje sprzezenia tadunkowego dla zrédet elektrycz-
nych

C . C ¢
pe(@) S Do) = —pelw),  Telw) s Tela) = T () (IL17a)
i analogiczna dla Zrédet magnetycznych
C . C. .
P (x) — () = —pm (),  Tm(x) — Tp(z) = =T (). (IL.17b)

Transformacja sprzezenia tadunkowego dla pol elektrycznego i magnetycznego

E(z)vS E(z) = e.E(z), B(z)+" ‘B(z) = b.B(x). (IL.17c¢)
Zlozenie dwoch transformacji sprzezenia tadunkowego jest identycznosciag C? = 1, co pro-
wadzi do warunku (e.)? = (b.)? = 1. Méwimy, ze réwnanie Ampére’a
0
V x B(zx) = uoe()aﬁ(x) + poJe(x) (11.18a)

10
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ma symetrie sprzezenia tadunkowego, jezeli spetnione jest réwnanie dla wielkosci po trans-
formacji

0
V x B(x) = Moe()&CE(l‘) + poJe(x) (IL.18b)
lub réwnowaznie 9
b.V x B(x) = epuoeoﬁﬂ(x) — pod () (I1.18c)

wiec otrzymujemy jako warunek symetrii sprzezenia tadunkowego

| be=e.=-1. | (11.19)

Ten sam warunek otrzymujemy dla pozostatych réwnari Maxwella. Mozemy wiec stwier-
dzié¢, ze réwnania Maxwella maja symetrie sprzezenia tadunkowego dla uktadéw z tadun-
kami elektrycznymi i magnetycznymi.

2.1.4. Ztozenie transformacji P i T

Jedli ztozymy transformacje parzystosci P i inwersji w czasie T’ dla pol, to mamy

E@) 5 'PE@) = ¢ B(a") = cpei B(—a) (11.20a)
B(z) 5 'PB()] = b, 'B(z”) = bib,B(—x), (11.20b)

poniewaz (2P)! = —x. Z poprzednich rozwazan otrzymujemy tylko jeden warunek
e == -1 | (11.21)

dla wszystkich réwnaii Maxwella. Dla Zrédel, np. elektrycznych, otrzymujemy

pe(x) =5 Fpe(a)] = 'pe(a?) = pe(—2), (I1.22a)
Jo(z) 5 PI(2)] = — U (aP) = (—1)2T o (~2). (11.22b)

To prowadzi do konkluzji, ze transformacja T P jest symetrig rownan Maxwella ze zrodtami
elektrycznymi i magnetycznymi i mamy

E(z) "5 —E(—x), B(z) — —B(~x), (1.23a)
Pen(T) 5 pem(—2), Tem(®) "5 Tom(—2). (I1.23b)

Jesli do transformacji dyskretnych dotozymy transformacje dualnosci dana przez (L.3),
wowczas mozemy przedstawi¢ uzyskane wyniki w postaci nastepujacych diagraméw prze-
strzennych:

e Transformacja parzystosci P = DPD

P
S

&=
&=

(11.24)

(—
>
!

&
lw
[sd
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1. Wybrane wtasnosci teorii klasycznej

e Transformacja odbicia czasu T'= DT'D

E—5 E
lD TD (11.25)
B> -B

e Transformacja sprzezenia tadunkowego CD = DC

E - -E
J{D lD (11.26)
B-“+ B
e Ztozenie transformacji P i T
E-"s E- T E
l D TD l D (11.27)
B+ B > B

Potrafimy wiec powiedzie¢ jak dzialaja poszczegdlne symetrie dyskretne oraz ich ztozenia
na pola E i B dla uktadéw zawierajacych tadunki elektryczne i magnetyczne.

2.2. Model Zwanzigera

Daniel Zwanziger w swojej pracy [24] z 1971 roku przedstawit opis kwantowej teorii pola
czastek natadowanych elektrycznie i magnetycznie przy uzyciu dwoch potencjatéw cecho-
wania. Zaproponowal lokalna gesto$é lagrangianu

Low = gl OAA]-In-OABY]+ Syl OAB)-[n- (9 A)] -
gl DA~ Sl @AB)P e Ay B (11.28)

zalezng od pary czteropotencjaléw A i B oraz zrodel elektrycznych j. i magnetycznych jg,
ktore prowadza do lokalnych réwnan pola rownowaznych réwnaniom Maxwella. Lagran-
gian Zwanzigera zalezy od ustalonego czterowektora n, jest wiec czasoprzestrzenie anizo-
tropowy. Zwanziger wybral przestrzennie podobny wektor n, by tensory F i F¢ zapisane
w potencjatach cechowania

o= %<{n/\[n-(8/\A)]}—{n/\[n-(8/\B)]}d>, (11.29)
Fio— % (Al @A A+ (nAln-@AB))). (T1.29b)

"W tym podrozdziale zachowuje oryginalng pisownie wzoréw pochodzacych z pracy Zwanzigera, gdzie
(a Q) =a,G*" = -G*a, = —(G - a)” oraz (a Ab)H = a"b” — a”b*

12



Il Wybrane wtasnosci teorii klasycznej

zalezaly tylko od x. Dopiero po natozeniu warunku (e,gm — gnem)/4m = Zpm, gdzie e,
i gm sa elektrycznymi i magnetycznymi tadunkami, a Z,,, liczba catkowita, odzyskujemy
izotropie.

Punktem wyjscia dalszej analizy jest wiec gestos¢ lagrangianu Zwanzigera ([1.28)), z wek-
torem n# = (0,0,0, 1), ktéra zapisana jawnie we wspolrzednych potencjalow przedstawia
sie nastepujaco

Lzw = % (8349 — Do A3)* — % (B34; — 9;A3)> — A - J
+ % (93Bo — 00Bs)” — % (03B; — 0:By)? — B K
- %eij(aoAi — 0, Ao) (03B, — ;By) — %eijaiAj (93Bo — 90Bs)
+ %eij(aoBi — 9:Bo) (954, — 9, As) + %eijaiBj (0540 — Bods),  (IL.30)

gdzie €;; = € = €"93 7 4, j € {1,2}. Rownania Eulera-Lagrange’a wynikajace z tej gestosci
lagrangianu

D3 (0349 — Do A3) + €;;0:05C; = —J°, (T1.31a)

—0y (0340 — Do As3) + 0; (03A; — 0;A3) = —J3, (I1.31b)
—05 (03A; — 0;A3) — €03 (00Cj — 9;Co) = —J', (IL.31c)
93 (03Co — 9oC3) — €;0;034; = —K°, (I1.31d)

—0p (83Co — 99C3) + 0; (03C; — 0;C3) = —K3, (IL.31e)
—03 (3C; — 0;C3) + €05 (0o Aj — 0;A¢) = —K', (I1.31f)

sa rownaniami Maxwella ([.13)). Niezalezne skladowe tensora elektromagnetycznego wyni-
kajace z ([1.29) zapisane w potencjatach cechowania majg nastepujaca postaé

Fj = €;(93Bo — 0 Bs), F30 = 9340 — 0y As, (11.32a)
-FiO = Eij(agBj — 8jB3), Fgl = adAz — 8ZA3 (1132b)

Mozemy sprawdzi¢ jak transformuja sie potencjaty cechowania pod dziataniem transfor-
macji dyskretnych. W tym celu musimy zapisa¢ pola E i B przy pomocy potencjatow A,
i By,. Korzystam ze wzoru ([1.32)) i otrzymuje

E| = 0,B3 — 03Bo, B = 0343 — 02 A3, (I1.33a)
E, = 03B — 01Bs, By = 0143 — 0344, (I1.33b)
L3 = 0pA3 — 034y, B3 = 0yB3 — 03By (T1.33c)

W rozdziale (2.1]) sprawdzilismy dziatanie poszczegélnych transformacji na pole elektryczne
i magnetyczne. Mozemy wiec, korzystajac z tych wynikéw, odczyta¢ jak transformuja sie
potencjaty cechowania pod dziataniem transformacji parzystosci

(Ao, A) 25 (A9, —A),  (By, B) v (—=By, B), (I1.34)
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1. Wybrane wtasnosci teorii klasycznej

transformacji inwersji w czasie
(A0, A) = (Ao, —A),  (Bo, B) = (=B, B) (I135)
oraz transformacji sprzezenia tadunkowego
(A0, A) +%s (~4o,~A),  (Bo,B) +%s (~Bo,~B). (11.36)
Uzyskaliémy wiec informacje jak transformacje dyskretne dziataja na potencjaly cechowa-
nia w teorii klasycznej.
Mozemy wyznaczy¢ potencjaly dla pola elektromagnetycznego wytworzonego przez nie-

ruchomy, punktowy monopol magnetyczny. Ogoélna postaé rozwiazania stacjonarnego dla
4-potencjaléw wyglada nastepujaco

Bo(r) = —%%, Bi(r) = &idp(r),  Ao(r) =0, (I1.37a)
Ai(r) = 9D 4(r) — eijg%fajﬁ(r), (IL37h)

- z+/p? + 22
n—

A(r) =1 + Ao(z,y), (I1.37¢)

gdzie ®4(r) i ®p(r) sa dowolnymi funkcjami analitycznymi w calej przestrzeni R3, a
Ao(x,y) jest dowolng funkcja analityczng w catej podprzestrzeni R2. Szczegoly rachunku
prowadzgcego do powyzszych wzorow znajduja sie w Dodatku
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lIl. Elektrodynamika kwantowa z

tadunkami elektrycznymi i

magnetycznymi

Elektrodynamika kwantowa (QED - quantum electrodynamics) jest teoria opisujaca od-
dziatywanie p6l materii obdarzonych tadunkami elektrycznymi z polem elektromagnetycz-
nym. Najczesciej takimi polami materii sg elektrony, ktére reprezentowane sg przez fermio-
nowe operatory pola ¥(z) i Uf(z), speiajace reguty antykomutacyjne Pauliego-Diraca.
Pole elektromagnetyczne reprezentowane jest przez operator pola 4-potencjalu A, ktory
spetnia reguty komutacyjne Bosego-Einsteina. Sprzezenie pomiedzy tymi operatorami po-
jawia si¢ poprzez pochodng kowariantng D, = 0, — ieA,, gdzie e jest elementarnym
tadunkiem elektrycznym. Gestosé lagrangianu dla elektrodynamiki kwantowej ma postaé

1 _
Loep = _ZF/WFW + U [iv" Dy — me] 0, (IT1.1)

gdzie m. jest masy elektronu i y* sy macierzami Diraca oraz F, = 9J,A4, — 0,4,
iU = 0iy0 Ta gestos¢ lagrangianu jest niezmiennicza wzgledem transformacji cecho-
wania

U(z) = X@W(z), W)l = (r)e X A, - A, +9,xe(2) (111.2)

oraz jest skalarem pod dziataniem transformacji Lorentza. Moéwimy, ze elektrodynamika
kwantowa ma symetri¢ lokalng cechowania U(1).

Aby rozszerzy¢ elektrodynamike, tak aby obejmowala ona réwniez oddzialywanie poél
z tadunkami magnetycznymi, dodajemy dodatkowe kwantowe pola fermionowe W,,(x)
i \Il;fn(:v), spelniajace reguly antykomutacyjne Pauliego-Diraca oraz wprowadzamy dodat-
kowy operator pola 4-potencjatu B, ktory spelnia reguty komutacyjne Bosego-Einsteina.
Teraz sprzezenie pomiedzy tymi nowymi operatorami pojawia sie poprzez nowa pochodna
kowariantng D)} = 0, — igB),, gdzie g jest elementarnym ladunkiem magnetycznym.
To pozwala na podanie gestosci lagrangianu

Linag = U [V D} — M| ¥y, (111.3)

gdzie m,, jest masa monopola magnetycznego, ktéra jest niezmienniczawzgledem nowej
transformacji cechowania

U, (2) = X @W(z), O(z)f, — U(),e @ B, — B, +0xm(x). (IIL4)

Dla opisania sektora potencjaléw cechowania mozemy wziaé gestosé lagrangainu zapropo-
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111, Elektrodynamika kwantowa z tadunkami elektrycznymi 1 magnetycznymi

nowang przez Zwanzigera w [24]

1 1
0o _ 2 _ 2_ -
L7zw =5 (9340 — 0oA3)” — 5
1 1
— Eeij(f)oA,- - 8ZAQ) (83.Bj - ang) - 561581-14]- (agB[) - 8033)

1 1
(B34; — 0;A3)? + 5 (83By — 8y Bs)* — 3 (83B; — 0;B3)?

1 1
+ 561‘]‘(803@' — 8,~Bo) (83Aj — 8jA3) + §€ijaiBj (83/10 — 80A3) , (111.5)

gdzie €;; = €7 = €"93 7 4,j € {1,2}. To pozwala na podanie gestosci lagrangianu dla
elektrodynamiki kwantowej z ladunkami elektrycznymi i magnetycznymi

Loep = LYy + V[iv' Dy — me] W + Uy, [iv" D — 1| U, (I11.6)

ktory jest niezmienniczy wzgledem transformacji cechowania U (1) x U(1), zadanych przez
i . To wyrazenie stanowi podstawe do wprowadzenia regut Feynmana w ra-
mach rachunku zaburzeri. Wtedy zaréwno pola fermionowe i pola potencjatéw cechowania
opisywane sa przez operatory pola, ktére wprowadzamy w procedurze kwantowania kano-
nicznego. W mojej pracy ograniczam sie do badania sektora p6l cechowania — potencjatow
A, i B, dlatego w dalszych rozdziatach pozostawig jedynie wktad od pol materii w po-
staci pradow: elektrycznego J# = —eW~*W i magnetycznego K* = —gW,,y*W¥,,. (Znak
(—), ktory pojawia sie w tych oznaczeniach wynika jedynie z konwencji znaku w cztonach
pradowych w lagrangianie i nie ma zadnego znaczenia fizycznego). Podkreslam tutaj, ze
oba prady maja charakter 4-wektorowy, co juz wczesniej postulowatam podczas dyskusji
treansformacji dyskretnych. Uwazam, ze nalezy unikaé rozpatrywania pradu magnety-
czego jako pseudowektora, bo to prowadzitoby do znanych probleméw - anomalii pradu
aksjalnego.

Znajomosé gestosci lagrangianu pozwala na przeprowadzenie kanonicznego kwantowa-
nia. W standardowej elektrodynamice kwantowej potencjat A spetnia réwnanie réznicz-
kowe drugiego rzedu. Teraz mamy podwojona ilo$é¢ zmiennych, zatem mamy réwnania
pierwszego rzedu po narzuceniu warunku cechowania.

Zwanziger w swojej analizie wybral cechowanie 0?n - A = 0?n - B = 0 gdzie n jest
ustalonym wektorem o wspotrzednych n# = (0,0,0, 1), ktore eliminuje niechciane czlony w
réwnaniach Eulera-Lagrange’a. Oznacza to, ze n- A oraz n- B sa polami swobodnymi nawet
dla teorii oddziatujacej. Korzystajac z procedury kanonicznej otrzymal on nastepujace
relacje komutacyjne miedzy potencjatami

[AF(t, ), BY(t,y)] = ie"yn"(n-0) " (z —y), (T11.7a)
[A¥(t, @), A (t,y)] = [BH(t, @), BY(t,y)] = —i(gd'n” + gg'n*)(n- )" (z —y), (IIL7D)

ktore sa nielokalne, poniewaz pedy sprzezone kanonicznie do jednego z potencjaldéw sa
przestrzennymi pochodnymi drugiego potencjatu.

Opisywany tu model kwantowej elektrodynamiki czastek obdarzonych tadunkiem elek-
trycznym i magnetycznym wynika z zaproponowanej przez Zwanzigera gestosci lagran-
gianu. W przeciwieristwie do teorii Diraca, ktéra byta nielokalna i zawierata niefizyczne
zmienne dynamiczne zwigzane ze strunami, teoria Zwanzigera prowadzi do lokalnych réw-
nari pola. Praca Zwanzigera zawiera wyznaczone relacje komutacyjne, skoriczone transfor-
macje Lorentza dla potencjatéw cechowania, tensor energii pedu i reguly Feynmana, przy
czym wszystkie rachunki przeprowadzone zostaly w cechowaniu 9?n - A = §?n- B = 0.
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111, Elektrodynamika kwantowa z tadunkamsi elekirycznymi i magnetycznymi

W dalszej czesci pracy przedstawiona jest procedura kwantowania kanonicznego w kilku
wybranych cechowaniach: planarnym, stozka $wietlnego oraz Coulomba, przy uzyciu dwoch
réznych metod kwantowania.
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V. Wybrane wtasnosci funkcji

Wightmana

4.1. Funkcje Wightmana

W mojej pracy podstawowym obiektem poddanym analizie jest korelacja prozniowa (war-
tos¢ oczekiwana) nieuporzadkowanego iloczynu dwoch operatorow pola (0|¢q(z)ds(y)|0),
zwana w dalszej czesci 2-punktowa funkcja Wightmana lub w skrécie po prostu funk-
cja Wightmana [49]. (Tutaj ¢,(x) oznacza dowolny operator pola.) Funkcja Wightmana
jest bardzo dobrym przedmiotem badan. Jest ona rozwiazaniem réwnania jednorodnego,
a uzyskanie z niej propagatorow, funkcji komutatorowej i innych potrzebnych wielkodci jest
stosunkowo proste. Ponizej oméwimy wybrane ogdlne wlasnosci funkcji Wightmana, ktére
potem beda wykorzystywane w naszej analizie.

4.1.1. Translacyjna niezmienniczo$¢

W relatywistycznej kwantowej teorii pola réwnaniami Heisenberga nazywa si¢ czesto re-
lacjem ihd,¢q(z) = [pa(z), Py). Sa one uogdlnieniem réwnan Heisenberga w mechanice
kwantowej (dla operatoréw zaleznych od czasu w obrazie Heisenberga). Tutaj operatory
P, sa generatorami translacji, wiec zachodza relacje komutacyjne [P,, P,| = 0, bo transfor-
macje translacji sa przemienne. Dlatego mozemy podaé¢ formalne rozwiazanie wszystkich
réwnan Heisenberga w postaci

¢a(x) — eipumu/ﬁ ¢a(0) e—iP,La;H/fL’ (IV].)

gdzie P at = Pyx® + P - x, a operator wykladniczy definiowany jest przez nieskoriczony
szereg potegowy. Operatory generatoréw translacji P, sg jednoczesnie operatorami cal-
kowitego 4-pedu i istniejg ich stany wtlasne |p,) odpowiadajace wartosciom catkowitego
4-pedu py, tzn. P,lp,) = pu|pu). Zakladamy, ze wérod tych stanéw wiasnych istnieje
jeden stan z zerowymi warto$ciami wiasnymi p, = 0, ktéry nazywamy stanem prozni |0).
Wiec mamy

PJoy=0, = e TNy =|0), (IV.2)

co oznacza, ze stan prozni jest translacyjnie niezmienniczy. Stad dla translacyjnie nie-
zmienniczej prézni funkcje Wightmana

(0¢a(x) 5 (y)]0) = (0] 1"/ 3 (0) e~ Fu" /M eiPuv /R gy, (0) e Fuv" /M 0) =
= (0] ¢a(0) e~ Ful=v)"/hgs, (0)]0) = (IV .3a)
= (0l¢a(x — y) ¢6(0)[0) = (0[¢4(0) $s(y — )|0) (IV.3b)

W tym podrozdziale przywracam we wzorach jawna obecnosé A.
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1V. Wybrane wtasno$ci funkcji Wightmana

zalezg jedynie od réznicy argumentéow x —y. W dalszej czesci bedziemy czesto korzystac
7z tej wlasnosci funkeji Wightmana.

Zakladamy, ze operator energii calkowite] ma widmo nieujemne, pg > 0, to oznacza,
ze funkcje Wightmana moga by¢ przedtuzane analitycznie w sktadowych czasowych poto-
zenia 20 — 0 — 29 — 90 — e, dla € > 0, bo to wprowadzaloby skonczony operator e~ do
wzoru . Ta wtasnosé analitycznosci bedzie wykorzystywana w dalszej czesci pracy,
gdy trzeba bedzie ustali¢ np. postaé rozktadu operatoréw niekowariantnych na operatory
kreacji i anihilacji.

4.1.2. Transformacja Lorentza dla pél wektorowych

Transformacja Lorentza opisuje zmiane wspolrzednych punktu przy przejsciu z jednego
uktadu odniesienia do innego. Z postulatéw szczegoblnej teorii wzglednodci wynika, ze réw-
nania matematyczne opisujace prawa fizyki musza by¢ wspoétzmiennicze po zastosowaniu do
nich transformacji grupy Lorentza, czyli pod wplywem tych transformacji nie moga zmie-
nia¢ swojej postaci. Niezmienniczo$¢ postaci rownan Maxwella ze Zzréodtami elektrycznymi
pod wplywem transformacji Lorentza, jeszcze przed sformutowaniem postulatéw szczegoél-
nej teorii wzglednoéci, wykazali Lorentz i Poincaré. Wspo6lzmienniczos¢ réwnan elektro-
dynamiki wymaga, aby wielkosci wystepujace w tych réwnaniach transformowaty sie pod
wpltywem transformacji Lorentza w okreslony sposéb.

Wtagciwa transformacja Lorentza dla kwantowego pola wektorowego V), () jest genero-
wana przez operator unitarny U(A):

oz’

U(A) V(@) UTH(A) = Dah

Vo(a') = A% Va(a), (IV.4)

gdzie 2'* = A¥,z¥. Zakladamy niezmienniczo$é lorentzowska stanu prozni |0) = U~1(A)|0),
a to prowadzi do lorentzowskiej wspolzmienniczosci (kowariantnosci) funkeji Wightmana

(01Va(2) W3 (0)[0) = (0]U (A)Vyu(2) Wo (U (A)[0) = A%A7{0]Va(a”) W5(0)[0), (IV.5)

dla kazdej pary pol wektorowych. Poniewaz ta relacja jest spelniona dla dowolnego A*,,
wigc dla infinitezymalnej transformacji Lorentza, gdzie A, = 0 + Wy, @ W = —wWyy
znajdujemy

(20 — 2,0,) (0[VA(2) Up(0)[0) = gxp (0[Vyu(z) Up(0)[0) — gan (O[Vi(x) Up(0)[0)+
+ gpv (0[Va(2) Up(0)[0) = gppu (0[Va(x) U, (0)[0). (1V.6)
Jedli ten warunek lorentzowskiej kowariantnosci jest spetniany przez funkcje Wightmana,

mowimy wtedy o kowariantnych funkcjach Wightmana, nawet jezeli model opisywany jest
przez gestosé lagrangianu, ktora nie jest lorentzowskim skalarem.

4.1.3. Transformacje dyskretne dla potencjatéow

Zakladamy, ze po przejéciu do teorii kwantowej transformacje dyskretne daja takie same
wyrazenia na transformacje potencjatéw cechowania jak w teorii klasycznej. W teorii
kwantowej transformacje parzystosci i sprzezenia tadunkowego generowane sa, odpowied-
nio, przez operatory unitarne & i ¥. Natomiast transformacja inwersji w czasie jest
generowana przez operator antyunitarny (antyliniowy) .7. Dzialanie unitarnego operatora
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1V. Wybrane wtasnosci funkcji Wightmana

liniowego & transformacji parzystosci na potencjaly cechowania jest nastepujace
P(Ag, A)PT = (A, —A), P(By, B)Z?' = (-By, B), (IV.7a)
unitarnego operatora antyliniowego 7 transformacji inwersji w czasie
T(Ag, A)TT = (Ay,—A),  T(By,B)7" = (-By, B), (IV.7b)
oraz unitarnego operatora liniowego ¥ transformacji sprzezenia tadunkowego
C(Ag, A)ET = (—Ay,—A),  €(By, B)¢' = (—By,—B). (IV.7¢)
Ztozenie tych 3 operacji prowadzi do wyrazenia na transformacje potencjatéw cechowania
@%QAM(JS)(@(KQ)T =—-A,(-x), @%yBu(x)(@%ﬂ)T = —B,(—x). (IV.8)
Ze wzgledu na obecno$¢ antyliniowego operatora 7, operator ztozony P€.T tez jest
antyunitarny (antyliniowy).

Zakladamy, ze stan prézni jest niezmienniczy wzgledem transformacji 2% .7, co oznacra,
ze (2% .7)10) = |0), a to z kolei prowadzi do relacji dla mieszanych funkcji Wightmana

(0]A,(2) B, (y)[0) = (2% T)10|Au(2) B, (y)|(2%€ 7)0) =

= (01PC T Au(x)(PC T (PET)B,(y)(2€T)|0)" =

= (0] A (=) By (—9)|0)* = (0| B} (—y) Al (=)[0)

= (0|B(—y)Au(—2)[0), (Iv.9)

gdzie ostatnia ré6wnoéé¢ zachodzi dla operatoréw hermitowskich. Dalej z translacyjnej nie-
zmienniczo$cli mamy

(0B (—y) Au(—)|0) = (0| By (z — y) Au(0)|0) = (0| By (x) Au(y)|0), (IV.10)
a nastepnie dokonujemy transformacji dualnosci elektromagnetycznej A, — B, — —A,
(0[By(2) Au(y)|0) = —(0[A, () B, (0)]0). (Iv.11)

Ta sekwencja rownosci prowadzi do bardzo waznej wlasnosci mieszanych funkcji Wight-
mana

(014, (2) B, (y)[0) = — (0|14, (x) B, (0)|0), (IV.12)

z ktorej bedziemy bardzo czesto korzysta¢ w dalszej czesci pracy. Oczywiscie analogiczng
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1V. Wybrane wtasno$ci funkcji Wightmana

analize mozemy przeprowadzi¢ dla diagonalnych funkcji Wightmana

(26 T)10|A,(2) Ay (y) (2% T)T0) =

0|2C T A, (x)(PC T (PECT)A(y)(PET)0)* =

014, (—2) Ay (—9)|0)* = (0] Al (—y) Al (—)[0)

0] Ay (—y)Au(—=)|0) = (0]A, () Au(y)|0) (IV.13)

(014, (2) Au (9)]0)

=
=
=
=
i widzimy, ze sa one symetryczne.

4.2. Niezmienniczo$¢ wzgledem cechowania

4.2.1. Model jednopotencjatowy

Przejdzmy teraz do badania ogdlnej struktury funkcji Wightmana dla potencjatéw wek-
torowych A, i B,, dopuszczonej przez symetri¢ cechowania. Najpierw, ograniczmy si¢ do
elektrodynamiki w sformutowaniu jednopotencjatowym, gdzie F),, = 0,4, — 0, A,. Teraz
zaktadamy ogolng postac¢ funkcji Wightmana dla potencjatu cechowania dang wyrazeniem

(04 (2) A0(0)[0) = =g D (2) + 0,97\ (2) + 0,23 (), (IV.14)
gdzie funkcje <I>ﬁ1 zaleza od wyboru cechowania, zas Dy (x) jest kowariantna funkcja oso-
bliwa dla bezmasowego pola skalarnego. To zalozenie wynika z zebrania znanych wynikéw

dla réznych warunkéw cechowania, a ponadto mozna tatwo sprawdzié, ze prowadzi ono do
nastepujacej funkcji Wightmana dla tensora pola elektromagnetycznego

(0| Flw () Fxp(y)10) = [9ux 000p — Gux 0uOp + Gup OuOx — gup 0,0 D4 (x —y). (IV.15)
Wyrazenie to zgadza si¢ ze wzorem Peierlsa na komutator F'*¥ [46], dla pola swobodnego

[Ep (), Fap(y)] = [0 000 — gux 0u0p + Gup 040\ — gup 00N D(z —y),  (IV.16)

gdzie wprowadzilismy znana funkcje Jordana-Pauliego iD(x) = Dy (x)— D4 (—z). Mozemy
réwniez rozwazy¢ liniowy operator Wilsona

UuC) = expig/cdm“AM(:n), (IV.17)

dla dowolnej krzywej C. Kenneth G.Wilson, w stynnej pracy dotyczacej uwiezienia kwar-
kow [47], analizuje krzywe zamkniete - petle i wprowadza chronologiczne uporzadkowanie
kwantowych operatoréw pola. Definiuje w ten sposéb obiekty

W(C) = (0| T expig ?i dab A, (2)]0), (IV.18)
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1V. Wybrane wtasnosci funkcji Wightmana

ktore nazywamy petlami Wilsona. Jedli rozwiniemy operator wyktadniczy i policzymy
wartosci prézniowe, wowczas dla abelowych pél cechowania uzyskujemy

W(C) = exp [—fﬁdﬂfcdy@pw(d@ -, (IV.19)

gdzie
Drw(z —y) = (0T Au(x) Ay (y)[0) (IV.20)

jest propagatorem Feynmana dla abelowych potencjaléw cechowania przy ustalonym wa-
runku cechowania. Wiemy, ze ogélna postaé tych propagatoréw wyglada nastepujaco

DFW(x —y) = —QWDF($ —y) + 6uq)V(fE —y) + al/q)u(x -v), (IV.21)

przy czym funkcja Feynmana dana jest wzorem Dp(x) = O(z°) D, (z) + O(—2°) D (—x),
za$ cztony @, (z — y) zalezy od wybranego warunku cechowania. Zgodnie z (IV.19) petla
Wilsona jest obiektem niezaleznym od cechowania

W(C) = exp [92 yfc da* fc dy,Dr(z — y)} : (IV.22)

Whniosek ten opiera si¢ na pozornie oczywistej obserwacji, ze catka liniowa po zamknietej
petli z gradientu pola znika tozsamosciowo

7{ dy”]{ dz0,®,(x —y) = 0, (Iv.23)
C C

Niestety ogélnie dla krzywych zamknietych C' podwéjna catka jest rozbiezna i wymaga
regularyzacji. Mozemy, na przyktad, zastosowaé regularyzacje wymiarowa, ktoéra polega
na zmianie wymiaru czasoprzestrzeni Mirikowskiego z 4 na d i obliczeniu catek dla dowol-
nej, niecatkowitej wartosci d. Regularyzacja ta dobrze pasuje do petli Wilsona, poniewaz
jest ona procedura niezmiennicza ze wzgledu na wyboér cechowania [48]. Jest to podstawa

stusznosci rownania (IV.22)).

Podczas naszej analizy chcemy skupié sie na niezmienniczosdci wzgledem transformacji ce-
chowania wielkosci W (C'), ktora nie zalezy od przepisu na chronologiczne uporzadkowanie
operatorow. Tak wiec chcemy zbadaé¢ funkcje Wightmana dla operatora petli Wilsona,
ktory definiujemy w nastepujacy sposéb

Ww (C) = (0] exp ig?{ dat' A, (2)]|0) = exp [—g27{ dzn“j{ dy" Dy (x — y)] (IV.24)
C C C
z 2-punktowa funkcjag Wightmana
Dy — ) = (0] Aulz) Ay (1)]0). (1v.25)

Jesli wprowadzimy ogdlng postaé jednopotencjatowych funkeji Wightmana ([V.14)), wow-
czas funkcja Wightmana dla operatora petli Wilsona moze byé¢ wyrazona jako

Ww (C) = exp [gQidx“jidy#DJr(x - y)} , (TV.26)
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1V. Wybrane wtasno$ci funkcji Wightmana

gdzie ponownie calki z dywergencji musza zosta¢ zregularyzowane w sposéb niezmienniczy
od cechowania, podobnie jak w przypadku petli Wilsona w poprzednim akapicie.

4.2.2. Model Zwanzigera

Wréémy teraz do modelu Zwanzigera z dwoma potencjatami cechowania. Przyjrzyjmy sie
blizej zaproponowanym przez Zwanzigera algebraicznym tozsamosciom dla tensora pola
elektromagnetycznego F'*¥ i tensora dualnego F*¥

v 1 v v 1 v o
PR = e Y = B - s Bl (V2)
~ . 1 =~ v fast 1 v
v = 3 [n“(n -F)Y —n"(n- F)“} + ﬁe“ Mpa(n - F),. (IV.28)

gdzie n* jest ustalonym przestrzennym 4-wektorem (n? < 0). Potencjaly cechowania A, i
B, sa zwigzane z tensorami F'** i F'*” nastepujacymi relacjami

(n-F)Y=(n-0)A" —9"(n- A) (n- f’)l’ =(n-0)B" —9"(n- B). (IV.29)
i posiadaja niezalezne transformacje cechowania
Au(x) = Au(z) + Ouxe(z), B, () = B,(z) + 0uxg(x), (IV.30)

a transformacja dualnoéci elektromagnetycznej ma posta¢ A, — B, — —A,,. Wybierajac
za Zwanzigerem [24] 4-wektor n* = (0,0,0,1) otrzymujemy niezalezne skladowe tensora
elektromagnetycznego

Fij = Eij (8330 — 8033), F30 = 83140 — 80143, (IV31a)
FiO = Eij(agBj — 8]33), ng = 63AZ- — 81'143. (IV.?)lb)
gdzie €;; = € = %93 74, j € {1,2}. Zakladamy teraz, ze diagonalne funkcje Wightmana
maja takg sama strukture jak w przypadku jednopotencjatowym (IV.14))

O 4,(2)A,0)|0) = —guDi(2) + 0,20 (@) + 0,8} (x).  (IV.32a)
O1Bu(2)B,(0)]0) = —guDy(x) +0,25(x) +0,95(x).  (IV.32b)

gdzie gb;‘ i qﬁf sg funkcjami zaleznymi od wyboru cechowania. Te zalozenie mozna tatwo
sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem dla réznych sktadowych tensora pola elektromagne-
tycznego. Na przyktad mozemy wyznaczy¢

<0|F30($)F3i(0)‘0> = <O‘(83A0 — 60A3)(:c)(83AZ — 81A3)(0)|0) = —8081D+(:E) (IV33)

co zgadza sie ze wzorem Peierlsa . Podobnie, funkcje Wightmana dla sktadowych
F30 i F3 tensora daja sie wyrazi¢ przez diagonalne funkcje Wightmana dla potencjatu
A, zad dla sktadowych FiJ i FO przez funkcje Wightmana dla potencjatu B,,. Dowodzi
to, ze nasze zatozenie dla diagonalnych funkcji Wightmana zgadza sie ze wzorem Peierlsa

(IV.15) dla tych sktadowych.

Niestety, jezeli wezmiemy funkcje Wightmana dla innych sktadowych tensora, to nie
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1V. Wybrane wtasnosci funkcji Wightmana

jestedmy w stanie zapisac¢ ich przy uzyciu diagonalnych funkcji Wightmana. Poniewaz nie
ma bezposredniej analogii do opisu jednopotencjalowego musimy przyjrzeé sie doktadniej
strukturze modelu Zwanzigera.

4.2.3. Niediagonalne funkcje Wightmana

Szczesliwie mozemy zauwazy¢, ze definicje sktadowych pola elektromagnetycznego (IV.31)
wynikajace z modelu Zwanzigera, pozwolaja nam zapisa¢ niediagonalne (mieszane) funkcje
Wightmana w postaci

e"209,02(0| A, () B, (0)[0) = —3(0|F3,,(z) F*°(0)]0), (IV.34a)
30,030 Ay () B, (0)[0) = 9, (0| F, () F*(0)[0) — 85(0| Fyu(ar) F*3(0)[0), (IV.34D)
AR 9002 (0| A () B,(0)|0) = —05(0|F3, () F*(0)[0). (IV.34c)

Wzory te moga by¢ wyrazone w zwartej formie jako

(n - 9)%e 20 (0] A (2) B,(0)[0) = (1 - 8)(0[n® Fa(x) F*7(0)|0)+
+ nP(0[n*Fag(x) O\F(0)0). (IV.35)

Nastepnie musimy znalezé (0|n®F,s(z) F*P(0)|0) uzywajac argumentow spoza samego mo-
delu Zwanzigera. Oczywiscie mozemy ponownie uzy¢ wzoru Peierlsa w postaci i
uzyskujemy

(0[n*Fup(x) FPP(0)[0) = 2(n - 8)0° Dy (x), (IV.36a)

co po podstawieniu do (IV.35)) daje
(n - 8)26“”’\”@\(0\14“(:13) B,(0)|0) =2(n - 8)28pD+(:r). (TV.36D)

Dla przestrzennie podobnego 4-wektora n? < 0 mozemy uzyé¢ operatora catkowego
(n-0)~1 i usunaé (odcatkowaé) pochodne czastkowe d3. To prowadzi do réwnania o bardzo

eleganckiej - kowariantnej - postaci

AP35 (0| A, () B,(0)|0) = 207D (). (IV.37)

To réwnanie jest jednym z najwazniejszych oryginalnych wynikéw tej pracy, nie ma ono
odpowiednika w zadnej wczesniejszej pracy na temat podejscia dwupotencjatowego do elek-
trodynamiki kwantowej. W oczywisty sposéb to lokalne réwnanie pozwala na poszukiwanie
wynikéw niezaleznych od cechowania w duzo wygodniejszy sposéb niz wyliczanie petli Wil-
sona.

Najpierw pragniemy zbadaé ogblne wlasnosci rozwiazan tego réwnania, szczegdlnie intere-
suja nas rozwigzania zgodne z omawianymi wczesniej symetriami: Lorentza i dyskretnymi.
Wezesniej uzywajac symetrii CPT przekonalidmy sie, ze niediagonalne funkcje Wightmana
sa antysymetryczne , €O oznacza, ze rownanie zawiera wszystkie niezerowe
sktadowe mieszanych funkcji Wightmana. Ponadto wprowadzajac nowe oznaczenia dla
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1V. Wybrane wtasno$ci funkcji Wightmana

nieznikajacych funkcji Wightmana, gdzie m,n,l € {1,2,3}

(0] Am () Bn(0)0) = émm Zi(x),  (0[Ao(x) By (0)|0) = A () = —(0|Am(x) Bo(0)[0),

(IV.38)
mozemy zapisa¢ rownanie ([V.37) jako
00 P (%) — €mniOn N () = O Dy (), Om Pm(x) = 09Dy (). (IV.39)

Rownania te maja forme rownan Maxwella, gdzie &2, (x) pelni role pola elektrycznego,
() pola magnetycznego, podczas gdy 0D+ (z) oznacza gestosé tadunku elektrycznego,
zas O D4 (x) gestosé tadunku magnetycznego. Zauwazmy, ze mamy tu tylko elektryczne
prawo Gaussa i prawo Amp‘ere’a (z poprawka Maxwella). Ewidentnie brakuje magnetycz-
nego prawa Gaussa i prawa Faraday’a. Pokazuje to, ze w przeciwienistwie do prawdziwych
rownan Maxwella nie mamy jednoznacznego rozwiazania, pomimo ze zrodta elektryczne
nie znikaja. Otrzymalismy wiec réwnania posiadajace wiele rozwiazan, co dale nam moz-
liwos¢ wybrania rozwigzania o pozadanych wlasnosciach. Chcieliby$my mieé¢ rozwiazania
lorentzowsko kowariantne, dlatego dodatkowo naktadam warunki niezmienniczosci wzgle-
dem pchnieé

(ﬂjma() - l'()am)yn = —€mniN, (xma() - anm)% = €mn (IV403)
oraz obrotéw

(xman - xnam)f@l@:) = _5nl<@m<$) + 5ml'@n(x)7 (IV-4Ob)
(XmOn — TpnOm) Mp(x) = —duMm(x) + O (x). (TV.40c¢)

Warunek spéjnosci (IV.39)) oraz powyzszych réwnan transformacyjnych jest prosty
000D+ () = 0 D4 (), (IV.41)

lecz nie zgadza sie z rownaniem xo0y D4 (z) = (2,0m —2) D4 (), ktore jest konsekwen-
cja niezmienniczosci D4 (z) wzgledem konforemniej transformacji skalowania. To oznacza,
ze nie ma kowariantnej mieszanej funkcji Wightmana w modelu Zwanzigera.

4.2.4. Rozwigzanie sferycznie symetryczne

W kwantowaniu kanonicznym obroty przestrzenne nie zmieniajg hiperpowierzchni kwan-

towania 2% = 0 , mozemy wiec poszukiwaé sferycznie symetrycznego rozwigzania na

funkcje Wightmana. To oznacza, ze nasze rozwiazanie musi dodatkowo spetnié¢ warunki

(IV.40b}, [IV.40¢)). Takim rozwigzanie réwnania (V.39 jest

P () = 000 A~ % Dy (), N =0, (IV.42)
gdzie
dSk e—ik-z x0 1 1
A7t D =i = dr D — IV.4
o)) *x Dy (x) Z/]R?’ CERITE /0 T +(T,:c)+187r‘m| (IV.43)
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1V. Wybrane wtasnosci funkcji Wightmana

To rozwiazanie oznacza, ze nieznikajacymi mieszanymi funkcjami Wightmana sa
(0|Ap () Bo(0)|0) = €mmddoA™ % Dy (), (IV.44)

przy czym m,n,l € {1,2,3}. Mozemy zapisa¢ ogolna posta¢ sferycznie symetrycznych
mieszanych funkcji Wightmana

(0]A,(x) B,(0)|0) = —€uapd*0°A7" % D, (2), (IV.45)

gdzie wprowadzilismy O* = 9" —t19p z t* = (1,0,0,0). Spodziewamy sie, ze to rozwigzanie
réwnania moze by¢ zrealizowane dla jakiego$ warunku cechowania. Narzucajacym
sie wyborem jest warunek cechowania Coulomba dla obu potencjatéw, ktory mozemy zapi-
sa¢ jako 5“14“ =0;4; =01 5’”3# = 0;B; = 0. Oczywiscie to nasze przypuszczenie wymaga
potwierdzenia na drodze procedury kanonicznego kwantowania - wyniki przedstawione sa
w rozdziale VI.

Poniewaz wiemy, ze nie istnieje kowariantne rozwigzanie réwnania , to musimy
przyjaé¢ nastepujaca ogdlna postaé mieszanych funkcji Wightmana

(0]A,(2) By(0)|0) = —€,40p0%0° A7 % Dy (2) + 8,9, (z) — 8, ¥, (), (IV .46)

gdzie funkcje ¥, () zaleza od wybranego warunku cechowania, a znak minus w cztonach z
pochodnymi wynika z wymaganej antysymetrycznosci mieszanej funkcji Wightmana [51].
Sprawdzimy poprawnos¢ tego wzoru w kilku cechowaniach w dalszej czedci pracy.

4.2.5. Petle Wilsona dla mieszanych funkcji Wightmana

Sprawdzmy jakie sg konsekwencje wzoru (V.46 dla petli Wilsona. Analogicznie do przy-
padku jednopotencjatowego ([V.24)) rozwazmy

Ww (Cy,C) = (0] [expig?i dac“AH(:n)} [expigji dy”B,,(y)} [0), (IV.47)
1 >
wowczas
Ww(Cy,C2) = exp|—g
X exp |—g

(IV .48)

X exp |-g 74 dzt ¢ dy” (0| A, (x) B, (1)|0)
L Ch Co i

Wktad od diagonalnej funkcji Wightmana ma posta¢ ([V.26)), tak wiec skupmy sie na
wktadzie od niediagonalnych funkcji Wightmana. Skorzystanie z twierdzenia Stokesa dla
calki liniowej, na przyktad po z, prowadzi do

740 o 740 W04 Bw)l0) = /S (@) fo 0 A @) Buw)0), {1V 49)
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1V. Wybrane wtasno$ci funkcji Wightmana

gdzie dw"*(z) = da* A dz? jest infinitezymalnym elementem powierzchni, S; dowolna
powierzchnig rozpieta na petli C1, wiec jej brzeg dany jest przez 051 = C;. Uzywamy
oznaczenia JyA, = O\A, — O, Ay. Jak wida¢ wyrazenia z W, (z) znikaja, wigc w powyz-
szym catkowaniu musimy braé¢ pod uwage tylko

<0|8[)\Au] (:E) Bl/(y)|0> = _8[)\6u]l/aﬁgaaBA_l * D+(£L’) = eAuupapD-l-(x)a (IV5O)

gdzie ostatniag réwnos$¢ mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Mamy wiec

A ot f Sy OlA4u(x) B)l0) = / (@ A A 2Dy (). (V5

Oznacza to, ze funkcje Wightmana dla operatoréw petli Wilsona maja postaé kowariantna
pod warunkiem, ze caltke liniowa przeksztalcimy na catke powierzchniowa. Fizycznie ozna-
cza to, ze jeden z potencjatéw daje wkilad przez swoj strumien, zas drugi przez linie za-
mkniety. Oczywiscie mamy dowolny wyboér miedzy potencjatami i mozemy réwniez zapisaé

§odo § a0 B0 =~ § dot [ N, De(o -y, (IV52)
Cq Cs Ch So

gdzie 8S2 = Cg.
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V. Kwantowanie kanoniczne uktadéw z
wiezami - procedura

Faddeeva-Jackiwa

Kwantowanie kanoniczne jest to procedura pozwalajaca na przejicie z klasycznej do kwan-
towej teorii pola i umozliwia otrzymanie z funkcji Lagrange’a komutatoréw pol i kanonicz-
nie sprzezonych z nimi pedéw. 7 klasycznego lagrangianu w ustalonej chwili czasu

Lt) = /RS BrL (¢a(t, ), doda(t,x)), (V.1)

gdzie ¢, sa polami, ktérych dynamike bedziemy badaé, mozemy wyznaczy¢ kanonicznie
sprzezone do nich pedy

OL(t) B oL
0 [80¢a (ta m)] 0 [80¢a (ta w)] 7

Tt x) = (V.2)

przy czym symbol W;tm) oznacza pochodng funkcjonalng. Réwnania pola dane sg przez

réwnania Eulera-Lagrange’a

d oL oL
dt 3[0o¢a(t. )] Odu(t, x)

=0 (V.3)

wyprowadzone z zasady wariacyjnej 6S = 5ft21 L(t) dt = 0. Odwracajac zwiazki 1}
staramy sie wyznaczy¢ pochodna po czasie pola ¢, w funkcji pol i pedow. Jesli jestesmy
w stanie wyznaczy¢ wszystkie predkodci, wowcezas mamy uktad bez wiezéw. Hamiltonian
definiujemy przy uzyciu transformacji Legendre’a

H= . B [ZW“(t,m)ﬁogba(t,x)—L’((ba,&ba) . (V.4)

H(t) okredla energie pola i jest stata ruchu, gdy zalezy od czasu tylko przez pola i pedy.
Rownania pola (V.3) mozemy napisa¢ w postaci kanonicznej

) SH o .. . oH
a(ba(tvm) = (SFa(t,CC), ETF (t7w) - _5¢a(t; .’L‘) . (V5)

Korzystajac z powyzszych wzoréw mozemy pochodna czasowa dowolnego funkcjonatu za-
pisa¢ w postaci ‘il—l; = {F,H}, gdzie prawa strona jest nawiasem Poissona funkcjonatu F'

z hamiltonianem. Nawias Poissona dwoch funkcjonatéow F' i G, ktore zaleza od zmiennych
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kanonicznych, zdefiniowany jest nastepujaco

- s (_OF 090G 0F 4G
ray = %:/R:sd <6¢a(t,cc)57ra(t,a:) 57Ta(t,zc)(5q§a(t,a:)>' (V-6)

Zmienne kanoniczne spetniaja nastepujace nawiasy Poissona w okre§lonej chwili czasu

{salt.o). 7 ty)} = o (@ —y). (V.7a)
{dalt.2)tr(ty)} = {=(to).r(ty)} =0, (V.Th)

Przechodzac do teorii kwantowej pola c-liczbowe zamieniamy na operatory w przestrzeni
Hilberta oraz nawiasy Poissona na komutatory. Operatory spelniaja réwnoczasowe kano-
nicze relacje komutacyjne (uzywamy jednostek gdzie h = 1)

Ou(t,2), (L, y)| = 608" (x —y) (V-8)

ze znikajacymi komutatorami [®,, ®,] i [II%,11°]. Wprowadzilismy tu wielkie litery grec-
kie na oznaczenie operatoréw kwantowych odpowiadajacym polom klasycznym, jednak w
dalszej czesci nie bedziemy dokonywadé takiego rozréznienia. Pomimo, ze zaréwno wielko-
sci klasyczne, jak i odpowiadajace im operatory kwantowe oznaczamy przy pomocy tych
samych symboli, to mam nadzieje, Ze nie bedzie to prowadzito do nieporozumien.

Procedura kanoniczna staje sie bardziej ztozona, gdy nie potrafimy z rownan (V.2]) wyra-
zi¢ wszystkich predkosci przez pedy i pola. Mamy wtedy do czynienia z uktadem 7 wiezami.
W przypadku kwantowania tego typu uktadéw mamy do dyspozycji standardowy algorytm
zaproponowany przez Diraca zawierajacy trzy rutynowe dziatania: znalezienie wszystkich
wiezéw, policzenie nawiaséw Poissona, by sklasyfikowaé wiezy oraz zamiane nawiaséw Po-
issona przez nawiasy Diraca. Czasami zastosowanie tego algorytmu wigze sie z obliczeniem
duzej ilosci nawiaséw Poissona i bywa pracochtonne. Mozemy zdecydowaé sie réwniez na
prostrza metode zaproponowana przez Faddeeva i Jackiwa [50], [52].

Procedura kwantowania Faddeeva i Jackiwa wykorzystuje tensor symplektyczny. Wyni-
kajace z lagranzjanu réwnania Eulera-Lagrange’a pierwszego rzedu w zmiennych w prze-
strzeni fazowej, tworza macierz symplektyczna. Gdy tensor symplektyczny, tzn. odwrot-
no$¢ macierzy symplektycznej istnieje, woéwczas definiuje nam nawiasy zmiennych. Jesli
macierz jest nieodwracalna,wtedy rzeczywiste wiezy produkowane sa przez mody zerowe
macierzy symplektycznej i potencjal. Przez mnozniki Lagrange’a wiezy rzeczywiste mody-
fikuja macierz symplektyczna, ktora moze staé si¢ odwracalna.

Wiezy pojawiaja sie w kazdym z analizowanych w tej pracy cechowan. W wiekszosci
z nich korzystam z procedury Faddeeva-Jackiwa, poniewaz szybko prowadzi ona do nawia-
sow Diraca. W kolejnym kroku dla potencjatéw cechowania wprowadzamy rozktad Focka,
nastepnie znajdujemy komutatory operatoréw kreacji i anihilacji i ostatecznie budujemy
2-punktowe funkcje Wightmana, tzn. prézniowe wartodci oczekiwane dla nieuporzadkowa-
nego iloczynu operatoréw pola.
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Metoda Diraca

Gestosé lagrangianu

Metoda Faddeeva-Jackiwa

Gestosé lagrangianu

(2 (2
Pedy uogblnione Pedy uogélnione
I (8
Nawiasy Poissona Roéwnania Fulera-Lagrange’a
A8 A8
Wiezy pierwotne Zmienne niedynamiczne
(8 A8
Rozszerzona gestodé Efektywne rownania
hamiltonianu dynamiczne
A8 (8
Wiezy wtérne Hamiltonowskie
U réwnania ruchu
Dodatkowe warunki na (!
wiezy 1-go rodzaju Hamiltonian Diraca
A8 A8
Nawiasy Diraca Nawiasy Diraca

5.1. Cechowanie planarne

Wybor cechowania planarnego polega na takiej modifikacji gestosci lagrangianu, aby réow-
nania Fulera-Lagrange’a przybraly posta¢ sfaktoryzowana. Sprowadza sie to eliminacji
odpowiednich cztonéw, a w przypadku gestoéci lagrangianu Zwanzigera musimy
odja¢ dwa czlony zwiazane z dwoma potencjatami. Stad w cechowaniu planarnym mamy

1 1
Lo = Lo = 50un- A)9(n- 4) = 50,(n- B)(n - B), (V.9)
Py Sayim WYbieramy jakO Sta}y 4-wektor n# = (07 07 07 1)7 WIQC TL2 =-1< 07 CZyli mamy

przestrzennie podobne cechowanie planarne. Powyzsza gestosé lagrangianu zapisana jawnie
w sktadowych

pplanar - _ % (0540)? — B Agdy A — % (9340)? + D Aidi Ag + % (0345)2 — A-J
+ % (83B9)* — 93 B9y Bs — % (83B;)* 4 03B;9; B3 + % (03Bs)? - C- K
- %eij(aoAi _ 0,40) (03B, — 0, Bs) — %qjaiAj (03B — 90 Bs)
4 %eij(aoBz- — 0,Bo) (D34, — 0, A3) + %eijaiBj (034 — Bods).  (V.10)
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postuzy do przeprowadzenia procedury kanonicznego kwantowania, a nastepnie znalezienia
funkcji Wightmana. Wymaganie, aby réwnania Eulera-Lagrange’a miaty postaé¢ sfaktory-
zowang, sprawdzimy ponizej wyznaczajac rownania ruchu dla wszystkich sktadowych obu
potencjaléw.

5.1.1. Procedura kanoniczna

Rozpoczynamy od znalezienia pedéw kanonicznych, jako pochodnych gestosci lagranzjanu
po odpowiednich predkosciach

™ =0, % =0, (V.11a)
1 1
71'1??4 — —83A0 — 56,”8ZBJ’ 7'(‘% = —8330 —+ 561]8214], (Vllb)
. 1 . 1
71-34 = —ieij(a3Bj — 8]‘B3), 7T39 = ieij(agA]’ — @-Ag), (VllC)

Widzimy, ze wyrazenia na pedy nie zawieraja predkosci, tzn. pierwszych pochodnych po-
tencjaléw po czasie. Wystepujace tu wiezy sa wiezami drugiego rodzaju, wiec postepujemy
dalej zgodnie z procedura Faddeva-Jackiwa. Znajdujemy réwnania Fulera-Lagrange’a dla
gestosci tadunkow

0g03As = O3 (83140 + EijaiBj) + JO, (V.12a)
0p03B3 = 03 (8330 — EijaiAj) + KO, (V.12b)

sktadowych pradéw wzdtuz wyréznionego wektora n

Og03Ag = O3 (&‘Ai + 83143) + J3, (V.lQC)
0p03By = O3 (&‘Bi + 8333) + K3 (V.12d)

oraz dla sktadowych pradéw prostopadtych do n

806314@ = 8i83A0 — Ez'jag(agBj — ang) + Einj, (V.lQe)

0y03B; = 0;03Bg + Eijag(agAj — 8]'143) — eiij. (V.12f)

We wszystkich tych réwnaniach mozemy wylaczyé pochodng czastkows d3, a to oznacza
postaé sfaktoryzowana réwnan Eulera-Lagrange’a — efektywnie sg one réwnaniami
l-rzedu. Wyznaczamy gestos¢ hamiltonianu dla badanego uktadu z transformacji Legen-
dre’a

H = 7300As + 7500 Bs + w400 d; + T00B; — L = HA + HBB + AP (V.13a)

gdzie dla utatwienia dalszej analizy wprowadzilisémy podzial gestodci hamiltonianu na trzy
czesci: wkiad zalezny tylko od potencjalu A,

1 1
HA = — (D5 40)” — S (0543)" + 5 (O3As)? — 0 AsOAs + A ], (V.13b)

1
2
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wklad zalezny tylko od potencjatu B, ktéry jest dualnie symetryczny do HAA

1 1
2 2

oraz wklad zalezny od obu potencjatéw cechowania A, i By,
HAB = —0340€;0;Bj + 03Boeij0iA;. (V.13d)
W tych wyrazeniach pomijam cztony bedace catkowita pochodng przestrzenna, poniewaz

zaktadam, ze potencjaly znikaja w nieskoniczonosci i cztony brzegowe mozemy zaniedbaé
przy konstrukcji hamiltonianu H = [os d3x H. Mozemy wprowadzi¢ nowe pola

U = ei;A7V? % 0B, UP = ;AT % 0,4, (V.14a)
e =AY A3 - ATV s04i,  EP =A% Bs— ATV % 0:0,B;,  (V.14D)
Ut = As, Us = B, (V.14c)
E§' = 0340 + €,;0;,B; + 05 1 J°, EP = By — €;0;A; + 05 K°, (V.14d)

gdzie catkowe operatory Afl/ 2 sa omowione w Dodatku , * oznacza splot, natomiast

1
5 (@ —y) = gsen(a® —y*) 6(a! —y") 0(a* — 7). (V.15)
Te nowe pola zostaly wybrane w w taki sposéb, by spelialy réwnia 1-go rzedu w po-
chodnych czasowych. Przedefiniowanie w ten sposob poél, pozwala na zapisanie réwnan

(V.27a)-(V.27f) w postaci

Aols = &, aUf =P anE = AU, oY = AuP, (V.16a)
Uit = Ef+ AT xor x0T (V.16b)
oUP = EP+ AP0y 0K, (V.16¢)
B = AUP + 05 % AP w0 — e A w0, (V.16d)
0EE = AUP + 07« AVPKO 4 ey ATV 5 0,07, (V.16¢)

Sposérod nowych p6l mamy dwie pary poél swobodnych nawet w obecnosci pradéw, zas po-
zostate pola zawierajg niekowariantne cztony polowe. Ta postaé¢ réwnan pola oznacza, ze
wprowadzone nowe pola stanowia uktad niezaleznych stopni swobody. Otrzymana wcze-
$niej gesto$¢ hamiltonianu zapisujemy w nowych zmiennych i uzyskujemy

1 1
HAP = — (&8 — A2up — o7 TN A UP — (EF — A2uUP - 07 KO) A UP (V.1Ta)
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oraz
WAL = leh o AUM? 4 S0P+ LT aEr) — Loy - Loy
- 2 3 1%L 2 33U 2 1 1L 2 343 2 113
- 1 _1 _1 .
+ U+ 5(agjo)2 + (0510 (U5 — A2EDN) + ey A POUP) T (V.17Db)

HEBB jest dualnie symetryczny do HA4 | przy czym transformacja dualnosci ma teraz
postaé Esz — EfL — —Sé‘}L oraz L{?fL — Z/{fL — —L{?‘)‘}L, wiec tatwo mozemy odtworzyé
jego postaé. Majac rownania ruchu 1-go rzedu oraz gestos¢ hamiltonianu mozemy odczytaé
wszystkie nawiasy Diraca. Niezerowe nawiasy dla nowych pél wynosza

{U(x), &8 ()p = - (@ —vy), {UP(x),&5(W)}p = (x—y), (V.18)
{Uit(x), &' (y)}p = 6*(z — y), {Uf (@), (y)tp = 8*(x — ), (V.18Db)

a po przejsciu do teorii kwantowej otrzymujemy nastepujace réwnoczasowe reguty komu-
tacyjne

Ui (), £ (y)] = i6° (@ — y), UP (@), EF (y)] = id*(x — y), (V.19b)

Oznacza to, ze mozemy traktowaé (Us', &), (UP,EP), (UL EA) 1 (UP,EP) jako pary
zmiennych kanonicznych.

5.1.2. Funkcje Wightmana

Przechodze teraz do analizy przypadku swobodnego tzn. gdy Zrédia zewnetrzne znikaja
JH = K* = 0, wowczas pola spetniaja réwnania [ U?’LB = 83A’LB = 0. Przedstawiam
niezalezne pola za pomoca catek fourierowskich w reprezentacji Focka

ek 1 . ,

A,B . A,B —ik-x A,Bt ik-x

UP(z) = /R G R P e ™ 4l Twye) . (v.20m)
AB i Bk [ AB, —ike  AB ik

53,L () = D) /R3 4(2@3/2 [%,L (k)e b asr T(k)e F } ) (V.20b)

gdzie wprowadzilismy zbiér operatoréw kreacji i anihilacji. Z komutatorow (V.19)wynikaja
nastepujace zwigzki komutacyjne

k), a3 (p)] = 20kl (k —p),  [af (k) af (0)] = ~2AKIo* (K —p),  (V21a)

k), (p)] = 2kl6*(k—p),  [af(k),af (p)] = 2kl (k- p).  (V.21b)
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Te relacje komutacyjne spetniane przez operatory kreacji i anihilacji pozwalajg znalezé
funkcje Wightmana dla niezaleznych stopni swobody

3 .
O @10 = ORI = [ F e (V)
3
Ot @ERO) = -~Olgfwetom = [ Gi e vam
R i 3 )
OUA@EL ) = —Out@Et o) =5 [ Sl (va)

gdzie wykorzystalismy fakt, ze funkcja Wightmana zalezy jedynie od réznicy argumentow
pol (O[UA (z)U (y)]0) = (0JUf (x — y)U;(0)|0) oraz (IV.3b)), aby zapisa¢ wyniki w czytelny
sposob. Zwiazki (V.14) sa odwracalne i mozemy wyjsciowe potencjalty wyrazi¢ przez pola
Uié€

Az = UL, Ao =5 (sgj‘ YN JO) , (V.23a)
Bs =Ub, By=0;"' (5;? — AP 97« K°> , (V.23b)
A =07 % 0l + e AT w 0UP — 07 % AT V0,64, (V.23c)
Bi =07 % 0P — e, ATV w0Uft — 07« ATV P0,EP, (V.23d)

Znalezione wczedniej funkcje Wightmana dla pol U i £ umozliwiaja wyznaczenie funkcji
Wightmana dla potencjatéw wyjsciowych

(014, (2) A ()I0) = —guDs (& — ) — (D + Dyn) By (z— ), (V.24)
(0[Bu(2)By(y)|0) = —guwD(z —y) — (Qurw + Ounyp) By (z — ), (V.24b)
(014, (@) Bu()[0) = €upxdn* By (z — y), (V.24c)

gdzie wprowadzamy funkcje D, (z) i F4 () zdefiniowane nastepujaco

Pe 1 @
Di(x) = /R3 (2ﬂ>3meﬂk‘r, E (z) = 05" % Dy () :/0 dé Dy (2%, €)

Whasnosci powyzszych funkeji umieszezone sa w dodatku [C]

5.1.3. Réwnowaznos¢ rozwigzah

Mozemy pordéwnaé teraz mieszane funkcje Wightmana w cechowaniu planarnym (V.24c)
oraz uzyskanym wczesniej rozwiazaniem

(0]A;(x) B; (0)]0)cowr = EijkakaoA_l * D (x). (V.25)
Warunek réwnowaznosci rozwiazan jest nastepujacy

(01 4,(2) Bo(0)Optanar = (0] 4,(2) Bu(0)[0)cout + B ¥y — 8, (V.26)
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Wypisujac w jawny sposob wszystkie sktadowe mamy nastepujacy uktad réwnan na po-
szukiwane funkcje ¥

Ny — 00y = —003 " % Dy(x) + 300A Dy, (V.27a)
W3 — 030, = —9p0A %Dy, (V.27b)
DU3 — 03Wy = 9901 A %Dy, (V.27c)
MWy — W1 = —0:05 " 'Dy(z), (V.27d)
Vo — Wy = 0105 Dy(w), (V.27e)
BV — Vs = 0. (V.27f)

Biore kombinacje liniowa pochodnych trzech ostatnich réwnan uzyskuje réwnanie
AVy = 0y0;¥;, ktorego rozwigzaniem jest funkcja ¥ = 9o0; A~ « ¥;. Z pochodnych
rownan (V.27al) i (V.27c) mamy

02y — 0000 Ty = — 000105 % Dy () + 0001050~ % Do(z),  (V.284)
82(—81‘1’1 — 82\1’5) — 8??‘112 = 808183A‘1 * D+(13), (V28b)

przy czym zatozytam, ze 01 W1 + 0o Wy + 03W3 = 0. Roznica tych réwnar pozwala w prosty
spos6b wyznaczy¢ Wo

AUy = *60318371 * D+(JU) = Uy, = *80318371 N D+(SU) (V29)

W analogiczny spos6éb mozna uzyskaé¢ pozostate funkcje ¥. Poszukiwanymi rozwigzaniami
sa wiec nastepujace funkcje

\I’O = 0, ‘111 = 8062851 * A_l * D+(SL‘), (V30&)
\I’g = 0, ‘112 = *80(918371 * A_l * D+($) (VSOb)

5.2. Cechowanie dLC;

Jako warunek cechowania chcemy wybrac¢ cechowanie aksjalne (osiowe), ktore pozwoli
na eliminacje sktadowych Ag i By, dla ktérych nie ma pedéw kanonicznie sprzezonych
w gestosci lagrangianu Zwanzigera. Wydaje sie, ze najprostszym wyborem jest warunek
cechowania czasowego Ay = By = 0. Jednak juz w teorii 1-potencjatowej cechowanie
czasowe prowadzi do powaznych probleméw zwigzanych z operatorem prawa Gaussa. Ten
operator powinien, dla teorii swobodnej, anihilowaé¢ stany fizyczne, w tym oczywiscie stan
prézni. Jednak to prowadzitoby do niekonsystencji procedury kwantowania kanonicznego.
Aby temu zaradzi¢ wprowadzono zmodyfikowany stan prézni, jednak za cene zlamania
symetrii translacyjnej [48]. To oznaczaloby ztamanie jednego z podstawowych naszych za-
tozeni (IV.3b), ktore przyjelismy podczas analizy ogolnych wlasnosci. Dlatego nie bedziemy
rozwazal cechowania czasowego dla analizy funkcji Wightmana w modelu Zwanzigera.
Proponujemy zbadaé cechowanie, opisywane przez warunki na sktadowe potencjatéw ce-
chowania Ay —aA; = 0i By —aBy =0, przy czym parametr o moze przyjmowaé wartosci
+1. Bedziemy to cechowanie nazywa¢ dLC; - jest to skrét z jezyka angielskiego double
Light-Cone, gdzie 1 oznacza o$ z!, wzdtuz ktérej budujemy 4-wektor zerowy (1,a,0,0).
Ten wyboér warunkéw cechowania, na oba potencjaty A, i B, jest oczywiscie symetryczny
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wzgledem transformacji dualnosci elektromagnetycznej, ktéra bedzie jawnie obecna na kaz-
dym kroku prodecury kanonicznej.

Wykorzystujemy ten warunek cechowania, aby wyznaczy¢ pola Ag i By przy pomocy A;
i By. To prowadzi do gestodci lagrangianu w tym cechowaniu

1 1 1
LI — 5 (b3 A; — By Asz)? — 5 (8341 — D1 Ag)* — 3 (8345 — By A3)* +
1 9 1 2 1 2
+ B (a03By — 0pBs3)” — B (03B1 — 01B3)” — B (03By — 02B3)” +
— Ay(aJ + JY) — A J? — A3 — B1(aK° + K') — BoK? — B3K3+
1

1
— 5(60 — a@l)Al (6332 — 8233) + 5(80142 — CtaQAl) (8331 — 6133) +

1 1
— 5(81142 — (92141) (04(9331 — 80B3) + 5(8132 — 8231) (04(93141 — 80A3) +

1
+ 5(80 - a61)31 (63A2 — 82A3) (8032 — 048231) (83/11 — 81143) . (V.31)

1
2
Wydaje sie, ze nie jest mozliwe wprowadzenie bardziej zwartej notacji do opisu tego ce-
chowania. W lagrangianie Zwazigera wyrézniony jest kierunek 3, za§ wybér warunku
cechowania wyréznia kierunek 1, jednoczesnie pozwalajac na wyeliminowanie sktadowych
czasowych obu potencjatéw, w zwigzku z tym uzywamy zapisu jawnego wszystkich skta-
dowych.

5.2.1. Procedura kanoniczna

Opierajac sie na powyzszej gestodci lagrangianiu moge przeprowadzi¢ procedure kwanto-
wania kanonicznego. Réwnania Eulera-Lagrange’a maja postaé

0_03 (BQ + OzAg) = OéJJr, 0_03B1 = 03 (83142 — 82143) — J2, (V.32a)
0_03 (Ag — aBg) = —aK+, 0_03A1 = —05 (8332 — 8233) + K2, (V.32b)
0.0_A3 = 0a(OsAs — 03As) — ads(03Bs — sBs) + aK? — J°, (V.32¢)
8_,_8_33 = 82(3233 — 8332) -+ 0483(83.42 — 62A3) — aJ2 — KB, (V.32d)

wprowadzone sa tu nastepujace oznaczenia 0+ = y+adr, J* = J'+aJ', K+ = KO4+aKL
W kolejnym kroku znajdujemy pedy kanoniczne sprze¢zone z potencjatami A, i B,

. 1 1
T4 = —5€; (03B; = 0;B3), m = 5eij (0345 — 0jA3) (V.33a)
1 1
7T?4 = 0pAs — a03A1 — ieijaiBj, 7['33 = 0pB3 — a03B1 + iqjaiAj, (V33b)

gdzie 1,7 € {1,2}. Widzimy, ze tylko z réwnan (V.33b]) jesteSmy w stanie wyznaczy¢
predkosci przez pedy i pola

1 1
OpAsz = Wi + adz A + ieij@Bj, OgB3 = 7TgB + ad3By — §€ij8iAj, (V.34a)
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a pozostalte rownania ([V.33a) definiuja wiezy w uktadzie

, 1 ) 1
X? = 7Tf4 + 56@' (agBj — 8ng) ~ 0, X? = 7TZB — §€ij (8314]' — ajAg) ~ (. (V35)

Jak mozna zauwazy¢ s to wiezy drugiego rzedu, wiec moge postuzy¢ sie procedura Faddeeva-
Jackiwa kwantowania tego typu uktadow. Korzystajac z transformacji Legendre’a wyzna-
czam gestos$é hamiltonianu

HdLCl = 7T11480A1 + 71'12480‘42 + WiaoAg + 7T}38()Bl + 71%8032 + 71'338033 — ,chivcl, (V.36)

can

ktéra ma nastepujaca jawng postaé

1 1 1 1 1
Mot = 5 (T + 560iB))* + 5 (7h = S€0iA;)" + adsAr(mh = S€0,B;) +
1 1 1
+ adsBi(rp + Se0iA)) + 5 (034; — 0,43)" + (9B — 0:By)” +
+ OCJ+A1+JJ_'AJ_+CYK+Bl+KJ_'BJ_, (V37)

przy czym J| - A} = J?Ay + J3A31 K| - B| = K?By + K3Bs. Gestos¢ lagrangianu,
réwnania Fulera-Lagrange’a oraz gestos¢ hamiltonianu sg dualnie symetryczne. Kwanto-
wanie metoda Faddeev’a-Jackiw’a wymaga by réwania ruchu byly réwnaniami pierwszego
stopnia ze wzgledu na pochodng po czasie, w tym celu wprowadzamy nowe pola

1 1
H‘Z = 7'['% + a03A1 + §€ijaiBj, HSB = ﬂ'% + 03B — ieij@-Aj, (V38)

1 otrzymujemy réwnania ruchu w postaci

80_/43 = Hi, 8033 = H%, (V39&)
60H§4 = 8%143 + 82((92143 — (33142) — 04(93(8332 — 8233) + aK? — Jg, (V.39b)
Ool1E = 9?B3 + 02(02B3 — 03B2) + ads(93 A2 — A3) — aJ? — K, (V.39¢)

oraz gesto$¢ hamiltonianu zawierajaca cztony tylko kwadratowe w Hi B

1 1 1 1
HI = §(H§4)2 + §(H%)2 - 5(53141)2 - 5(3331)2 — a03A1€0;B; +
1 1
+ OéagBléijaiAj + 5(83Az — aiA3)2 + 5(8331 — 81‘33)2 +
+ aJtA +J A +aK B+ K| -B| +. (V.40)

Widzimy zatem, ze pola As i B3 maja tylko po jednym nieznikajacym nawiasie Diraca

{As(2). 15 (y)}p = (@ —y),  {Bs(@),Tj(y)}, =8 (—y). (V.41)
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Nieznikajace nawiasy Diraca dla pol HZ’L B to

{Hi(m }D = -5z —y), {H%(az }D = -5z —y), (V.42a)
{Hi(:c ), Ba(y }D = add(z —y), {H?j;(w }D = —ad’(z —y). (V.42b)

Jezeli wyeliminujemy sktadowe pol As i B na rzecz poél, ktore zdefiniowane beda naste-
pujaco A= A3+ aBy i B = By — aAs, to powyzsze nawiasy zapisuja sie jako nawiasy
Diraca

a gestos¢ hamiltonianu z doktadnoscia do petlnej pochodnej ma postac

’}_[chl

can

1 1 1 1 1
= )+ S(IE)? + (0143) + 5 (0185)° + 5 [ads(A — As) — 02 B5]" +

1
+ 5 [003(Bs = B) - D As)® — 01 A193A — 81 B103B + aJ T A; +

+ A3(J? —aK?) 4+ aK? A+ oK By + B3(K? + aJ?) — aJ?B. (V.44)

Roéwnania ruchu w nowych zmiennych sa teraz réwnaniami pierwszego stopnia w pochod-
nych czasowych

oAz = T13, doB3 = IT%, (V.45a)
0p03A = ad103.A + J+, 0p03B = 01038 + KJr, (V.45b)
0p03B1 = «a0103B1 + 03 [0483(33 — B) — 82A3] — J2, (V.45C)
0p03A1 = «010341 — O3 [0433(./4 — Ag) — 8233] + KQ, (V.45d)

8OH?LX = 8%143 + 02 [82143 - 0483(33 - B)] — ads [0483(./4 — Ag) — 8233] +
+aK? — J3, (V.45€)

BOH% = 8%33 + 0o [8233 — aé?g(A - A3)] + a3 [0483(33 — B) — 62A3] —
—aJ? - K3, (V.45f)

Do otrzymanej gestosci hamiltonianu (V.44) i rownan ruchu (V.45) mozemy zastosowac
procedure Faddeeva-Jackiwa i otrzymujemy nieznikajace nawiasy Diraca

{A3(w)7H?4(y)}D :53(33—y), {B3(m)7H3B(y)}D :53(33—y), (V46a)
(@), AW p = 0@ —y),  (A@), A}y = 0@ —y),  (VA6H)
{0B1(z), B(y)} p = ad’(z — y), {0B(2), Bi(y)}p = ad’(z — y). (V.46c)

Wybierajac antysymetryczng dystrybucje 05 ! jako

05 (@ — ) = gsmn(e® — ) 6’ — )5 1) (v.47)
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otrzymujemy symetryczng posta¢ nawiaséw Diraca

{Ai(@), Ay)}p = {A(@), Ai(y)}p = ady ' (z —y), (V.48a)
{Bi(),B(y)}p = {B(x).Bi(y)}p = ads'(z—y). (V.48b)

Podsumowujac, mozemy traktowa¢ zmienne (As,I13), (Bs,11%), (A1, A), (B1,B), jako
pary zmiennych kanonicznych.

Roéwnania ruchu dla zmiennych kanonicznych wskazuja, ze A i B sg niezaleznymi modami
niekowariantnymi, tzn. spelniajacymi réownania - A = J™ i _B = KT. Z pozostalych
zmiennych kanonicznych mozemy utworzy¢ dwie kombinacje pol

= 831_[?4 + ad103A3 + 030981 — a@%Al, (V49)

A
K = 331_[% + ad103B3 — 030941 — OéagBl, (V50)

z transformacja dualnosci A — A — —A. Tak zdefiniowane pola maja nastepujace réwna-

nia ruchu _
O_AN=-0,-J,, O_A=-0,-K,. (V.51)

Otrzymalismy wiec cztery mody niekowariantne: A, B, A, A Nawiasy Diraca dla tych
modow nie sa diagonalne, gdyz np. {A(x),A(y)}, # 0. Dlatego warto przedefiniowac
te mody i wprowadzi¢ pola

Gy = AN—adogA—J0 =

= 831_[?4 + ad103A3 + 030, By — a8§A1 — ad103A — JO, (V.52a)
Gy = A—ad 88— K=

= 8311% + 0183 Bs — 9305 A1 — adB) — 01838 — K°, (V.52Db)

ktoére spetniaja swobodne niekowariantne réwnania ruchu
0-9r =0, -9y =0, (V.53)

jezeli zewnetrzne prady sg zachowane, tzn. d,J" = 0,K" = 0. Teraz mamy nastepujace
nieznikajace nawiasy Diraca

{A®),96(y)}p = —038°(x —y), {B(x),9e(y)}p = add’(z —y), (V.54a)
{B(x), % (y)}p = —08°(x —y), {A@),%u(y)}p = —add’ (@ —1y), (V.54b)

gdzie wykorzystalismy relacje 0; 6*(z —y) = 0 §*(x—y) = —9¢ 3(z—vy). Jesli dodatkowo
wprowadzimy nowe mody niekowariantne

b4 L (—AL) % (034 - adeB) = (A1) 01 - AL —a(02B3 — 03Bz)],  (V.55a)
OB (—AL)_I * (638 + 0482./4) = (—AL)_I * [al - B + a(82A3 — 63A2)] R (V55b)

15

otrzymamy diagonalne nieznikajace nawiasy Diraca

{0a().9(y)}p = {o5(®), Yu(y)}p = 8 (x — y), (V.56)
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ktore prowadza do nastepujacych nieznikajacych komutatorow

[pa(x), 95 (y)] = [¢5(x), ()] = i*(x — y). (V.57)

Poniewaz mamy ogolnie réwnania ruchu (0yp — a01)¥g pm = 0, stad przedstawienie kwan-
towych pol ¥g ar przy pomocy operatoréw kreacji i anihilacji wyglada nastepujaco

dky dks /+°° KL T s ik (20 sens]
% — Sl i(kex?+ksx®) —ik1(z+azx!) k
M (7) /IR? 22 J, (2m) [e € pa,B(k)+

+e+i(k§2x2+k’3x3)e+ik21($0+OéI1)pTA B(k) , (V58)

przy czym dla k1 > 0 operatory kreacji wystepuja z czynnikiem e”klwo, natomiast ope-
ratory anihilacji z czynnikiem e~ Operatory anihilacji pa,c wybieraja stan fizyczny
|phys) poprzez warunki pa|phys) = pp|phys) = 0, dla pelnej teorii z oddzialywaniem,
czego nalezalo sie spodziewaé w cechowaniu LC;.

Pozostate mody niekowariantne ¢4 i ¢p maja rozwiniecie Fouriera jedynie dla przy-
padku znikania pradéw zewnetrznych J* = K* = 0, bo wtedy spelniaja one réwnanie
(0o — a01)pa,B =0 i stad

dks dks /+C° A1 [ —i(kow?+haa®) —iky (20+aal)
— 7 x x (2 x (e %4 k
$a() /Rz 2m)2 Jo  (2m) {e c a(k)+

+e+i(k2x2+k3563)e+ik1(Io+aml)aT(k):| _ (V.59)

Znajac komutatory dla modéw uzyskujemy niezerowe komutatory dla operatoréw kreacji
i anihilacji

[pak),a'(p)] = ~i2m)*s*(k— ), [pa(k),bl(p)] = ~i(2m)P6% (k ~p).  (V.60)

Mozemy teraz wyznaczy¢ swobodne funkcje Wightmana dla modéw niekowariantnych i wy-
nosza, one

. dksy dk —ik | -x +oo dk —takixt  —ikix
(01%5(2)$4(0)]0) = —i /R e /0 B ol (v

o dkydks i oy (T ARy okt ike
Our(a)on(O)f0) = —i [ G2 emtbuns [T St bty )

gdzie k| -2, = kox? + k32®. Komutatory wyjsciowych potencjaléw z polami Yr.Mm majy
postac

[Ai(z),9e(y)] = [Bi(=x),%u(y)] = i0:18°(x —y), (V.62a)
[As(2),95(y)] = [Ba(x),%u(y)] = i026°(x —y), (V.62b)
[As(x),9e(y)] = [Bs(x),%u(y)] = i028°(x —y), (V.62c)
[A1(z), % (y)] = [Bi(z),96(y)] =0, (V.62d)
[Az(z), 9u(y)] = [Ba(z),9e(y)] =0, (V.62e)
[As(z), 9u(y)] = [Bs(x),9e(y)] =0, (V.62f)
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co oznacza, ze Yg i 9y sa generatorami transformacji cechowania, odpowiednio, dla po-
tencjatow A i B.

Wprowadzajac do opisu nowe zmienne

MA =T —ad1 43, MP =118 — a0, Bs, (V.63a)
C1 = 0349 — 0A3 = a03B3 — s A3 — 038, (V.63b)
Ey = 0yB3— 03By = ad3A3 + 0, B3 — ad3A, (V.63C)

z transformacja dualnosci By — €, — —E; , M4 = MB — — M4, otrzymujemy réwna-
nia ruchu dla nowych pél w postaci

0-C1 = adsMP — oM —aKT, (V.64a)
O_F = adsMA+MP —aJt, (V.64b)
OeM?A = —0Cy+ adsEr + aK? — J?, (V.64c)
IMP = %E +adC) —aJ? — K3, (V.64d)

co oznacza, ze sg to mody kowariantne, tzn mody spelniajace rownanie Oy = f(J, K),
gdzie v € {C1, By, MA, MP} | O =02 — 0? — 93 — 02, zas$ f jest pewna funkcja pradow
elektrycznych i magnetycznych. Uzyskane nieznikajace nawiasy Diraca dla tych modéw
kowariantnych wynosza

{Ci(x), MA(y)}, = —{Bi(@),MP(y)}, = —%d’(z—y), (V.65a)
{Ci(@), MP(y)}, = {Ei(@) MYy}, = add’(z-y), (V.65b)
{(MA(@), MA(y)}, = {MEB(z), ME(y)}, —2a0,0%(x —y).  (V.65¢)

Wprowadzajac nowe pola x¢ := adsMPB — b MA, xp := adsM? + 95 MP upraszczamy
niezerowe nawiasy Diraca

{Ci(®), xcW)}p = {Bi(@).xe@)}p = —AL8%x—vy), (V.66a)
{xe@),xeW)}p = {xc@),xcW)}p = 2001A,6°(x—y),  (V.66D)

oraz réwnania ruchu

9-C1=xc —aK™, O_E1=xg—aJt, (V.67a)
dyxe = ALC1—adL - Ky +8yJ° — 937, (V.67b)
Oixeg = ALE—ad) - J| — 0K+ K> (V.67c)

Stad dostajemy rownania falowe dla zachowanych pradow 9,J* =0, 9, K* =0
00 = 9 J3 —03J% — (oK' + 0, K°),  OF) = —0,K3+93K%— (0pJ +0,J°). (V.68)

Przedefiniujmy ponownie mody i wprowadZmy pola zdefiniowane w nastepujacy sposéb
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1§ := xc + a01Cy — aK® TIF := xpg + ad1F; — aJ°, dla ktorych nawiasy Diraca s
diagonalne

{Ci(z), 0T (v)}, = {E1(), 07 (y)}, = AL (= —y), (V.69a)

natomiast réwnania ruchu maja postac

0C1 = H? - K, OE = H{E —J, (V.70a)
olf = ACI— K+ 0pJ° — 0377, (V.70b)
Iy = AE —01J° — ,K® + &3K°. (V.70¢)

Pola C1, Fj, H? i IT¥ spelniaja réwnania falowe, sa wiec modami kowariantnymi. Przed-
stawienie modéw kowariantnych przy pomocy operatoréw kreacji i anihilacji

Ek 1T ik ikl ik +ilk|20
— (2 (2 €T K2 (2 €T . 1
Ci(x) /R3 2m)7 20K [e e c(k) +e e c (k)} , (V.71a)

i d’k ikx ,—i|k|z0 —i i|k|x0
nf(z) = 2/R3W|:—€+kwe Kl po (k) + e~k etilkl pg(kz)}, (V.71b)

i analogicznie dla pol By i II¥, oraz znajomosé¢ komutatoréw dla tych modéw pozwala na
wyznaczenie operatoréw kreacji

k) = eilkia® /R dPw R (|G~ i0yCh) (V.72a)
ph(k) = —ie ikl / Bz eﬂ’“m'k' (|| — i9pIIT) (V.72b)
R3
i anihilacji
k) = etk /R @ R (RO + i00Ch) (V.72)
po(k) = ie+i|kmo/ Bz —“m“ |(u<;|n + 0117 (V.72d)
R3

a nastepnie komutatora tych wielkosci

el @)] = [ i [ty e ][O @), € ()] +

— ilk[[C1(z), BC1(y)] + ilp| [0oC1(x), Ci(y)] +
+  [00C1(x),80C1(y)] }- (V.73)

Analogicznie wyznaczam komutatory dla operatoréow kreacji i anihilacji wszystkich modow
kowariantnych i uzyskuje nastepujace niezerowe komutatory

le(k), ' (p)] = [e(k), ph(p)] = [pc(k), ph(p)] = [e(k), el (p)] = [e(k), ply(p)] =
= [pu(k),ph(p)] = 2(27)%|k|k3 6° (k — p), (V.74)
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Znajac powyzsze komutatory mozemy wyznaczy¢ funkcje Wightmana dla modéw kowa-
riantnych

3 2 .
OICH@CLO0) = OE@EO) = [ G b (v.750)
OC@IE ) = OB @IF©I0) =i [ (jw’j AL citowmtint)  (y.751)
3
O @IE ) = omfEnEo = [ SR e v

5.2.2. Funkcje Wightmana dla wyjsciowych pél

Naszym celem jest znalezienie funkcji Wightmana dla potencjatéw A, i B,,. Musimy zatem
wiedzie¢ jak wyrazaja sie one przez wprowadzone wcze$niej mody kowariantne i niekowa-
riantne. Dla pél swobodnych mozemy wyznaczy¢ relacje

A = ( ) * [({92( ) ! * Gy + oYy — HlE — a@lEl] — 81¢A, (V.76a
Bi = (A1) % [-0:(05) 7t %Y + a¥y — IIT — @01Ch] — Didp, (V.76

)
)
Ay = —(-AL > L% (0501 + adsEy) — oo, (V.76¢)
By = (=AL)' % (B — adC1) — Dagrp, (V.76d)
A3 = (AL % (—ad3EL + 0yC1) — B304, (V.76¢)
By = —(=AL) ' % (adsC + BaEr) — 0368, (V.76f)

ktére pozwola na otrzymania funkcji Wightmana dla wyjéciowych potencjatéow.

Diagonalne funkcje Wightmana

Diagonalnymi funkcjami Wightmana nazywam funkcje wyznaczone dla potencjaléw tego
samego typu, tzn. (0[A,(x)A,(y)|0) i (0|Bu(x)B,(y)|0). Znajac wyrazenia V.76 komuta-
tory i funkcje Wightmana dla modéw kowariantnych i niekowariantnych, mozemy wyzna-
czyé funkcje Wightmana dla swobodnych pol A

(0[A3(2)A3(0)[0) = D4 (), (0[A1(2)A1(0)[0) = D4 (2) + 2001G4(x),  (V.77a)
(0[A2(2)A2(0)]0) = Dy (z), (0]A1(2)A2(0)[0) = 202G 4 (x), (V.77b)
(0]A3(z)A2(0)|0) = 0, (0[A1(2)A3(0)[0) = 203G+ () (V.77¢)

Po prawej stronie powyzszych rownan pojawia sie poniownie funkcja Dy (x), a takze funkcja
G4 (z) zdefiniowana nastepujaco

00 @ 1 [ [ dky K| ok O ey o
Gi(x):=i ek e ke V.78
+() Z/oo @m)2 k2 [/OO o 20k /0 or ¢ ] (V.78)

gdzie k-7 =k, -x) + k1 (2% + az'). Whasnosci obu funkcji przedstawione sa w Dodatku
[Cl

Poniewaz wybrany warunek cechowania Ay = A, By = aB; wiaze dwie sktadowe
potencjaléw, stad znajac powyzsze funkcje Wightmana wyznaczamy brakujace niezerowe
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funkcje dla zerowej sktadowej potencjatu A,

(0]Ao(2)A1(0)|0) = «(0]A1(2)A1(0)[0) = aDi(z) +201G+(x),  (V.79a)
(0]Ao(2)A0(0)|0) = (0[A1(2)A1(0)[0) = Dy () + 2001G4(z), (V.79Db)
(0]Ao(2)A2(0)|0) = «a(0[A1(x)A2(0)[0) = O:G (), (V.79¢)
(0|Ap(z)A3(0)[0) = «a(0]A1(x)A3(0)|0) = 03G+(z). (V.79d)

Znalezione w ten sposob funkcje Wightmana mozna ogdlnie zapisa¢ w zwartej formie
0|4, (2)AL(0)[0) = —guDi(x)+ (n;°0, + nl€0,) Gy (x), (V.80)
gdzie wprowadziliSmy czterowektor n[;c = (1,,0,0) oraz wykorzystalismy relacje

(0o — ad1)G4(x) = Dy (x), ktora wynika bezposrednio z definicji i (E.4D)).

Funkcja Wightmana (0|B,,(z)B,(y)|0) zostala wyznaczona bezposrednim rachunkiem,
ale zamiast przeprowadzania zmudnych obliczen mozna zastosowaé transformacje dualnosci
elektromagnetycznej ([.16]), ktora prowadzi do rownosci (0| By () B, (0)[0) = (0[A,(2)A,(0)]0).
Mozemy zatem od razu wypisa¢ posta¢ funkcji Wightmana dla potencjatéow B,

(0|Bu(z)B,(0)[0) = —guDy(x)+ (nﬁcay + nfcau) Gi(x). (V.81)

Mieszane funkcje Wightmana (0|4, (x)B,(0)|0) i (0|B,(z)A,(0)|0)

Nieznikajace mieszane funkcje Wightmana dla pél A, i B, daja si¢ zapisa¢ w postaci

(01B3(2)A2(0)[0) = —(0[A3(x)B2(0)[0) = aD (), (V.82a)
(0[B1(x)A2(0)[0) = —(0[A1(2)B2(0)[0) = g+(x) + 93G+(x), (V.82b)
(0[B1(z)A3(0)[0) = —(0[A1(z)B5(0)|0) = =G+ (z), (V.82c)

gdzie wykorzystalismy definicje funkcji D4 (z) (E.4a)) 1 G4 (x) (E.4b), zas pojawiajaca sie
po raz pierwszy funkcja g4 (x) jest zdefiniowana nastepujaco

L[ dkadky 1YY b g,
w@= [ Gl e (V-83)

Poniewaz mamy warunek cechowania Ag = aA; By = aBj, wiec mozemy tatwo wyznaczyé
nieznikajace funkcje Wightmana dla sktadowych Ag i By

(0[Ao(2)B2(0)[0) = a(0[A1(2)B2(0)[0) = —a(g+(x) + 05G4(x)),  (V.84a)
(0[Ao(2)B3(0)[0) = (0[A1(2)B3(0)[0) = ad2G4 (), (V.84b)
(0|Bo(z)A2(0)]0) = «a(0|B1(z)A2(0)|0) = ag+(z) + adsG1(z), (V.84c¢)
(0[Bo(2)A3(0)[0) = (0]B1(2)A3(0)[0) = =G+ () (V.84d)

Stad wszystkie mieszane funkcje Wightmana dla potencjatow A, i B, mozemy zapisac¢
ogb6lnym wzorem

(O14u(@)Bo(0)0) = —euurp (07 0” Gi(@) = €y (W"O) 0P g4 (x),  (V.85a)
(O1B (@) A,(0)[0) = Feun, (") G (2) + €uny (0P9) 0P gy (x),  (V.85D)

45



V. Procedura Faddeeva-Jackiwa

gdzie 4-wektory nﬁc =(1,0,0,0) i n, = (0,0,0,1), a catkowicie antysymetryczny tensor,

0123 _

tak jak wczeéniej, unormowany jest przez warunek e —€0123 = 1.

5.2.3. Réwnowazno$¢ rozwigzan

Uzyskane w wyniku kanonicznego kwantowania mieszane funkcje Wightmana w cechowa-
niu dLC; poréwnamy z rozwiazaniami rownania ([V.37). Oczywiscie funkcje Wightmana
uzyskane tymi niezaleznymi drogami powinny by¢ réwnowazne. Warunek takiej réwno-
waznosci jest nastepujacy

014,() BLO)[0)zc, = (0]4,() Bo(O)0)cous + 8,0, — T, (V.586)

przy czym pojawiajace si¢ funkcje ¥, zaleza od wyboru warunku cechowania. Otrzymu-
jemy nastepujacy uktad réwnan

D3Uy — 0o W3 = —aD (z)— 0100A™  x Dy, (V.87a)
Wy — W1 = —gy(x) — 0BGy (x) + 030047 x Dy, (V.87b)
Vs — W, = 0,Gi(z) — 00 A ™ x D, (V.87¢)
Vs —hVYy = —agy(xr)— adsGi(x), (V.87d)
Vs — BYy = adhGy(z), (V.87e)

BV = OV (V.87f)

Aby go rozwiaza¢ dzialam pochodna (Jy — ad;) na obie strony rownan i definiuje nowe
zmienne x,, = (0y — a01)¥,, , dla ktérych mamy nastepujacy uktad réwnan

D3x2 — Oaxz = —adp(03 +02)A ' x D, (V.88a)

O1x2 — Oax1 = —OéaoalagA_l * D, (V.88b)

31)(3 — 83)(1 = a808182A4 * D+, (V.SSC)

dox2 —Oaxo = —adsDy(x), (V.88d)

doxz — O3xo = a02D(7), (V.88e)

dox1 = Oixo- (V.88f)

Fatwo znalezé rozwigzania tego uktadu réwnan, sa to x2 = —adod3A~1 x D (z),

X3 = 0o A~ % Dy (z), xo = x1 = 0. Mozemy teraz wroci¢ do poszukiwanych funk-
cji ¥, ktore wygladaja nastepujaco

\I/O = \Ill = 0, (VSQ&)
Uy = —adpBA x Gy (2) (V.89h)
U3 = adydo A~ x Gy (2). (V.89c¢)

Dla funkcji danych powyzszym wzorem rozwigzanie uzyskane na drodze kanonicznego
kwantowania w cechowaniu dLC; i rozwiazanie (IV.46[) sa rownowazne.
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5.3. Cechowanie dLC;

Warunek cechowania dL.C3 narzucony na potencjaty Ag — aAs =01 By — aB3 = 0, gdzie
a = +1, wprowadza do opisu dodatkowy wektor zerowy N* = (1,0,0, —«). Mozemy
uzy¢ warunku cechowania, aby usuna¢ sktadowe Ay i By z gestosci lagrangianu Zwanzigera
([ILE). Uzyskujemy wiec wyrazenie zawierajace sktadowe As. Bs oraz A;, B; potencjaléw
cechowania, gdzie i € {1,2}. Gestos¢ lagrangianu dana wzorem

Ly = % [(80 — ads) As]? — % (0345 — 943)% — As(J? + J®) — AT
+ % [(8o — ad3) Bs)* — % (83B; — 8;C3)* — B3(K® 4+ aK") — B;K'
- %Gij(aOAi — a0;A3) (03B; — 0;B3) + %GijaiAj (9o — ad3) B3
+ %eij(aoB,' — 00,Bs) (95A; — 0; Ag) — %eijaiBj (o — ads) As.  (V.90)

jest punktem wyjéciowym procedury kwantowania kanonicznego w tym cechowaniu.

5.3.1. Procedura kanoniczna

Tak zdefiniowana gestos¢ lagrangianu prowadzi do nastepujacych rownari Eulera-Lagrange’a

[(80 - 0483)2 - AL] As+ 03 (C{%AZ + OéeijaiBj) —J3 - aJO, (V.9la)
03 (D3A; — 0;A3) + €;j03(00B; — ad;B3) = J, (V.91b)
[(80 — 0583)2 — AL] Bs + 03 (&Bl — aeij&-Aj) = —K3— aKO, (V91C)
83 (8332 — ang) — Eijag(aoAj — anAg) = Ki, (V.gld)
za$ kanoniczne sprzezone pedy wynosza

s 1 s 1

A = (80 — Ck83>A3 — 562']'81'3]', T = (80 — a83)33 + §eij8,»Aj, (V.92a)
. 1 ; 1

7Tf4 = —562‘3' (agBj — 8]'33) , 7TZB = 562'3' (83Aj — GjAg) . (V.92b)

7 powyzszych roéwnan tylko 0gAs i 0pBs mozemy wyrazié jako funkcje pol i pedéw kano-
nicznych

1 . 1
OpAsz = Wi + a0z A3 + ieijaiBj, OgB3 = ’/TSB + ad3 B3 — 56¢jaiz4j, (V.93)

a pozostale rownania definiuja wiezy uktadu

; 1

Y1 = 7Tf4 + 562']' (8gBj - 8ng) >~ O, (V.94a)
; 1

Y2 = 7TlB - 56@‘ (83Aj - ajAg,) ~ 0. (V.94b)

sa to wigzy pierwotne drugiego rodzaju i jak tatwo zauwazy¢ {¢1(x), p2(0)} = €;;036%(z).
Gestosé hamiltonianu uzyskujemy z gestodci lagrangianu przy uzyciu transformacji Legen-
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dre’a

7‘[ch3 = WilaoAi + W%aoBi + 7T§180A3 + 71'%8033 — ,C%fvc‘;7 (V95)

can

co w efekcie prowadzi do nastepujacego wyrazenia na gestoé¢ hamiltonianu w cechowaniu
dLCs

1 2 1
HE%HCS = 3 <7TA + Gijaz‘B]) + (71'1321 — 262‘]‘8@'3]‘) a03As + = ((9314 8iA3)2
1 = 1 ? 3 1 2
+ B ieijaiAj + | g + ieijai/lj a03B3 + = (83B 8183)
+ A3(JP+ %) + AT+ By(K? + oK) + B;K". (V.96)

Tak jak we wczesniejszych cechowaniach, pomijamy w tym wyrazeniu cztony bedace zu-
pelna pochodna, gdyz nie daja one wktadu do hamiltonianu. Wprowadzenie nowych pol

1 1

H3 = 7'(% + §6ijaiBj, H3 = W% - iﬁijaiAj, (V97)

pozwala na zapisanie réwnan ruchu w postaci réwnan pierwszego rzedu w pochodnych
czasowych

OpAs = Hi + ad3As, 0gB3 = HgB + ad3Bs, (V98a)

aoﬂi = 04(931—1?4 + A A3 — 03 (&Al + aeij&-Bj) —J - OéJO, (V98b)

o1y, = 031l + A By — 03 (9;B; — ae;j0;A;) — K* —aK°  (V.98c)

0p03B; = «030;B3+ 6ij33 (8314]' — 8]'143) — eij,]j, (V.98d)

8083Ai = OéagaiAg — Eijag (833]‘ — 8]‘33) + Ginj, (V.986)

co z kolei umozliwia skorzystanie z procedury Faddeeva-Jackiwa kwantowania uktadéw
z wiezami. Gesto$¢ hamiltonianu zapisana w nowych zmiennych wyglada nastepujaco

i = %(Hi)2+ (Hi—eijaiB)aagA3+ (D34 — 9 Ag)?
1
+ 3 (1%)% + (1%, + ;0 4, )oz8333+ (03B; — 9;B3)°
- Ag(J3+aJO)+AiJ1+Bg(K3+aKO)+BZ~K1'. (V.99)

Nieznikajacymi nawiasami Diraca sa wiec

{A3($),H?4(y)}D = 53($ - y)7 {63Az(m)7 Bj(y)}D = eij53($ - y)v (V'looa)
{Bs(z), I (y)} , =% (@ —y), {0sBi(x),A;j(y)}p = —€;j0° (@ —y),  (V.100b)

za§ komutatory wynoszg odpowiednio

[As(@), Iy (y)] = i6°(x —y),  [Bs(x),llj(y)] = i0°(x — y), (V.101a)

[As(), By ()] = iy goam(s® — 401 — 1), (V.101b)
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Musimy teraz znalezé w naszym uktadzie pola, ktore beda albo modami kowariantnymi
albo niekowariantnymi. W tym celu przedefiniujmy pola. Mozemy nowe pola wyrazi¢ jako
nastepujace kombinacje

1 1
A; == (Az + Oéﬁz‘ij) , B; = 5 (Bz + Oéel'jAj) , (V102)

ktére pod dziataniem transformacji dualnosci elektromagnetycznej transformuja sie w na-
stepujacy sposob A; — —ae;;A;, B — ae;;B;. Nieznikajace nawiasy Diraca tych pol sa
dane przez

{05 Ai(z), Aj(y)}p = —{9:3Bi(x), Bj(y) }p = %5@‘53(% - v), (V.103a)

a réwnania ruchu zapisuja sie teraz jako

(0o — ad3) A3 = TI3, (9o — ad3) By = T3, (V.104a)

(o —ad3) I3, = A Az —2830;A4; — J> — aJ°, (V.104b)

(80 - a83) H3C = AJ_BS + 283&61‘]‘81‘.4]‘ — K3 — OéKO, (V.104C)
1 : .

(8() + Oéag) O3 A; = +eij8j83B3 + «0;03A3 + 5 (an -+ Ein]) , (V.104d)

(80 — 0483) 8332 = —% (OéKi + Ez'jjj) . (V.104e)

Nastepnie definiujemy dwa nowe pola A := 0;4; — aﬂi, A= —o€;j0; A — aH%, ktoére pod
dziataniem transformacji dualnosci elektromagnetycznej przechodza w  siebie
A — A — —A. Ostatecznie definiujemy dwa kolejne pola Az := Az — 283A11A,
B3 := Bg — 283A11K z transformacja dualnosci elektromagnetycznej Az — Bs — —Aj3.
Efektywnie mamy wiec cztery mody kowariantne As, B3, 7r§1, ﬂ% z réwnaniami ruchu

(G0 — ads) Ay = II% — AT [205(ad® + J%) + 9; ()" + e;K7)],  (V.105a)
(0o — ads) By = IE — AT [203(aK® + K°) + 0i(aK' — ¢;J7)], (V.105b)
(o +ad3) I3, = A A3 —J> —aJ° (V.105¢)
(Do +ads) 115 = A By — K® —aK°, (V.105d)
i cztery mody niekowariantne B;, A, A 7z réwnaniami
1 . .
(80 — 0483) sB; = —5 (Ozf(vz + 61']':]]) , (V.106a)
1 ) )
(8p — ad3) O3A = B3(aJ®+ JO) + S0i(a]" + € K7), (V.106b)
~ 1 . .
(O — ad3) OsA = 83(04K3 + KO) + ié)i(aKZ — eiij), (V.106¢)
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dla ktorych mamy nastepujace komutatory

[As(), As(w)] = [By(), Ba(y)] = ~2iadfA '8 @ — ). (V.1072)
[Ag(), T (w)] = [By(a), T ()] = i6°(x — ), (V.107b)
(s (@), A)] = [0 @), Aw)] = ~ 5 A5 (@ — ) (V.107¢)
(0sB:(@), By (y)] = —i5 AL (@ —y). (V.107d)

Pozostate komutatory sie zeruja. Szczegdty rachunku prowadzacego do powyzszych wzoréw
znajduja si¢ w dodatku (E.2). Aby réwnania byty jak najprostsze, wprowadzam nowe pola
S = A+ ae;;030;B; 1 @ = A — 930;B;, bo to prowadzi do

By —ads)® = (8y—ads)® = 0, (V.108a)
1 A )

(80 — 0483) 03B; = —5 (OJ(Z + Eijjj) . (V.lOSb)

Pole B; pozostaje bez zmian, z rownaniem ruchu danym przez (V.106a). Cze$¢ mo-

déw kowariantnych mozemy przedefiniowaé dotaczajac tadunki elektryczne i magnetyczne
oty = Ag — aAI_lJO, 5 = By — aAI_lKO. To prowadzi do nastepujacych réownaii

(00— ad3) T3 = A als — I3, (g —ad3) T = A6 — K2, (V.109a)
Ao — ads) aty = 115 — AT (83(ag® + J°) + €;0;K7) (V.109b)

1 J
(80 - 0483) ng = H% — All (83(04K3 + KO) - Eijaijj) . (V.lOQC)

7 komutatoréw dla modéw kowariantnych i niekowariantnych (V.107)) znajduje nieznikajace
komutatory dla nowo zdefiniowanych pol

[(@), HA(y)] = [Gs(x), Cs(y)] = —2i005A7 6% (@ —y),  (V.110a)
(@) ()] = [Ga@).rhy)] =i’ @ - y). (V-110b)
0:B,(2). Bj(y)] = —i58,;0% @~ y), (V.110¢)

(@), Biy)] = eydd@ ) (V.110d)
[é(m),&(y)} - i%@fég(m —y), (V.110¢)

a nastepnie, korzystajac z metody opisanej dla poprzednich cechowani, rozktadam pola
na operatory kreacji i anihilacji oraz znajduje funkcje Wightmana dla modéw.
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5.3.2. Funkcje Wightmana

Niezerowe komutatory dla operatoréw kreacji i anihilacji pél kowariantnych

as(k). al(p)|

O]

(k)03 ()]

= [es(B), clw)| = (2m)
[es(k), 55 (p)| = i(27)* 2RI (k] = aks)) 8*(k — ), (V.111b)

C (k)05 ()| = i(2m) 20k |K2 6% (K — p),

o

21kl k
320K (1) aks)26%(k — p),

V.111
& (V.111a)

(V.111c)

prowadza do nastepujacych niezerowych funkcji Wightmana

(0] 5 (x).273(0)]0)

(0] (0)IT4 (1) 0)

(OJTT ()11 (0)]0)

(013(2)%3(0)[0) =

Br 1 [k e
—— (275 (ks — alk|) + 1 ) eF@eilkle 112
o oz (2 sl + 1) s, vtz
OO ()]0) =
[ Bk 1 b —illlad
G (1 ket (V-1120)
d3k kQ ik-x _—ilk|zO
O N ©)]0) = [ s grme™ e (v 112)

Dla pél B;, ® oraz ® mamy nastepujace relacje komutacyjne na operatory kreacji i anihilacji

i wynikajace z nich niezerowe funkcje Wightmana

(01B;(x)B;(0)[0)
(012 (2)Bi(0)[0)

(0@ () B;(0)[0)

«
{cz(k),c;r.(p)} = 27%51-]»(%)35%— D), (V.113a)
1
[o(k).clp)] = ek (2m)* (k - p), (V.113b)
(0%
(k).clp)] = Shi(2m)*5(k —p) (V.113¢)
« dsz_ *dks 1 —iky xy —iksx3 —iaksz®
E(SZ] /R2 WA gkfge Ltle e 3 s (V114a)
iy SR
R2 7 0 i
o dzkl > dks —iky xy —ikzxd —iaksz®
2/R2 WA ﬁkle +le e 3 s (V114C)

Pamietajac o zwiazkach tgczacych nowo wprowadzone pola z polami wyjsciowymi

o5 + 2A11(<I> — €;;030;85), (

G+ 207D + 030,8:), (V.115b
AT O ® + oll) + €;;0,A7 (005 1® + T13),
OiATH20,B; + 051 + all}) — €;0;A7 (ady 1@ + I1%).

V.115a

)
)
(V.115¢)
(V.115d)
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mozemy wyznaczy¢ funkcje Wightmana dla potencjatéw cechowania, np.

$PE 1 ks ik-x —ilk|x®
1
2 0 . . .
m)* Jo TR

Jesli wprowadzimy zdefiniowana wczesniej funkcje D4 () oraz

dk | > dks —ik, x| +ks(z®+ax?)
_ dks 11
Fele) = [ [ G (V1D

mozemy uzyskane wyniki zapisa¢ w zwartej formie i ostatecznie otrzymujemy nastepujace
nieznikajace funkcje Wightmana dla pol A, i B,

(0|A3(z)A3(0)]0) = — 2a05(y + ads)AT' x Dy (z) — Dy (z)+

+ 2iad3 AT * fi(z), (V.118a)
(0] A3(2)A;(0)]0) = — 2d;(dp + ad3)AT! x Dy (2) + iad; AT % fi(2), (V.118b)
(0[As(2)A;(0)|0) = — 055D (), (V.118c)
(0] A3(x) Bi(0)0) =€i;0; (00 + ad3) AT % Dy (z) — ieij0; AT  * fr(x), (V.118d)
(0]A4;(2)B;(0)]0) = — ac; Dy (x), (V.118e)

zad pozostalte niezerowe funkcje Wightmana mozemy odtworzy¢ korzystajac z transformacji
dualnosci oraz warunku cechowania Ay = aAs, By = aBs.

5.3.3. Réwnowaznos¢ rozwigzah

Mieszane funkcje Wightmana w cechowaniu dLCj3 otrzymane na drodze kwantowania ka-
nonicznego pordéwnamy z rozwiazaniami réwnania ([V.37)). Oczywiscie uzyskane funkcje
Wightmana by¢ réwnowazne, przy czym warunek réwnowaznosci jest nastepujacy

014, (@) B/O)0) e, = (01Au(@) Bo(O)|0)cout + ¥y — 0,%,.,  (V.119)

przy czym pojawiajace si¢ funkcje ¥, zaleza od wyboru warunku cechowania. Otrzymu-
jemy nastepujacy uktad réwnan

Ny — 0y = 9300A! x Do () — aD. (z), (V.120a)
0103 — 0301 = — (0200 A™" + 02(0p + ad3)ATY) x Do () + iadi AT f(x),  (V.120Db)
W3 — 03Uy = (0100A™" + 01(0p + ad3) A7) % Do (7) + iad AT fi (), (V.120c)
Vg — W1 = —adz (0o + ad3) AT« Dy (2) + i AT  f1 (), (V.120d)
Vg — Wy = —adi (0o + ad3) AT Dy (2) +i0e AT  f1 (), (V.120e)
30y — QW3 =0 (V.120f)
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Kombinacja trzech ostatnich réwnan daje nam warunek g = 9o, A7, +iA™Lf (z).
Jedli zatozymy, ze 01W; + 0oWy + 03¥3 = 0 wowczas ¥y = iA~Lf, (x), za§ kombinacja
réwnanr (V.120b) i (V.120c) daje W3 = iaA~'f,(x). W podobny sposéb znajdujemy
pozostate funkcje i ostatecznie uzyskujemy

Wy =iA"f (z), (V.121a)
Uy = adpda(0y + ade) AT % Dy(z) — iadi0sAT f1 (), (V.121b)
Uy = —adpd1 (0o + ada)AT! % Dy (z) + iad205A 7 fo(z), (V.121c)
Uy = iaA7f (2). (V.121d)

Dla tak wyznaczonych funkcji mieszane funkcje Wightmana uzyskane w wyniku kanonicz-
nego kwantowania w cechowaniu dL.Cs i rozwiazanie ([V.46)) sa rownowazne.
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VI. Kwantowanie kanoniczne uktadéw z

wiezami - procedura Diraca

Teoria pola z cechowaniem abelowym nieuchronnie prowadzi do pojawienia sie wiezéw
w procedurze kanonicznej. Jest to zwiazane z oczywista obserwacja, ze w niezmiennicza
wzgledem cechowania gestos¢ lagrangianu budowana jest z cztonow typu 9),A4,) 1 9, B,). A
to oznacza, ze nie mogg pojawiac sie cztony zawierajace dgAg 1 9y Bo. To oznacza, ze pedy
kanonicznie W% i 71% sprzezone odpowiednio do sktadowej potencjatow Ay i By znikaja.
Z drugiej strony kanoniczne nawiasy Poissona (NP) dla tych zmiennych sa nieznikajace

{A0($),7T%(y)}NP:(53(aZ—y), {Bo(w)jTrOB(y)}NP:(SS(x—y), (VIl)

To oznacza koniecznos¢ zastosowania spéjnej procedury kanonicznej dla ukladu z wiezami.
Mozemy wybrac¢ albo metode Diraca [53] albo metode Faddeeva-Jackiwa [50], [52]. Obie
metody mozna zastosowaé¢ zarowno do ukltadéw mechanicznych jak i w teorii pola. Pro-
cedura Diraca rozréznia wiezy 1l-ego rodzaju i wiezy 2-ego rodzaju. Wiezy 1l-ego
rodzaju w teorii pola z cechowaniem pojawiaja sie jako konsekwencja symetrii cechowa-
nia gestodci lagrangianu. Nalezy doda¢ dodatkowy warunek na zmienne kanoniczne
(polai pedy kanoniczne), ktory bedzie mial niezerowe nawiasy Poissona z wigzami 1-ego ro-
dzaju. Czesto taki dodatkowy warunek nosi nazwe warunku cechowania. Oznacza to, ze
metoda Diraca, ktora startuje z gestosci lagrangianu niezmienniczej wzgledem transforma-
cji cechowania pozwala na wprowadzenie jedynie niekowariantnych warunkéw cechowania:
V-A =0, N-A = 0, natomiast kowariantny warunek cechowania d,A" = 0 jest bez-
posrednio nieosiggalny. W zastosowaniach praktycznych czesto uzywa sie catek po trajek-
toriach, ktore pozwalaja wyznaczyé funkcjonal generujacy funkcje Greena dla kwantowej
teorii pola z cechowaniem. Takie catki po trajektoriach definiuje sie dla zredukowanej
przestrzeni fazowej, ktora jest ostatecznym wynikiem metody Diraca. Wykazuje sie
potem, ze dla obiektéw niezmienniczych wzgledem cechowania mozna przetransformowaé
funkcjonat generujacy do cechowania kowariantnego. Sytuacja zmienia sie znaczaco, je-
zeli wybierzemy warunek cechowania przed rozpoczeciem procedury Diraca. Mozemy to
uczyni¢ bezposrednio, gdy z warunku cechowania mozemy wyznaczy¢ sktadowa pola ce-
chowania Ag i1 By, a nastepnie wyeliminowaé je z lagrangianu. To powoduje, ze nie musimy
juz rozwazaé pedéw kanonicznych 7r94 i W%. Moga sie pojawia¢ inne wiezy, ale beda one
juz 2-ego rodzaju. Taka sytuacja zachodzi dla cechowan rozpatrywanych w poprzednim
rozdziale, gdzie uzywaliémy procedury uproszczonej - metody Faddeeva-Jackiwa. Dla po-
réwnania podaje zasadnicze kroki w obu procedurach kanonicznych.
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Metoda Diraca

Metoda Faddeeva-Jackiwa
Gestos¢ lagrangianu

b Gestos¢ lagrangianu
Pedy uogolnione "

b Pedy uogolnione
Nawiasy Poissona M

b Rownania Fulera-Lagrange’a
Wiezy pierwotne M

v Zmienne niedynamiczne

Gestos¢ hamiltonianu U

FOZBZEIZONCEO Efektywne réwnania
U dynamiczne
Wiezy wtorne
4
b Hamiltonowskie

Dodatkowe warunki dla 3 .
rownania ruchu

wiezéw 1-go rodzaju

\
v Hamiltonian Diraca
Nawiasy Diraca
4
U Nawiasy Diraca
Zredukowana przestrzen fazowa
\

Hamiltonian Diraca

Mozemy réwniez wprowadzi¢ warunki cechowania po$rednio przy uzyciu dodatkowych
poél - mnoznikéw Lagrange’a. Ta metoda bedzie uzyta w obecnym rozdziale dla cechowa-
nia kulombowskiego V- A =01 V- B = 0. Te nowe pola mnoznikéw Lagrange’a nalezy
traktowaé jak wspotrzedne kanoniczne, wyznaczy¢ dla nich pedy sprzezone, ktére zazwy-
czaj beda zerowe. To oznacza, ze taka teoria ma szerszg przestrzen fazowa, ale z wieksza
liczba wiezéw. Na zakonczenie procedury Diraca, wyznaczamy zredukowana przestrzen
fazowa, ktora, jak sie tego spodziewamy, powinna by¢ niezalezna od wyboru warunkéw
cechowania i metody ich wprowadzenia, oraz zawiera¢ jedynie fizyczne stopnie swobody.
W przypadku elektrodynamiki kwantowej powinny to by¢ dwa poprzeczne dynamiczne
fotony oraz oddzialywanie bezposrednie pomiedzy tadunkami i pradami.

6.1. Cechowanie Coulomba dla modelu 1-potencjatowego

Wprowadzamy warunek cechowania Coulomba V - A = 9,,A,, = 0 do gestosci lagrangianu
przez pole mnoznika Lagrange’a A

1 1
£Coul = i(FOm)Q - Z (an)2 + AHJM + AamAma (VI2)
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gdzie F,, = 0,A, — 0,A, oraz m,n € {1,2,3}. Jawna postac gestosci lagrangianu
1 , 1 )
Loou = 5(80Am — OmAo)” — 1 (Fmn)” + ApJ" + A0y Ar, (VL3)

umozliwia proste wyliczenie pedéw kanoniczne sprzezonych do wszystkich sktadowych pél

oL OLcou oL
o= Z=Coul g g0 = 20l g g = G 504 — 0, A0, (VIA)
OA 04y 0A,,
gdzie kropka oznacza pochodng czastkowa 0y. To oznacza, ze uktad ma wiezy pierwotne:
o =7t =0, o = 7% ~ 0. Kanoniczna gestos¢ hamiltonianu jest zdefiniowana przez

transformacje Legendre’a przy uzyciu powyzszych pedéw kanonicznych

HEM = 70 A, + 100 Ag + T A — Loow =

1
+ (Fin)? — Ag (8m7m™ + J°) — Adp Ay, — A J™, (VL5)
gdzie wykorzystaliémy wzory definiujace pedy kanoniczne. W mnastepnym kroku doda-
jemy wiezy pierwotne ¢”, ¢? do kanonicznej gestosci hamiltonianu, przez wprowadze-
nie nowych mnoznikéw Lagrange’a uy and ug, to prowadzi do gestosci hamiltonianu
rozszerzonego

1 1
H'O? = Hg! +une® +uoe® = o (7" 4 (Fn)” —
— Ag (O™ + JOA) — Ay J™ — A Ay + uam™ + ugr®. (VL6)

Wprowadzamy kanoniczne nawiasy Poissona (NP) dla wszystkich sktadowych pol i pe-
déw dla ustalonego czasu tg i wartosé tego argumentu opuszczamy w ponizszych wzorach

{A@), ™ W)} yp = {Ao@), 7))} yp =z —y), (VL.7a)
{Am(m)ﬂrn(y)}NP = 6mn63($_y), (VI?b)

podczas gdy pozostale nawiasy znikaja. Te nawiasy Poissona i gestos§é hamiltonianu rozsze-
rzonego bedziemy wykorzystywaé¢ w rownaniach ruchu Hamiltona. To pozwala wprowadzi¢
warunki stacjonarnosci na wiezy pierwotne przy pomocy réwnan Hamiltona

XA(zc) = gbA(a:) = {HA(w),Hmz}NP = OmAm(x) = 0, (VI.8a)
(@) = @)= {n"(@), H'} \ p = Opr™(x) + J'(x) =~ 0,  (VI.8b)
gdzie H™* = [d3y H"™*(y). Zadanie, aby wiezy pierwotne byly stale w czasie generuje

tutaj wiezy wtorne: XA ~ 0, x" ~ 0. Procedura narzucania warunku stacjonarnosci jest
powtarzana i generuje kolejne wiezy wtoérne: n™ i n°

@) = XM (@) = O {Am(x), H %}y p = O™ () + AAp(x) = 0, (VI.9a)
n°(x) = X°(x) = 0 J(x) 4 O {7™ (), H™*} 5y p = O (x) — AA(x) ~ 0, (VL.9D)
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gdzie w réwnaniu Hamiltona pojawia sie rowniez pochodna jawnej zaleznosdci od czasu.
W tym punkcie zauwazmy, ze warto przedefiniowaé wiezy wtoérne, wprowadzajac ich
liniowa kombinacje 7* = 7 — x° = A4y — J = 0 i uzywaé jej zamiast 7 ~ 0. Teraz
mozemy powroci¢ do naktadania warunkéw stacjonarnosci dla 7™ i n°

iMx) = —00J° () + A {Ag(x), H*} y p = —00J°(x) + Aug(x) =~ 0, (V1.10a)
7°(x) = =000, " (x) — A{A(x), H*} yp = —000,J"(x) — Aup(x) =~ 0. (VI.10Db)
Te warunki moga by¢ spetnione przez dobér mnoznikéw Lagrange’a up i ug, stad nie sa
juz one wiezami wtoérnymi i proces generowania kolejnych wiezéw wtérnych koticzy sie

tutaj. Mamy wiec 6 wiezéw: 2 pierwotne i 4 wtorne, dla ktérych wprowadzamy oznaczenia
i ~0, Ke{l,...,6}, gdzie

o =t =7t ~0, Oy =1 = 9,J" — AN~ 0, (VL11a)
Oy =7t = Adg— I =0, By =" =71~ 0, (VL.11b)
dy = XO =0, + JO ~ 0, Py = XA =0 A, ~ 0. (VL11c)

Wyliczamy macierz nawiasé6w Poissona dla wszystkich wiezéw, czyli
Mgr(z,y) = {®Px(x), Pr(y)} yp, K,L € {1,...,6}. Nastepnie znajdujemy macierz do
niej odwrotna M;(lL($, y), ktora wyznaczamy z relacji

/R3 dSzM;(lL,(m,z)ML/L(z,y) = / d3zMKL/(m,z)MZ,1L(z,y) = 5KL53(a: —vy),

R3
(VI.12)
gdzie sumujemy po powtarzajacym sie indeksie L' - konwencja sumacyjna Einsteina.
W naszym przypadku znajdujemy

i oA 0 A0 0 XA'
A0 1 0 0 0 0
nw|l-1 0 0 0 0 0
Mgr(,y)=| 3| 0 0 0 1 0 0]|A&@—y), (VL.13)
Ol 0 0 -1 0 0 0
X0 0 0 0 0 1
A0 0 0 0 -1 0
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gdzie jawnie zostaly zapisane indeksy wierszy i kolumn. Macierz odwrotna ma postaé

[ SA 0 A0 (0 A i
o0 -1 0 0 0 0
! 1 0 0 0 0 0
Mib@y)=| 7] 0 0 0 -1 0 0]|A N z—uy), (VL.14)
00 0 1 0 0 0
X0 0 0 0 0 -1
X0 0 0 0 1 0
gdzie A= (x) = —1/(4x|x|) jest odwrotnoscig operatora Laplace’a. Jeéli macierz Mg

jest odwracalna, czyli nieosobliwa, méwimy wowczas, ze wszystkie wiezy ® 4 sa drugiego
rodzaju. Mozemy zdefiniowa¢ nawiasy Diraca (ND) dla dowolnych pol v, i 1y jako

{¢a(w)7¢b(y)}ND = {¢a(w)7¢ﬁ(y)}NP_Z/ dSw dgz{woé(w)ﬂq)K(w)}NPx
KL R3 R3

x M (w = 2) {®r(2),95Y)} yp - (VL15)

Ta definicja prowadzi do ogblnej wlasnoéci, ze nawiasy Diraca dla wiezéw znikaja identycz-
nosciowo

{@x(x), YY) yp =0 (VL.16)

Stad mozemy potozy¢ dla wszystkich wiezow @ () = 0 i zredukowaé liczbe niezaleznych
stopni swobody. Poniewaz wyjéciowa przestrzen fazowa zawierata 10 niezaleznych skta-
dowych pol i pedéw, to w zredukowanej przestrzeni fazowej pozostaja 4 niezalezne
stopnie swobody. Pozostaje jedynie jeden nieznikajacy nawias Diraca

(@) Whyp = {An@) @}y = [ dw [ a2 {An@) 1 w)}
X(_)A_l(w - Z) {XA(Z)vTrn(y)}Np = 6mn53(m - y) +

+ / Pw [ dPz20%6%(x — w)A T w - 2)076%(z —y) =
R3 R3

= St (@ —y) + WAz —y) L 5T (z — y). (VL.17)

n

Mozemy traktowa¢ inne wiezy x° = 0, 7% = 01i g
niedynamiczne:

o' = —J% Ag=A"1xJY A=A"1%x9,J", (VL.18)
pola pedéw dane sg przez
T =7 — O AT % IO, Om7p. = 0. (VI.19)
Gestos¢ hamiltonianu Diraca w przestrzeni zredukowanej ma postac

1 1 1
Hpirae = Hewt |®,—0= 5 ()2 — AT gm 4 i (Fpn)? — §J0A*1 xJO. (VI.20)
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6.2. Cechowanie Coulomba dla modelu Zwanzigera

Procedura Diraca moze by¢ zastosowana do kwantyzacji modelu Zwanzigera z warunkiem
cechowania Coulomba naktadanym na obydwa potencjaty cechowania 0;A4; + 03As = 0
i 0;B; + 03B3 = 0. W tym celu wprowadzamy dodatkowe czlony AA((‘)iAi + 03A3)
i AB(9;B; + 03B3) do gestosci lagrangianu Zwanzigera, gdzie A4 i AP s3 polami mnoz-
nikéw Lagrange’a, ktore traktujemy jako pelnoprawne pola w procedurze kwantowania
kanonicznego. Dlatego punktem wyjscia jest gestosé lagrangianu

Ly = % (9349 — 0o As)” — % (03A; — 0iAg)® — A J + A (9;A; + 3A3)
+ % (83By — 8yBs)* — % (83B; — 0;B3)? — B - K + AP(8;B; + 05Bs)
%eij(aoAi — 9,A0) (03B, — ;By) — %eijaiAj (93Bo — 90Bs)
+ %eij(aoBi — 9:Bo) (95A; — 9, As) + %eijaiBj (034 — BoAs).  (VI21)

Pedy kanonicznie wynosza w tym cechowaniu

T =0, 8 =0, (V1.22a)
T4 = 9y Az — B3A0 — %ﬁijaiBja 7§ = 8yBs — 93Bo + %ﬁz’jaiAjv (VI.22b)
it = —%em(ﬁaBj — 9;Bs), T = %Ez’j@zz‘lg‘ —9;43), (VL.22c)
— =0 (V1.22d)

Tylko réwnania (VI.22b)) zawieraja w sobie pochodne po czasie potencjatéow i pozwalaja
na wyznaczenie JpAs i 9y B3. Pozostate rownania definiuja osiem wiezéw pierwotnych

vo =m0 ~0, @y =mp ~0,  ph=my~0, @f=7y~0, (VI23a)

2

1 1
9024 = 7TZA + 561']'((9333' — 8]'33) ~ 0, (pl-B = 7T~B — 56@‘ (83Aj — 8jA3) =~ 0. (VI.23b)

Postulujemy kanoniczne reguty komutacyjne dla potencjatéw i sprzezonych do nich pedow
oraz p6l mnoznikéw Legendre’a i ich pedéw kanonicznych

S@)Ine = 0apd(x —y), {AM (), 7 (¥)}vp = 8 (@ —y), (V124a)
PW)Inp = 0apd(x — y), {AB(x), 78 (y)Inp = 0 (x —y), (VI1.24b)

—~
o
S
88
ERE

gdzie o, f € {0,1,2,3, A}, zas pozostate nawiasy Poissona znikaja. Gestos¢ hamiltonianu
kanonicznego dla uktadu dostajemy, korzystajac z transformacji Legendre’a

Heon! = 7400 A0 + ThO0Ai + A0 A3 + TAOA + 700 Bo +
+ 7500B; + 1500Bs + nhd AP — LM, (V1.25)

Procedura Diraca dla kwantowania uktadéw z wiezami wymaga, aby wprowadzi¢ hamil-
tonian rozszerzony, w ktorym pojawiaja sie nowe pola mnoznikéw Lagrange’a dla wyzna-
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czonych wiezéw pierwotnych. W rozpatrywanym obecnie przypadku oznacza to gestosé
hamiltonianu rozszerzonego

HOP = Moo +ugeh +uilef +uien Fufes +ulel Fufey,  (V1.26)

ktéry mozemy zapisaé jawnie w sktadowych potencjatéw jako

1 1 1 1

H? = i(ﬂ'i + 561']‘61‘3]‘)2 + (93140(71’31 — ieijaiBj) + 5(83141‘ — @%13)2 +
1 1 . 1 1

+ i(ﬂgB — ieijaiAj)Q + agB()(ﬂ'i‘ + §6Z'jaiz4j) + 5(83B1 — 61-33)2 +

— AYN8;A; + 0343) — AB(0;B; + 93B3) + A-J+ B- K +

. 1
+ up Ty (y + 5€ij(03B; — 0;B3)) + urTh +
; 1
+ quOB + ulB(WlB — ieij(agAj — 8jA3)) + Ufﬂg (VI.27)

To wyznacza hamiltonian rozszerzony H™? = [d3zH"%(z), ktéry moze by¢ uzyty to
generowania réwnari ruchu jako réwnan Hamiltona. To pozwala na wyznaczanie warun-
kéw stacjonarnosci dla wiezéw pierwotnych, ktére moga staé sie¢ nowymi wiezami
- wiezami wtornymi. Rozpocznijmy od warunku stacjonarnosci dla wiezu pierwotnego

4

Mz) = ¢ix) = {pix), H yp = /R3 d3y{ﬂ§($),Ao(y)}Npm =

= 6371'3‘(56) — %eiﬁg@iBj(a:) — JO(:IZ) ~ 0, (VI.28)

czyli otrzymujemy wiaz wtoérny X64 ~ 0. Analogicznie postepujac dla pozostalych wiezow
pierwotnych uzyskujemy nastepujace warunki stacjonarnosci

Xi' = @ = 03(054; — 0iAs) — €;0;03B0 — J' — ;A + €;05uf ~ 0, (V1.29a)
Xy = oN = 0iA; + 8343 =~ 0. (VI.29b)

Poniewaz rownanie (VI.29a) mozemy spelni¢ poprzez odpowiedni dobdér mnoznika ujB

w kazdej chwili ¢, wiec nie jest ono wiezem wtornym. Oczywiscie X}L\‘ ~ 0 jest wiezem
wtornym. W nastepnym kroku naktadamy warunki stacjonarnodci dla wiezéw wtérnych:
X64 ~0i X}e ~ 0, co prowadzi do

= —030;(03A; — 9;As) — AN — €;;050:uf — 037° — 09I ~ 0, (VI.30a)

A A
0 0
1
A= x4 = 0s7% + 5€ii030:B; + 2 Ao+ duit =~ 0. (VL.30b)

Te relacje nie sa wiezami wtérnymi, bo mozna je spetni¢ w kazdej chwili ¢ poprzez wyboér
mnoznikow uJB i ulA

Podobny rachunek musimy przeprowadzié¢ dla pozostalych wiezéw pierwotnych: cpéB ~ 0,
eB ~0i gpf ~ 0. Ale mozemy wykorzysta¢ fakt, ze mamy symetrie dualnosci i zamiast

bezposredniego rachunku mozemy z wyznaczonych powyzej wiezéw wtoérnych, przy pomocy
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transformacji dualnoéci, wygenerowaé¢ warunki stacjonarnosci

; 1
XOB = 837% -+ 561‘]'8381‘14]‘ ~K'~ 0, (VI.31&)
xP = 05(03B; — 9;B3) + €;0;05A0 — K' — ;AP — ¢;;05uf ~ 0, (VL1.31b)
X8 = 9B+ 93B3~ 0, (V1.31c)
770B = —8361'(83B2' - 8133) — 8§AB + Ez‘jagaiu}q — 83K3 - 80K0 ~ 0, (VI.31d)
1
ny = Osmh— 5 €ii0s0iA; + 03 Bo + oup, (VI.3le)
z ktorych X{f ~0i Xf ~ 0 sa wiezami wtoérnymi. Moze sie wydawacé, ze to juz koticzy
procedure generowania wiezéw wtérnych, bo przez dob6r mnoznikéw Lagrange’a uf i uf‘
oraz uf i uf mozemy spelni¢ odpowiednio relacje 7764 ~0i n/‘é ~ ( oraz 775’ ~0i nf ~ 0

w kazdej chwili ¢t. Jednak zauwazamy, ze kombinacje liniowe warunkéw stacjonarnosci,

ktére zawieraly mnozniki Lagrange’a (ub?) i nie byly przez nas klasyfikowane jako wiezy
wtorne
i = it ot = —AA — 9,00 — 9,0 — 333 = 0, (V1.32a)
M= X+ €05 0 = Ao = S + e 0K = 0, (VL.32b)
i = nf+ 0P = —AAP — 9K — 0;K' — 03K® ~ 0, (VIL.32c)
o= K = X0 — €0y 0ixg = ABy — K° — ¢;0;] = 0, (VI.32d)

nie zawieraja juz tych mnoznikéw. Stad musimy uznaé, ze 7764 ~01i ﬁf ~ 0 oraz ﬁég ~ 0
i ﬁf ~ 0 s wiezami wtornymi. To oznacza koniecznosé natozenia nowych warunkéw
stacjonarnosci, ktére wyliczamy

& = i =—Auf — (I + 0" + 03J%) = 0, (V1.33a)
& = i3 = Aug — 0J° + €;;000: K7 ~ 0. (V1.33b)

A 7z transformacji dualnogci mamy

&8 —AuR — 9y(0yK° + 0; K" + 03 K°) ~ 0, (V1.34a)
8 = Aul —9K° — ¢;;000,J7 ~ 0. (VL.34b)

Tym razem to juz rzeczywiscie koniec generowania nowych wiezéw, bo poprzez odpowiedni
dobér mnoznikéw Lagrange’a u/“\‘ i uf)“ oraz uﬁ i ué“ mozemy zapewni¢ znikanie tych relacji
w kazdej chwili czasu t.

Zanim przejdziemy do wyznaczania macierzy nawiaséw Poissona pomiedzy wszystkimi wie-
zami, pierwotnymi i wtérnymi, mozemy utatwi¢ sobie dalszy rachunek poprzez redefinicje
wiezéw jako kombinacji liniowych dotychczasowych wiezéw, tak aby uzyskana ma-

cierz miala mozliwie najprostsza posta¢. Dlatego wprowadzamy definicje nowych wiezow

Xo = Xo + 0l o = 9t o = ;00 (VL.35a)
X6 = X6 + 0y, o7 = dipl, o7 = €007 (V1.35b)
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co prowadzi ostatecznie do nastepujacego zbioru wszystkich wiezéw. Poniewaz mamy

16 wiezow, O, K € {1,...16}, gdzie wprowadzamy oznaczenia

Dy = pff =7, ®5 = of =,

Dy =71y = AAg — JO 4 €0, K7, ®g =7k = ABy — K° — ¢;;0,.J
D3 = ) =7}, o7 =R =7},

Dy =7 = —AA — 9, ", Py = i) = —AAP - 9, K",

Dy = Xo = Oy + D3y — J°, ®yy = X5 = oirly + 037 — K°,
Do = Xy = O;A; + 0343, D1y = x§ = 0;B; + 93Bs,
D13 = pff = Ohm} + %6@8351'3]', O15 = of = O] — %EijaSaiAja

oraz

1 1
D1y = i = €0 — 030, B; + = A By,

2 2
1 1
P16 = gog = eijamf + 58381‘14@' — iAJ_AS.

(VL36h)

(V1.36i)

Wyznaczam teraz nawiasy Poissona pomiedzy wszystkimi wiezami i zapisuje je w postaci

macierzy macierzy kwadratowej 16 x 16

MKL(:B—y):{<I>K(:c)7<I>L(y)}Np, K,LE{l,...lG},

ktora przy naszych oznaczeniach przyjmuje posta¢ macierzy blokowej

Ca(z—vy) 0 0
Mgp(x —y) = 0 Cp(x —vy) 0 :
0 0 D(z —vy)

KL
gdzie jawnie zapisujac indeksy wierszy i kolumn mamy

)
o8l 0 A 0

Ca)=| 4| -a 0 0 | (=),
o 0 A
0 0 -A 0|
el iR eR ]
Bl 0 A 0 0

Cp@)=| 78 | -A 0 0 | =),
o7 0 A
L 0 —A 0 |

(VL37)

(V1.38)

(V1.39a)

(VI.39b)
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oraz

| X0 Xk X8 XK er ef ep of
%l 0 A 0 0 0 0 0
XAl-A 0 0 0 -A 0 0
X8l 0 0 0 A 0 0 0

D) = | x| 0 0 -A 0 0 0 —-Ap 0
e 0 AL 0 0 0 0 0  —93A;
epl 0 0 0 0 0 0 &AL 0
eF | 0 0 AL 0 &AL 0 0
Rz 0 0 —8A, 0 0 0

Macierz odwrotna ./\/l[_{lL zdefiniowana przez relacje
Z/ BwM (= wMpp(w — z) =5k 6% (x — 2) =
R3
L/

= Z /JRs PwMgp (- w)M, (w - 2),
L/

rowniez jest macierzg blokowa

Cy'(z—y) 0 0
M (@ —y) = 0 Cp'(z—y) 0 7
-1
0 0 D™ (z—vy) KL
gdzie
e i e ]
ol 0 1 0 0
C,l(z) = -1 0 0 | A (=),
ehl 0 0 1
| 7l 0 0 -1 0 |
of 8 ek af
o1 0 1 0 0
Cpl@) = | af|-1 o0 0 | A7),
Bl o 0o o0 1
R 0 -1 0 |
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zas
[ % d & B e b eF of ]
X0 -G o 0 0 0 G
Xy | G 0 0 0 0 0 0
&0 0 -G 0 -Gs 0 0
D'z)=|x®l0o 0o & o0 0 0 0 ,  (VL42c)
e 0 0 0 0 0 —Gs1
P | 0 —G3 0 0 0 Gs, 0
P10 0 0 0 0 Gsi 0 0
L oPlGs 0 0 0 -G 0 0 0 |

gdzie oznaczam G3 = 95 '*A~L(z), G31 = 95 '(z3) AT (1) i G = A~} (z). Majac macierz
odwrotna do macierzy nawiaséw Poissona dla wszystkich wiezow, mozemy zdefiniowaé
nawiasy Diraca dla dowolnych pél ¢, i ¢y jako

(W) tWhvp = Wal@lto@hnp— Y [ dw [ @ (vae) 2ucw)yp ¢
KL R3 R3

XM (w = 2) {@L(2), ¥u(y)} yp - (V1.43)

Stad mamy ogblng wlasno$¢ nawiaséw Diraca dla wiezdéw

{¢a(w>7 (I)K(y)}ND - {¢a(x)a (EK(y)}NP - Z / d3w ) dgz {wa(m)vq)/l{(w)}]\[p X
K1 R3 R3
XM (w— 2) {®L(2), Pr(y)}yp = 0. (V1.44)

To oznacza, ze mozemy wyzerowaé¢ wszystkie wiezy ®x = 0 i definiowaé¢ réwnania
Hamiltona z nawiasami Diraca w miejsce nawiaséw Poissona oraz gestodcia hamiltonianu
Diraca
_ roz
Hpirac = H" |, —0 - (VI.45)

To daje spojna strukture przestrzeni fazowej i pozwala na kanoniczne kwantowanie, gdzie
z nawiaséw Diraca postuluje sie r6wnoczasowe relacje komutacyjne dla opera-
toréw pola.

Dla nas najbardziej interesujace jest wyliczenie nawiaséw Diraca pomiedzy potencjatami
A, i B,. Bezpodrednim rachunkiem wyznaczam nawiasy Diraca

{Ai(z),Bj(y)}np = €;03A7 (z—y), (V1.46)
{As(z), Bi(y)}np = €;0;A7 (z—y), (V1.47)

a pozostate albo zeruja sie albo wynikaja z transformacji dualnosci. To prowadzi do réw-
noczasowych komutatoréw dla operatoréw pola i zgadza sie z postacig funkcji Wightmana
, ktora wyznaczyliSmy w rozdziale IV, gdy szukaliSmy sferycznie symetrycznych
rozwiazan réwnania na mieszane funkcje Wightmana. Wyznaczamy teraz wartosé
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prozniowa komutatoréw uzyskanych z powyzszych nawiaséw Diraca

(0l[Ai(=), B;()]|0) = —ie;;0sA7 (z —y), (VL48)
(0[As(2), Bi(y)]0) = —ie;;0;A7 (@ —y) (VL49)

i poréwnujemy je z otrzymanymi z mieszanych funkcji Wightmana danych wzorem ([V.44)
(Ol[Am(®), Bn(0)]|0) = Tm(0|[Ap(x), Bn(0)]|0) = —iemud A~ (2), (VI.50)

przy czym

T (0] A0y (2) B (0)]0) = — £ el ™ (a). (VL.51)
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VIl. Podsumowanie

Rozdzial pierwszy zawiera opis monopoli magnetycznych w teorii klasycznej i kwantowej
oraz wysitki w ich poszukiwaniu w przyrodzie i eksperymencie. Istotnym dopelnieniem
tego rozdzialu jest dodatek w ktorym wyprowadzony zostal uogélniony potencjal dla
monopolu magnetycznego zaréwno w opisie jednopotencjatowym jak i w modelu Zwan-
zigera. Przeprowadzona analiza jest istotna dla lepszego zrozumienia uzywanych modeli,
lecz poniewaz nie dotyczy bezposrednio tematu pracy zostata przeniesiona do dodatku.

Symetrie dyskretne dzialajace na dyonowe rownania Maxwella zostaly pokazane w roz-
dziale drugim. Analizujac transformacje parzystosci, inwersji w czasie oraz sprzezenia
tadunkowego zaktadamy, ze prady i tadunki magnetyczne transformuja sie tak samo jak
prady i tadunki elektryczne. W przeciwienistwie do elektrodynamiki tylko z tadunkami
elektrycznymi, rownania Maxwella ze Zrodtami elektrycznymi i magnetycznymi nie maja
symetrii parzystodci. W tej analizie otrzymujemy inny warunek symetrii parzystosci dla
rownania Ampére’a, a inny dla réwnania Faradaya. W przypadku takiej niejednoznacz-
nodci, ktéra otrzymujemy przy transformacji parzystosci i inwersji w czasie, zawsze wy-
bieram warunek wtasciwy w przypadku braku Zrédel magnetycznych. Badanie ostatniej
z transformacji dyskretnych — sprzezenia tadunkowego, prowadzi do wniosku, ze syme-
tria sprzezenia tadunkowego jest symetria dyonowych rownari Maxwella. Zebratam w tym
rozdziale informacje jak transformuja sie pola pod dziataniem transformacji parzystosci,
inwersji w czasie, sprzezenia tadunkowego oraz ich ztozen. Jak mogliSmy sie spodziewaé
symertia PT'C jest symetrig uktadu. Rozdzial ten koniczy przedstawienie modelu Zwan-
zigera bedacy podstawa analizy i uzyskanych wynikéw przedstawionych w dalszej czesci
pracy. Zaproponowana przez Zwanzigera gesto$¢ lagrangianu jest lokalna, zawiera dwa po-
tencjaly cechowania oraz wyr6zniony wektor n, a réwnania FEulera-Lagrange’a wynikajace
z tej gestosci sa réwnowazne dyonowym réwnaniom Maxwella.

W trzecim rozdziale przedstawiam ogélny zarys elektrodynamiki kwantowej opisujacej
zaréwno pola materii z fadunkiem elektrycznym, jak i pola materii z fadunkiem magne-
tycznym, gdzie oddzialtywanie przenoszone jest przez dwa niezalezne potencjaty cechowa-
nia. To oznacza symetrie cechowania U(1) x U(1) i wybieram lagrangian Zwanzigera dla
poél cechowania. W dalszej czedci pracy moja uwage skupiam na sektorze pél cechowa-
nia, a z postaci lagrangianu dla pdl materii wykorzystuje fakt, ze oba natadowane prady:
elektryczny i magnetyczny, sa zadanymi polami 4-wektorowymi.

W czwartym rozdziale przedstawiam wtasnodci 2-punktowej funkcji Wightmana, ktora
stanowi wygodne narzedzie analizy w kwantowej teorii pola. Zostata tu wykazana trans-
lacyjna niezmienniczoé¢ funkeji Wightmana oraz, przy zatozeniu lorentzowskiej niezmien-
niczosci stanu prézni, kowariantno$é tych obiektow. Korzystajac z analizy transformacji
dyskretnych dla poél elektrycznych i magnetycznych pokazuje, ze PT'C jest symetria tego
modelu. Uzyskuje jednak przeciwny znak niz w opisie jednopotencjatowym. Badanie nie-
zmienniczogci wzgledem cechowania w modelu Zwanzigera i wykorzystanie wzoru Peierlsa,
pozwolito na wyprowadzenie réwnania na mieszane funkcje Wightmana. Okazuje sie,
ze nie ma lorentzowsko-niezmienniczej mieszanej funkcji Wightmana w bada-
nym modelu. Potrafimy jednak podaé¢ rozwiazanie sferycznie symetryczne i przedstawic
ogoblna postaé mieszanych funkcji Wightmana . Ten wzér uwazam za jeden
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z najwazniejszych wynikéw mojej pracy. Dalsze moje badania stanowia sprawdzenie
tego wzoru dla réznych warunkéw cechowania. Wykorzystalam ta ogodlng postaé funk-
cji Wightmana do operatoréow petli Wilsona i zgodnie z oczekiwaniem uzyskatam wynik
niezalezny od warunkéw cechowania.

Rozdzialty piaty i szosty zawieraja kanoniczne kwantowanie przy uzyciu gestosci lagran-
gianu Zwanzigera. W piatym rozdziale zastosowana zostata metoda Fadeeva-Jackiwa, ktora
pozwala na szybkie uzyskanie nawiaséw Diraca, dla trzech cechowan: planarnego, dLCy
oraz dLCs.

W cechowaniu planarnym wszystkie wyznaczone pedy kanoniczne definiuja nam
wiezy drugiego rodzaju. Nastepnie wyznaczam réwnania Eulera-Lagrange’a i wprowadzam
mody kowariantne, tzn. speliajace réwnanie falowe, ktore pozwalaja na zapisanie wszyst-
kich réwnan ruchu w postaci réwnan pierwszego rzedu w pochodnych czasowych. W cecho-
waniu planarnym mamy dwie pary p6l swobodnych nawet w obecnodci zrodet, zas roéwnania
na pozostate mody zawieraja niekowariantne cztony polowe. Te pola swobodne pozwa-
laja na wprowadzenie warunkéw na stany fizyczne dla teorii z oddzialywaniem. Po
wyznaczeniu nawiaséw Diraca oraz komutatoréw i przejsciu do przypadku swobodnego mo-
zemy wszystkie mody kowariantne przedstawi¢ w reprezentacji Focka, a nastepnie znalezé
komutatory dla operatoréw kreacji i anihilacji. Wyznaczone zostaty funkcje Wightmana
dla niezaleznych stopni swobody i ostatecznie dla wyjsciowych po6l. Analize cechowania
planarnego konczy zbadanie réwnowaznosci uzyskanych mieszanych funkcji Wightmana
z ogblng postacia takich funkcji, ktéra wyznaczytam w poprzednim rozdziale.

Kolejnym z badanych cechowan jest cechowanie dLC;, tzn. cechowanie Ay —
aA; = By — aB; = 0. W tym cechowaniu mamy sze$¢ pedéw kanonicznie sprzezonych
z potencjatami, z czego cztery z nich definiuja wiezy. Opréocz czterech modéw kowariant-
nych w tym cechowaniu wystepuja réwniez mody niekowariantne, przy czym dwa z nich
spelniaja swobodne réwnania ruchu, o ile zewnetrzne prady sa zachowane. Tak
jak w cechowaniu planarnym, po uzyskaniu mieszanych funkcji Wightmana w cechowaniu
dLC; sprawdzamy ich rownowaznosé z (IV.46)).

Ostatnim z analizowanych w tym rozdziale cechowan jest cechowanie dLCsg,
ktoére r6zni sie od poprzedniego wyréznionym kierunkiem. Uzyskujemy tak jak poprzednio
cztery mody kowariantne i cztery mody niekowariantne, ale funkcje Wightmana dla modéw
niekowariantnych zawieraja wyrazenia rozbiezne dla k3 — 0. To oznacza, ze dla tych
modow przedstawienie Focka jest niewarygodne, ale w mojej analizie moge ominaé¢
ten problem. Okazuje sie bowiem, ze funkcje Wightmana dla wyjsciowych pél sa
dobrze zdefiniowane, rowniez jako calki pedowe, oraz mozemy sie przekonac, ze sa one
rownowazne funkcjom Wightmana danych wzorem .

Rozdzial sz6sty zawiera kanoniczne kwantowanie metoda Diraca przeprowadzone w ce-
chowaniu Coulomba w przypadku jednopotencjalowym, a nastepnie przy uzyciu gestosci
lagrangianu Zwanzigera. Dla modelu Zwanzigera znajdujemy osiem wiezow pierwotnych,
a nastepnie osiem wiezéw wtérnych, wynikajacych w warunkow stacjonarnosci wiezéw
pierwotnych. Zgodnie z przepisem Diraca znajdujemy nawiasy, a nastepnie z nawiaséow
Diraca relacje komutacyjne dla operatoréw pola. Wyznaczamy réwniez wartosé¢ prozniowa
uzyskanych komutatoréw i uzyskujemy ten sam wynik, jak przy wyznaczaniu funkcji ko-
mutatorowej z funkcji Wightmana uzyskanych w rozdziale II1. To oznacza, ze sferycznie
symetryczna mieszna funkcja Wightmana (IV.46)), ktora znalaztam jako rozwiaza-
nie réwnania odpowiada cechowaniu Coulomba.

Podsumowujac analiza modelu Zwanzigera pozwolita na wyprowadzenie réwnania na nie-
diagonalne funkcje Wightmana. 7 przedstawionych obliczen wida¢, ze symetria Lorentza
jest ztamana dla mieszanych funkcji Wightmana uzyskanych w ramach tego modelu. Jeste-
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$my w stanie uzyskac tylko sferycznie symetryczne rozwigzanie wyprowadzonego rownania,
ktére nie zalezy jawnie od ustalonego czterowektora n wyrédznionego w tym modelu. Za-
leznog¢ od tego wektora w funkcji Wightmana pojawia sie tylko w cztonach zaleznych od
wyboru warunku cechowania. Najprostsze uzyskane rozwiazanie mozna otrzymaé przez
kanoniczne kwantowanie w cechowaniu Coulomba i wyniki sg spéjne. Kanoniczne kwanto-
wanie przeprowadzone w czterech wybranych cechowniach prowadzi do funkcji Wightmana
spetniajacych wyprowadzone réwnanie. Przedstawione rachunki dla réznych cechowan pro-
wadza do funkcji Wightmana, ktore sg sobie rowne z doktadnodcia do cztondéw zaleznych
od wybranego warunku cechowania.

Brant, Neri i Zwanziger [55] pokazali, ze niezmiennicze ze wzgledu na transformacje ce-
chowania funkcje Greena nie zaleza od wyréznionego wektora n, gdy prady elektryczne
i magnetyczne sg generowane przez naladowane klasyczne czastki punktowe. W tej pracy
rozwazane sa czastki obdarzone tadunkiem opisywane przez lokalne, kwantowe operatory
pola i uzyskuje niezalezne od n funkcje Wightmana. Poniewaz korzystajac z funkcji Wight-
mana tatwo mozemy wyznaczy¢ funkcje komutatorowe i propagatory jest to pierwszy krok
do sformutowania perturbacyjnego opisu elektrodynamiki kwantowej z tadunkami elek-
trycznymi i magnetycznymi. Wielkosci niezalezne od wyboru cechowania nie beda zleze¢
od wyréznionego wektora n. Kolejnym krokiem analizy modelu Zwanzigera bedzie wiec
znalezienie macierzy rozpraszania i przekroju czynnego dla rozpraszania monopolu na elek-
tronie.
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A. Oznaczenia

Punkt w czasoprzestrzeni 3 + 1 wymiarowej oznaczamy jako z# = (20, 2!, 2%, 23) = (¢, z),
przy czym symbole pogrubione oznaczaja trojwektory & = (2!, 22, 23), za$ predkosé §wiatta
oraz stata Plancka ¢ = h = 1 o ile w tresci nie zaznaczono inaczej. Tensor metryczny
zdefiniowany jest nastepujaco

1 0 0
0O -1 0
uv = gW = (A].)
0O 0 -1
0 O 0 -1

Za pomocy tensora metrycznego definiujemy wektor kowariantny z, = g2’ = (zo, —x),
za$ interwal czasoprzestrzenny dany jest wzorem s? = xH2”g,,,. Operatory rézniczkowania

pierwszego rzedu maja postaé

0 0
oy = —, o= —, A2
= Oxn Oz, (4.2)
a operator d’Alamberta O = 9"0,,. Calkowicie antysymetryczny tensor, tensor Levi-Civity,
dany jest przez

+1 jesli {u, v, p, \} jest parzysta permutacja {0, 1,2, 3}
€uvpr = ¢ —1  jesli jest permutacja nieparzysta , (A.3)

0 w innym wypadku

za$ tréjwymiarowy tensor catkowicie antysymetryczny jest unormowany zgodnie z warun-
kiem €!?3 = 1. Sktadowe poprzeczne oznaczamy przez i, j, k € {1, 2}, za$ wskazniki {1, 2, 3}
bedziemy oznaczaé literami m,n, [, p. Symbol * oznacza splot z operatorem catkowym,
sprzezenie zespolone funkcji, natomiast t hermitowskie sprzezenie operatora. Tréjwymia-
rowy laplasjan oznaczamy przez A\, natomiast /| jest laplasjanem w dwoéch wymiarach
{1,2}.

Wektor czteropradu elektrycznego oznaczamy jako JH = (pe,J.), zas$ magnetycznego
K" = (pm, I m). Zarowno wielkosci klasyczne jak i odpowiadajace im operatory kwantowe
oznaczane sg tym samym symbolem. ®,, ¥, oznaczaja czesci funkcji Wightmana zalezne
od wyboru warunku cechowania.
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B. Potencjaty dla pola
elektromagnetycznego wytworzonego
przez nieruchomy punktowy monopol

magnetyczny

B.1. Wstep do teorii dystrybucji Schwartza

Zamieszczamy tutaj wyciag z [56] tych informacji o teorii dystrybucji Schwartza, ktore
bede dla nas uzyteczne w badaniu funkcji osobliwych.

Definicja 1. Przestrzen Z(R") jest to przestrzen funkcji zespolonych na R™ o ograni-
czonym nosniku. Funkcje f(r) € Z(R"™) nazywamy funkcjg prébng.

Definicja 2. Dystrybucja T jest to funkcjonal liniowy ciagly na przestrzeni wektorowej
2, ktory dla kazdej funkcji probnej f(r) € 2 przyporzadkowuje liczbe zespolong T'(f) =
(T, f) € C, przy czym

T(fi+f2) = T(f1)+T(f2), (B.1a)
T(af) = oT(f), dla stalej o« e C. (B.1b)

Dystrybucje tworza przestrzer wektorowq 2, w ktorej suma Ty + T i iloczyn oT sg zde-
finiowane jako

(T +Ta, f) = (T1, f) + (T2, f),  (aT. f) =T\ [). (B.2)

Dwie dystrybucje 11 i T> sa sobie réwne w sensie dystrybucji, jezeli dla wszystkich funkcji
prébnych
<T1>f> = <T25f> (B3)

Definicja 3. Pochodna dystrybucyjna DT w R jest zdefiniowana przez réwnosé dystry-
bucji

Czqstkowa pochodna dystrybucyjna D;T w R” jest zdefiniowana przez réwnosé dystrybucji
(DT, f) = —(T, 0if)- (B.5)

Fizyczne przyklady. Jezeli ¢ jest funkcja lokalnie sumowalna, to definiuje ona dys-
trybucje T, poprzez calke

Toud) = [ dzol@) @)= (o). (B.)
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Pochodna dystrybucyjna D;y jest zadana przez catke

(Dig, f) = — / I () 0 f (). (B.7)

n

Dystrybucja delta Diraca §" jest zdefiniowana jako

6.5 = | d2s@) (@) = 50 (B3)

i dalej dla @ € R™
(@, 1) = / d"z 8" (@ —a) f(x) = f(a) (B.9)

Zazwyczaj oznaczamy 0! = § i mamy dystrybucje w 1 wymiarze
6.0 = [ dos@) f@) = $0). [ deble-a) f@) = fla), (Ba0)

co prowadzi w 3 wymiarach do dystrybucji

@)= [ @ad@) @) = [ des@) 6656 fes) = 0,00, (@)

R3

/ B s (x—a) f(x) = / Bxd(z —az)d(y —ay) 6(z — as) f(z,y,2) = f(ag,ay,az).
RS

R3
(B.12)
Funkcja skokowa Heaviside’a ©(x) definiuje dystrybucje
©,f) = /0 dxf (). (B.13)
Funkcja znaku sgn(x) definiuje dystrybucje
9] 0
senf) = [ dof@) = [ dofta) (B.14)
W sensie dystrybucji 2/ mamy réwnosé
sgn(z) = O(z) — O(—x). (B.15)

Pochodna dystrybucyjna funkcji skokowej Heaviside’a D O(z) definiuje dystrybucje

we.p)=- [t — o)~ 6.1, (B.16)

zatem w sensie dystrybucji 2’ mamy

DO(z) = 6(x). (B.17)
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Pochodna dystrybucyjna funkcji znaku D sgn(z) definiuje dystrybucje

0
e, ) =~ [“ @l [ —ag00) = 20,

— 00
stad mamy relacje w sensie dystrybucji 2’

Dsgn(x) = 20(x).

B.2. Monopol magnetyczny Diraca w opisie

jednopotencjatowym

Chcemy wyrazié¢ pole indukeji magnetycznej

[
—~
|
Ne}
|
o
| =
|
3
=)
I
Rl

jako rotacje potencjatu wektorowego

> 7 gho T

Poszukujemy potencjatu wektorowego uzywajac wspotrzednych sferycznych
A(r) = A(r) T+ Ag(r) 0+ Ay(r) &,

dla ktérego rotacja ma postac

. OA, 5 1 94, 0
A== |—(rA —|——=-—=(rA
Vxd=g [87" (rdo) = 55 sng o6 ar )|
r 0 6A9
+ rsind [89 (sin64s) = 0o ] '
Stad mamy uktad réwnan rézniczkowych
0 0A, 1 04, 0
—(rAp) — = — — —(rdy) =
o) =5 =0 S e " ar"Ae) =0
2 0 0Ag]  gpo 7
7sin @ [89 (sin6As) = 8@5} CAm o2
Ogolne rozwiazanie tych réwnan ma postac
0®(r) 10®(r) 1 [o®(r) guo
A (r) = , A = - , A = — =
(r) or o(r) r 00 5(r) rsinf | J¢ + 47 (o

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24a)

(B.24b)

—cosf)|,

(B.25)
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gdzie ®(r) jest dowolng funkcja analityczna w calej przestrzeni R i o jest dowolng
rzeczywista stata. To rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci wektorowej

P gpo @ — cosf ~
A(r) =Vo(r) + ——— o. (B.26)

Czes¢ gradientowa opisuje niezmienniczos¢ cechowania i znika tozsamosciowo dla operacji
rotacji. Natomiast cze¢s¢ niegradientowa jest dobrze zdefiniowana dla 6 ¢ {0,7}. To
oznacza, ze w celu wyliczenia rotacji dla powyzszego potencjalu wektorowego musimy
odwotaé sie do dystrybucji i pochodna czastkowa v musimy definiowa¢ jako pochodna
dystrybucyjna D. Mamy dystrybucje dla rotacji dystrybucyjnej

(DB x A f) = (A xVf) = / BrA(r) x Vf(r), (B.27)
R3
lub jawnie we wspotrzednych kartezjanskich
<(5 X fT)zﬁf) = fijk<DjAka f> = _fijk<Akaajf> = —&jk /3 d3rAk(r)8jf(r). (B.28)
R

gdzie f(r) € D(R3). Dla rotacji potencjalu wektorowego (B.26) mamy calke we wspol-
rzednych sferycznych

47 rsin @

- 9“0/ drr? / d@sm@/%dgba_coseqb Vi(r) =

rsin @

/Rgdmf(r)xﬁf(r) - g‘“’/ﬂ@di” Q=8O Gpr) =

= g,uo / / de qu a — cosf) b x Vf(r). (B.29)

Dalej znajdujemy

~ =~ [Of . 10f~ 1 Of ~ 8fA 18fA
- =97 29 B.
ox VS ¢X[a a6 T remg26 % " ar’ ra0 (B:30)
gdyz dla wersoréw sferycznych mamy relacje $ X7 = 5, gg x 0 = —7. To prowadzi do calki

po kacie 6, ktora catkujemy przez czesci

§ Of 5 1IN _ [7 ote— T 1Y o M tgsing L 7o
/OdH(a cos@)(are 7"(9«9) = /Ode(a COSQ)<8r€+r89>+/O d(QSIIIQTT

1 0=m
— —(a—cosO)Tf(r,0,9) (B.31)
r =0
Poniewaz zachodza relacje
87’ ~ A ~ N -~
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wiec mozemy zapisaé¢ catke po kacie 8 w postaci

" d6(ar — Of g 1075\ _ /” a—cosholrf) 5 /7r mod s
/Ode(a COSH)(@T 59 > =, de . 5 0+ ; d@smerr

- E[ai—lf(raezﬂ-aqb)_Fa;lf(’r?a:(),qb)] .
(B.33)

Pierwszy czton po prawej stronie prowadzi do calki radialnej, ktéra znika

o0 T oa—cos@O(rf)~ [T T [T orf)
/0 drr/o dQT o 9—/ d@(a—CObG)Q/ dr =0. (B.34)

0 0 87‘

Trzeci czlon po prawej stronie prowadzi do calki radialnej (ponizej pomijamy staly czynnik
_]{;)

/Ooodr[(a+1)f(r,9:7r,¢)+(a—l)f(r,ezo,gb)}:
:(a+1)/0 dzf(sz,y:(),—z)—i—(a—l)/o dzf(x =0,y =0,2) =

0 )
:(a+1)/ dzf(x:O,y:O,Z)—l—(oz—l)/O dzf(r=0,y=0,2). (B.35)

—0o0
bo dla # = m wspolrzedne kartezjaniskie wynosza (x = 0,y = 0,z = —r), natomiast dla
6 = 0 wspolrzedne kartezjaniskie to (z = 0,y = 0,z = r). Ale funkcje f(z = 0,y = 0, 2)

i f(x=0,y=0,—2) nie zaleza od kata ¢, dlatego catka po tym kacie wprowadza jedynie
czynnik 27. Reasumujac wyliczylismy catke

/ drr/ de/%dgbacose) / drr? / de/%dmme f(r) —

—27rk:a/dzf(a:zO,yzO,z)—i—%rk/dzf(sz,yzO,z)sgn(z):
R R

-/, &1 f(r) — 2o / i) oly) F(r) + 2k /R i) (y) sam(2) f(r) =

~

= /R 3 dPr [T—Qwaké( )8(y) + 27k 6(x) 6(y) sgn(z)} f(r), (B.36)

gdzie wprowadziliémy funkcje delta Diraca i funkcje znaku. To oznacza réwnos¢ dystrybucji

—

(Dx A, f) = /RS PrA(r) x Vi(r) =

gH r ~
:4770/]1@ Br [—27rak<5( )6(y)+27rk5(x)6(y)sgn(z)} f(r). (B.37)

r2
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Wiec mamy relacje w sensie dystrybucji D'(R3)

D] Vi 9o ,uoiacose >\ _ 9o i _ T T
D x (V(ID(T) + 1 0 gi)) 1 [r2 2rakd(x) 6(y) + 2m ko(x) §(y) sgn(z)
(B.38)

Jest to pole radialne za wyjatkiem osi z, gdzie mamy osobliwos¢ - strune Diraca. W po-
wyzszym wzorze pozostawiliémy oznaczenie V na gradient funkcji ®(7), bo pochodna dys-
trybucyjna funkcji analitycznej jest rowna zwyklej pochodnej (czastkowej).

B.3. Monopol magnetyczny Diraca w modelu Zwanzigera

W modelu Zwanzigera wyrazamy sktadowe kartezjariskie pola indukcji magnetycznej B
przy pomocy wzoréw z 4-potencjatami A, i B,

B = Fo3 = —F3 = —03A2+02A3, By = I3 = 03A1—-01A3, B3 = Fi2 = 03By—0yBs.

(B.39)
Dla pola indukcji magnetycznej wytworzonej przez monopol magnetyczny g umieszczony
w poczatku uktadu wspotrzednych, otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych

BaAs(r,t) — O3As(r,t) = %% (B.40a)
B3A1(r,t) — Oy As(r,t) = %% (B.40b)
83Bo(r,t) — 8yBs(r,t) = %% (B.40c)

Poniewaz pole elektryczne dla statycznego monopolu magnetycznego jest zerowe wiec
mamy dodatkowe réwnania

83A0(T,t) = 80A3(T,t), 63B1(7‘,t) = 8133(T,t), 63B2(7‘,t) = 8233(r,t). (B41)

Najprostsze stacjonarne rozwigzanie tych réwnan ma postaé uwiktana

g0 guo 1 1
AL(T) = —EeijgajA(T), B()(’l“) = —E;, agA(T) = ;, (B.42)

a pozostale sktadowe 4-potencjatéw znikaja. Dalej bedziemy rozwazaé szczegdlne rozwia-
zanie rownania na A(r)

z 1 2 2
A(r) = A(p, 2) :/ d¢ G 4 e (B.43)
0 £2 + 2% + y? p
gdzie oznaczamy p = /22 + y2. Dla p > 0, funkcja A(p, 2) jest nieosobliwa dla wszystkich
wartosci z, wiec jej pochodna dystrybucyjna D, jest réwna zwyklej pochodnej czastkowej

0. Chociaz w punkcie p = 0 mamy osobliwos¢ dla A(p, z), to jej dystrybucja dla funkcji
prébnych h(p, p) € R?

> 2 z+\/p? + 22
(A,h>=/0 dpp/o dep lnfh(p,w)v (B.44)
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jest dobrze zdefiniowana. Pozostaje nam sprawdzenie pochodnej dystrybucyjnej w pod-
przestrzeni R? Dy = (D, D)

- 2 z+ +22/(.0 50
(DLAh) = —(A,V1h) = / dpp/ dep lnz< +(P890> h(p, ¢).

Pop
(B.45)
Naszym celem jest wykonanie catkowania przez czesci i rozpocznijmy od catki katowej
2w 2m -~ 2m
~ Oh(p, ¢) / 0p _
dpp——"=— dwhp,w:p/ doh(p, ¢ B.46
/ i, Caonp0zt =5 [ donto)  (ao
bo zachodza relacje
0p ~ ~ ~ ~
95 = P 2(0) =@(2m) =3, h(p,0) = h(p,2m). (B.47)

Pozostaje nam calka radialna, ktéra po wycatkowaniu przez czesci

o0 z+\/p2+22 (0 1 o0 z+\/p +22 0
/0 dpplnp<+p h(p,p) = ; dp In (ph(p, )

p

o0 0. z+ 2 4 22

= —/ dp h(p, w)pafln+ =
0 P P

P 1 /°° z
= T aphtee) 2 (Bag)
P2+ 22+ 2/ p? + 22 P] 0 VpE+ 22

daje catke nam dobrze zdefiniowana dla dowolnej wartosci z, co jawnie widaé¢ we wzo-
rze w ramce, a dla ostatecznej postaci catki jest dowiedzione w To prowadzi do
regularnej dystrybucji

2T A
(BLAh) = —2 / dpp / o s P, (B.49)

a wiec w sensie dystrybucji 2’(R?) mamy relacje zgodna ze zwykla pochodng czastkows

- 0 z -
D Ap,z) = —————==V_1A(p,2), B.50
1 ( ) pg\/m 1 ( ) ( )

gdzie p'= (z,y). Stad mamy sktadowe 4-potencjatu

Ay(r) = g““agA( )_gﬁrog\/piﬁ (B.51a)
xr
AQ(T) = 'il:]alA(p7Z):_'il:]pm (B51b)

Pochodna czastkowa 03 tych potencjaléw wynika ze wzoru

o P P2 P2
9 _ _r B.52
0z \/p2+22  (p2+22)32 3 (B.52)
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Dodatek B. Potencjaty dla pola elektromagnetycznego

i zgadza sie ze wzorami (B.40a]) i (B.40b). Sprawdzamy kombinacje pochodnych czastko-
wych: 0;A; = 01 A1 + 0242 = 0, ktora znika na mocy réwnania (B.42). Dla pochodnych
dystrybucyjnych mamy

<D1A1 + Dy Ao, h> = —<A1, 81h> — <A2, 82h> = %(DQ[\,aﬂw g4ﬂ0 <D1A 82h>
- i’jf (A, (D201 — D182)h) = 0, (B.53)

bo dla funkcji préobnej pochodne mieszane sa przemienne. Mozemy dlatego méwi¢, ze nasze
rozwigzanie spelnia warunek cechowania 0;A; = 0141 + 0242 = 0 w sensie dystrybucji
2'(R?). Nastepnie rozwazmy kombinacje 01 A — 9o A1, ktora dla dystrybucji ma postac

(D1Ay = DpAh) = —(Ao,00h) + (A1, 0h) = = 22Dy, 01h) = 22 (DA, o) =
= N, 0u0n + 0a0)h) = 20N A ). (B.54)

Musimy wyznaczy¢ dystrybucje

00 2m z+ 24,2710 Oh(p, 1 6%h ,
<A,ALh>:/O dpp/o dy ln# [ (p(ﬂ@)) _|_2(p<,0)]

p pOp dp p? Op?
55)
Naszym celem jest wykonanie catkowania przez czesci i rozpoczynamy od caltki katowej
o 0%h oh oh
/ iy (pé p) _ Ohlp,0)| _ Oh(p,¢) —0 (B.56)

bo punkty (p,¢ = 0) i (p, ¢ = 2m) pokrywaja sie. Pozostaje nam calka radialna, ktora po
wycaltkowaniu przez czesci daje

2 o0 2. .2
/ dpIn z+\/p +22 0 (pﬁhpcp))__/ dpah(p,go)pglnz—i— PPtz
0 0

ap dp dp " Op P
Oh(p,
_ _/ dp (ap %),

0 P

p 1 :/”dpf?h(p,so) z
P2+ 2242\ /p2+22 P 0 Op  \/p*+22
z > 0 z
= (0, —/ dph(p, o)~ 2 —
0= ) d (pw)ap\//m

= h(0,0)sgn(z) + /000 dpph(p,¢) -

(02 + 22)32 (B0

gdzie wykorzystaliémy fakt, ze w poczatku ukltadu wspédtrzednych nie ma zaleznosci od
kata . Uzupekliajac catkowanie po ¢ mamy dystrybucje w postaci

2m
(A,A1hy = 27h(0,0)sgn(z / d@/ dpph(p,¢ +22)3/2 =

= 2mwsgn(2)(02,h) + ( (B.58)

s e
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Dodatek B. Potencjaty dla pola elekiromagnetycznego

Ostatecznie mamy relacje w sensie dystrybucji 2'(R?)

D1 Ay — DoA; = i‘; (277 sgn(z) 8(z) 8(y) + Z) = IO on(2) 6(x) 8(y) + 5 Bo.

(p? + 22)3/2 92

(B.59)

To oznacza, ze dla naszego rozwiazania sktadowa tensora Cabibbo-Ferrariego
DAz — 02 A1 + €1230 (0°BY — 0" B?) = L;m sgn(z) 6(z) 6(y) (B.60)

sktada sie jedynie ze struny wzdtuz osi z,
Ogolna posta¢ rozwigzania stacjonarnego dla 4-potencjatow
1

B()(T‘) = —%;, BZ(T‘) = (%‘I’B(’I’), (B.61a)
Ao(r) =0, Ailr) = 0,%a(r) — e T2 0;A () (B.61b)

gdzie ®4(r) i p(r) sa dowolnymi funkcjami analitycznymi w calej przestrzeni R3, nato-
miast A(r) ma postaé
_ /2 1 2
Ar) =In 25V T2 A () (B.61c)
p

gdzie Ag(z,y) jest dowolna funkcja analityczna w catej podprzestrzeni R?. Funkcje ® 4 p(r)
znikaja dla wielkodci niezmienniczych od cechowania, takich jak tensor pola elektromagne-
tycznego F),, czy tensor Cabibbo-Ferrariego 0,4, — 0,4, + eW)\paAB/’, dlatego mozemy
uwaza¢ je za funkcje generujace transformacje cechowania. Natomiast funkcja Ag(z,y)
znika dla tensora pola elektromagnetycznego F),,, ale moze wnies¢ wkiad do tensora
Cabibbo-Ferrariego - modyfikujac posta¢ struny w 01 As — 32 A1 + elgApaABP.

B.3.1. Dowdd granicy catki (B.48) dla z — 0

Poniewaz badamy catke radialna wiec oznaczamy h(p, ) = h(p) i catke pomocnicza dzie-
limy na 2 czesci

h(p) / h(p) / h(p)
dp —— = dp ———+ dp ——. (B.62)
/0 VeE+22 Jo VE+22 0 Uz Vp?+ 22
gdzie zg > |z|. Rozpocznijmy analize od czesci pierwszej
%0 1 — h(0)
= h(0 / dp ————= + / d§ ———= =
/ \/p +z2 © p\/p2+z2 ¢ \/pQ-i-zz
2
— o) T IS ZO 2 / ge L) (B.63)

Vpr+ 22 +22

Wykorzystalismy tutaj wlasnos¢ dowolnej funkeji analitycznej h(p): h(p) — h(0) = phi(p)
dla p € (0, zo> gdzie hi(p) jest rowniez funkcja analityczng. Poniewaz wyrazenie podcal-
kowe phi(p)//p? + 22 — hi(p) dla z — 0, wiec ostatecznie czes¢ pierwsza badanej calki
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Dodatek B. Potencjaty dla pola elektromagnetycznego

dla z — 0 ma strukture

/ m — h(0)In —+ /O " dohi(p) +0(2). (B.64)

Dla drugiej czedci calki otrzymujemy, gdy z — 0

h(p) / p)
dp —— = dp —= + 0(z). (B.65)
/zo V2 + 22 20 P
Stad ostatecznie mamy granice
. 0 h(p) . < 2z0 /
lim z/ dp ——— = lim z dphy(p / dp
2=0" Jo PRt 22 J-0 ' "
(B.66)

bo zlnz =0 dla z — 0. To konczy dowod, ze catka (B.48) istnieje w granicy z — 0, a co
z tego wynika — jest dobrze zdefiniowana dla dowolnej wartosci z.
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C. Wtasnosci wybranych funkcji

osobliwych

C.1. Funkcja osobliwa d’Alamberta D,

Definiujemy funkcje osobliwa d’Alemberta D, (z) przez jej 3-wymiarowe przedstawienie
Fouriera

A3k e—ikm
D, (x):= /R3 @) 2k (C.1)

Funkcja ta spelnia réwnanie falowe d’Alemberta

0,0" D (x) = 0D (z) = 0. (C.2)

Obliczajac catki pedowe we wspotrzednych sferycznych otrzymujemy

1190 LT
Di(a) = Da(t@) = 5+ - (M2 —1?) +iZO(F - r2)sgn(t)] : (C.3)

gdzie r = |z| i M > 0 jest dowolng stata. Powyzszy wzor prowadzi do nastepujacych
wlasnosci

Di(t,—z) = D.(t, ), Di(—t,z) = [D+(t7w)]*7 (C.4a)

gdzie gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone i dla parametru skalowania [ > 0 mamy
D (it,lx) = 172D (t,x). (C.4b)

Dla skalowania infinitezymalnego [ = 1 + € otrzymujemy

Dy (lt,lxe) ~ Di(t,x)+e <t§t +x- V> D, (t,x), (C.5a)
(1+6e)2Dy(t,x) ~ (1—2)Dy(t,x), (C.5b)

co prowadzi do réwnania rézniczkowego dla transformacji skalowania

20, Dy (t,x) = —2D 4 (t,x). (C.5¢)

Mozemy wiec zapisaé jawna postaé

Dy(z) =D, (t,z) = —$% [m(wyxﬂ) + ig@(wg)sgn(t) : (C.6)
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Dodatek C. Wtasnosci wybranych funkcji osobliwych

gdzie 22 = t? — 2, ktora jest jawnie lorentzowsko niezmiennicza, poniewaz x2 jest nie-

zmiennicze, jak rowniez sgn(t) dla z2 > 0.

D (Aw) = Dy (a), (©7)
gdzie (Ax)* = AY 2V dla dowolnej macierzy transformacji Lorentza A',. Dla infinite-
zymalnej transformacji Lorentza mamy wiec A¥, = 8, + ', z W = —w"F. Zatem
(Az)H = 2k + Whav i

Dy (Az) ~ Dy (x) + wh,a” 0, D4 (x) = Dy (x) + éw“"(:v,,@u — 2,0,) D4 () (C.8)

oraz symetria Lorentza prowadzi do nastepujacego réwnania rézniczkowego

(2,0, — 2,0,) Dy (z) = 0. (C.9)

C.2. Funkcja osobliwa dla cechowania planarnego F.

Definiujemy
Ei(x) = Ei(t,x) := 05" x Dy (x) (C.10)

z operatorem catkowym 03 ! (x) = 2sgn(z%)6%(x ). Mamy ogolna relacje calkowa

/ dé sgn(z — €) f(€) = 2 / Cde f(6) - / d€ sgn(€) £(€). (1)
R 0 R

Poniewaz w naszym przypadku D (2,2, 23) = D, (20,2, , —23), wowczas ostatnia catka
znika i uzyskujemy

3

Bila) = Bulta) = [ d¢ Dya,a.6) (€.12)

Ta reprezentacja jest bardzo przydatna w dowodzie nastepujacej whasnosci funkeji E4 ()

3 3

Bu(-ta) = [ Dy (tx, €)= / "l Dy (62, O] = [By ()]

tak wiec

| By (-ta) = [B ()], | (C.13a)

3

E+(ta —mL,ZC?’) = / df D+(ta xJ_v‘S) = E+(t>ml_ax3)7 (Cle)
0

3 3

xT

Ey(t,wy,—3%) = [ d§ Dy(t,xr,&)=— [ dE Di(t,wy,—€) =— [ d Dy(t,x1,€)
faoimon-] j

0 0

x

oraz

E. (t,x,,—2%) = —E, (t,x,2°). (C.13c)
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Dodatek C. Wtasno$ci wybranych funkcji osobliwych

C.3. Funkcja osobliwa D, ()

Definiujemy funkcje osobliwa D4 (z) przez catke fourierowska

3 —ik-x
D, (z) := A '+ Dy(z) = z/ d k‘ c (C.14)

ktora spelnia rownanie falowe d’Alamberta

] 9,0"D ¢ (z) = 0D (z) = 0. \ (C.15)

Dalej © 4 (x) moze by¢ wyrazona przez

A3k etikw —i|k|z0 _ 1 d3k etikx
D.i(z) = Z/ ‘ ‘ +’i/ 36 =
s ( | RS

s (2m)3 2|k |k (2m)3 2|k|?
0
* 1
= dr D —= C.16
| arpia (1)
Tak wiec mamy przedstawienie catkowe
@(tw)—/th( z)+ -1, (C.17)
LR T 81’ '
ktore prowadzi do nastepujacych wtasnosci
Dy(—t,x) = /dTD+(7’ x +—f /dTD+ —T,&) b=
8mwr
0
- —/td Dy (r, @) + - (C.18a)
N 0 g T 87fT7 ’
wiec
| Di(-ta)=-[D. (o), | (C.18b)
t 1 1
©+(t,—m):/ dr Dy (1, —x) + —— =D, (t,x). (C.18¢)
0 8mTr

C.4. Funkcja osobliwa dla cechowania stozka Swietlnego G

Funkcje G4 (z) definiujemy jako nastepujaca 3-wymiarowa calke Fouriera

too 2k, 1 o0 diy k| + ak1 " T dky s
G = = D etk — ik C.19

gdzie k -z = |k|2° —k-Zik-Z =k, -2, + ki (2° + az'). Z réwnania rozniczkowego

9_G(z) = Dy () (C.20)
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Dodatek C. Wtasnosci wybranych funkcji osobliwych

1 warunku
Gi(zT,27=0,2,)=0. (C.21)

znajdujemy skonczone przedstawienie catkowe

G+(:c):G+(x+,x_,wL):/ d¢ Dy (a7 & x)), (C.22)
0
Z
+ - 1 1.9 24t 2 T o= 2 + -
Dy(z",z7, &) = P h [ln(/\/l |dx ™z —ZL‘J_|)—|—Z§@(41’ x~ —axf)sgn(z” +x7)
10dr)
= D+(ZU_,I'+,£BJ_), (023)

gdzie z; = |z, |.
Dla transformacji odwrécenia czasu mamy

’t—>—t,m—>w =zt - -z, - -,z -z, (C.24a)
zatem
—xt T
Gil-tia) = Gi(-a™ o w) = [ deDy(-am gw) = - [deDilam, ~Gau),
0 0
(C.24b)
ale mamy réwniez
Dy(—az~,—a",z))=[Dy(aT, 27, 2] = [Di(z, 2T, z))]* (C.24c)
wiec
Gol-ti) == [ deDu(-a™ ¢ 21) = - [ & (D1 o)) = ~[Gu(o™ 2 @)
0 0
(C.24d)
Wiemy réwniez, ze
Gi(z™, 2T, x)) =G (t,z, —23) (C.24e)
co daje ostatecznie
zt
G+(_t7 T, xS) - / d§ [D-ﬁ-(‘%ﬁ? 3 (BJ_)]* = _[G+(t7 T, _xS)]*. (C24f)
0

Dla transformacji parzystosci mamy

totx— —x|=|z" sz ,07 >zt =, (C.25a)
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Dodatek C. Wtasno$ci wybranych funkcji osobliwych

wiec

zt

Gilt,—x) = Gy(a,a*, —wy) = / de Dy (a6, 1), (C.25D)
0

C.5. Odwrotny operator Laplace’a w d wymiarach

Zdefiniujmy odwrotny operator Laplace’a w d wymiarach jako catke Fouriera

d e—ik-m
a7 @) = [ e (.26)

ktéra ewidentnie spetnia réwnanie rézniczkowe

d
A(—A) Y (z) = — /R d (;l:;de—ik'w — _5i(a), (C.27)

gdzie A = V-V jest operatorem Laplace’a. Jednak, gdy probujemy obliczy¢ catke Fouriera
w (C.26)) dla « # 0, wowczas otrzymujemy

> Ak _; 2 1 > da 2
-1 — —ik-x —alk|® _ 1-d/2 —2— __
A7) = [ [ et s [ e

1 ac2) A2 /2 —1)

- (47T)d/2r(d/2 -1 <4 T 4pd2 pdz

(C.28)

gdzie r = |z|. Dla d = 2 otrzymujemy zZle zdefiniowane wyrazenie I'(0), co oznacza,
7e (—A)~!(x) nie moze byé zdefiniowane przez catke fourierowska.
W d wymiarach operator Laplace’a dziata w nastepujacy sposéb

1 1 d[/,,d1\ ala+2-d
A— — Sl PR B [k S 4 C.29
re  pd=ldp (r dr r“) rat2 ’ ( )

tak wiec dla  # 0 znajdujemy gdy a = d — 2.

1

Zgodnie ze wzorem Gaussa znajdujemy nastepujaca nieznikajaca catke w d wymiarach

1 1 d 1
d _ . — d—1
/ diz A P jf da-V s (SdR ) =1l
<R le/=R

omr/2 4?2
= 2-d)Sq=(2- d)p(d/g) - CD(d/2-1)

(C.31)
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Dodatek C. Wtasnosci wybranych funkcji osobliwych

gdzie Sy = 2142 /T'(d/2) jest powierzchnia sfery jednostkowej w d wymiarach. Mozemy

stwierdzié, ze
1 4Ard/?
A = 54
22 Tz 1) @

zgodnie z (C.28]), zgadza sie 7 (C.27).

Pochodna czastkowa odwrotnego operatora Laplace’a w d wymiarach wynosi

V(-4) " a) =~

wiec dla d = 3 znajdujemy oczekiwane znane wyrazenie

1
An|z|

(~A) ()

podczas, gdy dla d = 2 mamy

1.%'2'

2i(—A)"Hz) = o TP

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

Oznacza to, ze w d = 2 pochodna czastkowa 9;(—A)~!(z) posiada swoja repre-

zentacje w postaci calki Fouriera.

C.6. Operator Laplace’a z utamkowym wyktadnikiem

Mozemy zdefiniowa¢ operator Laplace’a z ujemnym wykladnikiem utamkowym (LUWU),

dla a > 0, jako catke Fouriera w d wymiarach

u o ddk efik-m

Mozemy ja wykonaé, wprowadzajac parametr Schwingera «a, aby catkowad kolejno

—a 1 Ooda a ddk —ik-x_—ak? _
@ =g [, G f e e

_ 1 /Oodaaa—d/Qe—Zi: 1 I'¢-a) 1
(47)%/2T(a) Jy « qagd/2  T(a) |x|d-2a

Dalej mozemy wprowadzi¢ naturalng definicje splotu dwéch operatorow LUWU

()% (-a)"] (@ - y) = /R % ()@ - &) ()€ y) =

T —aT(§-b) y 1 1
_ /Rdd

o€ ey
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Dodatek C. Wtasno$ci wybranych funkcji osobliwych

Calka po & jest bezwzglednie zbiezna dla d > 2(a+b),a > 0,b > 0 i mozemy ja sprowadzi¢
do catkowania Gaussowskiego, dla dwoch parametréow Schwingera o i

1 1
d? =
/Rd E|x g ]g _ gyl
= — . d /Oo daag—“/ dﬁﬁ_b/ dle e~ @8’ g Aly=)* —
(§—al(§-0b)Jo « o B Rd
T,

T

00 [e's) d/2
1 / dﬁa%—a dﬁ/@%—b( T >/ e—%(m—y)gz
rd—ar@-vh o« S 57 \a+s

) df2 /oo do /°° dp ( af >d/2 L @) (C.39)
(4 —a)(§-0b)Jo o't Jo BHP\a+p

2

Calki parametryczne mozna przeksztalcié do postaci reprezentcji catkowych dla funkcji
Gamma i Beta Eulera, jezeli dokonamy zamiany zmiennych catkowania o = u\, § =
(1 —u)A, zatem da df = du dX A,

/°° do [ dB [ af Y2 S _
o alte Jo g+t \a+ 8 -

! S ,
:/ du y/?—e—1 (1 _u)d/Zfbfl « / ~ N\d/2—a=b g=Au(l—u)2® _
0 0

_Tld/2—a-1) /1 du u®™t (1 —w)* ! = [(d/2 —a —b) Ta)l'(b) (C.40)
0

|2[d—2a—20 |2[7=20=20" T(a+b)"

To prowadzi do

[ et ey~ e g Ty O
i ostatecznie mamy
()% (~A) "] (@ y) = /R A% (-8 (@ &) (-8) M€ —y) =
_TE-arE-b) 2 T@d2-a-b) T@L®) _
470 (@)T(b) o — g7 (4~ a)T(§ ~b) T(a+b)
1 ey DO ayeig oy (Ca2)

= fatbrd/2 |z — y|d-2(aD) T(a+b)

co oznacza, ze splot dwéch operatorow LUWU jest ré6wniez operatorem LUWU.
Dzialanie operatora Laplace’a na operator LUWU (dla wykladnika 0 < a < 1)

a 1 I'(¢-a 1 1 T(§—a)(d—2a)(2—2a
(=A)(-A)(z) = T Jand)2 (13(@) )A|w’d—2a:_4a7rd/2 (12(@) 3 ’wd)ga-ﬂ ):

1 ID¢-a+1) 1 -
= iR Tao1) japze - CA)T@) (C.43)
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Dodatek C. Wtasnosci wybranych funkcji osobliwych

Poniewaz 0 < 1 —a < 1, wiec powyzsze wyrazenie moze by¢ uznane za defini-
cje operatora Laplace’a z dodatnim wyktadnikiem utamkowym (LDWU). To prowadzi do
wyrazenia na splot dwoch operatorow LDWU

(—8)7 % (=A)' ] (@ = y) = (~A)e(=A), [(-A) % (-A) "] (@~ y) =
= (=A)a(=2),(~A) (@ —y) = (~A) (@ —y), (C44)

ktory jest rowniez operatorem LDWU. Dalej, mozemy zdefiniowaé splot operatoréw LUWU
i LDWU

Waznym szczegélnym przypadkiem takiego splotu jest

(=) % (=2)" (@ —y) = (=A): [(-A) % (=A)" ] (@ —y) =
= (=A)(-A) N —y) = 5d(a: —y). (C.46)
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D. Funkcja D.(x) jako dystrybucja

D.1. Niezmiennicza funkcja osobliwa D ()

Funkcja D4 (z) jest zdefiniowana przez 3-wymiarowa catke Fouriera
ddk e—zk::c
D = —_— D.1
)= |, o .

gdzie k -z = |k|t — k - 1 uzywamy naturalnego ukltadu jednostek ¢ = h = 1. Caltkowanie
po pedach mozemy wykona¢ we wspotrzednych sferycznych k, 6, ¢, najpierw po katach:

21
D+(.’E) = 271' / dk‘k‘/ d(p/ dfsinf e ikt +zk7cos€

1 ikt (ke —ik
_ i ikr D.2
2(2m)2 7,1”/0 dhe ( —c ) ’ (D-2)

gdzie r = |x|. Pozostala catka po k nie jest zbiezna w goérnej granicy i musimy nadac jej
sens matematyczny.

D.1.1. D (x) jako dystrybucja w R.

Rozwazmy regularyzacje analityczng, ktora polega na wprowadzeniu do catki (D.2)
czynnika gaszacego e~*. dla € > 0, aby calka po k byta bezwzglednie zbiezna. Ten zabieg
mozna uwazaé za rozszerzenie analityczne zmiennej t — ¢t — i€ z osi rzeczywistej do dolnej
pétplaszczyzny zespolonej - stad nazwa regularyzacja analityczna. Teraz catka po k
prowadzi do wyniku

D;@;)—ll( Lo ,)—Dg(t,r). (D.3)

A2 2r \t+r —ie t—r —ie

Niezmiennicza funkcja osobliwa Dy () jest teraz zdefiniowana jako granica e — 0T

11 1 1
D = lim DS (t — - =Dy(t,r). D4
+@) = 5—13%1 ) = 472 2r (t—i—r—iO t—r—iO) +(67) (D-4)

gdzie wprowadziliémy, czesto uzywane w literaturze, oznaczenie

1 . 1

— im —.
z +10 e—0+ 2z £ i€
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

Dla t 4+ r # 0 granica ¢ — 0T istnieje jako granica funkcji

Do (tr) = — 1( L1 > L 1 (D5)

Tam2 o \t+r t—1) 4m2ez_,2

Aby rozwazy¢ przypadki t + r = 0, nalezy wykona¢ granice ¢ — 0% dla dystrybucji 2’(R)
zdefiniowanej przez catke

(D g) = /R dt Dy (t,r) g(t) = lim [ de D<(t,7) g(t), (D.6)

e—0t JRr

gdzie g(t) € Z(R) jest funkcja probna. Mamy do wyznaczenia dystrybucje

/Rdzz—gc(zzzi():/c(a)dz ;q(_z)a (D.7)

gdzie kontur C(a) jest osia liczb rzeczywistych zmodyfikowana na powierzchni zespolonej
przez pétokrag obchodzacy punkt z = a od dotu. To wynika z podstawowego twier-
dzenia Cauchy’ego. Jezeli potokrag ma srodek w punkcie z = a i promien d, to catke po
C'(a) mozemy zapisa¢ w postaci

/C(a> = jiz)a B (/_:6 " /:> e zg(—Z)a “/:W dpg(a+ 0e'?). (D-8)

Poniewaz wartos¢ catki po C(a) nie zalezy od wartosci 8, wigc w granicy 6 — 07

/Rdzg(z) = /C(a) G ][dzg<z) +im g(a). (D.9)

z—a—10 z—a R Z—a

gdzie wprowadzilismy warto$é gléwna Cauchy’ego catki

a—90 %)
][:: lim (/ +/ ) ,
R 6—0+ —00 a+d

Definiujemy dystrybucje: wartosé¢ gtowna Cauchy’ego PV(1/z) i delte Diraca 6(z — a)

/Rdz PV <Zla) g(2) = ]][Rdz 9() /Rdzg(z) 5(z — a) = g(a). (D.10)

zZ—Q

Teraz mozemy zapisaé jako réwnosé dystrybucji

/Rdzz_gc(fzio :/RdzPV (Z;) g<z)+m/Rdzg(z)5(z—a), (D.11a)

wiec w sensie dystrybucji 2'(R) mamy réwnosé

z—a—10

1 — Py (1) +ird(z — a). (D.11b)

92



Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

To pozwala dystrybucje wyrazié¢ jako

t+r R t—T

(Dy.g) = #% HRdt 9(t) ][dt 90 L irg(—r) —iﬂ'g(r)] , (D.12)

co prowadzi do D, (t,r) w sensie dystrybucji 2'(R)

11 1 1
D =—— |PV— —PV—+md(t +r) —imd(t — . D.1
+(t,r) 12 o [ Vt , Vt ” imd(t 4+ r) —imo(t 7’)] (D.13)

We wzorze (D.13)), t jest zmienna po ktérej calkujemy, natomiast r jest dowolnym,
ciaglym, nieujemnym parametrem.

D.1.2. Pochodna dystrybucji i pochodna dystrybucyjna

Rozwazmy pochodna dystrybucji wartosci gtéwnej Cauchy’ego po parametrze

& e ()= [ (c£5) - [m (255

D.14)

gdzie pochodna dystrybucyjna D, F(z) jest zdefiniowana przez rownosé dystrybucji

(DF,g) —/RdzDzF(Z)g(Z) = —/Rsz(Z)g’(Z) =—(F4g).

To prowadzi do réwnosci w sensie dystrybucji D'(R)

dpy 1 _ippy

D.15
da zta zta ( )

Podobnie znajdujemy
d
%5(zia) =4D.d(z ta). (D.16)

Powyzsze relacje maja te sama postac jak dla zwyktych funkcji, ale wynikaja one z teorii
dystrybucji Schwartza.

D.1.3. Warunek niezmienniczosci Lorentza dla D, (¢,r)

Jezeli funkcja F(x) jest niezmiennicza wzgledem transformacji Lorentza (pchniec i obrotow
przestrzennych), to zachodzi relacja rézniczkowa (x,0, — x,0,)F (z) = 0, ktora zapisana
jawnie ma postac

(™0 + 290, F(x) = 0, (™0, — 2" O ) F(x) = 0. m,n € {1,2,3}. (D.17)

Jezeli funkcja niezmiennicza zalezy jedynie of r i ¢, to F(z) = F(¢t,7) i zachodzi
m

O F(t,r) = %%F(t,r), (D.18)
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

co prowadzi do tozsamosci dla transformacji obrotéw przestrzennych

(20, — 2" O)F(t, ) = wF(t, r) = 0. (D.19)

Natomiast dla transformacji pchniecia Lorentza dostajemy

m 0 — ﬁ g 2 =
(™0 + "0 ) F(t,r) = " [Tat +t8r] F(t,r)=0. (D.20)

Dla niezmienniczej funkcji osobliwej D (t,r) zachodzi relacja w sensie dystrybucji 2'(R)
d

|:T'Dt =+ td:| D+(t, 7') = 0, (D21>
r

poniewaz ze wzoru (D.13)) wynikaja kolejno dystrybucje

1 1d 1 1
DD = ——— ] ] — D.22
+Dy(t,7) 52 dr [ Vt—i—r +Pvt—r +imd(t + ) + imo(t r)] , ( )
1 1 1 . .

To oznacza niezmienniczo$¢ Lorentza funkcji osobliwej D, (t,7) zadanej jako dys-
trybucja w t i parametryzowanej przez r.

D.1.4. Transformacja skalowania (dylatacji) dla D. (¢,r)

Dla infinitezymalnej transformacji skalowania x* — d\z* mamy dzialanie operatora ska-
lowania (dylatacji) . na funkcje F(x) = F(t,r)

SF(x) =a"0,F(t,r) = [tgt + x’ﬁi] F(t,r)= [tgt + r;] F(t,r) (D.24)

Dlatego dla niezmienniczej funkeji osobliwej Dy (¢,7) mamy relacje w sensie dystrybucji

7'(R)

S Dy(t,r) = {tDt + TCZ“] D, (t,r). (D.25)
Wyznaczamy dystrybucje
DD (tr) = 14 [tPVl PV imtS(t 4 )+ imts(t — 1) | =
82 rdr t+r t—r
= e [r 87 D] =~ 2Dy (1r)], (D.26)

co prowadzi do réwnania w sensie dystrybucji 2'(R)

d 1d ., d
[tDt + rdr] Di(t,r) = o [r*Dy(t,7)] + r%DJr(t,r) = —2D,(t,r). (D.27)

94



Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

To dowodzi dla dystrybucji 2'(R) stusznosci réwnania

L7 + 2] Do (t,7) = [2"0,, + 2| Dy (t,7) = 0. (D.28)

D.2. D, (t,r) jako dystrybucja w R?

Alternatywna regularyzacja rozbieznej catki po k we wzorze (D.2)) polega na wprowadzeniu
skonczonej gérnej granicy catkowania L. To prowadzi do

L . . ‘ L L
/ dke™ ™kt (e“” - e_“”) = / dk (cos kT— — cos ki) — 2/ dk (sinkT— — sinkty),
0 0 0

(D.1)
gdzie T+ =t £ r. Pierwsza catke mozna wyrazi¢ jako pochodna po r
L o (T dk
/ dk (coskT— — coskry) = —— / — (sink7_ +sink7y) (D.2)
0 or 0 k
i podobnie drugg catke
L _ o [tdk
dk (sinkr_ —sinkry) = — — (cos kT + cos k) +
0 or M k
o [Mdk
+ o /0 - (coskT_ 4 coskry — 2). (D.3)

gdzie M > 0 jest dowolng stata. Powyzsze catki po k sa nieosobliwe w dolnej granicy i sa
zbiezne w granicy L — oo. Wtedy mozemy wykorzystac¢ znane calki oznaczone [57]

> dk > dk M dk
/ —sinkx:zsgn(x), / cos/-c:c+/ —(coskx — 1) = —yg — In (M|z]),
o k 2 Mk o k
(D.4)
gdzie vg jest stata Fulera-Mascheroniego. Tak wiec mozemy zdefiniowa¢ pierwsza catke

dk (cos kT— — cosk 4 9y k k
/0 (coskT_ — coskty) 37" Jim / (sink7— + sinkTy)
= 3 [2 (sgnr_ + Sgn7—+)i| (D.5)

i podobnie drugg catke

00 L
/ dk (sinkT_ — sink7y) g 9 lim / % (coskT— + coskTy) +
0

o [Mdk
+ 87‘/0 - (cos kT + coskry — 2)
0
= T In (M|7—]) + In (M|74])] . (D.6)

95



Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

W tej regularyzacji wazna jest kolejnodé¢ dziatan: granice L — oo i calkowanie musimy
wykonaé przed rézniczkowaniem. To pozwala wyrazi¢ funkcje Dy (x) w postaci

1 1 [ ; ; 110
D — - —tkt— _ —tkTi | _ - Y D.
+@) 8r2ir Jo dk <e c ) 87r2r(9rd+(t’r) (D-7)
gdzie
™
dy(t,r) = 15 (sgn7_ +sgn7y ) + In (M|7_|) + In (M|714]), (D.8a)

lub réwnowaznie

dy (t,r) = imsgn(t) O(z*) + In (M2\x2|) . (D.8h)
Wrykorzystalismy tutaj 7,7 = t2 — r? = 22 i prosta obserwacje

sgnT_ + sgnry = 2sgn(7y + 7 ) O(74 7). (D.9)
Zamierzamy traktowaé t jako dowolny ciagly parametr, natomiast r bedzie zmienna
catkowania w dystrybucji. To oznacza, ze D4 (t,r) nalezy zapia¢ przy uzyciu czastkowej

pochodnej dystrybucyjnej D,,

1 o™ 1 ™
D+(t,7‘) == WT‘T 8m d+(t77’) == @TT Dm d+(t,T) (D]_O)

Dla funkcji prébnych f(r) € 2(R3) mamy ogoélne wlasnosci dystrybucji

<7iDi d+(tﬂ“)7f> = <Di d+(t,7"),gf> =— <d+(t,r),8i <f; f>> (D.11)

Stad mamy dystrybucje 2'(R3) dla D, w postaci 3-wymiarowej calki

D f) = —— [ drd.tr)- (?f(r)> . (D.12)

8’7'('2 R3 T

Najpierw rozpatrzmy dywergencje we wspoétrzednych sferycznych

o <A <>> <?a+§a+ g 8>_<?f(7°)> :a<f<r>>+f<r>5,af+

or rob rsin@% r
f(r) A.a?_a<f(’°)>+2f(r)_1 O, (D.13)
r 72 0r

r2sinf " dp  Or \ r

gdzie wykorzystaliSmy réwnania

or ~ or PR
% = 9, % = Sin 080 (D14:)

To pozwala zapisa¢ dystrybucje (D.12)) jako caltke we wspotrzednych sferycznych

1
87T2 R3

10 1

47 0 a
drdo () 5 ) =~ [ a9 [T drdaten) ),

(D.15)

<D+7f> =
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

gdzie wprowadzamy oznaczenie dla czesci katowej catki

4 21 T
/ dQ—/ d(p/ df sin 6. (D.16)
0 0 0

Nastepnie rozwazmy catke radialna

/000 drdy(x) % [rf(r)] = /OOO dr [im sgn(t) O(t* —r*) +In (M2|t2 - 7~2|)] % [rf(r)].

(D.17)
Pierwszy czton prowadzi do
imsgn(t) / dro(t? —r?) —[rf(r)] = imsgn(t) / dr — [rf(r)] =
0 87“ 0 67"
—imsen(t) 1] )],y = imt f)]yy- (D.18)
Drugi czlon mozna zapisa¢ w postaci, ktéra umozliwia catkowanie przez czesci
/Oo dr In [MZ\tQ — 7“2|] 9 [rf(r)] = lim - dr In [/\/12(t2 — r2)] 9 [rf(r)]
0 87’ e—0t 0 8T
im [ drln M2 —2)] 2 I A
T Am e rn [M(r? —t%)] o [rf(r)] = iy A Tmf(TH‘
B (r) + lim w(e) (D.19)
im r——s im w(e :
=0t Jit4e 12 —r2 e—0+ ’

gdzie cztony brzegowe w(e)

w(e) = In (2eM?]t)) [(m — ) F@)pye — (] +©) f(r)\r:uHJ ~elne,  (D.20)

znikaja w granicy lim,_,o+. Wprowadzajac oznaczenie wartosci glownej catki

1 \t|*€d 1 F 1 - d ! F Zlo ! F D
' Vo) i 53 = — 21
5_1>I(I)l+ 0 " 2 — 12 (T) * 6_1>%1+ [t|+e " t2 —r2 (T) ]€ " t2 — 2 (T>7 ( )

mozemy zapisa¢ dystrybucje (D.12]) jako

82

(Dy, f) = - /047Td§2 [m f(r)T:|t+]€§ort22_’”2ﬂf(r)]. (D.22)

Ta posta¢ dystrybucji (D, f) bedzie uzyteczna w dalszej analizie, natomiast tutaj mozemy
ja przeksztalci¢ wprowadzajac dystrybucje dla delty Diraca

)y = sen(t) [ drd(e = v £(r) (D.23)
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

i wartosci gtéwnej Cauchy’ego

far; S — [Tar Py . (D.24)
To prowadzi do réwnoéci dystrybucji
sgn(t) /o(r — |t]) 1 1
D =— — —-— D.2
D) =D (W s L (v tar). o)

wiec w sensie dystrybucji 2/(R?) mamy

jsen(t) 8(r —|t) PV 1 (D.26)

Dyltir) == 8T r 47T2 —t2

D.2.1. Granicat — 0

Rozwazmy granice ¢t — 0 dla dystrybucji (D.22)

) 1 47 ) o] 27,2
gDy f) = <ty [ defime )+ g )] =
1 , 1 1 /1
_ Lo /LN D.2
472 Jps d'r r2 f(r) 472 <r2’f> (D-27)
Stad w sensie dystrybucji 2’(R3) mamy granice
lim Dy (£,7) = — (D.28)
ot T e '
D.2.2. Pochodna 9D, /0t i pochodna dystrybucyjna D; D (x)
Ze wzoru (D.22)) wyliczamy pochodna dystrybucji po ¢
d 1o 0. % 2r?
%<D+7f> = T2, an {mtf(\t\ﬁ,go)—i-]édrwf(r)} =
I 1 OF(1t],0,¢)
= —— df2 t|,0 t|—————=
sz [ a0 |imf (e .9) +inl 2L
o2t orf(r)]
t d . D.29
+sgn(t) ][ r =12 or ( )
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

Wynika to z ogolnej zaleznoéci dla wartosci gtéwnej catki

[t|—e 2f 9 00 2f( )
aftl ][ |t|2 - 7«2 Jim, At / "R 2 r2 ps T e HE—12

— lim [(Itl —’f(tl—eb,9) (|t|+e)2f(|t|+e,9,gp)} -

0t [t]> = (t] — ) 6> = (Jt] + )
[t]—e 2 2 0o ) 2
~ lim dr 7’? f(;g ~ lim / d 7|ty f(;g -
0t Jo (It =72)? 0t Jjgge  (E2—72)
[t 0,0) /'t_e 9 |t
— lim HIWELSY) d g
e € et 0 Trf(r)ﬁr [t|2 —r2
[ 9 |t >t okrf(r)]
-1 d — =+4d D.30
S0+ [t e Trf(r)@r |t]2 —r2 ]ﬁ " [t]2 —r2  Or ( )

W granicy t — 0 otrzymujemy dystrybucje

d

lim (D, f) = —i/Mcmf(oe¢)=—if<000>=—i<63 f, (031
isodt st J, ' SRR AR

wiec w sensie dystrybucji 2/(R?) mamy

.0 i
%1_13% aDJ’_(t, r) = —55 (7). (D.32)

Pochodna dystrybucyjna jest wyznaczna przez rownosc dystrybucji, gdzie ze wzoru (D.22)
mamy catke

- _ 1 4m - o] 2 2 .
(DD.,f) = —(Dy,Vf) = /O 49 [m Vi), +]€drtz_rrzw(r) . (D.33)

82

Korzystajac ze wzoru

47 47 70

dQV f(r) = dQ—a—[ 2f(r)) (D.34)
0 0

dostajemy catke

- 1o 110
(DD4, f) =32 aaQr lmt E(T

7T20

» ][dr (r*f(r))|. (D.35)

D.2.3. Niezmienniczo$¢ Lorentza i transformacja skalowania

Infinitezymalna transformacja pchniecia Lorentza ma postaé dystrybucyjna

< gtD+,f> + <t]3D+,f> = % (D, Zf) +t<f)D+,f>. (D.36)
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

Z dystrybucji (D.29) znajdujemy

d ~ _ I RN Iy 207 ([t], 6, ¢)
£<D+a7‘7“f> = _87r2/0 dQT[2Z7T|t|f(|t|,9»SD) tT
00 2 o 2
+7€dr |t|2—t7“2 [Ta{n(r)]]’ (D47

a z dystrybucji (D.35)

(D.38)

. 4 o
tDDy, f) = 87172/0 Q7 [m > (r*f(r))

2t 0
S T A

co prowadzi do znikania prawej strony rownania (D.36]). To dowodzi, ze funkcja Dy (t,7)
jest lorentzowsko-niezmiennicza w sensie dystrybucji 2'(IR?).
Dla infinitezymalnej transformacji skalowania mamy

Do (t, 1) = [tgt +Z- 13] Do (t,r), (D.39)

co prowadzi do réwnania dla dystrybucji 2/(R3)

d

<yD+af>: dt

ti<D+,f> + <f ]3D+,f> =t

dt (Dif) = (D4, V- @D)  (DA0)

Najpierw rozpatrzmy dywergencje we wspotrzednych sferycznych

i) = <§+i§e+ie§o> A= g e T8 g +
"

e 5 = st )]+ 26r). (D.41)

Wiec mamy réwnosé dystrybucji
(04,9 -@N) = (Do -l + 201 1) (D.42)

Dalej ze wzoru (D.22) mamy dystrybucje

1 drm 2r2 9
(Pegrsl) = g [ a0 it Gson] o+ fir g S| =
4
- —8%2 4o [iﬂtf(|t|,0,<p)+i7rt|t|W+
< 22 9
far g ] (D.43)
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Dodatek D. Funkcja Dy (x) jako dystrybucja

a ze wzoru (D.29) mamy dystrybucje

’ RN 0t 6,9)
D f) = g [ an [mtf(t,G,sO)erltltaM
92 glrf(r)]
+]€drt2—r2 or ]

Réznica tych wyrazen znika

d 0 1 A < 0
D) = (Do i f)) = =g [ a0 [Tar ) =,

co ostatecznie prowadzi do réwnania 2'(R3)

(Z Dy, f) = =2(D+, f)

wiec w sensie dystrybucji 2/(R3) otrzymujemy

| IDi(t,r)=-2D. (). |

(D.44)

(D.45)

(D.46)

(D.AT7)
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E. Kwantowanie kanoniczne - szczegbty

rachunkowe

E.1. Cechowanie dLC;

Rozdzial ten zawiera szczegdly rachunkéw pominiete, dla przejrzystosci, w gléwnej czesci
pracy. Rozpatrzmy cechowanie dLC1, gdzie znajac wyrazenia , komutatory i funk-
cje Wightmana dla modéw kowariantnych i niekowariantnych mozemy wyznaczy¢ funkcje
Wightmana dla wyjsciowych pol cechowania A. Obliczenia prowadzg bezposrednio do
(0[A3(x)A2(0)|0) =0 i

&k 1
0] A3(z)A3(0)]0) = (0| Aa(x)A2(0)[0) = ek E.1
0@ 45(0)10) = (O Asla) o)) = [ Esmme ™= (B
gdzie uzywamy oznaczenia k - x = |k|z — k - . Dla przejrzystosci ustalamy argument

drugiego pola na y = 0. Poniewaz funkcje Wightmana sg translacyjnie niezmiennicze, to
uproszczenie nie zmniejsza ogblnosci wyrazen. Dalej znajdujemy

2 +o00 o
(041 (2) 41 (0)[0) = _4%/0 é’j:)i’;je_m.x

&Pk (k| +ak))?
ik E.1b
+ /Rg Qe 22k © (E.1b)

d’ky [T dky aks s
0|41 (2)A2(0)|0) = — | —= emE ¢
(0] A1 (z)A2(0)]0) /R? (27r)2/0 @2m) &2 © +

d3k Oékg(‘k‘ + Ckk‘l) —ik
ik E.1
+ /R3 @ 22k (E.1c)

d*ky [T dky aks _pa
0[A1(z)A3(0)|0) = — [ e ¢
(0|A1(z)A3(0)]0) /]RS (271)2/0 (2m) k3 ‘ i

3 .
/ &3k aks(|k| + aki) =ik (E.1d)

+
gdzie wprowadzamy nowe oznaczenie k- Z = ky - x; + k1(2° + az'). W kolejnym kroku
potrzebujemy nastepujacej tozsamosci

(k| +aki)? k2 +2k7 + 20k k] 1 2ak k| +ak
2k% k| 2k? || C2lk] K2 2k

(E.2)
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Dodatek E. Kwantowanie kanoniczne - szczegdty rachunkowe

ktora pozwala zapisa¢ funkcje Wightmana jako

Pk 1

0]A;(2)A1(0)[0) = e
OO0 = [ S et
+ 2/ &ﬂ _/‘Jroodklk-1 o k120 —iakiat)
g2 (2m)2 k% 0 (2m)
dkl ’k|—|—0¢k‘1 —ilklz®  —ikr 2t
k i|k|z ik1x E.
* oy g ek e e, (E32)

A2k, ety +0O dlr ,
Ol @A) = [ T ak [— A
R 0

2 (2m)2 K2 (2m)
dkq |k|—|—ak1 —ilk|a® ik 1:|
—i—/ez et (E.3b)
r (2m)  2[K|

d?ky e"tkiwL oo dky .
Ol A0 = [ T ak [— [ it i
R 0

2 (2m)2 k2 (2m)
dk1 |k| + aky —ilk[e® —ik 1:|
+/elfe“m , E.3¢
L 2n) 2K (13

Widzimy teraz, ze powyzsze funkcje Wightmana moga byé¢ wyrazone przez funkcje

dSk e—ik-ac
D = -_ E.4
@)= [ G T (E.a)

Pk 1 [ dky K]+ ok O dky
G lz) e LKL oR ke M ik | E.4b
+(x) Z/RQ @ i [/R T e /0 5 ¢ ; ( )

ktorych wlasnosci opisane sa w Dodatku [C] Jestesmy w stanie zapisaé funkcje Wightmana
w zwartej postaci

(0143(2) A3(y)|0) = Dy (x —y), (0[A1(2)A1()|0) = Dy (z — y) + 200G (z — y),
(E.5a)

(0]A2(2) A2(y)|0) = Dy (x —y), (0]A1(2) A2(y)|0) = adoG i (z —y), (E.5b)

(0]A3(z)A2(y)|0) = 0, (0]A1(2)A3(y)|0) = ad3G(x —y). (E.5¢)

Analogiczne wyrazenia otrzymujemy dla funkcji Wightmana dla potencjaléow B. W kolej-
nym kroku rozwazmy funkcje Wightmana (0| A, (z)B,(y)[0) i (0| B,(x)A.,(y)|0). Nieznika-
jace mieszane funkcje Wightmana, to

k1 ,
d e ke (E.6a)

(0] As() B3(0)[0) = — (0| Bs () A2(0)|0) = —a /R o
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B B d®k k3 (k| + k1) e
(0| A1 (2)By(0)[0) = —<0|Bl(m)A2(0)|0>—_/RS @)} 22k © -
B dky dks [T dky k3 ik
/u@ (2m)? /0 (2m) [k3] k3 ’ (0]
Bk ko (k| +ak))
(0141(2)B5(0)[0) = —(0|B1(x)A35(0)[0) = — /]R 2n) Q(kaﬁk\ e
[ dkadky [T dki koks oiFE ¢
/Rz (2m)? / 2m) ksl K3 © (0

gdzie wartos¢ glowna zapisujemy jako ﬁ = P%. Mozemy uprosci¢ to wyrazenie uzywajac
tozsamosci

k3 1 ks
- - B E.7
T el K2 (E7)

co prowadzi do

dko dks 1 [T dky .-
Ai(x)B = —(0|Bi(z)A =— — — e T
OA@B00) = —0IB: () Ae0)0) = — [ TR [ e
/ dko dks /+oo dk1 k3 67“5@ / d3k ks (|k|+0[]€1) —ikex
— — e :
gz (2m)2 Jo  (2m) k2 gs (2m)3 2k K|
(E.8)
Wprowadzajac oznaczenie nowej funkcji
dko dks 1 /+OO dk1 i
x) = — — e T, E.9
wo)= [ TR (9

i wykorzystujac definicje (E.4a] , mozemy zapisa¢ powyzsze funkcje Wightmana w
postaci

(01 45(x) B2(0)[0) = —(0|B(x)A(0)[0) = —aD (), (E-10a)
(01 41(2) B2(0)]0) = — (0B (2)As(0)[0) = g () — DG (), (E.10D)
(01 41(2) B3(0)]0) = —(0[B1(2)A45(0)[0) = 3G (a). (E10¢)

E.2. Cechowanie dLC;

Przyjrzyjmy sie szczegdtom rachunku przeprowadzonego podczas kwantowania kanonicz-
nego w cechowan dLCs. W tym wypadku mamy do czynienia z pewna niekonsystencja,
na ktoéra chce zwrécié uwage. Zacznijmy od zapisania potencjaléw cechowania za pomoca
kowariantnych (As,Cs, T4, TI) i niekowariantnych (C;, A, A) modow

Ay = A3 +203A7 %A, C3=C3+ 20347 %A, (E.11a)

A, = @All * (A + QH?) + GijajA11 * (lj{ + Hgo) — CteijCj, (E.llb)
(6%

Ci = Ci—ediAT ah +T15) + 9,AT % (A + oIS, (E.11c)
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gdzie x oznacza splot. Niestety operator catkowy All(x 1) nie ma reprezentacji Fouriera.
Mozemy rozpoczaé od 2-wymiarowej calki, a nastepnie przeprowadzi¢ catkowanie po kacie
w1, co prowadzi do

Ak 1 1 < dk
ALz, ) 2 —/ Lokrwr — = [ TPk ). E.12
1 (z1) (277) k;i 2r Jo kL Jotkrzy) ( )

Ewidentnie ta catka nie istnieje - jest osobliwa dla k; — 0. Dlatego poddajemy w watpli-
woé¢ znak réwnosci. Mozemy przeprowadzi¢ regularyzacje, na przyktad mozemy zapisaé

AN zy) =—

1 Mk 1 [ dk
=L / L Jo(kray). (E.13)

— Jo(k —1]- =
2w 0 ]{JJ_ [0( Lll) ] 27 M k‘J_

Teraz nie mamy juz osobliwosci dla k; — 0, i calka jest zbiezna, ale nie mozna jej znalezé
w tablicach catek, takich jak [57]. Oczekujemy, ze zalezy ona od dowolnego parametru
M > 0. Jednakze istnieje pochodna czastkowa

i A B e 1 z
AT AN =2 = dk (k)= — 2
OB (1) = x| 0z ( L) x) 21 Jo Li(kLzy) 27?552l

(E.14)
i jest niezalezna od M. Dlatego dla tej pochodnej czastkowej catka Fouriera istnieje, jak
tego oczekiwalidmy. Pamietajac o powyzszych trudnogciach mozemy rozpoczaé¢ analize
niezaleznych modéw. Méwimy o modach kowariantnych, z powodu spelnianych przez nie
réwnan ruchu

(05 — AL —05)As = A" % (9 + ads) [205(a]? + J°) + 9;(a ] + e K7)] —

— JP—aJC, (E.15a)
(05 — AL —05)C3 = —AT'(0 + ads) [205(aK? + K°) + 0;(aK" — €;J7)] —
- K3—aK?", (E.15b)
(32 — AL =g = —203(at® + J%) — di(ad + ¢ K7) —
— (9y — ad3)(J? + aJ) (E.15c¢)
(B — AL S = —203(aK>+ K% — 9;(aK’ + €;;J7) —
(Do — ad3) (K3 + aK), (E.15d)

gdzie dalambercjan jest kowariantnym operatorem roézniczkowym, choé czlony niejedno-
rodne sg ewidentnie niekowariantne. Jest to dobry argument, poniewaz w dalszej analizie
bierzemy przypadek p6l swobodnych.

Niezerowe nawiasy Poissona dla niezaleznych modéw w tej samej chwili czasu

x? =99 = 0, co dla przejrzystosci zapisu pomijamy

{As(x), A3(y)}p = —2005A7'(x1 —yL )o@ —y?), (E.16a)
{C3(x),Cs(y)}p = —2005AT(x1 —y1)d(=® — o), (E.16b)
{A3x). I (0)}p = {C3(x).1§(y)}p = P (x —y), (E.16¢)
(000, G0} = —50,0°(x — ), (E.160)
[0A(), A¥)}p = {BA00), A¥)}p = —FAL8 (x—y). (E.16¢)
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Procedura kwantowania kanonicznego pozwala teraz na zamiane otrzymanych nawiaséow
Diraca dla pél klasycznych na komutatory odpowiednich operatoréw pél kwantowych

[As(x), As3(y)] = —2iadfAT (x1 —y1)6(2® —¢?), (E.17a)
C3(x),Ca(y)] = —2iadfAT (x1 —y1)d(z® —yP), (E.17b)
[As(x), I (y)] = [C3(x), TS (y)] =i8*(x —y), (E.17¢)
0sCi(x), Ci(y)) = —i50,5°(x — ). (B.17d)
OsA(x), AY)] = [3R00,A(y)] = —i5AL8 (x — ). (E.17¢)

Mody niekowariantne, ktére przedyskutujemy na przyktadzie pola C; spelhiajacego na-
stepujace rownanie ruchu (Jy — ad3)C; = 0 mozna przedstawi¢ w reprezentacji Focka za
pomoca operatoréw kreacji i anihilacji

2 00
/ d*k /+ dk3 +szxle+ik3(x3+0‘xo)cT(k)—|—
R2

(3

+e zklitle—ikB(iﬁg‘i‘al’o)Ci (k)) (E]_S)

Z komutatoréw dla po6l (E.17d) mozemy odczytaé¢ komutatory dla operatoréw kreacji i
anihilacji

().} ()] = 5050k = p). [0 (P)] = a(l)ocy()] = 0. (E19)

Pozwala to na wyznaczenie funkcji Wightmana dla modéw niekowariantnych

@ dzki dk?’ —ik-Z —iaksa®
Ol 010) =58, [ G5 [T R Ee Rk (o

Podobnie odczytujemy komutatory dla operatoréw kreacji i anihilacji dla pozostatych mo-
déw niekowariantnych

) (p)] = (309, 3 (p)] — 3157k~ ),

co prowadzi do odpowiednich funkcji Wightmana

e 2 T 0
OA@AO0) = OREAEI0) = 5 [ G5 [T UM rwonst (g a01

a pozostate funkcje Wightmana znikaja. Calki po k3, w funkcjach Wightmana dla modoéw
niekowariantnych maja te sama strukture

/OO %efik3x3ef’iak3$0 (E21)
o k3

i stajg sie rozbiezne dla k3 — 0. Oznacza to, ze nie ma kanonicznego rozkladu funkcji
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komutatorowych - w tym sensie mamy analogiczna sytuacje jak w przypadku masywnych
pol skalarnych na hiperpowierzchni stozka $wietlnego ™ = 0 [60].
Mody kowariantne przedstawiamy za pomoca catek po pedach

Ayz) = /R 3 (;il;mlk(e—“?'feilkf(’a;(k)+ei’3'fe—iklfoa3(k)), (E.22a)
By(z) — /R 3 (d 1)‘32|1k (e F el (1) 4 R Fe Wby (k) ), (m.220)
) = / éil;sz\lk(el”;‘fei'mpé‘*(k)wiﬁ-feflklw()pé(k)), (E.220)
@) = /R 3 (;erl;mlk(e—i’%“feilkx(’pf*(k)+ei’3fe—iklx°p§(k)). (E.22d)

Wychodzac od komutatoréw dla p6l kowariantnych znajdujemy niezerowe komutatory dla
operatoréw kreacji i anihilacji

las(1), al(m)] = [bati),6l()] =
(

27?)3( [l (ks — a ]k|)+2\k]> 53 (k — p), (E.23a)

K
las0),05 ()] = [bs(k), 08 (0)] =
— i(2m)° (2/KI(K| — aky)) 6% (k - p), (E:23b)
i w).p5 )] = [pF ). 0)] =
= Z(27r)32‘k‘kj_53( —p). (E.23c)

To pozwala wyznaczy¢ niezerowe funkcje Wightmana dla modéw kowariantnych

(01 A5 (2) A5(0)[0) = (0]Bs(x)B5(0)[0) = (E.240)
_ k1 (2ks W K7 —ilkla®
- [ (ki (ks 'k‘”l) ’

Ol As ()T ()10) = {0|Bs(@)IE ()[0) =

Pk 1 =)0
= 0| e (k| — aky) eFTeilkle E.24b
zég(2ﬂ)32|k|<| k) R Tk, (B.24)

(OITIE! (2)II5 (1)[0) = (O[TI ()11 (3)[0) =
d3k 3k k3 ikl
= [ | oo (21

Wyrazenia te mozna zapisaé¢ przy uzyciu funkcji D4 (x) w nastepujacy sposob

(0 A3(2)A3(0)[0) = (0|B3(2)B3(0)|0) = 203A7" x (ady + 93) D4 (x) + Do(x),

(E.25a)
(0] A3(2)T15' (9)[0) = (0[B3(2)11F ()]0) = —(do + ad3) D (w), (E.25b)
(O[3 (2)T15 ()[0) = (O[IF ()11} ()|0) = A1 D4 (2). (E.25¢)
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