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Streszczenie

W pracy przedstawiono opis sektora pól cechowania dla elektrodynamiki kwantowej
z pr¡dami elektrycznymi i magnetycznymi. Wykorzystano model Zwanzigera zawieraj¡cy
dwa niezale»ne potencjaªy cechowania Aµ i Bµ. Zaªo»ono, »e pr¡dy elektryczne i magne-
tyczne maj¡ takie same wªasno±ci transformacyjne, co prowadzi do zªamania symetrii P i
T , a jedynie zªo»enie transformacji PT lub ogólniej PTC jest symetri¡ ukªadu. Dla pól
cechowania, badano wªasno±ci 2-punktowej funkcji Wightmana, czyli pró»niowej warto±ci
oczekiwanej dla nieuporz¡dkowanego iloczynu dwóch operatorów pola cechowania. Poka-
zano ogóln¡ posta¢ diagonalnych funkcji Wightmana, 〈0|Aµ(x)Aν(0)|0〉 i 〈0|Bµ(x)Bν(0)|0〉
dla ró»nych warunków cechowania, która ma posta¢ symetryczn¡ i zawiera cz¦±¢ niezmien-
nicz¡ proporcjonaln¡ do gµν . Ponadto znaleziono równanie ró»niczkowe na mieszane funk-
cje Wightmana 〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 i wykazano, »e nie ma ono lorentzowsko-niezmienniczego
rozwi¡zania. Znaleziono sferycznie symetryczne rozwi¡zanie, które odpowiada cechowaniu
Coulomba, co zostaªo udowodnione na drodze kanonicznego kwantowania metod¡ Diraca.
Dla innych warunków cechowania: planarnym, cechowaniu sto»ka ±wietlnego w kierunku 1
oraz 3, zostaªa przeprowadzona procedura kwantowania kanonicznego metod¡ Faddeeva-
Jackiwa. Wyznaczone funkcje Wightmana w tych cechowaniach s¡ zgodne z ogólnymi
wzorami, wyprowadzonymi wcze±niej i znaleziono posta¢ czªonów zale»nych od cechowa-
nia.

Summary

This dissertation analyses the gauge �eld sector for the quantum electrodynamics with
electric and magnetic currents. It uses the Zwanziger model with two independent gauge
�eld potentials Aµ and Bµ. The assumption that the electric and magnetic currents have
the same transformation properties, e�ectively leads to the P and T symmetry breaking,
while the composed transformation PT or generally PTC recovers the symmetry of the
system. The properties of two-point Wightman functions, i.e. the vacuum expectations
values of the unordered product two gauge �eld operators, were intensively studied. The
general form of the diagonal Wightman functions 〈0|Aµ(x)Aν(0)|0〉 and 〈0|Bµ(x)Bν(0)|0〉
is found for di�erent choices of gauge �xing conditions - it has a symmetrical form and
includes the invariant part proportional to gµν . Furthermore, the di�erential equation has
been found for the mixed Wightman functions 〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉. It is shown that this
equation has no Lorentz covariant solution. But the spherically symmetric solution has
been found and it corresponds to the Coulomb gauge condition - this is proven by the ca-
nonical quantization procedure for systems with constraints - the Dirac method. For other
gauge conditions: planar, light cone gauge in 1 end 3 direction, the canonical quantization
procedure is carried out within the simpli�ed procedure - the Faddeev-Jackiw method.
The Wightman functions for the gauge �eld potentials are found and they are consistent
with general formulas derived before. Also the gauge dependent parts are explicitly given
for di�erent gauge �xing conditions.
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Wst¦p

Symetria teorii �zycznej, jest czym± po»¡danym, wprowadzaj¡cym porz¡dek i pi¦kno do
opisu. �wiat realny, przynajmniej w niskich energiach, wydaje si¦ by¢ peªen zªamanych
symetrii. Czasami potra�my znale¹¢ powód takiego stanu, a nawet odtworzy¢ symetrie, by
otrzyma¢ peªniejszy obraz. Brak ªadunku magnetycznego, analogicznego do ªadunku elek-
trycznego, którego istnienie umo»liwia zapisanie równa« Maxwella w postaci symetrycznej
jest tak¡ zªaman¡ symetri¡. Pierwsze informacje o monopolach magnetycznych mo»emy
znale¹¢ w pracy Petrusa Pelegriniusa z 1269 r. O monopolach magnetycznych pisaª Curie
w 1894 [1], za± dwa lata pó¹niej pojawiªa si¦ praca Poincarégo [2]. Jednak wspóªczesna teo-
ria monopoli rozpocz¦ªa si¦ prac¡ opublikowan¡ przez Diraca w 1931 [3], który zauwa»yª,
»e istnienie ªadunku magnetycznego pozwala wyja±ni¢ obserwowane skwantowanie ªadunku
elektrycznego.
Monopol magnetyczny jest wyj¡tkow¡ konstrukcj¡ teoretyczn¡, która przetrwaªa po-

nad wiek bez »adnych dowodów eksperymentalnych i pozostaªa w centrum zainteresowa-
nia wielu pokole« �zyków. Zarówno prace teoretyczne rozwa»aj¡ce istnienie ªadunków
magnetycznych, jak równie» eksperymenty poszukuj¡ce ich istnienia, przyczyniªy si¦ do
rozwoju kwantowej teorii pola, a powstaªy w ich wyniku aparat matematyczny wykorzy-
stywany, jest równie» w wielu teoriach nie zwi¡zanych z monopolami. Zainteresowanie
cz¡stkami obdarzonymi ªadunkami magnetycznymi jest niegasn¡ce. Na poszukiwania mo-
nopoli przeznacza si¦ wci¡» wiele czasu, energii i pieni¦dzy. Szuka si¦ ich zarówno przy
u»yciu najnowszych zderzaczy cz¡stek, jak równie» w docieraj¡cym do nas promieniowaniu
z przestrzeni kosmicznej, a nawet w skaªach wulkanicznych i innych materiaªach. Wi¦k-
szo±¢ teorii wielkiej uni�kacji zawiera w swoim opisie tego typu cz¡stki, które w zale»no±ci
od zaªo»e«, posiadaj¡ ró»ne masy i ªadunki elementarne. Istnienie cz¡stek obdarzonych
ªadunkiem magnetycznym wydaje si¦ by¢ konieczne do stworzenia spójnej teorii opisuj¡-
cej nasz ±wiat. Niedawne wyniki wskazuj¡ce na obecno±¢ monopoli w krysztaªach lodu
spinowego podsyciªy zainteresowanie tym tematem.
Istnieje kilka alternatywnych teorii cz¡stek obdarzonych ªadunkiem magnetycznym. Po-

cz¡tkowo analizowaªam dwupotencjaªowy model zaproponowany przez Przeszowskiego,
jednak wst¦pne wyniki [4] uzyskane z niesymetrycznej g¦sto±ci lagrangianu w tym mo-
delu skªoniªy mnie do wyboru modelu zaproponowanego przez Zwanzigera. Model ten
pozwala na opisanie lokalnych oddziaªywa« i jest dualnie niezmienniczy. To sformuªowanie
QED z ªadunkami elektrycznymi i magnetycznymi wprowadza dwa potencjaªy cechowania
oraz wyró»niony wektor pojawiaj¡cy si¦ w de�nicji tensora elektromagnetycznego. Po-
szukiwanie struktury funkcji Wightmana, b¦d¡cymi prostymi obiektami pozwalaj¡cymi
zbada¢ ró»ne wªasno±ci teorii kwantowej, doprowadziªo do wielu interesuj¡cych wyników,
które przedstawiam w tej rozprawie.
Niniejsza praca skªada si¦ z siedmiu rozdziaªów. Rozdziaª pierwszy stanowi wst¦p do

tematu i przedstawia rozwój teorii klasycznej i kwantowej ªadunków magnetycznych oraz
genez¦ warunku kwantyzacji Diraca, który staª si¦ kluczowym argumentem, by zajmowa¢
si¦ cz¡stkami obdarzonymi ªadunkiem magnetycznym. W rozdziale drugim przedstawiªam
dziaªanie symetrii dyskretnych na pola elektryczne i magnetyczne oraz równania Maxwella
w obecno±ci ªadunków i pr¡dów magnetycznych. Analizuj¦ tu dziaªanie transformacji pa-
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rzysto±ci, inwersji w czasie i sprz¦»enia ªadunkowego oraz ich zªo»enia. Rozdziaª ten zawiera
równie» opis modelu dwupotencjaªowej elektrodynamiki Zwanzigera, który staª si¦ punk-
tem wyj±cia bada« zawartych w niniejszej pracy. Rozdziaª trzeci zawiera peªen lagrangian
QED ze ¹ródªami elektrycznymi i magnetycznymi. Podstawowe informacje o funkcjach
Wightmana i ich wªasno±ci transformacyjnych znajduj¡ si¦ w rozdziale czwartym. Za-
wiera on równie» transformacje dyskretne potencjaªów cechowania i funkcji Wightmana.
Przedstawiªam tu wyprowadzenie równania wynikaj¡cego z podstawowych zaªo»e« modelu
Zwanzigera, którego rozwi¡zaniami s¡ funkcje Wightmana. W rozdziale pi¡tym przed-
stawione zostaªy wyniki kanonicznego kwantowania metod¡ Faddeeva-Jackiwa oraz uzy-
skane funkcje Wightmana w trzech ró»nych cechowaniach. Rozdziaª ten zawiera równie»
porównanie funkcji Wightmana uzyskanych na drodze kanonicznego kwantowania z funk-
cjami uzyskanymi jako rozwi¡zania równania w poprzednim rozdziale. Metoda Diraca
kwantowania kanonicznego ukªadów z wi¦zami zostaªa zastosowana do otrzymania wyni-
ków przedstawionych w rozdziale szóstym. Praca ko«czy si¦ podsumowaniem zawartym
w ostatnim, siódmym, rozdziale oraz szeregiem dodatków zawieraj¡cych uzupeªnienia roz-
dziaªów i szczegóªy przeprowadzonych rachunków, które wydzieliªam z gªównej cz¦±ci pracy,
by nie zaciemniaªy zasadniczej tre±ci.
Podczas pisania niniejszej rozprawy nieocenionym ¹ródªem wiedzy o monopolach ma-

gnetycznych oraz dionach okazaªa si¦ monogra�a Shnira [5] . Nie mog¦ równie» pomin¡¢
podr¦czników Itzyksona i Zubera [6] oraz Biaªynickiego-Biruli [7], [8], które stanowi¡ do-
skonaª¡ podstaw¦ do bada« w kwantowej teorii pola.
W caªej pracy u»ywamy jednostek ukªadu mi¦dzynarodowego (SI), pr¦dko±¢ ±wiatªa oraz

staªa Plancka c = } = 1 o ile w tre±ci nie zaznaczono inaczej. Zarówno wielko±ci klasyczne
jak i odpowiadaj¡ce im operatory kwantowe oznaczane s¡ tym samym symbolem, co mam
nadziej¦ nie prowadzi do niejasno±ci.
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I. Pole elektromagnetyczne w obecno±ci

ªadunków elektrycznych i

magnetycznych

Monopol magnetyczny jako realn¡, �zyczn¡ cz¡stk¦ pierwszy rozwa»aª Pierre Curie w 1894
[1], a w roku 1931 kwantow¡ teori¦ opisuj¡c¡ ukªad z elektrycznymi i magnetycznymi
ªadunkami przedstawiª Paul Dirac [3], [9]. W konsekwencji wprowadzenia w teorii Diraca
monopoli, pojawiª si¦ warunek kwantyzacji ªadunku elektrycznego. Przynajmniej jeden
ªadunek magnetyczny we wszech±wiecie tªumaczyªby skwantowanie ªadunku elektrycznego.
Nic zatem dziwnego, »e ta teoria znalazªa wielu zwolenników.

1.1. �adunki magnetyczne w teorii klasycznej

Elektrodynamik¦ klasyczn¡ potra�my opisa¢ przy u»yciu czterech równa« Maxwella, które
dla ukªadów bez ªadunków elektrycznych i magnetycznych maj¡ posta¢ [10]

∇ ·E = 0, ∇ ·B = 0, (I.1a)

∇×E = − ∂

∂t
B, ∇×B =

∂

∂t
E, (I.1b)

je»eli µ0ε0 = 1
c2

= 1, przy czym E i B s¡ wektorami opisuj¡cymi pole elektryczne i magne-
tyczne. Widzimy z (I.1b), »e zale»ne od czasu pole magnetyczne generuje pole elektryczne,
a zmienne w czasie pole elektryczne generuje pole magnetyczne.
Heaviside [11] zauwa»yª, »e równania Maxwella bez ¹ródeª (I.1) s¡ niezmiennicze wzgl¦-

dem transformacji

E → E cos θ −B sin θ, B → E sin θ +B cos θ. (I.2)

Ta symetria O(2), parametryzowana przez dowolny k¡t θ, nazywana jest elektromagne-
tyczn¡ dualno±ci¡. Wybieraj¡c θ = π

2 otrzymujemy transformacj¦

E → B, B → −E, (I.3)

zamieniaj¡c¡ pola elektryczne z magnetycznymi. Widzimy zatem, »e je±li teoria jest dualnie
niezmiennicza, to rozdzielenie pól na elektryczne i magnetyczne jest tylko kwesti¡ przyj¦tej
konwencji.
Pole elektryczne wokóª ªadunku elektrycznego e wynosi

E =
1

4πε0

er

r3
, (I.4)

1



I. Pole elektromagnetyczne w obecno±ci ªadunków elektrycznych i magnetycznych

a poruszaj¡cy si¦ ªadunek w polu elektromagnetycznym odczuwa dziaªanie siªy Lorentza

F = e (E + v ×B) . (I.5)

Korzystaj¡c z dualno±ci elektromagnetycznej (I.3) mo»emy wypisa¢ analogiczne zwi¡zki dla
ªadunków(monopoli) magnetycznych g, gdyby takie istniaªy. Tak zde�niowany monopol
jest, tak jak elektron, cz¡stk¡ punktow¡ obdarzon¡ ªadunkiem magnetycznym zamiast
elektrycznego. Pole magnetyczne wyra»a si¦ wówczas jako

B =
1

4πµ0

gr

r3
, (I.6)

za± siªa dziaªaj¡ca na monopol wynosi

F = g (B − v ×E) . (I.7)

Równania opisuj¡ce cz¡stki ªadunkami elektrycznymi i magnetycznymi, przy czym jedna
cz¡stka mo»e nie±¢ ªadunek elektryczny lub magnetyczny lub oba jednocze±nie, maj¡ posta¢

∇ ·E =
ρe
ε0
, ∇ ·B = µ0ρm, (I.8a)

∇×E = − ∂

∂t
B − Jm, ∇×B =

∂

∂t
E + Je, (I.8b)

i b¦dziemy je nazywa¢ dyonowymi równaniami Maxwella. Oba rodzaje ªadunków speªniaj¡
prawa zachowania ∇ · Je = −∂ρe

∂t i ∇ · Jm = −∂ρm
∂t .

�adunek magnetyczny nie zostaª do tej pory znaleziony, w zwi¡zku z tym symetria
dualno±ci elektromagnetycznej jest zªamana. Pojawia si¦ oczywi±cie pytanie o powód tej
asymetrii. Z punktu widzenia elektrodynamiki klasycznej nie ma powodu dla którego nie
powinny istnie¢ monopole magnetyczne, co wi¦cej ich obecno±¢ pozwoliªaby na zachowanie
symetrii dualno±ci elektromagnetycznej.

Analiza ukªadów zawieraj¡cych monopole magnetyczne prowadzi do wielu ciekawych
obserwacji. Je±li b¦dziemy klasycznie rozwa»a¢ problem rozpraszania elektronu na mono-
polu oka»e si¦, »e jest on w stanie tylko zbli»y¢ si¦ na pewn¡ odlegªo±¢ do monopolu b,
a nast¦pnie oddala si¦ do niesko«czono±ci (tzw. efekt lustra magnetycznego). Przy takim
rozpraszaniu kierunek momentu p¦du nie jest staªy, a co wi¦cej jego warto±¢ jest niezerowa,
nawet w statycznym ukªadzie elektron-monopol [12].

Naturalnym uogólnieniem monopola byªaby cz¡stka obdarzona zarówno ªadunkiem ma-
gnetycznym, jak i elektrycznym, tzw. dyon. Rozpraszanie tego typu dualnych cz¡stek o ªa-
dunkach odpowiednio (e1, g1) i (e2, g2) prowadzi do trajektorii eliptycznych, które w prze-
ciwie«stwie do klasycznego problemu Keplera dla dwóch elektronów, wykonuj¡ precesj¦
[13].

1.2. �adunki magnetyczne w teorii kwantowej

Mechanika kwantowa opisuje pola elektromagnetyczne przy u»yciu potencjaªów skalarnego
φ i wektorowego A zamiast pól E i B. Znaj¡c potencjaªy, które s¡ polami zale»nymi od
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poªo»enia, mo»emy otrzyma¢ pola elektryczne i magnetyczne

E = −∂A
∂t
−∇φ, B =∇×A. (I.9)

Wprowadzenie do opisu potencjaªów ªamie symetri¦ dualno±ci, ale potencjaªy nie s¡ obser-
wablami. Co wi¦cej istnieje niesko«czona ilo±¢ ró»nych potencjaªów które daj¡ te same pola
elektryczne i magnetyczne. Przej±cie pomi¦dzy �zycznie równowa»nymi opisami nazywa si¦
transformacj¡ cechowania, a poniewa» wielko±ci �zyczne nie zmieniaj¡ si¦ pod dziaªaniem
takiej transformacji mówimy, »e teoria ma symetri¦ cechowania. Jedna z podstawowych
relacji z analizy wektorowej mówi, »e dywergencja rotacji znika ∇ ·B =∇ · (∇×A) = 0,
zatem opis przy u»yciu potencjaªów (I.9) uniemo»liwia wprowadzenie ªadunków magne-
tycznych.

Opisuj¡c w j¦zyku mechaniki kwantowej poruszaj¡c¡ si¦ cz¡stk¦ naªadowan¡ elektrycz-
nie, zale»no±¢ od potencjaªu wektorowego A pojawia si¦ w zespolonej fazie funkcji falowej.
Jest to zgodne z symetri¡ cechowania, bo tak jak potencjaª wektorowy, faza nie jest wiel-
ko±ci¡ mierzaln¡. W mechanice kwantowej potrzebujemy wi¦c do opisu potencjaªów, a nie
pól.

W roku 1932 Paul Dirac [3] pokazaª, »e w ramach mechaniki kwantowej mo»emy wprowa-
dzi¢ potencjaª, który opisuje ªadunki magnetyczne. Je±li solenoid, przez który pªynie pr¡d,
jest du»o dªu»szy ni» jego ±rednica, linie pola magnetycznego przy ka»dym z jego ko«ców
wygl¡daj¡ jak linie pola pochodz¡ce od monopola magnetycznego o ªadunku g, równym
strumieniowi magnetycznemu. Poniewa» w ukªadzie nie ma ªadunków magnetycznych, bez
problemu mo»emy wypisa¢ potencjaª wektorowy

A(r) =
µ0 g

4π|r|
r × k
|r| − r · k

(I.10)

gdzie k jest wersorem skierowanym w kierunku osi solenoidu. �cisªe wyprowadzenie tego
potencjaªu znajduje si¦ w dodatku (B.2) Mo»emy wi¦c rozwa»a¢ bardzo cienki i dªugi so-
lenoid, tak aby punkt ko«cowy znalazª si¦ niesko«czenie daleko, a nast¦pnie zapomnie¢
o solenoidzie zostawiaj¡c generowany przez niego potencjaª. Taki potencjaª wektorowy
opisuje monopol magnetyczny poª¡czony ze strun¡ Diraca doprowadzaj¡c¡ do niego stru-
mie« magnetyczny. Struna Diraca jest niesko«czenie cienka i potencjaª wektorowy ma na
niej osobliwo±¢, aby staªa si¦ ona nieobserwowalna musimy naªo»y¢ warunek

eg =
n

2
, n ∈ Z (I.11)

znany jako warunek kwantyzacji Diraca. W miejsce osobliwego potencjaªu (I.10) mo»emy
u»y¢ zgodnie z [14] zregularyzowanej formy potencjaªu, ale prowadzi on do osobliwych
czªonów w polu magnetycznym.

Dirac udowodniª, »e wprowadzenie do teorii kwantowej monopoli magnetycznych nie
tylko jest mo»liwe, lecz równie» w sposób naturalny prowadzi do obserwowanej kwantyzacji
ªadunku elektrycznego, niestety teoria ta jest nielokalna i zawiera nie�zyczne zmienne
dynamiczne - struny.

Kolejne lata przyniosªy kilka nowych propozycji opisu elektrodynamiki z monopolami,
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m.in. potencjaª Schwingera [15] (we wspóªrz¦dnych sferycznych)

ASch = −g
r

cos θ

sin θ
eϕ =

g

2r

(
1− cos θ

sin θ
− 1 + cos θ

sin θ

)
eϕ, (I.12)

który jest zªo»eniem dwóch potencjaªów Diraca. Schwinger uwa»aª, »e taki potencjaª b¦dzie
wªa±ciwszy dla relatywistycznej teorii pola.
Mo»emy równie» opisa¢ pole wokóª monopola przez potencjaª, zde�niowany nie globalnie,

ale maj¡cy ró»n¡ posta¢ w ró»nych obszarach [16]. �¡danie spójno±ci w nakªadaj¡cych si¦
punktach prowadzi do warunku kwantyzacji ªadunków (I.11).
Wprowadzenie monopoli do kwantowej teorii pola Maxwella - elektromagnetodynamiki

sprawia wi¦cej problemów. Po pierwsze, zostaªo udowodnione, »e nie mo»na skonstru-
owa¢ jawnie kowariantnego, jednopotencjaªowego modelu elektromagnetodynamiki [17],
[18], [19], [20]. Po drugie, zostaªy zaproponowane ró»ne modele dwupotencjaªowe [21],
[15], [22], [23] [24].
Zostaªy zaproponowane modele opisuj¡ce cz¡stki nios¡ce ªadunek elektryczny i magne-

tyczny - dyony [25], [26], [27], jak równie» sformuªowanie hydrodynamiczne mechaniki
kwantowej [28]. Pokazano równie» modele monopoli z dwoma fotonami [29], [30]. Trans-
formacja dualno±ci dla abelowych i nieabelowych teorii z cechowaniem przedstawiono w
[31]. Rozpraszanie elektron-monopol staje si¦ lorentzowsko niezmiennicze [32], gdy speª-
niony jest warunek kwantyzacji (I.11). W pó¹niejszym czasie teori¦ t¦ rozwijali m. in.
Cabibbo i Ferrari [21], Schwinger [22] oraz Zwanziger [24] i zaproponowali oni spójny opis
kwantowej elektrodynamiki z monopolami przy u»yciu dwóch potencjaªów.

1.2.1. Poszukiwania �zycznego monopolu magnetycznego

Monopol magnetyczny lub inaczej monopol Diraca, zgodnie z warunkiem kwantyzacji po-
winien by¢ obdarzony ªadunkiem g = n}c/2e, gdzie e jest elementarnym ªadunkiem elek-
trycznym, co dla n = 1 daje warto±¢ jednostkowego ªadunku Diraca. Korzystaj¡c z analizy
Diraca mo»emy szacowa¢ ªadunek monopola, ale nie potra�my przewidzie¢ jego masy.
Spodziewamy si¦ »e jest on bardzo masywny. Analogicznie do staªej struktury subtelnej,
α = e2/}c4πε0 mo»emy prowadzi¢ staª¡ αg = g2

D/}c4πε0 [33], [34] .
Obecnie poszukiwania klasycznego monopola Diraca odbywaj¡ si¦ trzema drogami [35],

[36], [37], [38], [39]. Mo»emy próbowa¢ wytworzy¢ je w trakcie zderze« e+e−, e+p, pp̄ oraz
pp w akceleratorach. Od roku 1931 prowadzono poszukiwania monopola magnetycznego
w ka»dym nowym zderzaczu. Wytworzony monopol magnetyczny powinien by¢ cz¡stk¡
stabiln¡, silnie oddziaªuj¡c¡ z polem elektromagnetycznym. Poniewa» wªasno±ci monopola
znacznie ró»ni¡ si¦ od innych poszukiwanych cz¡stek, wi¦kszo±¢ przeprowadzanych ekspe-
rymentów nie jest dostosowana do ich detekcji. Aktualnie tylko eksperyment MoEDAL
w LHC jest dedykowany poszukiwaniu monopola magnetycznego. W akceleratorach po-
szukuje si¦ równie» monopolium, tzn. stanu zwi¡zanego monopola i antymonopola o sto-
sunkowo maªej masie [40], [41] Zamiast wytwarza¢ monopol mo»emy próbowa¢ znale¹¢ ju»
istniej¡ce. Spodziewamy si¦, »e we wczesnym stadium rozwoju naszego wszech±wiata ist-
niaªy monopole magnetyczne i w zwi¡zku z tym poszukuje si¦ monopoli w promieniowaniu
kosmicznym. Eksperymenty tego typu to m.in. MACRO, AMANDA, Baikal i RICE. Je-
±li zaªo»ymy, »e monopole magnetyczne s¡ cz¦±ci¡ promieniowania kosmicznego, wówczas
oczywiste wydaje si¦ badanie skaª wulkanicznych, które mogªy wi¡za¢ bombarduj¡ce Zie-
mi¦ monopole,wody oceanicznej, meteorów oraz innych materiaªów pochodzenia zarówno
kosmicznego jak i ziemskiego. Ostatnim sposobem poszukiwania monopoli s¡ obserwa-
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cje astronomiczne. Zaªo»enie istnienia monopoli magnetycznych daje efekty astro�zyczne,
które mo»na zaobserwowa¢. Monopole mogªyby stanowi¢ wi¦c cz¦±¢ czarnej materii.
Do tej pory w »adnym z przeprowadzonych eksperymentów nie potwierdzono istnienia

monopoli magnetycznych. W roku 1973 pojawiªa si¦ informacja o detekcji monopola ma-
gnetycznego, jednak okazaªo si¦, »e byªo to j¡dro platyny. W 1982 oraz w roku 1985 w eks-
perymentach przy u»yciu nadprzewodz¡cego pier±cienia zauwa»ono skok przepªywaj¡cego
pr¡du odpowiadaj¡cy monopolowi przechodz¡cemu przez pier±cie«, jednak poniewa» nie
udaªo si¦ ich powtórzy¢ uznano to za efekt innych czynników. W 2009 roku pojawiªy si¦
doniesienia o detekcji monopoli w lodzie spinowym Dy2Ti2O7 [42], jednak nie s¡ to kla-
syczne monopole Diraca. Aktualnie najwi¦ksze nadzieje wzbudza eksperyment MoEDAL,
jednak na potwierdzenie istnienia monopoli magnetycznych musimy jeszcze poczeka¢.

1.2.2. Opis dwupotencjaªowy

Dwupotencjaªowe sformuªowanie elektrodynamiki kwantowej nale»y rozpocz¡¢ od równa«
Maxwella zawieraj¡cych elektryczne i magnetyczne pr¡dy zewn¦trzne Jµ i Kµ

(∂ · F )µ = ∂µF
µν = Jν , (∂ · F̃ )µ = ∂µF̃

µν = Kν , (I.13)

gdzie F̃µν = 1
2ε
µνλσFλσ jest dualnym tensorem elektromagnetycznym. Równania te s¡

symetryczne pod dziaªaniem elektromagnetycznej transformacji dualno±ci

Fµν 7→ F̃µν 7→
˜̃
Fµν = −Fµν , Jµ 7→ Kµ 7→ −Jµ. (I.14)

Niestety, nie jeste±my teraz w stanie wyrazi¢ Fµν tylko przez jeden potencjaª cechowania,
st¡d pojawiªa si¦ potrzeba wprowadzenia dwóch potencjaªów cechowania, które opi-
sywaªyby lokalnie tensor pola elektromagnetycznego.
Przegl¡d opisów dwupotencjaªowych nale»aªoby rozpocz¡¢ od propozycji Cabbibo-Ferrariego
[21], którzy zapostulowali wyra»enie tensora elektromagnetycznego przy pomocy jawnie
kowariantnej de�nicji

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − εµνλρ∂λBρ. (I.15)

Dwa potencjaªy cechowania Aµ i Bµ s¡ niezale»nymi polami i pozwalaj¡ wyrazi¢ transfor-
macj¦ dualno±ci elektromagnetycznej (I.14) dla Fµν jako transformacj¦

Aµ 7→ Bµ 7→ −Aµ. (I.16)

Niestety w podej±ciu, który zaproponowali Cabbibo i Ferrari nie ma lagrangianu, wi¦c
i dziaªania, a to oznacza, »e nie ma mo»liwo±ci przeprowadzenia procedury kwantowania
kanonicznego. Jedynie posta¢ transformacji dualno±¢i (I.16) b¦dzie przeze mnie wykorzy-
stywana w dalszej cz¦±ci pracy.
Mamy równie» propozycj¦ Schwingera [15], gdzie wprowadza si¦ dwa potencjaªy A i B,
których rotacje daj¦ poprzeczn¡ cz¦±¢ pola elektrycznego i magnetycznego. Natomiast
cz¦±¢ podªu»na tych pól dana jest przez potencjaª kulombowski generowany przez ªadunki
elektryczne i magnetyczne. Wprowadzane s¡ równie» struny zaczepione w ªadunkach elek-
trycznych i magnetycznych, które s¡ dodawane do potencjaªów A i B w procedurze mini-
malnego sprz¦»enia dla pól fermionowych opisuj¡cych ªadunki elektryczne i magnetyczne.
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Dlatego to podej±cie wprowadza od pocz¡tku czªony nielokalne do hamiltonianu.
Alternatywne podej±cie zaproponowaª w swojej pracy [24] Daniel Zwanziger. Przedsta-
wiª lokalny lagrangian opisuj¡cy kwantow¡ elektrodynamik¦ z monopolami umo»liwiaj¡cy
kanoniczne kwantowanie. Jeden z kolejnych rozdziaªów pokazuje szczegóªy modelu zapro-
ponowanego przez Zwanzigera.
Chc¦ równie» wspomnie¢ o propozycji lagrangianu dwupotencjaªowego zaproponowanego
w pracy Przeszowskiego [44]. To podej±cie bazuje na analizie równa« Maxwella w podej-
±ciu frontu ±wietlnego, gdzie wspóªrz¦dna x+ = (x0 +x3)/

√
2 stanowi parametr ewolucji

czasowej ukªadu. W oparciu o ten lagrangian wyliczyªam propatory dla dwóch warunków
cechowania [4]. Jednak w dalszej analizie ten lagrangian okazaª si¦ zbyt kªopotliwy podczas
analizy wªasno±ci funkcji Wightmana, szczególnie podczas transformacji Lorentza, dlatego
w mojej pracy ograniczyªam si¦ do analizy jedynie modelu Zwanzigera.
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II. Wybrane wªasno±ci teorii klasycznej

2.1. Symetrie dyskretne dla dyonowych równa« Maxwella

Przeksztaªceniami symetrii nazywamy takie przeksztaªcenie kanoniczne, czyli transforma-
cj¦ zmiennych kanonicznych niezmieniaj¡c¡ nawiasów Poissona, które zachowuj¡ posta¢
równa« pola. Przyjrzyjmy si¦ bli»ej jak transformacje dyskretne dziaªaj¡ na dyonowe rów-
nania Maxwella elektrodynamiki z ªadunkami elektrycznymi i magnetycznymi [45], które
maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢

∇ ·E =
ρe
ε0
, ∇×E = − ∂

∂t
B − µ0Jm, (II.1a)

∇ ·B = µ0ρm, ∇×B =
∂

∂t
E + µ0Je, (II.1b)

przy czym u»ywamy jednostek w ukªadzie SI.

2.1.1. Transformacja parzysto±ci

Pierwsz¡ z badanych transformacji jest transformacja parzysto±ci lub inaczej inwersji prze-
strzennej P , polegaj¡ca na zmianie kierunku wszystkich trzech osi ukªadu odniesienia
x = (r, t) → xp = (−r, t). We wspóªrz¦dnych cylindrycznych (ρ, φ, z) realizowana jest
ona jako (ρ, φ, z) → (ρ, φ + π,−z), co mo»emy opisa¢ jako odbicie lustrzane w kierunku
z i obrót wokóª osi z o k¡t π. Mo»emy to sprawdzi¢ dla wektora poªo»enia w postaci
r = ρ cosφ ı̂+ ρ sinφ ̂+ z k̂, gdzie wersory kartezja«skie ı̂, ̂, k̂ nie zmieniaj¡ si¦. Wersory
cylindryczne ρ̂ = cosφ ı̂+ sinφ ̂ i φ̂ = − sinφ ı̂+ cosφ ̂, podlegaj¡ zmianie pod wpªywem
transformacji parzysto±ci ρ̂ → −ρ̂, φ̂ → −φ̂. Modelujemy rozkªad ªadunku elektrycznego
niezmienniczy pod dziaªaniem transformacji parzysto±ci ρe(r, t) = ρe(ρ, |z|, t), mo»e to by¢
rozkªad sferycznie symetryczny. Modelujemy rozkªad pr¡du elektrycznego pªyn¡cego po
okr¦gu o promieniu r0 i staªym nat¦»eniu I0. Oznacza to, »e w ka»dym punkcie na tym

okr¦gu mamy dI = φ̂I0r0 dφ. Przy transformacji parzysto±ci φ
P7−→ φ + π, dφ

P7−→ dφ,

φ̂
P7−→ −φ̂ otrzymujemy

dI
P7−→ −dI, I

P7−→ −I. (II.2a)

St¡d wynika, »e istniej¡ takie rozkªady g¦sto±ci ªadunku elektrycznego i g¦sto±ci pr¡du
elektrycznego dla których transformacja parzysto±ci ma posta¢

ρe(x)
P7−→ pρe(x) = ρe(x

p), Je(x)
P7−→ pJe(x) = −Je(xp). (II.2b)

Podobne rozumowanie mo»emy przeprowadzi¢ dla ªadunków i pr¡dów magnetycznych, st¡d
zakªadamy dla ¹ródeª magnetycznych analogiczne transformacje parzysto±ci

ρm(x)
P7−→ pρm(x) = ρm(xp), Jm(x)

P7−→ pJm(x) = −Jm(xp), (II.2c)
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za± transformacja parzysto±ci dla pól elektrycznego i magnetycznego dana jest przez

E(x)
P7−→ pE(x) = epE(xp), B(x)

P7−→ pB(x) = bpB(xp). (II.2d)

Oczywi±cie zªo»enie dwóch transformacji parzysto±ci jest identyczno±ci¡ P 2 = 1, wi¦c dla
wspóªrz¦dnych (xp)p = x, dla ¹ródeª elektrycznych mamy

ρe(x)
P 2

7−→ p[pρe(x)] = pρe(x
p) = ρe(x), (II.3a)

Je(x)
P 2

7−→ p[pJe(x)] = − pJe(x
p) = (−1)2Je(x), (II.3b)

podobnie dla ¹ródeª magnetycznych, oraz dla pól

E(x)
P 2

7−→ p[pE(x)] = ep
pE(xp) = (ep)

2E(x), (II.4a)

B(x)
P 2

7−→ p[pB(x)] = bp
pB(xp) = (bp)

2B(x). (II.4b)

Z powy»szych relacji uzyskujemy warunek (ep)
2 = (bp)

2 = 1. Równanie Ampère'a

∇×B(x) = µ0ε0
∂

∂t
E(x) + µ0Je(x) (II.5a)

ma symetri¦ parzysto±ci, je»eli speªnione jest nast¦puj¡ce równanie dla wielko±ci po trans-
formacji

∇× pB(x) = µ0ε0
∂

∂t
pE(x) + µ0

pJe(x) (II.5b)

lub równowa»nie

− bp∇p ×B(xp) = epµ0ε0
∂

∂t
E(xp)− µ0Je(x

p), (II.5c)

gdzie ∇p = −∇. Traktuj¡c nowe wspóªrz¦dne xp jako jedynie zamian¦ zmiennych otrzy-
mujemy jako warunek symetrii

bp = −ep = 1. (II.6)

Podobnie mamy dla elektrycznego prawa Gaussa. Ale je»eli b¦dziemy rozpatrywa¢ równa-
nia ze ¹ródªami magnetycznymi, czyli prawo Faradaya

∇×E(x) = −∂B(x)

∂t
− µ0Jm(x) (II.7)

i magnetyczne prawo Gaussa

∇ ·B(x) = µ0ρm(x), (II.8)

to jako warunek symetrii parzysto±ci dla nich otrzymamy warunek

bp = −ep = −1, (II.9)
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S¡ to ewidentnie sprzeczne warunki, co oznacza, »e w przeciwie«stwie do elektrodynamiki
tylko ze ¹ródªami elektrycznymi, w obecno±ci ¹ródeª elektrycznych i magnetycznych rów-
nania Maxwella nie maj¡ symetrii parzysto±ci. Przy obecno±ci tylko ¹ródeª elektrycznych
mamy symetri¦ parzysto±ci dla wszystkich równa« Maxwella z warunkiem (II.6), nato-
miast przy obecno±ci tylko ¹ródeª magnetycznych mamy symetri¦ parzysto±ci dla wszyst-
kich równa« Maxwella z warunkiem (II.9). Je»eli mamy pola swobodne, to mamy symetri¦
parzysto±ci dla wszystkich równa« Maxwella, a ponadto swobod¦ wyboru warunku albo
(II.6) albo (II.9). Ten wynik stoi w sprzeczno±ci z rozwa»aniami, w których postuluje si¦
symetri¦ parzysto±ci dla dyonowych równa« Maxwella, np. [12]. Cena jak¡ pªaci si¦
za takie zaªo»enie jest konieczno±¢ zmiany transformacji parzysto±ci ¹ródeª magnetycznych.
Zamiast (II.2c) otrzymuje si¦

ρm(x)
P7−→ pρm(x) = −ρm(xp), Jm(x)

P7−→ pJm(x) = Jm(xp), (II.10)

jest to transformacja pseudo-wektora (4-wektora aksjalnego). To oznacza, »e dla równa«
Maxwella z symetri¡ parzysto±ci »ródªa magnetyczne (ρm,Jm) musz¡ mie¢ charakter pseu-
dowektorowy, co w teorii kwantowej prowadzi do fundamentalnych problemów. Transfor-
macj¦ parzysto±ci de�niujemy tak jakby byªy tylko ªadunki elektryczne tzn. z warunkiem
(II.6)

E(x)
P7−→ pE(x) = −E(xp), B(x)

P7−→ pB(x) = B(xp). (II.11)

2.1.2. Transformacja inwersji w czasie

Kolejn¡ rozwa»an¡ transformacj¡ jest transformacja inwersji w czasie T , która zmienia
znak wspóªrz¦dnej czasowej x = (r, t) → xt = (r,−t). Istniej¡ takie rozkªady g¦sto±ci
ªadunku elektrycznego i g¦sto±ci pr¡du elektrycznego dla których transformacja inwersji
w czasie ma posta¢

ρe(x)
T7−→ tρe(x) = ρe(x

t), Je(x)
T7−→ tJe(x) = −Je(xt). (II.12a)

Podobnie rozumuj¡c dla ¹ródeª magnetycznych, postulujemy analogiczne relacje transfor-
macji inwersji w czasie

ρm(x)
T7−→ tρm(x) = ρm(xt), Jm(x)

T7−→ tJm(x) = −Jm(xt). (II.12b)

Transformacji inwersji w czasie dla pól elektrycznego i magnetycznego b¦dziemy poszuki-
wa¢ w postaci

E(x)
T7−→ tE(x) = etE(xt), B(x)

T7−→ tB(x) = btB(xt). (II.12c)

Zªo»enie dwóch transformacji inwersji w czasie jest identyczno±ci¡ T 2 = 1, wi¦c przeprowa-
dzaj¡c podobn¡ analiz¦ jak w przypadku transformacji parzysto±ci uzyskujemy warunek
(et)

2 = (bt)
2 = 1. Równanie Ampère'a

∇×B(x) = µ0ε0
∂

∂t
E(x) + µ0Je(x) (II.13a)

9



II. Wybrane wªasno±ci teorii klasycznej

ma symetri¦ inwersji w czasie, je»eli speªnione jest równanie dla wielko±ci po transformacji

∇× tB(x) = µ0ε0
∂

∂t
tE(x) + µ0

tJe(x) (II.13b)

lub równowa»nie

bt∇×B(xt) = −epµ0ε0
∂

∂t′
E(xt)− µ0Je(x

t), (II.13c)

gdzie ∂/(∂t′) = −∂/(∂t). Jako warunek symetrii otrzymujemy relacj¦

bt = −et = −1. (II.14)

Podobnie mamy dla elektrycznego prawa Gaussa. Analiza równa« ze ¹ródªami magnetycz-
nymi, tzn. prawo Faradaya i magnetyczne prawo Gaussa, daje warunek symetrii inwersji
w czasie

bt = −et = 1. (II.15)

S¡ to ewidentnie sprzeczne warunki, co oznacza, »e w obecno±ci ¹ródeª elektrycznych i
magnetycznych równania Maxwella nie maj¡ symetrii inwersji w czasie. Ukªad tylko ze
¹ródªami elektrycznymi ma symetri¦ inwersji w czasie dla wszystkich równa« Maxwella z
warunkiem (II.14), natomiast przy obecno±ci tylko ¹ródeª magnetycznych mamy symetri¦
inwersji w czasie dla wszystkich równa« Maxwella z warunkiem (II.15). Je»eli mamy pola
swobodne, to mamy symetri¦ inwersji w czasie dla wszystkich równa« Maxwella, a ponadto
swobod¦ wyboru warunku albo (II.14) albo (II.15). W dalszej cz¦±ci b¦dziemy korzysta¢ z
transformacji inversji w czasie z warunkiem (II.14)

E(x)
T7−→ tE(x) = E(xt), B(x)

T7−→ tB(x) = −B(xt). (II.16)

2.1.3. Transformacja sprz¦»enia ªadunkowego

Ostatni¡ z badanych transformacji jest transformacja sprz¦»enia ªadunkowego C, która
polega na zamianie wszystkich warto±ci ªadunków elektrycznych i magnetycznych na prze-
ciwne. To oznacza nast¦puj¡c¡ transformacj¦ sprz¦»enia ªadunkowego dla ¹ródeª elektrycz-
nych

ρe(x)
C7−→ cρe(x) = −ρe(x), Je(x)

C7−→ cJe(x) = −Je(x) (II.17a)

i analogiczn¡ dla ¹ródeª magnetycznych

ρm(x)
C7−→ cρm(x) = −ρm(x), Jm(x)

C7−→ cJm(x) = −Jm(x). (II.17b)

Transformacja sprz¦»enia ªadunkowego dla pól elektrycznego i magnetycznego

E(x)
C7−→ cE(x) = ecE(x), B(x)

C7−→ cB(x) = bcB(x). (II.17c)

Zªo»enie dwóch transformacji sprz¦»enia ªadunkowego jest identyczno±ci¡ C2 = 1, co pro-
wadzi do warunku (ec)

2 = (bc)
2 = 1. Mówimy, »e równanie Ampère'a

∇×B(x) = µ0ε0
∂

∂t
E(x) + µ0Je(x) (II.18a)

10



II. Wybrane wªasno±ci teorii klasycznej

ma symetri¦ sprz¦»enia ªadunkowego, je»eli speªnione jest równanie dla wielko±ci po trans-
formacji

∇× cB(x) = µ0ε0
∂

∂t
cE(x) + µ0

cJe(x) (II.18b)

lub równowa»nie

bc∇×B(x) = epµ0ε0
∂

∂t
E(x)− µ0Je(x) (II.18c)

wi¦c otrzymujemy jako warunek symetrii sprz¦»enia ªadunkowego

bc = ec = −1. (II.19)

Ten sam warunek otrzymujemy dla pozostaªych równa« Maxwella. Mo»emy wi¦c stwier-
dzi¢, »e równania Maxwella maj¡ symetri¦ sprz¦»enia ªadunkowego dla ukªadów z ªadun-
kami elektrycznymi i magnetycznymi.

2.1.4. Zªo»enie transformacji P i T

Je±li zªo»ymy transformacje parzysto±ci P i inwersji w czasie T dla pól, to mamy

E(x)
TP7−→ t[pE(x)] = ep

tE(xp) = epetE(−x) (II.20a)

B(x)
TP7−→ t[pB(x)] = bp

tB(xp) = btbpB(−x), (II.20b)

poniewa» (xp)t = −x. Z poprzednich rozwa»a« otrzymujemy tylko jeden warunek

epet = bpbt = −1 (II.21)

dla wszystkich równa« Maxwella. Dla ¹ródeª, np. elektrycznych, otrzymujemy

ρe(x)
TP7−→ t[pρe(x)] = tρe(x

p) = ρe(−x), (II.22a)

Je(x)
TP7−→ t[pJe(x)] = − tJe(x

p) = (−1)2Je(−x). (II.22b)

To prowadzi do konkluzji, »e transformacja TP jest symetri¡ równa« Maxwella ze ¹ródªami
elektrycznymi i magnetycznymi i mamy

E(x)
TP7−→ −E(−x), B(x)

TP7−→ −B(−x), (II.23a)

ρe,m(x)
TP7−→ ρe,m(−x), Je,m(x)

TP7−→ Je,m(−x). (II.23b)

Je±li do transformacji dyskretnych doªo»ymy transformacj¦ dualno±ci dan¡ przez (I.3),
wówczas mo»emy przedstawi¢ uzyskane wyniki w postaci nast¦puj¡cych diagramów prze-
strzennych:

• Transformacja parzysto±ci P = DPD

E
P−−−−→ −EyD xD

B
P−−−−→ B

(II.24)

11



II. Wybrane wªasno±ci teorii klasycznej

• Transformacja odbicia czasu T = DTD

E
T−−−−→ EyD xD

B
T−−−−→ −B

(II.25)

• Transformacja sprz¦»enia ªadunkowego CD = DC

E
C−−−−→ −EyD yD

B
C−−−−→ B

(II.26)

• Zªo»enie transformacji P i T

E
P−−−−→ −E T−−−−→ −EyD xD yD

B
P−−−−→ B

T−−−−→ −B

(II.27)

Potra�my wi¦c powiedzie¢ jak dziaªaj¡ poszczególne symetrie dyskretne oraz ich zªo»enia
na pola E i B dla ukªadów zawieraj¡cych ªadunki elektryczne i magnetyczne.

2.2. Model Zwanzigera

Daniel Zwanziger w swojej pracy [24] z 1971 roku przedstawiª opis kwantowej teorii pola
cz¡stek naªadowanych elektrycznie i magnetycznie przy u»yciu dwóch potencjaªów cecho-
wania. Zaproponowaª lokaln¡ g¦sto±¢ lagrangianu 1

LZw = − 1

2n2
[n · (∂ ∧A)] · [n · (∂ ∧B)d] +

1

2n2
[n · (∂ ∧B)] · [n · (∂ ∧A)d]−

− 1

2n2
[n · (∂ ∧A)]2 − 1

2n2
[n · (∂ ∧B)]2 − je ·A− jg ·B (II.28)

zale»n¡ od pary czteropotencjaªów A i B oraz ¹ródeª elektrycznych je i magnetycznych jg,
które prowadz¡ do lokalnych równa« pola równowa»nych równaniom Maxwella. Lagran-
gian Zwanzigera zale»y od ustalonego czterowektora n, jest wi¦c czasoprzestrzenie anizo-
tropowy. Zwanziger wybraª przestrzennie podobny wektor n, by tensory F i F d zapisane
w potencjaªach cechowania

F =
1

n2

(
{n ∧ [n · (∂ ∧A)]} − {n ∧ [n · (∂ ∧B)]}d

)
, (II.29a)

F d =
1

n2

(
{n ∧ [n · (∂ ∧A)]}d + {n ∧ [n · (∂ ∧B)]}

)
. (II.29b)

1W tym podrozdziale zachowuj¦ oryginaln¡ pisowni¦ wzorów pochodz¡cych z pracy Zwanzigera, gdzie

(a ·G)ν = aµG
µν = −Gµνaµ = −(G · a)ν oraz (a ∧ b)µν = aµbν − aνbµ

12



II. Wybrane wªasno±ci teorii klasycznej

zale»aªy tylko od x. Dopiero po naªo»eniu warunku (engm − gnem)/4π = Znm, gdzie en
i gm s¡ elektrycznymi i magnetycznymi ªadunkami, a Znm liczb¡ caªkowit¡, odzyskujemy
izotropi¦.

Punktem wyj±cia dalszej analizy jest wi¦c g¦sto±¢ lagrangianu Zwanzigera (II.28), z wek-
torem nµ = (0, 0, 0, 1), która zapisana jawnie we wspóªrz¦dnych potencjaªów przedstawia
si¦ nast¦puj¡co

LZw =
1

2
(∂3A0 − ∂0A3)2 − 1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 −A · J

+
1

2
(∂3B0 − ∂0B3)2 − 1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2 −B ·K

− 1

2
εij(∂0Ai − ∂iA0) (∂3Bj − ∂jB3)− 1

2
εij∂iAj (∂3B0 − ∂0B3)

+
1

2
εij(∂0Bi − ∂iB0) (∂3Aj − ∂jA3) +

1

2
εij∂iBj (∂3A0 − ∂0A3) , (II.30)

gdzie εij = εij = ε0ij3 z i, j ∈ {1, 2}. Równania Eulera-Lagrange'a wynikaj¡ce z tej g¦sto±ci
lagrangianu

∂3 (∂3A0 − ∂0A3) + εij∂i∂3Cj = −J0, (II.31a)

−∂0 (∂3A0 − ∂0A3) + ∂i (∂3Ai − ∂iA3) = −J3, (II.31b)

−∂3 (∂3Ai − ∂iA3)− εij∂3 (∂0Cj − ∂jC0) = −J i, (II.31c)

∂3 (∂3C0 − ∂0C3)− εij∂i∂3Aj = −K0, (II.31d)

−∂0 (∂3C0 − ∂0C3) + ∂i (∂3Ci − ∂iC3) = −K3, (II.31e)

−∂3 (∂3Ci − ∂iC3) + εij∂3 (∂0Aj − ∂jA0) = −Ki, (II.31f)

s¡ równaniami Maxwella (I.13). Niezale»ne skªadowe tensora elektromagnetycznego wyni-
kaj¡ce z (II.29) zapisane w potencjaªach cechowania maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢

Fij = εij(∂3B0 − ∂0B3), F30 = ∂3A0 − ∂0A3, (II.32a)

Fi0 = εij(∂3Bj − ∂jB3), F3i = ∂3Ai − ∂iA3. (II.32b)

Mo»emy sprawdzi¢ jak transformuj¡ si¦ potencjaªy cechowania pod dziaªaniem transfor-
macji dyskretnych. W tym celu musimy zapisa¢ pola E i B przy pomocy potencjaªów Aµ
i Bν . Korzystam ze wzoru (II.32) i otrzymuj¦

E1 = ∂2B3 − ∂3B2, B1 = ∂3A2 − ∂2A3, (II.33a)

E2 = ∂3B1 − ∂1B3, B2 = ∂1A3 − ∂3A1, (II.33b)

E3 = ∂0A3 − ∂3A0, B3 = ∂0B3 − ∂3B0 (II.33c)

W rozdziale (2.1) sprawdzili±my dziaªanie poszczególnych transformacji na pole elektryczne
i magnetyczne. Mo»emy wi¦c, korzystaj¡c z tych wyników, odczyta¢ jak transformuj¡ si¦
potencjaªy cechowania pod dziaªaniem transformacji parzysto±ci

(A0,A)
P7−→ (A0,−A), (B0,B)

P7−→ (−B0,B), (II.34)

13



II. Wybrane wªasno±ci teorii klasycznej

transformacji inwersji w czasie

(A0,A)
T7−→ (A0,−A), (B0,B)

T7−→ (−B0,B) (II.35)

oraz transformacji sprz¦»enia ªadunkowego

(A0,A)
C7−→ (−A0,−A), (B0,B)

C7−→ (−B0,−B). (II.36)

Uzyskali±my wi¦c informacj¦ jak transformacje dyskretne dziaªaj¡ na potencjaªy cechowa-
nia w teorii klasycznej.
Mo»emy wyznaczy¢ potencjaªy dla pola elektromagnetycznego wytworzonego przez nie-

ruchomy, punktowy monopol magnetyczny. Ogólna posta¢ rozwi¡zania stacjonarnego dla
4-potencjaªów wygl¡da nast¦puj¡co

B0(r) = −gµ0

4π

1

r
, Bi(r) = ∂iΦB(r), A0(r) = 0, (II.37a)

Ai(r) = ∂iΦA(r)− εij3
gµ0

4π
∂jΛ̄(r), (II.37b)

Λ̄(r) = ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ
+ Λ0(x, y), (II.37c)

gdzie ΦA(r) i ΦB(r) s¡ dowolnymi funkcjami analitycznymi w caªej przestrzeni R3, a
Λ0(x, y) jest dowoln¡ funkcj¡ analityczn¡ w caªej podprzestrzeni R2. Szczegóªy rachunku
prowadz¡cego do powy»szych wzorów znajduj¡ si¦ w Dodatku B.3.
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III. Elektrodynamika kwantowa z

ªadunkami elektrycznymi i

magnetycznymi

Elektrodynamika kwantowa (QED - quantum electrodynamics) jest teori¡ opisuj¡c¡ od-
dziaªywanie pól materii obdarzonych ªadunkami elektrycznymi z polem elektromagnetycz-
nym. Najcz¦±ciej takimi polami materii s¡ elektrony, które reprezentowane s¡ przez fermio-
nowe operatory pola Ψ(x) i Ψ†(x), speªniaj¡ce reguªy antykomutacyjne Pauliego-Diraca.
Pole elektromagnetyczne reprezentowane jest przez operator pola 4-potencjaªu Aµ, który
speªnia reguªy komutacyjne Bosego-Einsteina. Sprz¦»enie pomi¦dzy tymi operatorami po-
jawia si¦ poprzez pochodn¡ kowariantn¡ Dµ = ∂µ − ieAµ, gdzie e jest elementarnym
ªadunkiem elektrycznym. G¦sto±¢ lagrangianu dla elektrodynamiki kwantowej ma posta¢

LQED = −1

4
FµνF

µν + Ψ̄ [iγµDµ −me] Ψ, (III.1)

gdzie me jest mas¡ elektronu i γµ s¡ macierzami Diraca oraz Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
i Ψ̄ = Ψ†γ0. Ta g¦sto±¢ lagrangianu jest niezmiennicza wzgl¦dem transformacji cecho-
wania

Ψ(x)→ eieχe(x)Ψ(x), Ψ(x)† → Ψ(x)†e−ieχe(x), Aµ → Aµ + ∂µχe(x) (III.2)

oraz jest skalarem pod dziaªaniem transformacji Lorentza. Mówimy, »e elektrodynamika
kwantowa ma symetri¦ lokaln¡ cechowania U(1).

Aby rozszerzy¢ elektrodynamik¦, tak aby obejmowaªa ona równie» oddziaªywanie pól
z ªadunkami magnetycznymi, dodajemy dodatkowe kwantowe pola fermionowe Ψm(x)

i Ψ†m(x), speªniaj¡ce reguªy antykomutacyjne Pauliego-Diraca oraz wprowadzamy dodat-
kowy operator pola 4-potencjaªu Bµ, który speªnia reguªy komutacyjne Bosego-Einsteina.
Teraz sprz¦»enie pomi¦dzy tymi nowymi operatorami pojawia si¦ poprzez now¡ pochodn¡
kowariantn¡ Dm

µ = ∂µ − igBµ, gdzie g jest elementarnym ªadunkiem magnetycznym.
To pozwala na podanie g¦sto±ci lagrangianu

Lmag = Ψ̄m

[
iγµDm

µ −mm

]
Ψm, (III.3)

gdzie mm jest mas¡ monopola magnetycznego, która jest niezmienniczawzgl¦dem nowej

transformacji cechowania

Ψm(x)→ eieχm(x)Ψ(x), Ψ(x)†m → Ψ(x)†me
−ieχm(x), Bµ → Bµ + ∂µχm(x). (III.4)

Dla opisania sektora potencjaªów cechowania mo»emy wzi¡¢ g¦sto±¢ lagrangainu zapropo-
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nowan¡ przez Zwanzigera w [24]

L0
Zw =

1

2
(∂3A0 − ∂0A3)2 − 1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 +

1

2
(∂3B0 − ∂0B3)2 − 1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2

− 1

2
εij(∂0Ai − ∂iA0) (∂3Bj − ∂jB3)− 1

2
εij∂iAj (∂3B0 − ∂0B3)

+
1

2
εij(∂0Bi − ∂iB0) (∂3Aj − ∂jA3) +

1

2
εij∂iBj (∂3A0 − ∂0A3) , (III.5)

gdzie εij = εij = ε0ij3 z i, j ∈ {1, 2}. To pozwala na podanie g¦sto±ci lagrangianu dla

elektrodynamiki kwantowej z ªadunkami elektrycznymi i magnetycznymi

LQED = L0
Zw + Ψ̄ [iγµDµ −me] Ψ + Ψ̄m

[
iγµDm

µ −mm

]
Ψm, (III.6)

który jest niezmienniczy wzgl¦dem transformacji cechowania U(1)×U(1), zadanych przez
(III.2) i (III.4). To wyra»enie stanowi podstaw¦ do wprowadzenia reguª Feynmana w ra-
mach rachunku zaburze«. Wtedy zarówno pola fermionowe i pola potencjaªów cechowania
opisywane s¡ przez operatory pola, które wprowadzamy w procedurze kwantowania kano-
nicznego. W mojej pracy ograniczam si¦ do badania sektora pól cechowania � potencjaªów
Aµ i Bµ, dlatego w dalszych rozdziaªach pozostawi¦ jedynie wkªad od pól materii w po-
staci pr¡dów: elektrycznego Jµ = −eΨ̄γµΨ i magnetycznego Kµ = −gΨ̄mγ

µΨm. (Znak
(−), ktory pojawia si¦ w tych oznaczeniach wynika jedynie z konwencji znaku w czªonach
pr¡dowych w lagrangianie i nie ma »adnego znaczenia �zycznego). Podkre±lam tutaj, »e
oba pr¡dy maj¡ charakter 4-wektorowy, co ju» wcze±niej postulowaªam podczas dyskusji
treansformacji dyskretnych. Uwa»am, »e nale»y unika¢ rozpatrywania pr¡du magnety-
czego jako pseudowektora, bo to prowadziªoby do znanych problemów - anomalii pr¡du
aksjalnego.
Znajomo±¢ g¦sto±ci lagrangianu pozwala na przeprowadzenie kanonicznego kwantowa-

nia. W standardowej elektrodynamice kwantowej potencjaª A speªnia równanie ró»nicz-
kowe drugiego rz¦du. Teraz mamy podwojon¡ ilo±¢ zmiennych, zatem mamy równania
pierwszego rz¦du po narzuceniu warunku cechowania.
Zwanziger w swojej analizie wybraª cechowanie ∂2n · A = ∂2n · B = 0 gdzie n jest

ustalonym wektorem o wspóªrz¦dnych nµ = (0, 0, 0, 1), które eliminuje niechciane czªony w
równaniach Eulera-Lagrange'a. Oznacza to, »e n·A oraz n·B s¡ polami swobodnymi nawet
dla teorii oddziaªuj¡cej. Korzystaj¡c z procedury kanonicznej otrzymaª on nast¦puj¡ce
relacje komutacyjne mi¦dzy potencjaªami

[Aµ(t,x), Bν(t,y)] = iεµνκ0n
κ(n · ∂)−1(x− y), (III.7a)

[Aµ(t,x), Aν(t,y)] = [Bµ(t,x), Bν(t,y)] = −i(g µ0 n
ν + g ν0 n

µ)(n · ∂)−1(x− y), (III.7b)

które s¡ nielokalne, poniewa» p¦dy sprz¦»one kanonicznie do jednego z potencjaªów s¡
przestrzennymi pochodnymi drugiego potencjaªu.
Opisywany tu model kwantowej elektrodynamiki cz¡stek obdarzonych ªadunkiem elek-

trycznym i magnetycznym wynika z zaproponowanej przez Zwanzigera g¦sto±ci lagran-
gianu. W przeciwie«stwie do teorii Diraca, która byªa nielokalna i zawieraªa nie�zyczne
zmienne dynamiczne zwi¡zane ze strunami, teoria Zwanzigera prowadzi do lokalnych rów-
na« pola. Praca Zwanzigera zawiera wyznaczone relacje komutacyjne, sko«czone transfor-
macje Lorentza dla potencjaªów cechowania, tensor energii p¦du i reguªy Feynmana, przy
czym wszystkie rachunki przeprowadzone zostaªy w cechowaniu ∂2n ·A = ∂2n ·B = 0.
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III. Elektrodynamika kwantowa z ªadunkami elektrycznymi i magnetycznymi

W dalszej cz¦±ci pracy przedstawiona jest procedura kwantowania kanonicznego w kilku
wybranych cechowaniach: planarnym, sto»ka ±wietlnego oraz Coulomba, przy u»yciu dwóch
ró»nych metod kwantowania.
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IV. Wybrane wªasno±ci funkcji

Wightmana

4.1. Funkcje Wightmana

W mojej pracy podstawowym obiektem poddanym analizie jest korelacja pró»niowa (war-
to±¢ oczekiwana) nieuporz¡dkowanego iloczynu dwóch operatorów pola 〈0|φa(x)φb(y)|0〉,
zwana w dalszej cz¦±ci 2-punktow¡ funkcj¡ Wightmana lub w skrócie po prostu funk-
cj¡ Wightmana [49]. (Tutaj φa(x) oznacza dowolny operator pola.) Funkcja Wightmana
jest bardzo dobrym przedmiotem bada«. Jest ona rozwi¡zaniem równania jednorodnego,
a uzyskanie z niej propagatorów, funkcji komutatorowej i innych potrzebnych wielko±ci jest
stosunkowo proste. Poni»ej omówimy wybrane ogólne wªasno±ci funkcji Wightmana, które
potem b¦d¡ wykorzystywane w naszej analizie.

4.1.1. Translacyjna niezmienniczo±¢

W relatywistycznej kwantowej teorii pola równaniami Heisenberga nazywa si¦ cz¦sto re-
lacje1 i~∂µφa(x) = [φa(x), Pµ]. S¡ one uogólnieniem równa« Heisenberga w mechanice
kwantowej (dla operatorów zale»nych od czasu w obrazie Heisenberga). Tutaj operatory
Pµ s¡ generatorami translacji, wi¦c zachodz¡ relacje komutacyjne [Pµ, Pν ] = 0, bo transfor-
macje translacji s¡ przemienne. Dlatego mo»emy poda¢ formalne rozwi¡zanie wszystkich
równa« Heisenberga w postaci

φa(x) = eiPµx
µ/~ φa(0) e−iPµx

µ/~, (IV.1)

gdzie Pµxµ = P0x
0 + P · x, a operator wykªadniczy de�niowany jest przez niesko«czony

szereg pot¦gowy. Operatory generatorów translacji Pµ s¡ jednocze±nie operatorami caª-
kowitego 4-p¦du i istniej¡ ich stany wªasne |pµ〉 odpowiadaj¡ce warto±ciom caªkowitego
4-p¦du pµ, tzn. Pµ|pµ〉 = pµ|pµ〉. Zakªadamy, »e w±ród tych stanów wªasnych istnieje
jeden stan z zerowymi warto±ciami wªasnymi pµ = 0, który nazywamy stanem pró»ni |0〉.
Wi¦c mamy

Pµ|0〉 = 0, ⇒ e−iPµx
µ/~|0〉 = |0〉, (IV.2)

co oznacza, »e stan pró»ni jest translacyjnie niezmienniczy. St¡d dla translacyjnie nie-
zmienniczej pró»ni funkcje Wightmana

〈0|φa(x)φb(y)|0〉 = 〈0|eiPµxµ/~ φa(0) e−iPµx
µ/~ eiPµy

µ/~ φb(0) e−iPµy
µ/~|0〉 =

= 〈0|φa(0) e−iPµ(x−y)µ/~φb(0)|0〉 = (IV.3a)

= 〈0|φa(x− y)φb(0)|0〉 = 〈0|φa(0)φb(y − x)|0〉 (IV.3b)

1W tym podrozdziale przywracam we wzorach jawn¡ obecno±¢ ~.
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IV. Wybrane wªasno±ci funkcji Wightmana

zale»¡ jedynie od ró»nicy argumentów x − y. W dalszej cz¦±ci b¦dziemy cz¦sto korzysta¢
z tej wªasno±ci funkcji Wightmana.
Zakªadamy, »e operator energii caªkowitej ma widmo nieujemne, p0 ≥ 0, to oznacza,
»e funkcje Wightmana mog¡ by¢ przedªu»ane analitycznie w skªadowych czasowych poªo-
»enia x0− y0 → x0− y0− iε, dla ε > 0, bo to wprowadzaªoby sko«czony operator e−εP0 do
wzoru (IV.3a). Ta wªasno±¢ analityczno±ci b¦dzie wykorzystywana w dalszej cz¦±ci pracy,
gdy trzeba b¦dzie ustali¢ np. posta¢ rozkªadu operatorów niekowariantnych na operatory
kreacji i anihilacji.

4.1.2. Transformacja Lorentza dla pól wektorowych

Transformacja Lorentza opisuje zmian¦ wspóªrz¦dnych punktu przy przej±ciu z jednego
ukªadu odniesienia do innego. Z postulatów szczególnej teorii wzgl¦dno±ci wynika, »e rów-
nania matematyczne opisuj¡ce prawa �zyki musz¡ by¢ wspóªzmiennicze po zastosowaniu do
nich transformacji grupy Lorentza, czyli pod wpªywem tych transformacji nie mog¡ zmie-
nia¢ swojej postaci. Niezmienniczo±¢ postaci równa« Maxwella ze ¹ródªami elektrycznymi
pod wpªywem transformacji Lorentza, jeszcze przed sformuªowaniem postulatów szczegól-
nej teorii wzgl¦dno±ci, wykazali Lorentz i Poincaré. Wspóªzmienniczo±¢ równa« elektro-
dynamiki wymaga, aby wielko±ci wyst¦puj¡ce w tych równaniach transformowaªy si¦ pod
wpªywem transformacji Lorentza w okre±lony sposób.
Wªa±ciwa transformacja Lorentza dla kwantowego pola wektorowego Vµ(x) jest genero-

wana przez operator unitarny U(Λ):

U(Λ)Vµ(x)U−1(Λ) =
∂ x′ α

∂ xµ
Vα(x′) = ΛαµVα(x′), (IV.4)

gdzie x′µ = Λµνxν . Zakªadamy niezmienniczo±¢ lorentzowsk¡ stanu pró»ni |0〉 = U−1(Λ)|0〉,
a to prowadzi do lorentzowskiej wspóªzmienniczo±ci (kowariantno±ci) funkcji Wightmana

〈0|Vµ(x)Wν(0)|0〉 = 〈0|U(Λ)Vµ(x)Wν(0)U−1(Λ)|0〉 = ΛαµΛβν〈0|Vα(x′)Wβ(0)|0〉, (IV.5)

dla ka»dej pary pól wektorowych. Poniewa» ta relacja jest speªniona dla dowolnego Λµν ,
wi¦c dla in�nitezymalnej transformacji Lorentza, gdzie Λµν = δµν + ωµν , a ωµν = −ωνµ
znajdujemy

(xµ∂ν − xν∂µ)〈0|Vλ(x)Uρ(0)|0〉 = gλν 〈0|Vµ(x)Uρ(0)|0〉 − gλµ 〈0|Vν(x)Uρ(0)|0〉+

+ gρν 〈0|Vλ(x)Uµ(0)|0〉 − gρµ 〈0|Vλ(x)Uν(0)|0〉. (IV.6)

Je±li ten warunek lorentzowskiej kowariantno±ci jest speªniany przez funkcje Wightmana,
mówimy wtedy o kowariantnych funkcjach Wightmana, nawet je»eli model opisywany jest
przez g¦sto±¢ lagrangianu, która nie jest lorentzowskim skalarem.

4.1.3. Transformacje dyskretne dla potencjaªów

Zakªadamy, »e po przej±ciu do teorii kwantowej transformacje dyskretne daj¡ takie same
wyra»enia na transformacje potencjaªów cechowania jak w teorii klasycznej. W teorii
kwantowej transformacje parzysto±ci i sprz¦»enia ªadunkowego generowane s¡, odpowied-
nio, przez operatory unitarne P i C . Natomiast transformacja inwersji w czasie jest
generowana przez operator antyunitarny (antyliniowy) T . Dziaªanie unitarnego operatora
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liniowego P transformacji parzysto±ci na potencjaªy cechowania jest nast¦puj¡ce

P(A0,A)P† = (A0,−A), P(B0,B)P† = (−B0,B), (IV.7a)

unitarnego operatora antyliniowego T transformacji inwersji w czasie

T (A0,A)T † = (A0,−A), T (B0,B)T † = (−B0,B), (IV.7b)

oraz unitarnego operatora liniowego C transformacji sprz¦»enia ªadunkowego

C (A0,A)C † = (−A0,−A), C (B0,B)C † = (−B0,−B). (IV.7c)

Zªo»enie tych 3 operacji prowadzi do wyra»enia na transformacje potencjaªów cechowania

PC T Aµ(x)(PC T )† = −Aµ(−x), PC T Bµ(x)(PC T )† = −Bµ(−x). (IV.8)

Ze wzgl¦du na obecno±¢ antyliniowego operatora T , operator zªo»ony PC T te» jest
antyunitarny (antyliniowy).
Zakªadamy, »e stan pró»ni jest niezmienniczy wzgl¦dem transformacji PC T , co oznacza,
»e (PC T )†|0〉 = |0〉, a to z kolei prowadzi do relacji dla mieszanych funkcji Wightmana

〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 = 〈(PC T )†0|Aµ(x)Bν(y)|(PC T )†0〉 =

= 〈0|PC T Aµ(x)(PC T )†(PC T )Bν(y)(PC T )†|0〉∗ =

= 〈0|Aµ(−x)Bν(−y)|0〉∗ = 〈0|B†ν(−y)A†µ(−x)|0〉

= 〈0|Bν(−y)Aµ(−x)|0〉, (IV.9)

gdzie ostatnia równo±¢ zachodzi dla operatorów hermitowskich. Dalej z translacyjnej nie-
zmienniczo±ci mamy

〈0|Bν(−y)Aµ(−x)|0〉 = 〈0|Bν(x− y)Aµ(0)|0〉 = 〈0|Bν(x)Aµ(y)|0〉, (IV.10)

a nast¦pnie dokonujemy transformacji dualno±ci elektromagnetycznej Aµ → Bµ → −Aµ

〈0|Bν(x)Aµ(y)|0〉 = −〈0|Aν(x)Bµ(0)|0〉. (IV.11)

Ta sekwencja równo±ci prowadzi do bardzo wa»nej wªasno±ci mieszanych funkcji Wight-
mana

〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 = −〈0|Aν(x)Bµ(0)|0〉, (IV.12)

z której b¦dziemy bardzo cz¦sto korzysta¢ w dalszej cz¦±ci pracy. Oczywi±cie analogiczn¡
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IV. Wybrane wªasno±ci funkcji Wightmana

analiz¦ mo»emy przeprowadzi¢ dla diagonalnych funkcji Wightmana

〈0|Aµ(x)Aν(y)|0〉 = 〈(PC T )†0|Aµ(x)Aν(y)|(PC T )†0〉 =

= 〈0|PC T Aµ(x)(PC T )†(PC T )Aν(y)(PC T )†|0〉∗ =

= 〈0|Aµ(−x)Aν(−y)|0〉∗ = 〈0|A†ν(−y)A†µ(−x)|0〉

= 〈0|Aν(−y)Aµ(−x)|0〉 = 〈0|Aν(x)Aµ(y)|0〉 (IV.13)

i widzimy, »e s¡ one symetryczne.

4.2. Niezmienniczo±¢ wzgl¦dem cechowania

4.2.1. Model jednopotencjaªowy

Przejd¹my teraz do badania ogólnej struktury funkcji Wightmana dla potencjaªów wek-
torowych Aµ i Bµ dopuszczonej przez symetri¦ cechowania. Najpierw, ograniczmy si¦ do
elektrodynamiki w sformuªowaniu jednopotencjaªowym, gdzie Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Teraz
zakªadamy ogóln¡ posta¢ funkcji Wightmana dla potencjaªu cechowania dan¡ wyra»eniem

〈0|Aµ(x)Aν(0)|0〉 = −gµνD+(x) + ∂µΦA
ν (x) + ∂νΦA

µ (x), (IV.14)

gdzie funkcje ΦA
µ zale»¡ od wyboru cechowania, za± D+(x) jest kowariantn¡ funkcj¡ oso-

bliw¡ dla bezmasowego pola skalarnego. To zaªo»enie wynika z zebrania znanych wyników
dla ró»nych warunków cechowania, a ponadto mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e prowadzi ono do
nast¦puj¡cej funkcji Wightmana dla tensora pola elektromagnetycznego

〈0|Fµν(x)Fλρ(y)|0〉 = [gµλ ∂ν∂ρ − gνλ ∂µ∂ρ + gνρ ∂µ∂λ − gµρ ∂ν∂λ]D+(x− y). (IV.15)

Wyra»enie to zgadza si¦ ze wzorem Peierlsa na komutator Fµν [46], dla pola swobodnego

[Fµν(x), Fλρ(y)] = i [gµλ ∂ν∂ρ − gνλ ∂µ∂ρ + gνρ ∂µ∂λ − gµρ ∂ν∂λ]D(x− y), (IV.16)

gdzie wprowadzili±my znan¡ funkcj¦ Jordana-Pauliego iD(x) = D+(x)−D+(−x). Mo»emy
równie» rozwa»y¢ liniowy operator Wilsona

U(C) = exp ig

∫
C
dxµAµ(x), (IV.17)

dla dowolnej krzywej C. Kenneth G.Wilson, w sªynnej pracy dotycz¡cej uwi¦zienia kwar-
ków [47], analizuje krzywe zamkni¦te - p¦tle i wprowadza chronologiczne uporz¡dkowanie
kwantowych operatorów pola. De�niuje w ten sposób obiekty

W (C) = 〈0|T exp ig

∮
C
dxµAµ(x)|0〉, (IV.18)
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które nazywamy p¦tlami Wilsona. Je±li rozwiniemy operator wykªadniczy i policzymy
warto±ci pró»niowe, wówczas dla abelowych pól cechowania uzyskujemy

W (C) = exp

[
−g2

∮
C
dxµ

∮
C
dyνDFµν(x− y)

]
, (IV.19)

gdzie
DFµν(x− y) = 〈0|TAµ(x)Aν(y)|0〉 (IV.20)

jest propagatorem Feynmana dla abelowych potencjaªów cechowania przy ustalonym wa-
runku cechowania. Wiemy, »e ogólna posta¢ tych propagatorów wygl¡da nast¦puj¡co

DFµν(x− y) = −gµνDF (x− y) + ∂µΦν(x− y) + ∂νΦµ(x− y), (IV.21)

przy czym funkcja Feynmana dana jest wzorem DF (x) = Θ(x0)D+(x) + Θ(−x0)D+(−x),
za± czªony Φµ(x − y) zale»¡ od wybranego warunku cechowania. Zgodnie z (IV.19) p¦tla
Wilsona jest obiektem niezale»nym od cechowania

W (C) = exp

[
g2

∮
C
dxµ

∮
C
dyµDF (x− y)

]
. (IV.22)

Wniosek ten opiera si¦ na pozornie oczywistej obserwacji, »e caªka liniowa po zamkni¦tej
p¦tli z gradientu pola znika to»samo±ciowo∮

C
dyν

∮
C
dxµ∂µΦν(x− y) = 0, (IV.23)

Niestety ogólnie dla krzywych zamkni¦tych C podwójna caªka jest rozbie»na i wymaga
regularyzacji. Mo»emy, na przykªad, zastosowa¢ regularyzacj¦ wymiarow¡, która polega
na zmianie wymiaru czasoprzestrzeni Mi«kowskiego z 4 na d i obliczeniu caªek dla dowol-
nej, niecaªkowitej warto±ci d. Regularyzacja ta dobrze pasuje do p¦tli Wilsona, poniewa»
jest ona procedur¡ niezmiennicz¡ ze wzgl¦du na wybór cechowania [48]. Jest to podstawa
sªuszno±ci równania (IV.22).
Podczas naszej analizy chcemy skupi¢ si¦ na niezmienniczo±ci wzgl¦dem transformacji ce-
chowania wielko±ci W (C), która nie zale»y od przepisu na chronologiczne uporz¡dkowanie
operatorów. Tak wi¦c chcemy zbada¢ funkcje Wightmana dla operatora p¦tli Wilsona,
który de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób

WW (C) = 〈0| exp ig

∮
C
dxµAµ(x)|0〉 = exp

[
−g2

∮
C
dxµ

∮
C
dyνDµν(x− y)

]
(IV.24)

z 2-punktow¡ funkcj¡ Wightmana

Dµν(x− y) = 〈0|Aµ(x)Aν(y)|0〉. (IV.25)

Je±li wprowadzimy ogóln¡ posta¢ jednopotencjaªowych funkcji Wightmana (IV.14), wów-
czas funkcja Wightmana dla operatora p¦tli Wilsona mo»e by¢ wyra»ona jako

WW (C) = exp

[
g2

∮
C
dxµ

∮
C
dyµD+(x− y)

]
, (IV.26)
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gdzie ponownie caªki z dywergencji musz¡ zosta¢ zregularyzowane w sposób niezmienniczy
od cechowania, podobnie jak w przypadku p¦tli Wilsona w poprzednim akapicie.

4.2.2. Model Zwanzigera

Wró¢my teraz do modelu Zwanzigera z dwoma potencjaªami cechowania. Przyjrzyjmy si¦
bli»ej zaproponowanym przez Zwanzigera algebraicznym to»samo±ciom dla tensora pola
elektromagnetycznego Fµν i tensora dualnego F̃µν

Fµν =
1

n2
[nµ(n · F )ν − nν(n · F )µ]− 1

n2
εµνλρnλ(n · F̃ )ρ, (IV.27)

F̃µν =
1

n2

[
nµ(n · F̃ )ν − nν(n · F̃ )µ

]
+

1

n2
εµνλρnλ(n · F )ρ. (IV.28)

gdzie nµ jest ustalonym przestrzennym 4-wektorem (n2 < 0). Potencjaªy cechowania Aµ i
Bµ s¡ zwi¡zane z tensorami Fµν i F̃µν nast¦puj¡cymi relacjami

(n · F )ν = (n · ∂)Aν − ∂ν(n ·A) (n · F̃ )ν = (n · ∂)Bν − ∂ν(n ·B). (IV.29)

i posiadaj¡ niezale»ne transformacje cechowania

Aµ(x)→ Aµ(x) + ∂µχe(x), Bµ(x)→ Bµ(x) + ∂µχg(x), (IV.30)

a transformacja dualno±ci elektromagnetycznej ma posta¢ Aµ → Bµ → −Aµ. Wybieraj¡c
za Zwanzigerem [24] 4-wektor nµ = (0, 0, 0, 1) otrzymujemy niezale»ne skªadowe tensora
elektromagnetycznego

Fij = εij(∂3B0 − ∂0B3), F30 = ∂3A0 − ∂0A3, (IV.31a)

Fi0 = εij(∂3Bj − ∂jB3), F3i = ∂3Ai − ∂iA3. (IV.31b)

gdzie εij = εij = ε0ij3 z i, j ∈ {1, 2}. Zakªadamy teraz, »e diagonalne funkcje Wightmana
maj¡ tak¡ sam¡ struktur¦ jak w przypadku jednopotencjaªowym (IV.14)

〈0|Aµ(x)Aν(0)|0〉 = −gµνD+(x) + ∂µΦA
ν (x) + ∂νΦA

µ (x), (IV.32a)

〈0|Bµ(x)Bν(0)|0〉 = −gµνD+(x) + ∂µΦB
ν (x) + ∂νΦB

µ (x), (IV.32b)

gdzie φAµ i φBµ s¡ funkcjami zale»nymi od wyboru cechowania. Te zaªo»enie mo»na ªatwo
sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem dla ró»nych skªadowych tensora pola elektromagne-
tycznego. Na przykªad mo»emy wyznaczy¢

〈0|F30(x)F3i(0)|0〉 = 〈0|(∂3A0 − ∂0A3)(x)(∂3Ai − ∂iA3)(0)|0〉 = −∂0∂iD+(x) (IV.33)

co zgadza si¦ ze wzorem Peierlsa (IV.15). Podobnie, funkcje Wightmana dla skªadowych
F 30 i F 3i tensora daj¡ si¦ wyrazi¢ przez diagonalne funkcje Wightmana dla potencjaªu
Aµ, za± dla skªadowych F ij i F i0, przez funkcje Wightmana dla potencjaªu Bµ. Dowodzi
to, »e nasze zaªo»enie dla diagonalnych funkcji Wightmana zgadza si¦ ze wzorem Peierlsa
(IV.15) dla tych skªadowych.
Niestety, je»eli we¹miemy funkcje Wightmana dla innych skªadowych tensora, to nie
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jeste±my w stanie zapisa¢ ich przy u»yciu diagonalnych funkcji Wightmana. Poniewa» nie
ma bezpo±redniej analogii do opisu jednopotencjaªowego musimy przyjrze¢ si¦ dokªadniej
strukturze modelu Zwanzigera.

4.2.3. Niediagonalne funkcje Wightmana

Szcz¦±liwie mo»emy zauwa»y¢, »e de�nicje skªadowych pola elektromagnetycznego (IV.31)
wynikaj¡ce z modelu Zwanzigera, pozwolaj¡ nam zapisa¢ niediagonalne (mieszane) funkcje
Wightmana w postaci

εµνλ0∂λ∂
2
3〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = −∂3〈0|F3µ(x)Fµ0(0)|0〉, (IV.34a)

εµνλ3∂λ∂
2
3〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = ∂µ〈0|F3ν(x)F νµ(0)|0〉 − ∂3〈0|F3µ(x)Fµ3(0)|0〉, (IV.34b)

εµνλk∂λ∂
2
3〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = −∂3〈0|F3µ(x)Fµk(0)|0〉. (IV.34c)

Wzory te mog¡ by¢ wyra»one w zwartej formie jako

(n · ∂)2εµνλρ∂λ〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = (n · ∂)〈0|nαFαβ(x)F ρβ(0)|0〉+

+ nρ〈0|nαFαβ(x) ∂λF
λβ(0)|0〉. (IV.35)

Nast¦pnie musimy znale¹¢ 〈0|nαFαβ(x)F ρβ(0)|0〉 u»ywaj¡c argumentów spoza samego mo-
delu Zwanzigera. Oczywi±cie mo»emy ponownie u»y¢ wzoru Peierlsa w postaci (IV.15) i
uzyskujemy

〈0|nαFαβ(x)F ρβ(0)|0〉 = 2(n · ∂)∂ρD+(x), (IV.36a)

co po podstawieniu do (IV.35) daje

(n · ∂)2εµνλρ∂λ〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = 2(n · ∂)2∂ρD+(x). (IV.36b)

Dla przestrzennie podobnego 4-wektora n2 < 0 mo»emy u»y¢ operatora caªkowego
(n ·∂)−1 i usun¡¢ (odcaªkowa¢) pochodne cz¡stkowe ∂3. To prowadzi do równania o bardzo
eleganckiej - kowariantnej - postaci

εµνλρ∂λ〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = 2∂ρD+(x). (IV.37)

To równanie jest jednym z najwa»niejszych oryginalnych wyników tej pracy, nie ma ono
odpowiednika w »adnej wcze±niejszej pracy na temat podej±cia dwupotencjaªowego do elek-
trodynamiki kwantowej. W oczywisty sposób to lokalne równanie pozwala na poszukiwanie
wyników niezale»nych od cechowania w du»o wygodniejszy sposób ni» wyliczanie p¦tli Wil-
sona.
Najpierw pragniemy zbada¢ ogólne wªasno±ci rozwi¡za« tego równania, szczególnie intere-
suj¡ nas rozwi¡zania zgodne z omawianymi wcze±niej symetriami: Lorentza i dyskretnymi.
Wcze±niej u»ywaj¡c symetrii CPT przekonali±my si¦, »e niediagonalne funkcje Wightmana
s¡ antysymetryczne (IV.12), co oznacza, »e równanie (IV.37) zawiera wszystkie niezerowe
skªadowe mieszanych funkcji Wightmana. Ponadto wprowadzaj¡c nowe oznaczenia dla
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nieznikaj¡cych funkcji Wightmana, gdzie m,n, l ∈ {1, 2, 3}

〈0|Am(x)Bn(0)|0〉 = εmnlPl(x), 〈0|A0(x)Bm(0)|0〉 = Nm(x) = −〈0|Am(x)B0(0)|0〉,
(IV.38)

mo»emy zapisa¢ równanie (IV.37) jako

∂0Pm(x)− εmnl∂nNl(x) = ∂mD+(x), ∂mPm(x) = ∂0D+(x). (IV.39)

Równania te maj¡ form¦ równa« Maxwella, gdzie Pm(x) peªni rol¦ pola elektrycznego,
Nm(x) pola magnetycznego, podczas gdy ∂0D+(x) oznacza g¦sto±¢ ªadunku elektrycznego,
za± ∂mD+(x) g¦sto±¢ ªadunku magnetycznego. Zauwa»my, »e mamy tu tylko elektryczne
prawo Gaussa i prawo Amp`ere'a (z poprawk¡ Maxwella). Ewidentnie brakuje magnetycz-
nego prawa Gaussa i prawa Faraday'a. Pokazuje to, »e w przeciwie«stwie do prawdziwych
równa« Maxwella nie mamy jednoznacznego rozwi¡zania, pomimo »e ¹ródªa elektryczne
nie znikaj¡. Otrzymali±my wi¦c równania posiadaj¡ce wiele rozwi¡za«, co dale nam mo»-
liwo±¢ wybrania rozwi¡zania o po»¡danych wªasno±ciach. Chcieliby±my mie¢ rozwi¡zania
lorentzowsko kowariantne, dlatego dodatkowo nakªadam warunki niezmienniczo±ci wzgl¦-
dem pchni¦¢

(xm∂0 − x0∂m)Pn = −εmnlNl, (xm∂0 − x0∂m)Nn = εmnlPl, (IV.40a)

oraz obrotów

(xm∂n − xn∂m)Pl(x) = −δnlPm(x) + δmlPn(x), (IV.40b)

(xm∂n − xn∂m)Np(x) = −δnlNm(x) + δmlNn(x). (IV.40c)

Warunek spójno±ci (IV.39) oraz powy»szych równa« transformacyjnych jest prosty

x0∂0D+(x) = xm∂mD+(x), (IV.41)

lecz nie zgadza si¦ z równaniem x0∂0D+(x) = (xm∂m−2)D+(x), które jest konsekwen-
cj¡ niezmienniczo±ci D+(x) wzgl¦dem konforemniej transformacji skalowania. To oznacza,
»e nie ma kowariantnej mieszanej funkcji Wightmana w modelu Zwanzigera.

4.2.4. Rozwi¡zanie sferycznie symetryczne

W kwantowaniu kanonicznym obroty przestrzenne nie zmieniaj¡ hiperpowierzchni kwan-
towania x0 = 0 , mo»emy wi¦c poszukiwa¢ sferycznie symetrycznego rozwi¡zania na
funkcje Wightmana. To oznacza, »e nasze rozwi¡zanie musi dodatkowo speªni¢ warunki
(IV.40b, IV.40c). Takim rozwi¡zanie równania (IV.39) jest

Pm(x) = ∂m∂0∆−1 ? D+(x), Nm = 0, (IV.42)

gdzie

∂0∆−1 ? D+(x) = i

∫
R3

d3k

(2π)3

e−ik·x

2|k|2
=

∫ x0

0
dτ D+(τ,x) + i

1

8π

1

|x|
. (IV.43)
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To rozwi¡zanie oznacza, »e nieznikaj¡cymi mieszanymi funkcjami Wightmana s¡

〈0|Am(x)Bn(0)|0〉 = εmnl∂l∂0∆−1 ? D+(x), (IV.44)

przy czym m,n, l ∈ {1, 2, 3}. Mo»emy zapisa¢ ogóln¡ posta¢ sferycznie symetrycznych
mieszanych funkcji Wightmana

〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = −εµναβ ∂̄α∂β∆−1 ? D+(x), (IV.45)

gdzie wprowadzilismy ∂̄µ = ∂µ−tµ∂0 z tµ = (1, 0, 0, 0). Spodziewamy si¦, »e to rozwi¡zanie
równania (IV.37) mo»e by¢ zrealizowane dla jakiego± warunku cechowania. Narzucaj¡cym
si¦ wyborem jest warunek cechowania Coulomba dla obu potencjaªów, który mo»emy zapi-
sa¢ jako ∂̄µAµ = ∂iAi = 0 i ∂̄µBµ = ∂iBi = 0. Oczywi±cie to nasze przypuszczenie wymaga
potwierdzenia na drodze procedury kanonicznego kwantowania - wyniki przedstawione s¡
w rozdziale VI.
Poniewa» wiemy, »e nie istnieje kowariantne rozwi¡zanie równania (IV.37), to musimy
przyj¡¢ nast¦puj¡c¡ ogóln¡ posta¢ mieszanych funkcji Wightmana

〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = −εµναβ ∂̄α∂β∆−1 ? D+(x) + ∂µΨν(x)− ∂νΨµ(x), (IV.46)

gdzie funkcje Ψµ(x) zale»¡ od wybranego warunku cechowania, a znak minus w czªonach z
pochodnymi wynika z wymaganej antysymetryczno±ci mieszanej funkcji Wightmana [51].
Sprawdzimy poprawno±¢ tego wzoru w kilku cechowaniach w dalszej cz¦±ci pracy.

4.2.5. P¦tle Wilsona dla mieszanych funkcji Wightmana

Sprawd¹my jakie s¡ konsekwencje wzoru (IV.46) dla p¦tli Wilsona. Analogicznie do przy-
padku jednopotencjaªowego (IV.24) rozwa»my

WW (C1, C2) = 〈0|
[
exp ig

∮
C1

dxµAµ(x)

] [
exp ig

∮
C2

dyνBν(y)

]
|0〉, (IV.47)

wówczas

WW (C1, C2) = exp

[
−g2

∮
C1

dxµ
∮
C1

dyν〈0|Aµ(x)Aν(y)|0〉
]

× exp

[
−g2

∮
C2

dxµ
∮
C2

dyν〈0|Bµ(x)Bν(y)|0〉
]

× exp

[
−g2

∮
C1

dxµ
∮
C2

dyν〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉
]
. (IV.48)

Wkªad od diagonalnej funkcji Wightmana ma posta¢ (IV.26), tak wi¦c skupmy si¦ na
wkªadzie od niediagonalnych funkcji Wightmana. Skorzystanie z twierdzenia Stokesa dla
caªki liniowej, na przykªad po x, prowadzi do∮

C1

dxµ
∮
C2

dyν〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 =

∫
S1

dωµλ(x)

∮
C2

dyν〈0|∂[λAµ](x)Bν(y)|0〉, (IV.49)
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gdzie dωµλ(x) = dxµ ∧ dxλ jest in�nitezymalnym elementem powierzchni, S1 dowoln¡
powierzchni¡ rozpi¦t¡ na p¦tli C1, wi¦c jej brzeg dany jest przez ∂S1 = C1. U»ywamy
oznaczenia ∂[λAµ] = ∂λAµ − ∂µAλ. Jak wida¢ wyra»enia z Ψµ(x) znikaj¡, wi¦c w powy»-
szym caªkowaniu musimy bra¢ pod uwag¦ tylko

〈0|∂[λAµ](x)Bν(y)|0〉 = −∂[λεµ]ναβ ∂̄
α∂β∆−1 ? D+(x) = ελµνρ∂

ρD+(x), (IV.50)

gdzie ostatni¡ równo±¢ mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem. Mamy wi¦c∮
C1

dxµ
∮
C2

dyν〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 =

∫
S1

dωµλ(x)

∮
C2

dyνελµνρ∂
ρ
xD+(x− y). (IV.51)

Oznacza to, »e funkcje Wightmana dla operatorów p¦tli Wilsona maj¡ posta¢ kowariantn¡
pod warunkiem, »e caªk¦ liniow¡ przeksztaªcimy na caªk¦ powierzchniow¡. Fizycznie ozna-
cza to, »e jeden z potencjaªów daje wkªad przez swój strumie«, za± drugi przez lini¦ za-
mkni¦t¡. Oczywi±cie mamy dowolny wybór mi¦dzy potencjaªami i mo»emy równie» zapisa¢∮

C1

dxµ
∮
C2

dyν〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 = −
∮
C1

dxµ
∫
S2

dωνλ(y)ελµνρ∂
ρ
xD+(x− y), (IV.52)

gdzie ∂S2 = C2.
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V. Kwantowanie kanoniczne ukªadów z

wi¦zami - procedura

Faddeeva-Jackiwa

Kwantowanie kanoniczne jest to procedura pozwalaj¡ca na przej±cie z klasycznej do kwan-
towej teorii pola i umo»liwia otrzymanie z funkcji Lagrange'a komutatorów pól i kanonicz-
nie sprz¦»onych z nimi p¦dów. Z klasycznego lagrangianu w ustalonej chwili czasu

L(t) =

∫
R3

d3xL (φa(t,x), ∂0φa(t,x)) , (V.1)

gdzie φa s¡ polami, których dynamik¦ b¦dziemy bada¢, mo»emy wyznaczy¢ kanonicznie
sprz¦»one do nich p¦dy

πa(t,x) =
δL(t)

δ [∂0φa(t,x)]
=

∂L
∂ [∂0φa(t,x)]

, (V.2)

przy czym symbol δ
δφa(t,x) oznacza pochodn¡ funkcjonaln¡. Równania pola dane s¡ przez

równania Eulera-Lagrange'a

d

dt

δL

δ[∂0φa(t,x)]
− δL

δφa(t,x)
= 0 (V.3)

wyprowadzone z zasady wariacyjnej δS = δ
∫ t1
t0
L(t) dt = 0. Odwracaj¡c zwi¡zki (V.2)

staramy si¦ wyznaczy¢ pochodn¡ po czasie pola φa w funkcji pól i p¦dów. Je±li jeste±my
w stanie wyznaczy¢ wszystkie pr¦dko±ci, wówczas mamy ukªad bez wi¦zów. Hamiltonian
de�niujemy przy u»yciu transformacji Legendre'a

H =

∫
R3

d3x

[∑
a

πa(t,x)∂0φa(t,x)− L(φa, ∂φa)

]
. (V.4)

H(t) okre±la energi¦ pola i jest staª¡ ruchu, gdy zale»y od czasu tylko przez pola i p¦dy.
Równania pola (V.3) mo»emy napisa¢ w postaci kanonicznej

∂

∂t
φa(t,x) =

δH

δπa(t,x)
,

∂

∂t
πa(t,x) = − δH

δφa(t,x)
. (V.5)

Korzystaj¡c z powy»szych wzorów mo»emy pochodn¡ czasow¡ dowolnego funkcjonaªu za-
pisa¢ w postaci dFdt = {F,H}, gdzie prawa strona jest nawiasem Poissona funkcjonaªu F
z hamiltonianem. Nawias Poissona dwóch funkcjonaªów F i G, które zale»¡ od zmiennych
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kanonicznych, zde�niowany jest nast¦puj¡co

{F,G} =
∑
a

∫
R3

d3x

(
δF

δφa(t,x)

δG

δπa(t,x)
− δF

δπa(t,x)

δG

δφa(t,x)

)
. (V.6)

Zmienne kanoniczne speªniaj¡ nast¦puj¡ce nawiasy Poissona w okre±lonej chwili czasu{
φa(t,x), πb(t,y)

}
= δbaδ

3(x− y), (V.7a)

{φa(t,x), φb(t,y)} =
{
πa(t,x), πb(t,y)

}
= 0. (V.7b)

Przechodz¡c do teorii kwantowej pola c-liczbowe zamieniamy na operatory w przestrzeni
Hilberta oraz nawiasy Poissona na komutatory. Operatory speªniaj¡ równoczasowe kano-
nicze relacje komutacyjne (u»ywamy jednostek gdzie } = 1)[

Φa(t,x),Πb(t,y)
]

= iδbaδ
3(x− y) (V.8)

ze znikaj¡cymi komutatorami [Φa,Φb] i [Πa,Πb]. Wprowadzili±my tu wielkie litery grec-
kie na oznaczenie operatorów kwantowych odpowiadaj¡cym polom klasycznym, jednak w
dalszej cz¦±ci nie b¦dziemy dokonywa¢ takiego rozró»nienia. Pomimo, »e zarówno wielko-
±ci klasyczne, jak i odpowiadaj¡ce im operatory kwantowe oznaczamy przy pomocy tych
samych symboli, to mam nadziej¦, »e nie b¦dzie to prowadziªo do nieporozumie«.

Procedura kanoniczna staje si¦ bardziej zªo»ona, gdy nie potra�my z równa« (V.2) wyra-
zi¢ wszystkich pr¦dko±ci przez p¦dy i pola. Mamy wtedy do czynienia z ukªadem z wi¦zami.
W przypadku kwantowania tego typu ukªadów mamy do dyspozycji standardowy algorytm
zaproponowany przez Diraca zawieraj¡cy trzy rutynowe dziaªania: znalezienie wszystkich
wi¦zów, policzenie nawiasów Poissona, by sklasy�kowa¢ wi¦zy oraz zamian¦ nawiasów Po-
issona przez nawiasy Diraca. Czasami zastosowanie tego algorytmu wi¡»e si¦ z obliczeniem
du»ej ilo±ci nawiasów Poissona i bywa pracochªonne. Mo»emy zdecydowa¢ si¦ równie» na
prostrz¡ metod¦ zaproponowan¡ przez Faddeeva i Jackiwa [50], [52].

Procedura kwantowania Faddeeva i Jackiwa wykorzystuje tensor symplektyczny. Wyni-
kaj¡ce z lagran»janu równania Eulera-Lagrange'a pierwszego rz¦du w zmiennych w prze-
strzeni fazowej, tworz¡ macierz symplektyczn¡. Gdy tensor symplektyczny, tzn. odwrot-
no±¢ macierzy symplektycznej istnieje, wówczas de�niuje nam nawiasy zmiennych. Je±li
macierz jest nieodwracalna,wtedy rzeczywiste wi¦zy produkowane s¡ przez mody zerowe
macierzy symplektycznej i potencjaª. Przez mno»niki Lagrange'a wi¦zy rzeczywiste mody-
�kuj¡ macierz symplektyczn¡, która mo»e sta¢ si¦ odwracalna.

Wi¦zy pojawiaj¡ si¦ w ka»dym z analizowanych w tej pracy cechowa«. W wi¦kszo±ci
z nich korzystam z procedury Faddeeva-Jackiwa, poniewa» szybko prowadzi ona do nawia-
sów Diraca. W kolejnym kroku dla potencjaªów cechowania wprowadzamy rozkªad Focka,
nast¦pnie znajdujemy komutatory operatorów kreacji i anihilacji i ostatecznie budujemy
2-punktowe funkcje Wightmana, tzn. pró»niowe warto±ci oczekiwane dla nieuporz¡dkowa-
nego iloczynu operatorów pola.
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Metoda Diraca

G¦sto±¢ lagrangianu

⇓
P¦dy uogólnione

⇓
Nawiasy Poissona

⇓
Wi¦zy pierwotne

⇓
Rozszerzona g¦sto±¢

hamiltonianu

⇓
Wi¦zy wtórne

⇓
Dodatkowe warunki na

wi¦zy 1-go rodzaju

⇓
Nawiasy Diraca

Metoda Faddeeva-Jackiwa

G¦sto±¢ lagrangianu

⇓
P¦dy uogólnione

⇓
Równania Eulera-Lagrange'a

⇓
Zmienne niedynamiczne

⇓
Efektywne równania

dynamiczne

⇓
Hamiltonowskie

równania ruchu

⇓
Hamiltonian Diraca

⇓
Nawiasy Diraca

5.1. Cechowanie planarne

Wybór cechowania planarnego polega na takiej modi�kacji g¦sto±ci lagrangianu, aby rów-
nania Eulera-Lagrange'a przybraªy posta¢ sfaktoryzowan¡. Sprowadza si¦ to eliminacji
odpowiednich czªonów, a w przypadku g¦sto±ci lagrangianu Zwanzigera (III.5) musimy
odj¡¢ dwa czªony zwi¡zane z dwoma potencjaªami. St¡d w cechowaniu planarnym mamy

LplanarZw = LZw −
1

2
∂µ(n ·A)∂µ(n ·A)− 1

2
∂µ(n ·B)∂µ(n ·B), (V.9)

przy czym wybieramy jako staªy 4-wektor nµ = (0, 0, 0, 1), wi¦c n2 = −1 < 0, czyli mamy
przestrzennie podobne cechowanie planarne. Powy»sza g¦sto±¢ lagrangianu zapisana jawnie
w skªadowych

LplanarZw =
1

2
(∂3A0)2 − ∂3A0∂0A3 −

1

2
(∂3Ai)

2 + ∂3Ai∂iA3 +
1

2
(∂3A3)2 −A · J

+
1

2
(∂3B0)2 − ∂3B0∂0B3 −

1

2
(∂3Bi)

2 + ∂3Bi∂iB3 +
1

2
(∂3B3)2 − C ·K

− 1

2
εij(∂0Ai − ∂iA0) (∂3Bj − ∂jB3)− 1

2
εij∂iAj (∂3B0 − ∂0B3)

+
1

2
εij(∂0Bi − ∂iB0) (∂3Aj − ∂jA3) +

1

2
εij∂iBj (∂3A0 − ∂0A3) . (V.10)
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posªu»y do przeprowadzenia procedury kanonicznego kwantowania, a nast¦pnie znalezienia
funkcji Wightmana. Wymaganie, aby równania Eulera-Lagrange'a miaªy posta¢ sfaktory-
zowan¡, sprawdzimy poni»ej wyznaczaj¡c równania ruchu dla wszystkich skªadowych obu
potencjaªów.

5.1.1. Procedura kanoniczna

Rozpoczynamy od znalezienia p¦dów kanonicznych, jako pochodnych g¦sto±ci lagran»janu
po odpowiednich pr¦dko±ciach

π0
A = 0, π0

B = 0, (V.11a)

π3
A = −∂3A0 −

1

2
εij∂iBj , π3

B = −∂3B0 +
1

2
εij∂iAj , (V.11b)

πiA = −1

2
εij(∂3Bj − ∂jB3), πiB =

1

2
εij(∂3Aj − ∂jA3), (V.11c)

Widzimy, »e wyra»enia na p¦dy nie zawieraj¡ pr¦dko±ci, tzn. pierwszych pochodnych po-
tencjaªów po czasie. Wyst¦puj¡ce tu wi¦zy s¡ wi¦zami drugiego rodzaju, wi¦c post¦pujemy
dalej zgodnie z procedur¡ Faddeva-Jackiwa. Znajdujemy równania Eulera-Lagrange'a dla
g¦sto±ci ªadunków

∂0∂3A3 = ∂3 (∂3A0 + εij∂iBj) + J0, (V.12a)

∂0∂3B3 = ∂3 (∂3B0 − εij∂iAj) +K0, (V.12b)

skªadowych pr¡dów wzdªu» wyró»nionego wektora n

∂0∂3A0 = ∂3 (∂iAi + ∂3A3) + J3, (V.12c)

∂0∂3B0 = ∂3 (∂iBi + ∂3B3) +K3 (V.12d)

oraz dla skªadowych pr¡dów prostopadªych do n

∂0∂3Ai = ∂i∂3A0 − εij∂3(∂3Bj − ∂jB3) + εijK
j , (V.12e)

∂0∂3Bi = ∂i∂3B0 + εij∂3(∂3Aj − ∂jA3)− εijJ j . (V.12f)

We wszystkich tych równaniach mo»emy wyª¡czy¢ pochodn¡ cz¡stkow¡ ∂3, a to oznacza
posta¢ sfaktoryzowan¡ równa« Eulera-Lagrange'a � efektywnie s¡ one równaniami
1-rz¦du. Wyznaczamy g¦sto±¢ hamiltonianu dla badanego ukªadu z transformacji Legen-
dre'a

H = π3
A∂0A3 + π3

B∂0B3 + πiA∂0Ai + πiB∂0Bi − L = HAA +HBB +HAB, (V.13a)

gdzie dla uªatwienia dalszej analizy wprowadzili±my podziaª g¦sto±ci hamiltonianu na trzy
cz¦±ci: wkªad zale»ny tylko od potencjaªu Aµ

HAA = −1

2
(∂3A0)2 − 1

2
(∂3A3)2 +

1

2
(∂3Ai)

2 − ∂iA3∂3Ai +A · J, (V.13b)
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wkªad zale»ny tylko od potencjaªu Bµ, który jest dualnie symetryczny do HAA

HBB = −1

2
(∂3B0)2 − 1

2
(∂3B3)2 +

1

2
(∂3Bi)

2 − ∂iB3∂3Bi +B ·K (V.13c)

oraz wkªad zale»ny od obu potencjaªów cechowania Aµ i Bµ

HAB = −∂3A0εij∂iBj + ∂3B0εij∂iAj . (V.13d)

W tych wyra»eniach pomijam czªony b¦d¡ce caªkowit¡ pochodn¡ przestrzenn¡, poniewa»
zakªadam, »e potencjaªy znikaj¡ w niesko«czono±ci i czªony brzegowe mo»emy zaniedba¢
przy konstrukcji hamiltonianu H =

∫
R3 d

3x H. Mo»emy wprowadzi¢ nowe pola

UAL = εij∆
−1/2
⊥ ? ∂iBj , UBL = −εij∆−1/2

⊥ ? ∂iAj , (V.14a)

EAL = ∆
1/2
⊥ ? A3 −∆

−1/2
⊥ ? ∂3∂iAi, EBL = ∆

1/2
⊥ ? B3 −∆

−1/2
⊥ ? ∂3∂iBi, (V.14b)

UA3 = A3, UB3 = B3, (V.14c)

EA3 = ∂3A0 + εij∂iBj + ∂−1
3 J0, EB3 = ∂3B0 − εij∂iAj + ∂−1

3 K0, (V.14d)

gdzie caªkowe operatory ∆
±1/2
⊥ s¡ omówione w Dodatku C, ? oznacza splot, natomiast

∂−1
3 (x− y) =

1

2
sgn(x3 − y3) δ(x1 − y1) δ(x2 − y2). (V.15)

Te nowe pola zostaªy wybrane w w taki sposób, by speªniaªy równia 1-go rz¦du w po-
chodnych czasowych. Przede�niowanie w ten sposób pól, pozwala na zapisanie równa«
(V.27a)�(V.27f) w postaci

∂0UA3 = EA3 , ∂0UB3 = EB3 ∂0EA3 = ∆UA3 , ∂0EB3 = ∆UB3 , (V.16a)

∂0UAL = EAL + ∆
−1/2
⊥ ? ∂−1

3 ? ∂iJ
i, (V.16b)

∂0UBL = EBL + ∆
−1/2
⊥ ? ∂−1

3 ? ∂iK
i, , (V.16c)

∂0EAL = ∆UAL + ∂−1
3 ?∆

1/2
⊥ ? J0 − εij∆1/2

⊥ ? ∂iK
j , (V.16d)

∂0EBL = ∆UBL + ∂−1
3 ?∆

1/2
⊥ K0 + εij∆

−1/2
⊥ ? ∂iJ

j , (V.16e)

Spo±ród nowych pól mamy dwie pary pól swobodnych nawet w obecno±ci pr¡dów, za± po-
zostaªe pola zawieraj¡ niekowariantne czªony polowe. Ta posta¢ równa« pola oznacza, »e
wprowadzone nowe pola stanowi¡ ukªad niezale»nych stopni swobody. Otrzyman¡ wcze-
±niej g¦sto±¢ hamiltonianu zapisujemy w nowych zmiennych i uzyskujemy

HAB = −(EA3 −∆
1
2
⊥U

A
L − ∂−1

3 J0))∆⊥UAL − (EB3 −∆
1
2
⊥U

B
L − ∂−1

3 K0))∆⊥UBL (V.17a)
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oraz

HAA = −1

2
(EA3 −∆

1
2
⊥U

A
L )2 +

1

2
(∂3UBL )2 +

1

2
(∆
− 1

2
⊥ ∂iEAL )2 − 1

2
(∂3UA3 )2 − 1

2
(∂iUA3 )2

+ UA3 J3 +
1

2
(∂3J

0)2 + (∂−1
3 ∂i(UA3 −∆

− 1
2
⊥ E

A
L ) + εij∆

− 1
2
⊥ ∂jUBL )J i. (V.17b)

HBB jest dualnie symetryczny do HAA , przy czym transformacja dualno±ci ma teraz
posta¢ EA3,L 7→ EB3,L 7→ −EA3,L oraz UA3,L 7→ UB3,L 7→ −UA3,L, wi¦c ªatwo mo»emy odtworzy¢
jego posta¢. Maj¡c równania ruchu 1-go rz¦du oraz g¦sto±¢ hamiltonianu mo»emy odczyta¢
wszystkie nawiasy Diraca. Niezerowe nawiasy dla nowych pól wynosz¡

{UA3 (x), EA3 (y)}D = −δ3(x− y), {UB3 (x), EB3 (y)}D = −δ3(x− y), (V.18a)

{UAL (x), EAL (y)}D = δ3(x− y), {UBL (x), EBL (y)}D = δ3(x− y), (V.18b)

a po przej±ciu do teorii kwantowej otrzymujemy nast¦puj¡ce równoczasowe reguªy komu-
tacyjne

[
UA3 (x), EA3 (y)

]
= −iδ3(x− y),

[
UB3 (x), EB3 (y)

]
= −iδ3(x− y), (V.19a)[

UAL (x), EAL (y)
]

= iδ3(x− y),
[
UBL (x), EBL (y)

]
= iδ3(x− y), (V.19b)

Oznacza to, »e mo»emy traktowa¢ (UA3 , EA3 ), (UB3 , EB3 ), (UAL , EAL ) i (UBL , EBL ) jako pary
zmiennych kanonicznych.

5.1.2. Funkcje Wightmana

Przechodz¦ teraz do analizy przypadku swobodnego tzn. gdy ¹ródªa zewn¦trzne znikaj¡
Jµ = Kµ = 0, wówczas pola speªniaj¡ równania � UA,B3,L = � EA,B3,L = 0. Przedstawiam
niezale»ne pola za pomoc¡ caªek fourierowskich w reprezentacji Focka

UA,B3,L (x) =

∫
R3

d3k

(2π)3/2

1

2|k|

[
aA,B3,L (k)e−ik·x + aA,B†3,L (k)eik·x

]
, (V.20a)

EA,B3,L (x) = − i
2

∫
R3

d3k

(2π)3/2

[
aA,B3,L (k)e−ik·x − aA,B†3,L (k)eik·x

]
, (V.20b)

gdzie wprowadzili±my zbiór operatorów kreacji i anihilacji. Z komutatorów (V.19)wynikaj¡
nast¦puj¡ce zwi¡zki komutacyjne[

aA3 (k), aA†3 (p)
]

= −2|k|δ3(k − p),
[
aB3 (k), aB†3 (p)

]
= −2|k|δ3(k − p), (V.21a)[

aAL(k), aA†L (p)
]

= 2|k|δ3(k − p),
[
aBL (k), aB†L (p)

]
= 2|k|δ3(k − p). (V.21b)
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Te relacje komutacyjne speªniane przez operatory kreacji i anihilacji pozwalaj¡ znale¹¢
funkcje Wightmana dla niezale»nych stopni swobody

〈0|UAL (x)UAL (0)|0〉 = −〈0|UA3 (x)UA3 (0)|0〉 =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|
e−ik·x, (V.22a)

〈0|EAL (x)EAL (0)|0〉 = −〈0|EA3 (x)EA3 (0)|0〉 =

∫
R3

d3k

(2π)3

|k|
2
e−ik·x, (V.22b)

〈0|UAL (x)ÊAL (0)|0〉 = −〈0|UA3 (x)EA3 (0)|0〉 =
i

2

∫
R3

d3k

(2π)3
e−ik·x, (V.22c)

gdzie wykorzystali±my fakt, »e funkcja Wightmana zale»y jedynie od ró»nicy argumentów
pól 〈0|UAL (x)UAL (y)|0〉 = 〈0|UAL (x−y)UAL (0)|0〉 oraz (IV.3b), aby zapisa¢ wyniki w czytelny
sposób. Zwi¡zki (V.14) s¡ odwracalne i mo»emy wyj±ciowe potencjaªy wyrazi¢ przez pola
U i E

A3 = UA3 , A0 = ∂−1
3 ?

(
EA3 −∆

1/2
⊥ U

A
L − ∂−1

3 ? J0
)
, (V.23a)

B3 = UB3 , B0 = ∂−1
3 ?

(
EB3 −∆

1/2
⊥ U

B
L − ∂−1

3 ? K0
)
, (V.23b)

Ai = ∂−1
3 ? ∂iUA3 + εij∆

−1/2
⊥ ? ∂jUBL − ∂−1

3 ?∆
−1/2
⊥ ∂iEAL , (V.23c)

Bi = ∂−1
3 ? ∂iUB3 − εij∆

−1/2
⊥ ? ∂jUAL − ∂−1

3 ?∆
−1/2
⊥ ∂iEBL , (V.23d)

Znalezione wcze±niej funkcje Wightmana dla pól U i E umo»liwiaj¡ wyznaczenie funkcji
Wightmana dla potencjaªów wyj±ciowych

〈0|Aµ(x)Aν(y)|0〉 = −gµνD+(x− y)− (∂µnν + ∂νnµ)E+(x− y), (V.24a)

〈0|Bµ(x)Bν(y)|0〉 = −gµνD+(x− y)− (∂µnν + ∂νnµ)E+(x− y), (V.24b)

〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 = εµνρλ∂
ρnλE+(x− y), (V.24c)

gdzie wprowadzamy funkcje D+(x) i E+(x) zde�niowane nast¦puj¡co

D+(x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|
e−ikx, E+(x) = ∂−1

3 ? D+(x) =

∫ x3

0
dξ D+(x0, x⊥, ξ)

Wªasno±ci powy»szych funkcji umieszczone s¡ w dodatku C.

5.1.3. Równowa»no±¢ rozwi¡za«

Mo»emy porówna¢ teraz mieszane funkcje Wightmana w cechowaniu planarnym (V.24c)
oraz uzyskanym wcze±niej rozwi¡zaniem

〈0|Ai(x)Bj(0)|0〉Coul = εijk∂k∂0∆−1 ? D+(x). (V.25)

Warunek równowa»no±ci rozwi¡za« jest nast¦puj¡cy

〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉planar = 〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉Coul + ∂µΨν − ∂νΨµ. (V.26)
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Wypisuj¡c w jawny sposób wszystkie skªadowe mamy nast¦puj¡cy ukªad równa« na po-
szukiwane funkcje Ψ

∂1Ψ2 − ∂2Ψ1 = −∂0∂
−1
3 ? D+(x) + ∂3∂0∆−1 ? D+, (V.27a)

∂1Ψ3 − ∂3Ψ1 = −∂0∂2∆−1 ? D+, (V.27b)

∂2Ψ3 − ∂3Ψ2 = ∂0∂1∆−1 ? D+, (V.27c)

∂1Ψ0 − ∂0Ψ1 = −∂2∂
−1
3 D+(x), (V.27d)

∂2Ψ0 − ∂0Ψ2 = ∂1∂
−1
3 D+(x), (V.27e)

∂3Ψ0 − ∂0Ψ3 = 0. (V.27f)

Bior¦ kombinacj¦ liniow¡ pochodnych trzech ostatnich równa« uzyskuj¦ równanie
∆Ψ0 = ∂0∂iΨi, którego rozwi¡zaniem jest funkcja Ψ0 = ∂0∂i∆

−1 ? Ψi. Z pochodnych
równa« (V.27a) i (V.27c) mamy

∂2
1Ψ2 − ∂2∂1Ψ1 = −∂0∂1∂

−1
3 ? D+(x) + ∂0∂1∂3∆−1 ? D+(x), (V.28a)

∂2(−∂1Ψ1 − ∂2Ψ3)− ∂2
3Ψ2 = ∂0∂1∂3∆−1 ? D+(x), (V.28b)

przy czym zaªo»yªam, »e ∂1Ψ1 +∂2Ψ2 +∂3Ψ3 = 0. Ró»nica tych równa« pozwala w prosty
sposób wyznaczy¢ Ψ2

∆Ψ2 = −∂0∂1∂
−1
3 ? D+(x) ⇒ Ψ2 = −∂0∂1∂

−1
3 ?∆−1 ? D+(x). (V.29)

W analogiczny sposób mo»na uzyska¢ pozostaªe funkcje Ψ. Poszukiwanymi rozwi¡zaniami
s¡ wi¦c nast¦puj¡ce funkcje

Ψ0 = 0, Ψ1 = ∂0∂2∂
−1
3 ?∆−1 ? D+(x), (V.30a)

Ψ3 = 0, Ψ2 = −∂0∂1∂
−1
3 ?∆−1 ? D+(x). (V.30b)

5.2. Cechowanie dLC1

Jako warunek cechowania chcemy wybra¢ cechowanie aksjalne (osiowe), które pozwoli
na eliminacj¦ skªadowych A0 i B0, dla których nie ma p¦dów kanonicznie sprz¦»onych
w g¦sto±ci lagrangianu Zwanzigera. Wydaje si¦, »e najprostszym wyborem jest warunek
cechowania czasowego A0 = B0 = 0. Jednak ju» w teorii 1-potencjaªowej cechowanie
czasowe prowadzi do powa»nych problemów zwi¡zanych z operatorem prawa Gaussa. Ten
operator powinien, dla teorii swobodnej, anihilowa¢ stany �zyczne, w tym oczywi±cie stan
pró»ni. Jednak to prowadziªoby do niekonsystencji procedury kwantowania kanonicznego.
Aby temu zaradzi¢ wprowadzono zmody�kowany stan pró»ni, jednak za cen¦ zªamania
symetrii translacyjnej [48]. To oznaczaªoby zªamanie jednego z podstawowych naszych za-
ªo»e« (IV.3b), które przyj¦li±my podczas analizy ogólnych wªasno±ci. Dlatego nie b¦dziemy
rozwa»a¢ cechowania czasowego dla analizy funkcji Wightmana w modelu Zwanzigera.
Proponujemy zbada¢ cechowanie, opisywane przez warunki na skªadowe potencjaªów ce-

chowania A0−αA1 = 0 i B0−αB1 = 0, przy czym parametr α mo»e przyjmowa¢ warto±ci
±1. B¦dziemy to cechowanie nazywa¢ dLC1 - jest to skrót z j¦zyka angielskiego double
Light-Cone, gdzie 1 oznacza o± x1, wzdªu» której budujemy 4-wektor zerowy (1, α, 0, 0).
Ten wybór warunków cechowania, na oba potencjaªy Aµ i Bµ, jest oczywi±cie symetryczny
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wzgl¦dem transformacji dualno±ci elektromagnetycznej, która b¦dzie jawnie obecna na ka»-
dym kroku prodecury kanonicznej.

Wykorzystujemy ten warunek cechowania, aby wyznaczy¢ pola A0 i B0 przy pomocy A1

i B1. To prowadzi do g¦sto±ci lagrangianu w tym cechowaniu

LdLC1
Zw =

1

2
(α∂3A1 − ∂0A3)2 − 1

2
(∂3A1 − ∂1A3)2 − 1

2
(∂3A2 − ∂2A3)2 +

+
1

2
(α∂3B1 − ∂0B3)2 − 1

2
(∂3B1 − ∂1B3)2 − 1

2
(∂3B2 − ∂2B3)2 +

−A1(αJ0 + J1)−A2J
2 −A3J

3 −B1(αK0 +K1)−B2K
2 −B3K

3+

− 1

2
(∂0 − α∂1)A1 (∂3B2 − ∂2B3) +

1

2
(∂0A2 − α∂2A1) (∂3B1 − ∂1B3) +

− 1

2
(∂1A2 − ∂2A1) (α∂3B1 − ∂0B3) +

1

2
(∂1B2 − ∂2B1) (α∂3A1 − ∂0A3) +

+
1

2
(∂0 − α∂1)B1 (∂3A2 − ∂2A3)− 1

2
(∂0B2 − α∂2B1) (∂3A1 − ∂1A3) . (V.31)

Wydaje si¦, »e nie jest mo»liwe wprowadzenie bardziej zwartej notacji do opisu tego ce-
chowania. W lagrangianie Zwazigera wyró»niony jest kierunek 3, za± wybór warunku
cechowania wyró»nia kierunek 1, jednocze±nie pozwalaj¡c na wyeliminowanie skªadowych
czasowych obu potencjaªów, w zwi¡zku z tym u»ywamy zapisu jawnego wszystkich skªa-
dowych.

5.2.1. Procedura kanoniczna

Opieraj¡c si¦ na powy»szej g¦sto±ci lagrangianiu mog¦ przeprowadzi¢ procedur¦ kwanto-
wania kanonicznego. Równania Eulera-Lagrange'a maj¡ posta¢

∂−∂3 (B2 + αA3) = αJ+, ∂−∂3B1 = ∂3 (∂3A2 − ∂2A3)− J2, (V.32a)

∂−∂3 (A2 − αB3) = −αK+, ∂−∂3A1 = −∂3 (∂3B2 − ∂2B3) +K2, (V.32b)

∂+∂−A3 = ∂2(∂2A3 − ∂3A2)− α∂3(∂3B2 − ∂2B3) + αK2 − J3, (V.32c)

∂+∂−B3 = ∂2(∂2B3 − ∂3B2) + α∂3(∂3A2 − ∂2A3)− αJ2 −K3, (V.32d)

wprowadzone s¡ tu nast¦puj¡ce oznaczenia ∂± = ∂0±α∂1, J+ = J0+αJ1,K+ = K0+αK1.
W kolejnym kroku znajdujemy p¦dy kanoniczne sprz¦»one z potencjaªami Aµ i Bµ

πiA = −1

2
εij (∂3Bj − ∂jB3) , πBi =

1

2
εij (∂3Aj − ∂jA3) , (V.33a)

π3
A = ∂0A3 − α∂3A1 −

1

2
εij∂iBj , π3

B = ∂0B3 − α∂3B1 +
1

2
εij∂iAj , (V.33b)

gdzie i, j ∈ {1, 2}. Widzimy, »e tylko z równa« (V.33b) jeste±my w stanie wyznaczy¢
pr¦dko±ci przez p¦dy i pola

∂0A3 = π3
A + α∂3A1 +

1

2
εij∂iBj , ∂0B3 = π3

B + α∂3B1 −
1

2
εij∂iAj , (V.34a)

37



V. Procedura Faddeeva-Jackiwa

a pozostaªe równania (V.33a) de�niuj¡ wi¦zy w ukªadzie

χAi = πiA +
1

2
εij (∂3Bj − ∂jB3) ' 0, χBi = πiB −

1

2
εij (∂3Aj − ∂jA3) ' 0. (V.35)

Jak mo»na zauwa»y¢ s¡ to wi¦zy drugiego rz¦du, wi¦c mog¦ posªu»y¢ si¦ procedur¡ Faddeeva-
Jackiwa kwantowania tego typu ukªadów. Korzystaj¡c z transformacji Legendre'a wyzna-
czam g¦sto±¢ hamiltonianu

HdLC1
can = π1

A∂0A1 + π2
A∂0A2 + π3

A∂0A3 + π1
B∂0B1 + π2

B∂0B2 + π3
B∂0B3 − LdLC1

Zw , (V.36)

która ma nast¦puj¡c¡ jawn¡ posta¢

HdLC1
can =

1

2
(π3
A +

1

2
εij∂iBj)

2 +
1

2
(π3
B −

1

2
εij∂iAj)

2 + α∂3A1(π3
A −

1

2
εij∂iBj) +

+ α∂3B1(π3
B +

1

2
εij∂iAj) +

1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 +

1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2 +

+ αJ+A1 + J⊥ ·A⊥ + αK+B1 +K⊥ ·B⊥, (V.37)

przy czym J⊥ · A⊥ = J2A2 + J3A3 i K⊥ · B⊥ = K2B2 + K3B3. G¦sto±¢ lagrangianu,
równania Eulera-Lagrange'a oraz g¦sto±¢ hamiltonianu s¡ dualnie symetryczne. Kwanto-
wanie metod¡ Faddeev'a-Jackiw'a wymaga by rówania ruchu byªy równaniami pierwszego
stopnia ze wzgl¦du na pochodn¡ po czasie, w tym celu wprowadzamy nowe pola

Π3
A = π3

A + α∂3A1 +
1

2
εij∂iBj , Π3

B = π3
B + α∂3B1 −

1

2
εij∂iAj , (V.38)

i otrzymujemy równania ruchu w postaci

∂0A3 = Π3
A, ∂0B3 = Π3

B, (V.39a)

∂0ΠA
3 = ∂2

1A3 + ∂2(∂2A3 − ∂3A2)− α∂3(∂3B2 − ∂2B3) + αK2 − J3, (V.39b)

∂0ΠB
3 = ∂2

1B3 + ∂2(∂2B3 − ∂3B2) + α∂3(∂3A2 − ∂2A3)− αJ2 −K3, (V.39c)

oraz g¦sto±¢ hamiltonianu zawieraj¡c¡ czªony tylko kwadratowe w Π3
A,B

HdLC1
can =

1

2
(Π3

A)2 +
1

2
(Π3

B)2 − 1

2
(∂3A1)2 − 1

2
(∂3B1)2 − α∂3A1εij∂iBj +

+ α∂3B1εij∂iAj +
1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 +

1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2 +

+ αJ+A1 + J⊥ ·A⊥ + αK+B1 +K⊥ ·B⊥ + . (V.40)

Widzimy zatem, »e pola A3 i B3 maj¡ tylko po jednym nieznikaj¡cym nawiasie Diraca{
A3(x),Π3

A(y)
}
D

= δ3(x− y),
{
B3(x),Π3

B(y)
}
D

= δ3(x− y). (V.41)
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Nieznikaj¡ce nawiasy Diraca dla pól Π3
A,B, to{

Π3
A(x), A3(y)

}
D

= −δ3(x− y),
{

Π3
B(x), B3(y)

}
D

= −δ3(x− y), (V.42a){
Π3
A(x), B2(y)

}
D

= αδ3(x− y),
{

Π3
B(x), A2(y)

}
D

= −αδ3(x− y). (V.42b)

Je»eli wyeliminujemy skªadowe pól A2 i B2 na rzecz pól, które zde�niowane b¦d¡ nast¦-
puj¡co A = A3 + αB2 i B = B3 − αA2, to powy»sze nawiasy zapisuj¡ si¦ jako nawiasy
Diraca {

Π3
A(x),A(y)

}
D

=
{

Π3
B(x),B(y)

}
D

= 0, (V.43)

a g¦stos¢ hamiltonianu z dokªadno±ci¡ do peªnej pochodnej ma posta¢

HdLC1
can =

1

2
(Π3

A)2 +
1

2
(Π3

B)2 +
1

2
(∂1A3)2 +

1

2
(∂1B3)2 +

1

2
[α∂3(A−A3)− ∂2B3]2 +

+
1

2
[α∂3(B3 − B)− ∂2A3]2 − ∂1A1∂3A− ∂1B1∂3B + αJ+A1 +

+ A3(J3 − αK2) + αK2A+ αK+B1 +B3(K3 + αJ2)− αJ2B. (V.44)

Równania ruchu w nowych zmiennych s¡ teraz równaniami pierwszego stopnia w pochod-
nych czasowych

∂0A3 = Π3
A, ∂0B3 = Π3

B, (V.45a)

∂0∂3A = α∂1∂3A+ J+, ∂0∂3B = α∂1∂3B +K+, (V.45b)

∂0∂3B1 = α∂1∂3B1 + ∂3 [α∂3(B3 − B)− ∂2A3]− J2, (V.45c)

∂0∂3A1 = α∂1∂3A1 − ∂3 [α∂3(A−A3)− ∂2B3] +K2, (V.45d)

∂0Π3
A = ∂2

1A3 + ∂2 [∂2A3 − α∂3(B3 − B)]− α∂3 [α∂3(A−A3)− ∂2B3] +

+αK2 − J3, (V.45e)

∂0Π3
B = ∂2

1B3 + ∂2 [∂2B3 − α∂3(A−A3)] + α∂3 [α∂3(B3 − B)− ∂2A3]−
−αJ2 −K3. (V.45f)

Do otrzymanej g¦sto±ci hamiltonianu (V.44) i równa« ruchu (V.45) mo»emy zastosowa¢
procedur¦ Faddeeva-Jackiwa i otrzymujemy nieznikaj¡ce nawiasy Diraca

{
A3(x),Π3

A(y)
}
D

= δ3(x− y),
{
B3(x),Π3

B(y)
}
D

= δ3(x− y), (V.46a)

{∂3A1(x),A(y)}D = αδ3(x− y), {∂3A(x), A1(y)}D = αδ3(x− y), (V.46b)

{∂3B1(x),B(y)}D = αδ3(x− y), {∂3B(x), B1(y)}D = αδ3(x− y). (V.46c)

Wybieraj¡c antysymetryczn¡ dystrybucj¦ ∂−1
3 jako

∂−1
3 (x− y) =

1

2
sgn(x3 − y3) δ(x1 − y1) δ(x2 − y2), (V.47)
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otrzymujemy symetryczn¡ posta¢ nawiasów Diraca

{A1(x),A(y)}D = {A(x), A1(y)}D = α∂−1
3 (x− y), (V.48a)

{B1(x),B(y)}D = {B(x), B1(y)}D = α∂−1
3 (x− y). (V.48b)

Podsumowuj¡c, mo»emy traktowa¢ zmienne (A3,Π
3
A), (B3,Π

3
B), (A1,A), (B1,B), jako

pary zmiennych kanonicznych.

Równania ruchu dla zmiennych kanonicznych wskazuj¡, »e A i B s¡ niezale»nymi modami
niekowariantnymi, tzn. speªniaj¡cymi równania ∂−A = J+ i ∂−B = K+. Z pozostaªych
zmiennych kanonicznych mo»emy utworzy¢ dwie kombinacje pól

Λ := ∂3Π3
A + α∂1∂3A3 + ∂3∂2B1 − α∂2

3A1, (V.49)

Λ̃ := ∂3Π3
B + α∂1∂3B3 − ∂3∂2A1 − α∂2

3B1, (V.50)

z transformacj¡ dualno±ci Λ→ Λ̃→ −Λ. Tak zde�niowane pola maj¡ nast¦puj¡ce równa-
nia ruchu

∂−Λ = −∂⊥ · J⊥, ∂−Λ̃ = −∂⊥ ·K⊥. (V.51)

Otrzymali±my wi¦c cztery mody niekowariantne: A, B, Λ, Λ̃. Nawiasy Diraca dla tych
modów nie s¡ diagonalne, gdy» np. {Λ(x),Λ(y)}D 6= 0. Dlatego warto przede�niowa¢
te mody i wprowadzi¢ pola

GE := Λ− α∂1∂3A− J0 =

= ∂3Π3
A + α∂1∂3A3 + ∂3∂2B1 − α∂2

3A1 − α∂1∂3A− J0, (V.52a)

GM := Λ̃− α∂1∂3B −K0 =

= ∂3Π3
B + α∂1∂3B3 − ∂3∂2A1 − α∂2

3B1 − α∂1∂3B −K0, (V.52b)

które speªniaj¡ swobodne niekowariantne równania ruchu

∂−GE = 0, ∂−GM = 0, (V.53)

je»eli zewn¦trzne pr¡dy s¡ zachowane, tzn. ∂µJµ = ∂µK
µ = 0. Teraz mamy nast¦puj¡ce

nieznikaj¡ce nawiasy Diraca

{A(x),GE(y)}D = −∂3δ
3(x− y), {B(x),GE(y)}D = α∂2δ

3(x− y), (V.54a)

{B(x),GM (y)}D = −∂3δ
3(x− y), {A(x),GM (y)}D = −α∂2δ

3(x− y), (V.54b)

gdzie wykorzystali±my relacje ∂i δ3(x−y) = ∂xi δ
3(x−y) = −∂yi δ3(x−y). Je±li dodatkowo

wprowadzimy nowe mody niekowariantne

φA
df
= (−∆⊥)−1 ? (∂3A− α∂2B) = (−∆⊥)−1 ? [∂⊥ ·A⊥ − α(∂2B3 − ∂3B2)] , (V.55a)

φB
df
= (−∆⊥)−1 ? (∂3B + α∂2A) = (−∆⊥)−1 ? [∂⊥ ·B⊥ + α(∂2A3 − ∂3A2)] , (V.55b)

otrzymamy diagonalne nieznikaj¡ce nawiasy Diraca

{φA(x),GE(y)}D = {φB(x),GM (y)}D = δ3(x− y), (V.56)
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które prowadz¡ do nast¦puj¡cych nieznikaj¡cych komutatorów

[φA(x),GE(y)] = [φB(x),GM (y)] = iδ3(x− y). (V.57)

Poniewa» mamy ogólnie równania ruchu (∂0 − α∂1)GE,M = 0, st¡d przedstawienie kwan-
towych pól GE,M przy pomocy operatorów kreacji i anihilacji wygl¡da nast¦puj¡co

GE,M (x) =

∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

[
e−i(k2x

2+k3x3)e−ik1(x0+αx1)pA,B(k)+

+e+i(k2x2+k3x3)e+ik1(x0+αx1)p†A,B(k)
]
, (V.58)

przy czym dla k1 ≥ 0 operatory kreacji wyst¦puj¡ z czynnikiem e+ik1x0 , natomiast ope-
ratory anihilacji z czynnikiem e−ik1x

0
. Operatory anihilacji pA,C wybieraj¡ stan �zyczny

|phys〉 poprzez warunki pA|phys〉 = pB|phys〉 = 0, dla peªnej teorii z oddziaªywaniem,
czego nale»aªo si¦ spodziewa¢ w cechowaniu LC1.

Pozostaªe mody niekowariantne φA i φB maj¡ rozwini¦cie Fouriera jedynie dla przy-
padku znikania pr¡dów zewn¦trznych Jµ = Kµ = 0, bo wtedy speªniaj¡ one równanie
(∂0 − α∂1)φA,B = 0 i st¡d

φA(x) =

∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

[
e−i(k2x

2+k3x3)e−ik1(x0+αx1)a(k)+

+e+i(k2x2+k3x3)e+ik1(x0+αx1)a†(k)
]
. (V.59)

Znaj¡c komutatory dla modów uzyskujemy niezerowe komutatory dla operatorów kreacji
i anihilacji[

pA(k), a†(p)
]

= −i(2π)3δ3(k − p),
[
pB(k), b†(p)

]
= −i(2π)3δ3(k − p). (V.60a)

Mo»emy teraz wyznaczy¢ swobodne funkcje Wightmana dla modów niekowariantnych i wy-
nosz¡ one

〈0|GE(x)φA(0)|0〉 = −i
∫
R2

dk2 dk3

(2π)2
e−ik⊥·x⊥

∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−iαk1x

1
e−ik1x

0
, (V.61a)

〈0|GM (x)φB(0)|0〉 = −i
∫
R2

dk2 dk3

(2π)2
e−ik⊥·x⊥

∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−iαk1x

1
e−ik1x

0
, (V.61b)

gdzie k⊥ · x⊥ = k2x
2 + k3x

3. Komutatory wyj±ciowych potencjaªów z polami GE,M maj¡
posta¢

[A1(x),GE(y)] = [B1(x),GM (y)] = i∂1δ
3(x− y), (V.62a)

[A2(x),GE(y)] = [B2(x),GM (y)] = i∂2δ
3(x− y), (V.62b)

[A3(x),GE(y)] = [B3(x),GM (y)] = i∂2δ
3(x− y), (V.62c)

[A1(x),GM (y)] = [B1(x),GE(y)] = 0, (V.62d)

[A2(x),GM (y)] = [B2(x),GE(y)] = 0, (V.62e)

[A3(x),GM (y)] = [B3(x),GE(y)] = 0, (V.62f)
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co oznacza, »e GE i GM s¡ generatorami transformacji cechowania, odpowiednio, dla po-
tencjaªów A i B.

Wprowadzaj¡c do opisu nowe zmienne

MA = ΠA
3 − α∂1A3, MB = ΠB

3 − α∂1B3, (V.63a)

C1 = ∂3A2 − ∂2A3 = α∂3B3 − ∂2A3 − α∂3B, (V.63b)

E1 = ∂2B3 − ∂3B2 = α∂3A3 + ∂2B3 − α∂3A, (V.63c)

z transformacj¡ dualno±ci E1 → C1 → −E1 ,MA →MB → −MA, otrzymujemy równa-
nia ruchu dla nowych pól w postaci

∂−C1 = α∂3MB − ∂2MA − αK+, (V.64a)

∂−E1 = α∂3MA + ∂2MB − αJ+, (V.64b)

∂+MA = −∂2C1 + α∂3E1 + αK2 − J3, (V.64c)

∂+MB = ∂2E1 + α∂3C1 − αJ2 −K3, (V.64d)

co oznacza, »e s¡ to mody kowariantne, tzn mody speªniaj¡ce równanie �γ = f(J,K),
gdzie γ ∈ {C1, E1,MA,MB} , � = ∂2

0 − ∂2
1 − ∂2

2 − ∂2
3 , za± f jest pewn¡ funkcj¡ pr¡dów

elektrycznych i magnetycznych. Uzyskane nieznikaj¡ce nawiasy Diraca dla tych modów
kowariantnych wynosz¡{

C1(x),MA(y)
}
D

= −
{
E1(x),MB(y)

}
D

= −∂2δ
3(x− y), (V.65a){

C1(x),MB(y)
}
D

=
{
E1(x),MA(y)

}
D

= α∂3δ
3(x− y), (V.65b){

MA(x),MA(y)
}
D

=
{
MB(x),MB(y)

}
D

= −2α∂1δ
3(x− y). (V.65c)

Wprowadzaj¡c nowe pola χC := α∂3MB − ∂2MA, χE := α∂3MA + ∂2MB upraszczamy
niezerowe nawiasy Diraca

{C1(x), χC(y)}D = {E1(x), χE(y)}D = −∆⊥δ
3(x− y), (V.66a)

{χE(x), χE(y)}D = {χC(x), χC(y)}D = 2α∂1∆⊥δ
3(x− y), (V.66b)

oraz równania ruchu

∂−C1 = χC − αK+, ∂−E1 = χE − αJ+, (V.67a)

∂+χC = ∆⊥C1 − α∂⊥ ·K⊥ + ∂2J
3 − ∂3J

2, (V.67b)

∂+χE = ∆⊥E1 − α∂⊥ · J⊥ − ∂2K
3 + ∂3K

2. (V.67c)

St¡d dostajemy równania falowe dla zachowanych pr¡dów ∂µJ
µ = 0, ∂µKµ = 0

�C1 = ∂2J
3−∂3J

2− (∂0K
1 +∂1K

0), �E1 = −∂2K
3 +∂3K

2− (∂0J
1 +∂1J

0). (V.68)

Przede�niujmy ponownie mody i wprowad¹my pola zde�niowane w nast¦puj¡cy sposób
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ΠC
1 := χC + α∂1C1 − αK0, ΠE

1 := χE + α∂1E1 − αJ0, dla których nawiasy Diraca s¡
diagonalne {

C1(x),ΠC
1 (y)

}
D

=
{
E1(x),ΠE

1 (y)
}
D

= ∆⊥δ
3(x− y), (V.69a)

natomiast równania ruchu maj¡ posta¢

∂0C1 = ΠB
1 −K1, ∂0E1 = ΠE

1 − J1, (V.70a)

∂0ΠC
1 = ∆C1 − ∂1K

0 + ∂2J
3 − ∂3J

2, (V.70b)

∂0ΠE
1 = ∆E1 − ∂1J

0 − ∂2K
3 + ∂3K

2. (V.70c)

Pola C1, E1, ΠC
1 i ΠE

1 speªniaj¡ równania falowe, s¡ wi¦c modami kowariantnymi. Przed-
stawienie modów kowariantnych przy pomocy operatorów kreacji i anihilacji

C1(x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

[
e+ikxe−i|k|x

0
c(k) + e−ikxe+i|k|x0c†(k)

]
, (V.71a)

ΠC
1 (x) =

i

2

∫
R3

d3k

(2π)3

[
−e+ikxe−i|k|x

0
pC(k) + e−ikxe+i|k|x0p†C(k)

]
, (V.71b)

i analogicznie dla pól E1 i ΠE
1 , oraz znajomo±¢ komutatorów dla tych modów pozwala na

wyznaczenie operatorów kreacji

c†(k) = e−i|k|x
0

∫
R3

d3x e+ikx (|k|C1 − i∂0C1) , (V.72a)

p†C(k) = −ie−i|k|x0
∫
R3

d3x e+ikx 1

|k|
(
|k|ΠC

1 − i∂0ΠC
1

)
(V.72b)

i anihilacji

c(k) = e+i|k|x0
∫
R3

d3x e−ikx (|k|C1 + i∂0C1) , (V.72c)

pC(k) = ie+i|k|x0
∫
R3

d3x e−ikx
1

|k|
(
|k|ΠC

1 + i∂0ΠC
1

)
, (V.72d)

a nast¦pnie komutatora tych wielko±ci[
c(k), c†(p)

]
= ei(|k|−|p|)x

0

∫
R3

d3x

∫
R3

d3y e−i(kx−py)
{
|k||p| [C1(x), C1(y)] +

− i|k| [C1(x), ∂0C1(y)] + i|p| [∂0C1(x), C1(y)] +

+ [∂0C1(x), ∂0C1(y)]
}
. (V.73)

Analogicznie wyznaczam komutatory dla operatorów kreacji i anihilacji wszystkich modów
kowariantnych i uzyskuj¦ nast¦puj¡ce niezerowe komutatory

[c(k), c†(p)] = [c(k), p†C(p)] = [pC(k), p†C(p)] = [e(k), e†(p)] = [e(k), p†E(p)] =

= [pE(k), p†E(p)] = 2(2π)3|k|k2
⊥δ

3(k − p), (V.74)
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Znaj¡c powy»sze komutatory mo»emy wyznaczy¢ funkcje Wightmana dla modów kowa-
riantnych

〈0|C1(x)C1(0)|0〉 = 〈0|E1(x)E1(0)|0〉 =

∫
R3

d3k

(2π)3

k2
⊥

2|k|
ei(k·x−|k|x

0), (V.75a)

〈0|C1(x)ΠC
1 (0)|0〉 = 〈0|E1(x)ΠE

1 (0)|0〉 = i

∫
R3

d3k

(2π)3

k2
⊥
2
ei(k·x−|k|x

0), (V.75b)

〈0|ΠC
1 (x)ΠC

1 (0)|0〉 = 〈0|ΠE
1 (x)ΠE

1 (0)|0〉 =

∫
R3

d3k

(2π)3

k2
⊥|k|
2

ei(k·x−|k|x
0), (V.75c)

5.2.2. Funkcje Wightmana dla wyj±ciowych pól

Naszym celem jest znalezienie funkcji Wightmana dla potencjaªów Aµ i Bµ. Musimy zatem
wiedzie¢ jak wyra»aj¡ si¦ one przez wprowadzone wcze±niej mody kowariantne i niekowa-
riantne. Dla pól swobodnych mo»emy wyznaczy¢ relacje

A1 = (−∆⊥)−1 ?
[
∂2(∂3)−1 ? GM + αGE −ΠE

1 − α∂1E1

]
− ∂1φA, (V.76a)

B1 = (−∆⊥)−1 ?
[
−∂2(∂3)−1 ? GE + αGM −ΠB

1 − α∂1C1

]
− ∂1φB, (V.76b)

A2 = −(−∆⊥)−1 ? (∂3C1 + α∂2E1)− ∂2φA, (V.76c)

B2 = (−∆⊥)−1 ? (∂3E1 − α∂2C1)− ∂2φB, (V.76d)

A3 = (−∆⊥)−1 ? (−α∂3E1 + ∂2C1)− ∂3φA, (V.76e)

B3 = −(−∆⊥)−1 ? (α∂3C1 + ∂2E1)− ∂3φB, (V.76f)

które pozwol¡ na otrzymania funkcji Wightmana dla wyj±ciowych potencjaªów.

Diagonalne funkcje Wightmana

Diagonalnymi funkcjami Wightmana nazywam funkcje wyznaczone dla potencjaªów tego
samego typu, tzn. 〈0|Aµ(x)Aν(y)|0〉 i 〈0|Bµ(x)Bν(y)|0〉. Znaj¡c wyra»enia V.76, komuta-
tory i funkcje Wightmana dla modów kowariantnych i niekowariantnych, mo»emy wyzna-
czy¢ funkcje Wightmana dla swobodnych pól A

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 = D+(x), 〈0|A1(x)A1(0)|0〉 = D+(x) + 2α∂1G+(x), (V.77a)

〈0|A2(x)A2(0)|0〉 = D+(x), 〈0|A1(x)A2(0)|0〉 = α∂2G+(x), (V.77b)

〈0|A3(x)A2(0)|0〉 = 0, 〈0|A1(x)A3(0)|0〉 = α∂3G+(x) (V.77c)

Po prawej stronie powy»szych równa« pojawia si¦ poniownie funkcjaD+(x), a tak»e funkcja
G+(x) zde�niowana nast¦puj¡co

G+(x) := i

∫ +∞

−∞

d2k⊥
(2π)2

1

k2
⊥

[∫ +∞

−∞

dk1

2π

|k|+ αk1

2|k|
e−ik·x −

∫ +∞

0

dk1

2π
e−ik̄·x̄

]
, (V.78)

gdzie k̄ · x̄ = k⊥ · x⊥ + k1(x0 + αx1). Wªasno±ci obu funkcji przedstawione s¡ w Dodatku
C.
Poniewa» wybrany warunek cechowania A0 = αA1, B0 = αB1 wi¡»e dwie skªadowe

potencjaªów, st¡d znaj¡c powy»sze funkcje Wightmana wyznaczamy brakuj¡ce niezerowe
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funkcje dla zerowej skªadowej potencjaªu Aµ

〈0|A0(x)A1(0)|0〉 = α〈0|A1(x)A1(0)|0〉 = αD+(x) + 2∂1G+(x), (V.79a)

〈0|A0(x)A0(0)|0〉 = 〈0|A1(x)A1(0)|0〉 = D+(x) + 2α∂1G+(x), (V.79b)

〈0|A0(x)A2(0)|0〉 = α〈0|A1(x)A2(0)|0〉 = ∂2G+(x), (V.79c)

〈0|A0(x)A3(0)|0〉 = α〈0|A1(x)A3(0)|0〉 = ∂3G+(x). (V.79d)

Znalezione w ten sposób funkcje Wightmana mo»na ogólnie zapisa¢ w zwartej formie

〈0|Aµ(x)Aν(0)|0〉 = −gµνD+(x) +
(
nLCµ ∂ν + nLCν ∂µ

)
G+(x), (V.80)

gdzie wprowadzili±my czterowektor nLCµ = (1, α, 0, 0) oraz wykorzystali±my relacj¦
(∂0 − α∂1)G+(x) = D+(x), która wynika bezpo±rednio z de�nicji (E.4a) i (E.4b).
Funkcja Wightmana 〈0|Bµ(x)Bν(y)|0〉 zostaªa wyznaczona bezpo±rednim rachunkiem,

ale zamiast przeprowadzania »mudnych oblicze« mo»na zastosowa¢ transformacj¦ dualno±ci
elektromagnetycznej (I.16), która prowadzi do równo±ci 〈0|Bµ(x)Bν(0)|0〉 = 〈0|Aµ(x)Aν(0)|0〉.
Mo»emy zatem od razu wypisa¢ posta¢ funkcji Wightmana dla potencjaªów Bµ

〈0|Bµ(x)Bν(0)|0〉 = −gµνD+(x) +
(
nLCµ ∂ν + nLCν ∂µ

)
G+(x). (V.81)

Mieszane funkcje Wightmana 〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 i 〈0|Bµ(x)Aν(0)|0〉

Nieznikaj¡ce mieszane funkcje Wightmana dla pól Aµ i Bν daj¡ si¦ zapisa¢ w postaci

〈0|B3(x)A2(0)|0〉 = −〈0|A3(x)B2(0)|0〉 = αD+(x), (V.82a)

〈0|B1(x)A2(0)|0〉 = −〈0|A1(x)B2(0)|0〉 = g+(x) + ∂3G+(x), (V.82b)

〈0|B1(x)A3(0)|0〉 = −〈0|A1(x)B3(0)|0〉 = −∂2G+(x), (V.82c)

gdzie wykorzystali±my de�nicje funkcji D+(x) (E.4a) i G+(x) (E.4b), za± pojawiaj¡ca si¦
po raz pierwszy funkcja g+(x) jest zde�niowana nast¦puj¡co

g+(x) :=

∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

1

[k3]

∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−ik̄·x̄. (V.83)

Poniewa» mamy warunek cechowania A0 = αA1 B0 = αB1, wi¦c mo»emy ªatwo wyznaczy¢
nieznikaj¡ce funkcje Wightmana dla skªadowych A0 i B0

〈0|A0(x)B2(0)|0〉 = α〈0|A1(x)B2(0)|0〉 = −α(g+(x) + ∂3G+(x)), (V.84a)

〈0|A0(x)B3(0)|0〉 = α〈0|A1(x)B3(0)|0〉 = α∂2G+(x), (V.84b)

〈0|B0(x)A2(0)|0〉 = α〈0|B1(x)A2(0)|0〉 = αg+(x) + α∂3G+(x), (V.84c)

〈0|B0(x)A3(0)|0〉 = α〈0|B1(x)A3(0)|0〉 = −α∂2G+(x). (V.84d)

St¡d wszystkie mieszane funkcje Wightmana dla potencjaªów Aµ i Bν mo»emy zapisa¢
ogólnym wzorem

〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉 = −εµνλρ (nLC)λ ∂ρG+(x)− εµνλρ (nLC)λ nρ g+(x), (V.85a)

〈0|Bµ(x)Aν(0)|0〉 = +εµνλρ (nLC)λ ∂ρG+(x) + εµνλρ (nLC)λ nρ g+(x), (V.85b)
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gdzie 4-wektory nLCµ = (1, α, 0, 0) i nµ = (0, 0, 0, 1), a caªkowicie antysymetryczny tensor,
tak jak wcze±niej, unormowany jest przez warunek ε0123 = −ε0123 = 1.

5.2.3. Równowa»no±¢ rozwi¡za«

Uzyskane w wyniku kanonicznego kwantowania mieszane funkcje Wightmana w cechowa-
niu dLC1 porównamy z rozwi¡zaniami równania (IV.37). Oczywi±cie funkcje Wightmana
uzyskane tymi niezale»nymi drogami powinny by¢ równowa»ne. Warunek takiej równo-
wa»no±ci jest nast¦puj¡cy

〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉LC1 = 〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉Coul + ∂µΨν − ∂νΨµ, (V.86)

przy czym pojawiaj¡ce si¦ funkcje Ψµ zale»¡ od wyboru warunku cechowania. Otrzymu-
jemy nast¦puj¡cy ukªad równa«

∂3Ψ2 − ∂2Ψ3 = −αD+(x)− ∂1∂0∆−1 ? D+, (V.87a)

∂1Ψ2 − ∂2Ψ1 = −g+(x)− ∂3G+(x) + ∂3∂0∆−1 ? D+, (V.87b)

∂1Ψ3 − ∂3Ψ1 = ∂2G+(x)− ∂2∂0∆−1 ? D+, (V.87c)

∂0Ψ2 − ∂2Ψ0 = −αg+(x)− α∂3G+(x), (V.87d)

∂0Ψ3 − ∂3Ψ0 = α∂2G+(x), (V.87e)

∂0Ψ1 = ∂1Ψ0. (V.87f)

Aby go rozwi¡za¢ dziaªam pochodn¡ (∂0 − α∂1) na obie strony równa« i de�niuj¦ nowe
zmienne χµ = (∂0 − α∂1)Ψµ , dla których mamy nast¦puj¡cy ukªad równa«

∂3χ2 − ∂2χ3 = −α∂0(∂2
2 + ∂2

3)∆−1 ? D+, (V.88a)

∂1χ2 − ∂2χ1 = −α∂0∂1∂3∆−1 ? D+, (V.88b)

∂1χ3 − ∂3χ1 = α∂0∂1∂2∆−1 ? D+, (V.88c)

∂0χ2 − ∂2χ0 = −α∂3D+(x), (V.88d)

∂0χ3 − ∂3χ0 = α∂2D+(x), (V.88e)

∂0χ1 = ∂1χ0. (V.88f)

�atwo znale¹¢ rozwi¡zania tego ukªadu równa«, s¡ to χ2 = −α∂0∂3∆−1 ? D+(x),
χ3 = α∂0∂2∆−1 ? D+(x), χ0 = χ1 = 0. Mo»emy teraz wróci¢ do poszukiwanych funk-
cji Ψµ, które wygl¡daj¡ nast¦puj¡co

Ψ0 = Ψ1 = 0, (V.89a)

Ψ2 = −α∂0∂3∆−1 ? G+(x) (V.89b)

Ψ3 = α∂0∂2∆−1 ? G+(x). (V.89c)

Dla funkcji danych powy»szym wzorem rozwi¡zanie uzyskane na drodze kanonicznego
kwantowania w cechowaniu dLC1 i rozwi¡zanie (IV.46) s¡ równowa»ne.

46



V. Procedura Faddeeva-Jackiwa

5.3. Cechowanie dLC3

Warunek cechowania dLC3 narzucony na potencjaªy A0 − αA3 = 0 i B0 − αB3 = 0, gdzie
α = ±1, wprowadza do opisu dodatkowy wektor zerowy Nµ = (1, 0, 0,−α). Mo»emy
u»y¢ warunku cechowania, aby usun¡¢ skªadowe A0 i B0 z g¦sto±ci lagrangianu Zwanzigera
(III.5). Uzyskujemy wi¦c wyra»enie zawieraj¡ce skªadowe A3. B3 oraz Ai, Bi potencjaªów
cechowania, gdzie i ∈ {1, 2}. G¦sto±¢ lagrangianu dana wzorem

LdLC3
Zw =

1

2
[(∂0 − α∂3)A3]2 − 1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 −A3(J3 + αJ0)−AiJ i

+
1

2
[(∂0 − α∂3)B3]2 − 1

2
(∂3Bi − ∂iC3)2 −B3(K3 + αK0)−BiKi

− 1

2
εij(∂0Ai − α∂iA3) (∂3Bj − ∂jB3) +

1

2
εij∂iAj (∂0 − α∂3)B3

+
1

2
εij(∂0Bi − α∂iB3) (∂3Aj − ∂jA3)− 1

2
εij∂iBj (∂0 − α∂3)A3. (V.90)

jest punktem wyj±ciowym procedury kwantowania kanonicznego w tym cechowaniu.

5.3.1. Procedura kanoniczna

Tak zde�niowana g¦sto±¢ lagrangianu prowadzi do nast¦puj¡cych równa« Eulera-Lagrange'a

[
(∂0 − α∂3)2 −∆⊥

]
A3 + ∂3 (∂iAi + αεij∂iBj) = −J3 − αJ0, (V.91a)

∂3 (∂3Ai − ∂iA3) + εij∂3(∂0Bj − α∂jB3) = J i, (V.91b)[
(∂0 − α∂3)2 −∆⊥

]
B3 + ∂3 (∂iBi − αεij∂iAj) = −K3 − αK0, (V.91c)

∂3 (∂3Bi − ∂iB3)− εij∂3(∂0Aj − α∂jA3) = Ki, (V.91d)

za± kanoniczne sprz¦»one p¦dy wynosz¡

π3
A = (∂0 − α∂3)A3 −

1

2
εij∂iBj , π3

B = (∂0 − α∂3)B3 +
1

2
εij∂iAj , (V.92a)

πiA = −1

2
εij (∂3Bj − ∂jB3) , πiB =

1

2
εij (∂3Aj − ∂jA3) . (V.92b)

Z powy»szych równa« tylko ∂0A3 i ∂0B3 mo»emy wyrazi¢ jako funkcj¦ pól i p¦dów kano-
nicznych

∂0A3 = π3
A + α∂3A3 +

1

2
εij∂iBj , ∂0B3 = π3

B + α∂3B3 −
1

2
εij∂iAj , (V.93)

a pozostaªe równania de�niuj¡ wi¦zy ukªadu

ϕ1 = πiA +
1

2
εij (∂3Bj − ∂jB3) ' 0, (V.94a)

ϕ2 = πiB −
1

2
εij (∂3Aj − ∂jA3) ' 0. (V.94b)

s¡ to wi¦zy pierwotne drugiego rodzaju i jak ªatwo zauwa»y¢ {ϕ1(x), ϕ2(0)} = εij∂3δ
3(x).

G¦sto±¢ hamiltonianu uzyskujemy z g¦sto±ci lagrangianu przy u»yciu transformacji Legen-
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dre'a

HdLC3
can = πiA∂0Ai + πiB∂0Bi + π3

A∂0A3 + π3
B∂0B3 − LdLC3

Zw , (V.95)

co w efekcie prowadzi do nast¦puj¡cego wyra»enia na g¦sto±¢ hamiltonianu w cechowaniu
dLC3

HdLC3
can =

1

2

(
π3
A +

1

2
εij∂iBj

)2

+

(
π3
A −

1

2
εij∂iBj

)
α∂3A3 +

1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2

+
1

2

(
π3
B −

1

2
εij∂iAj

)2

+

(
π3
B +

1

2
εij∂iAj

)
α∂3B3 +

1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2

+ A3(J3 + αJ0) +AiJ
i +B3(K3 + αK0) +BiK

i. (V.96)

Tak jak we wcze±niejszych cechowaniach, pomijamy w tym wyra»eniu czªony b¦d¡ce zu-
peªn¡ pochodn¡, gdy» nie daj¡ one wkªadu do hamiltonianu. Wprowadzenie nowych pól

Π3
A := π3

A +
1

2
εij∂iBj , Π3

B := π3
B −

1

2
εij∂iAj , (V.97)

pozwala na zapisanie równa« ruchu w postaci równa« pierwszego rz¦du w pochodnych
czasowych

∂0A3 = Π3
A + α∂3A3, ∂0B3 = Π3

B + α∂3B3, (V.98a)

∂0Π3
A = α∂3Π3

A + ∆⊥A3 − ∂3 (∂iAi + αεij∂iBj)− J3 − αJ0, (V.98b)

∂0Π3
B = α∂3Π3

B + ∆⊥B3 − ∂3 (∂iBi − αεij∂iAj)−K3 − αK0, (V.98c)

∂0∂3Bi = α∂3∂iB3 + εij∂3 (∂3Aj − ∂jA3)− εijJ j , (V.98d)

∂0∂3Ai = α∂3∂iA3 − εij∂3 (∂3Bj − ∂jB3) + εijK
j , (V.98e)

co z kolei umo»liwia skorzystanie z procedury Faddeeva-Jackiwa kwantowania ukªadów
z wi¦zami. G¦sto±¢ hamiltonianu zapisana w nowych zmiennych wygl¡da nast¦puj¡co

HdLC3
can =

1

2

(
Π3
A

)2
+
(
Π3
A − εij∂iBj

)
α∂3A3 +

1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2

+
1

2

(
Π3
B

)2
+
(
Π3
B + εij∂iAj

)
α∂3B3 +

1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2

+ A3(J3 + αJ0) +AiJ
i +B3(K3 + αK0) +BiK

i. (V.99)

Nieznikaj¡cymi nawiasami Diraca s¡ wi¦c

{
A3(x),Π3

A(y)
}
D

= δ3(x− y), {∂3Ai(x), Bj(y)}D = εijδ
3(x− y), (V.100a){

B3(x),Π3
B(y)

}
D

= δ3(x− y), {∂3Bi(x), Aj(y)}D = −εijδ3(x− y), (V.100b)

za± komutatory wynosz¡ odpowiednio

[A3(x),Π3
A(y)] = iδ3(x− y), [B3(x),Π3

B(y)] = iδ3(x− y), (V.101a)

[A3(x), Bj(y)] = iεij
1

2
sgn(x3 − y3)δ2(x⊥ − y⊥). (V.101b)
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Musimy teraz znale¹¢ w naszym ukªadzie pola, które b¦d¡ albo modami kowariantnymi
albo niekowariantnymi. W tym celu przede�niujmy pola. Mo»emy nowe pola wyrazi¢ jako
nast¦puj¡ce kombinacje

Ai :=
1

2
(Ai + αεijBj) , Bi :=

1

2
(Bi + αεijAj) , (V.102)

które pod dziaªaniem transformacji dualno±ci elektromagnetycznej transformuj¡ si¦ w na-
st¦puj¡cy sposób Ai 7→ −αεijAj , Bi 7→ αεijBj . Nieznikaj¡ce nawiasy Diraca tych pól s¡
dane przez

{∂3Ai(x),Aj(y)}D = −{∂3Bi(x),Bj(y)}D =
α

2
δijδ

3(x− y), (V.103a)

a równania ruchu zapisuj¡ si¦ teraz jako

(∂0 − α∂3)A3 = Π3
A, (∂0 − α∂3)B3 = Π3

B, (V.104a)

(∂0 − α∂3) Π3
A = ∆⊥A3 − 2∂3∂iAi − J3 − αJ0, (V.104b)

(∂0 − α∂3) ΠC
3 = ∆⊥B3 + 2∂3αεij∂iAj −K3 − αK0, (V.104c)

(∂0 + α∂3) ∂3Ai = +εij∂j∂3B3 + α∂i∂3A3 +
1

2

(
αJ i + εijK

j
)
, (V.104d)

(∂0 − α∂3) ∂3Bi = −1

2

(
αKi + εijJ

j
)
. (V.104e)

Nast¦pnie de�niujemy dwa nowe pola Λ := ∂iAi−αΠ3
A, Λ̃ := −αεij∂iAj−αΠ3

B, które pod
dziaªaniem transformacji dualno±ci elektromagnetycznej przechodz¡ w siebie
Λ 7→ Λ̃ 7→ −Λ. Ostatecznie de�niujemy dwa kolejne pola A3 := A3 − 2∂3∆−1

⊥ Λ,
B3 := B3 − 2∂3∆−1

⊥ Λ̃ z transformacj¡ dualno±ci elektromagnetycznej A3 7→ B3 7→ −A3.
Efektywnie mamy wi¦c cztery mody kowariantne A3, B3, π3

A, π
3
B z równaniami ruchu

(∂0 − α∂3)A3 = Π3
A −∆−1

⊥
[
2∂3(αJ3 + J0) + ∂i(αJ

i + εijK
j)
]
, (V.105a)

(∂0 − α∂3)B3 = Π3
B −∆−1

⊥
[
2∂3(αK3 +K0) + ∂i(αK

i − εijJ j)
]
, (V.105b)

(∂0 + α∂3) Π3
A = ∆⊥A3 − J3 − αJ0, (V.105c)

(∂0 + α∂3) Π3
B = ∆⊥B3 −K3 − αK0, (V.105d)

i cztery mody niekowariantne Bi, Λ, Λ̃ z równaniami

(∂0 − α∂3) ∂3Bi = −1

2

(
αKi + εijJ

j
)
, (V.106a)

(∂0 − α∂3) ∂3Λ = ∂3(αJ3 + J0) +
1

2
∂i(αJ

i + εijK
j), (V.106b)

(∂0 − α∂3) ∂3Λ̃ = ∂3(αK3 +K0) +
1

2
∂i(αK

i − εijJ j), (V.106c)
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dla których mamy nast¦puj¡ce komutatory

[A3(x),A3(y)] = [B3(x),B3(y)] = −2iα∂x3 ∆−1
⊥ δ3(x− y), (V.107a)[

A3(x),Π3
A(y)

]
=
[
B3(x),Π3

B(y)
]

= iδ3(x− y), (V.107b)[
∂3Λ̃(x), Λ̃(y)

]
= [∂3Λ(x),Λ(y)] = − iα

2
∆⊥δ

3(x− y), (V.107c)

[∂3Bi(x),Bj(y)] = −iα
2

∆⊥δ
3(x− y). (V.107d)

Pozostaªe komutatory si¦ zeruj¡. Szczegóªy rachunku prowadz¡cego do powy»szych wzorów
znajduj¡ si¦ w dodatku (E.2). Aby równania byªy jak najprostsze, wprowadzam nowe pola
Φ = Λ + αεij∂3∂iBj i Φ̃ = Λ̃− ∂3∂iBi, bo to prowadzi do

(∂0 − α∂3) Φ = (∂0 − α∂3) Φ̃ = 0, (V.108a)

(∂0 − α∂3) ∂3Bi = −1

2

(
αKi + εijJ

j
)
. (V.108b)

Pole Bi pozostaje bez zmian, z równaniem ruchu danym przez (V.106a). Cz¦±¢ mo-
dów kowariantnych mo»emy przede�niowa¢ doª¡czaj¡c ªadunki elektryczne i magnetyczne
A3 = A3 − α∆−1

⊥ J0, C3 = B3 − α∆−1
⊥ K0. To prowadzi do nast¦puj¡cych równa«

(∂0 − α∂3) Π3
A = ∆⊥A3 − J3, (∂0 − α∂3) Π3

B = ∆⊥C3 −K3, (V.109a)

(∂0 − α∂3) A3 = Π3
A −∆−1

⊥
(
∂3(αJ3 + J0) + εij∂iK

j
)
, (V.109b)

(∂0 − α∂3) C3 = Π3
B −∆−1

⊥
(
∂3(αK3 +K0)− εij∂iJ j

)
. (V.109c)

Z komutatorów dla modów kowariantnych i niekowariantnych (V.107) znajduj¦ nieznikaj¡ce
komutatory dla nowo zde�niowanych pól

[A3(x),A3(y)] = [C3(x),C3(y)] = −2iα∂x3 ∆−1
⊥ δ3(x− y), (V.110a)[

A3(x), π3
A(y)

]
=

[
C3(x), π3

B(y)
]

= iδ3(x− y), (V.110b)

[∂3Bi(x),Bj(y)] = −iα
2
δijδ

3(x− y), (V.110c)

[Φ(x),Bi(y)] =
i

2
εij∂

x
j δ

3(x− y), (V.110d)[
Φ̃(x),Bi(y)

]
= i

α

2
∂xi δ

3(x− y), (V.110e)

a nast¦pnie, korzystaj¡c z metody opisanej dla poprzednich cechowa«, rozkªadam pola
na operatory kreacji i anihilacji oraz znajduj¦ funkcje Wightmana dla modów.
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5.3.2. Funkcje Wightmana

Niezerowe komutatory dla operatorów kreacji i anihilacji pól kowariantnych

[
a3(k), a†3(p)

]
=

[
c3(k), c†3(p)

]
= (2π)3 2|k|k3

k2
⊥

(|k| − αk3)2δ3(k − p), (V.111a)[
a3(k), pA†3 (p)

]
=

[
c3(k), pC†3 (p)

]
= i(2π)3 (2|k|(|k| − αk3)) δ3(k − p), (V.111b)[

pA3 (k), pA†3 (p)
]

=
[
pC3 (k), pC†3 (p)

]
= i(2π)32|k|k2

⊥δ
3(k − p), (V.111c)

prowadz¡ do nast¦puj¡cych niezerowych funkcji Wightmana

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 = 〈0|C3(x)C3(0)|0〉 =

=

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

(
2
k3

k2
⊥

(k3 − α|k|) + 1

)
eik·xe−i|k|x

0
, (V.112a)

〈0|A3(0)Π3
A(y)|0〉 = 〈0|C3(0)Π3

B(y)|0〉 =

= i

∫
d3k

(2π)3

1

2|k|
(|k| − αk3) eik·xe−i|k|x

0
, (V.112b)

〈0|Π3
A(x)Π3

A(0)|0〉 = 〈0|ΠB
3 (x)ΠB

3 (0)|0〉 =

∫
d3k

(2π)3

k2
⊥

2|k|
eik·xe−i|k|x

0
(V.112c)

Dla pól Bi, Φ oraz Φ̃ mamy nast¦puj¡ce relacje komutacyjne na operatory kreacji i anihilacji

[
ci(k), c†j(p)

]
=

α

2k3
δij(2π)3δ3(k − p), (V.113a)[

ϕ(k), c†i (p)
]

=
1

2
εijkj(2π)3δ3(k − p), (V.113b)[

ϕ̃(k), c†i (p)
]

=
α

2
ki(2π)3δ3(k − p) (V.113c)

i wynikaj¡ce z nich niezerowe funkcje Wightmana

〈0|Bi(x)Bj(0)|0〉 =
α

2
δij

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π

1

k3
e−ik⊥x⊥e−ik3x

3
e−iαk3x

0
, (V.114a)

〈0|Φ(x)Bi(0)|0〉 =
1

2
εij

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π
kje
−ik⊥x⊥e−ik3x

3
e−iαk3x

0
, (V.114b)

〈0|Φ̃(x)Bi(0)|0〉 =
α

2

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π
kie
−ik⊥x⊥e−ik3x

3
e−iαk3x

0
, (V.114c)

Pami¦taj¡c o zwi¡zkach ª¡cz¡cych nowo wprowadzone pola z polami wyj±ciowymi

A3 = A3 + 2∆−1
⊥ (Φ− αεij∂3∂iBj), (V.115a)

B3 = C3 + 2∆−1
⊥ (Φ̃ + ∂3∂iBi), (V.115b)

Ai = ∂i∆
−1
⊥ (∂−1

3 Φ + αΠ3
A) + εij∂j∆

−1
⊥ (α∂−1

3 Φ̃ + Π3
B), (V.115c)

Bi = ∂i∆
−1
⊥ (2∂jBj + ∂−1

3 Φ̃ + αΠ3
B)− εij∂j∆−1

⊥ (α∂−1
3 Φ + Π3

A). (V.115d)
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mo»emy wyznaczy¢ funkcje Wightmana dla potencjaªów cechowania, np.

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 =

∫
d3k

(2π)3

1

2|k|

(
2
k3

k2
⊥

(k3 − α|k|) + 1

)
eik·xe−i|k|x

0
+

− 2α

∫
d2k⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π

k3

k2
⊥
e−ik⊥x⊥e−ik3x

3
e−iαk3x

0
. (V.116)

Je±li wprowadzimy zde�niowan¡ wcze±niej funkcj¦ D+(x) oraz

f+(x) :=

∫
R2

dk⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π
e−ik⊥x⊥+k3(x3+αx0) (V.117)

mo»emy uzyskane wyniki zapisa¢ w zwartej formie i ostatecznie otrzymujemy nast¦puj¡ce
nieznikaj¡ce funkcje Wightmana dla pól Aµ i Bµ

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 =− 2α∂3(∂0 + α∂3)∆−1
⊥ ? D+(x)−D+(x)+

+ 2iα∂3∆−1
⊥ ? f+(x), (V.118a)

〈0|A3(x)Ai(0)|0〉 =− α∂i(∂0 + α∂3)∆−1
⊥ ? D+(x) + iα∂i∆

−1
⊥ ? f+(x), (V.118b)

〈0|Ai(x)Aj(0)|0〉 =− δijD+(x), (V.118c)

〈0|A3(x)Bi(0)|0〉 =εij∂j(∂0 + α∂3)∆−1
⊥ ? D+(x)− iεij∂j∆−1

⊥ ? f+(x), (V.118d)

〈0|Ai(x)Bj(0)|0〉 =− αεijD+(x), (V.118e)

za± pozostaªe niezerowe funkcje Wightmana mo»emy odtworzy¢ korzystaj¡c z transformacji
dualno±ci oraz warunku cechowania A0 = αA3, B0 = αB3.

5.3.3. Równowa»no±¢ rozwi¡za«

Mieszane funkcje Wightmana w cechowaniu dLC3 otrzymane na drodze kwantowania ka-
nonicznego porównamy z rozwi¡zaniami równania (IV.37). Oczywi±cie uzyskane funkcje
Wightmana by¢ równowa»ne, przy czym warunek równowa»no±ci jest nast¦puj¡cy

〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉LC3 = 〈0|Aµ(x)Bν(0)|0〉Coul + ∂µΨν − ∂νΨµ, (V.119)

przy czym pojawiaj¡ce si¦ funkcje Ψµ zale»¡ od wyboru warunku cechowania. Otrzymu-
jemy nast¦puj¡cy ukªad równa«

∂1Ψ2 − ∂2Ψ1 = ∂3∂0∆−1 ? D+(x)− αD+(x), (V.120a)

∂1Ψ3 − ∂3Ψ1 = −
(
∂2∂0∆−1 + ∂2(∂0 + α∂3)∆−1

⊥
)
? D+(x) + iα∂1∆−1

⊥ f+(x), (V.120b)

∂2Ψ3 − ∂3Ψ2 =
(
∂1∂0∆−1 + ∂1(∂0 + α∂3)∆−1

⊥
)
? D+(x) + iα∂2∆−1

⊥ f+(x), (V.120c)

∂1Ψ0 − ∂0Ψ1 = −α∂2(∂0 + α∂3)∆−1
⊥ ? D+(x) + i∂1∆−1

⊥ f+(x), (V.120d)

∂2Ψ0 − ∂0Ψ2 = −α∂1(∂0 + α∂3)∆−1
⊥ ? D+(x) + i∂2∆−1

⊥ f+(x), (V.120e)

∂3Ψ0 − ∂0Ψ3 = 0 (V.120f)
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Kombinacja trzech ostatnich równa« daje nam warunek Ψ0 = ∂0∂n∆−1Ψn + i∆−1f+(x).
Je±li zaªo»ymy, »e ∂1Ψ1 + ∂2Ψ2 + ∂3Ψ3 = 0 wówczas Ψ0 = i∆−1f+(x), za± kombinacja
równa« (V.120b) i (V.120c) daje Ψ3 = iα∆−1f+(x). W podobny sposób znajdujemy
pozostaªe funkcje i ostatecznie uzyskujemy

Ψ0 = i∆−1f+(x), (V.121a)

Ψ1 = α∂0∂2(∂0 + α∂2)∆−1
⊥ ? D+(x)− iα∂1∂3∆−1

⊥ f+(x), (V.121b)

Ψ2 = −α∂0∂1(∂0 + α∂2)∆−1
⊥ ? D+(x) + iα∂2∂3∆−1

⊥ f+(x), (V.121c)

Ψ3 = iα∆−1f+(x). (V.121d)

Dla tak wyznaczonych funkcji mieszane funkcje Wightmana uzyskane w wyniku kanonicz-
nego kwantowania w cechowaniu dLC3 i rozwi¡zanie (IV.46) s¡ równowa»ne.
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VI. Kwantowanie kanoniczne ukªadów z

wi¦zami - procedura Diraca

Teoria pola z cechowaniem abelowym nieuchronnie prowadzi do pojawienia si¦ wi¦zów
w procedurze kanonicznej. Jest to zwi¡zane z oczywist¡ obserwacj¡, »e w niezmiennicza
wzgl¦dem cechowania g¦sto±¢ lagrangianu budowana jest z czªonow typu ∂[µAν] i ∂[µBν]. A
to oznacza, »e nie mog¡ pojawia¢ si¦ czªony zawieraj¡ce ∂0A0 i ∂0B0. To oznacza, »e p¦dy
kanonicznie π0

A i π0
B sprz¦»one odpowiednio do skªadowej potencjaªów A0 i B0 znikaj¡.

Z drugiej strony kanoniczne nawiasy Poissona (NP) dla tych zmiennych s¡ nieznikaj¡ce{
A0(x), π0

A(y)
}
NP

= δ3(x− y),
{
B0(x), π0

B(y)
}
NP

= δ3(x− y). (VI.1)

To oznacza konieczno±¢ zastosowania spójnej procedury kanonicznej dla ukladu z wi¦zami.
Mo»emy wybra¢ albo metod¦Diraca [53] albo metod¦ Faddeeva-Jackiwa [50], [52]. Obie
metody mo»na zastosowa¢ zarowno do ukªadów mechanicznych jak i w teorii pola. Pro-
cedura Diraca rozró»nia wi¦zy 1-ego rodzaju i wi¦zy 2-ego rodzaju. Wi¦zy 1-ego

rodzaju w teorii pola z cechowaniem pojawiaj¡ si¦ jako konsekwencja symetrii cechowa-
nia g¦sto±ci lagrangianu. Nale»y doda¢ dodatkowy warunek na zmienne kanoniczne

(pola i p¦dy kanoniczne), który b¦dzie miaª niezerowe nawiasy Poissona z wi¦zami 1-ego ro-
dzaju. Cz¦sto taki dodatkowy warunek nosi nazw¦ warunku cechowania. Oznacza to, »e
metoda Diraca, która startuje z g¦sto±ci lagrangianu niezmienniczej wzgl¦dem transforma-
cji cechowania pozwala na wprowadzenie jedynie niekowariantnych warunków cechowania:
∇ ·A = 0, N ·A = 0, natomiast kowariantny warunek cechowania ∂µAµ = 0 jest bez-
po±rednio nieosi¡galny. W zastosowaniach praktycznych cz¦sto u»ywa si¦ caªek po trajek-
toriach, które pozwalaj¡ wyznaczy¢ funkcjonaª generuj¡cy funkcje Greena dla kwantowej
teorii pola z cechowaniem. Takie caªki po trajektoriach de�niuje si¦ dla zredukowanej
przestrzeni fazowej, która jest ostatecznym wynikiem metody Diraca. Wykazuje si¦
potem, »e dla obiektów niezmienniczych wzgl¦dem cechowania mo»na przetransformowa¢
funkcjonaª generuj¡cy do cechowania kowariantnego. Sytuacja zmienia si¦ znacz¡co, je-
»eli wybierzemy warunek cechowania przed rozpoczeciem procedury Diraca. Mo»emy to
uczyni¢ bezpo±rednio, gdy z warunku cechowania mo»emy wyznaczy¢ skªadow¡ pola ce-
chowania A0 i B0, a nast¦pnie wyeliminowa¢ je z lagrangianu. To powoduje, »e nie musimy
ju» rozwa»a¢ p¦dów kanonicznych π0

A i π0
B. Mog¡ si¦ pojawia¢ inne wi¦zy, ale b¦d¡ one

ju» 2-ego rodzaju. Taka sytuacja zachodzi dla cechowa« rozpatrywanych w poprzednim
rozdziale, gdzie u»ywali±my procedury uproszczonej - metody Faddeeva-Jackiwa. Dla po-
równania podaj¦ zasadnicze kroki w obu procedurach kanonicznych.
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Metoda Diraca

G¦sto±¢ lagrangianu

⇓
P¦dy uogólnione

⇓
Nawiasy Poissona

⇓
Wi¦zy pierwotne

⇓
G¦sto±¢ hamiltonianu

rozszerzonego

⇓
Wi¦zy wtórne

⇓
Dodatkowe warunki dla

wi¦zów 1-go rodzaju

⇓
Nawiasy Diraca

⇓
Zredukowana przestrze« fazowa

⇓
Hamiltonian Diraca

Metoda Faddeeva-Jackiwa

G¦sto±¢ lagrangianu

⇓
P¦dy uogólnione

⇓
Równania Eulera-Lagrange'a

⇓
Zmienne niedynamiczne

⇓
Efektywne równania

dynamiczne

⇓
Hamiltonowskie

równania ruchu

⇓
Hamiltonian Diraca

⇓
Nawiasy Diraca

Mo»emy równie» wprowadzi¢ warunki cechowania po±rednio przy u»yciu dodatkowych
pól - mno»ników Lagrange'a. Ta metoda b¦dzie u»yta w obecnym rozdziale dla cechowa-
nia kulombowskiego ∇ ·A = 0 i ∇ ·B = 0. Te nowe pola mno»ników Lagrange'a nale»y
traktowa¢ jak wspóªrz¦dne kanoniczne, wyznaczy¢ dla nich p¦dy sprz¦»one, które zazwy-
czaj b¦d¡ zerowe. To oznacza, »e taka teoria ma szersz¡ przestrze« fazow¡, ale z wi¦ksz¡
liczb¡ wi¦zów. Na zako«czenie procedury Diraca, wyznaczamy zredukowan¡ przestrze«
fazow¡, która, jak si¦ tego spodziewamy, powinna by¢ niezale»na od wyboru warunków
cechowania i metody ich wprowadzenia, oraz zawiera¢ jedynie �zyczne stopnie swobody.
W przypadku elektrodynamiki kwantowej powinny to by¢ dwa poprzeczne dynamiczne
fotony oraz oddziaªywanie bezpo±rednie pomi¦dzy ªadunkami i pr¡dami.

6.1. Cechowanie Coulomba dla modelu 1-potencjaªowego

Wprowadzamy warunek cechowania Coulomba∇ ·A = ∂mAm = 0 do g¦sto±ci lagrangianu
przez pole mno»nika Lagrange'a Λ

LCoul =
1

2
(F0m)2 − 1

4
(Fmn)2 +AµJ

µ + Λ∂mAm, (VI.2)
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gdzie Fµν = ∂µAν − ∂νAµ oraz m,n ∈ {1, 2, 3}. Jawna posta¢ g¦sto±ci lagrangianu

LCoul =
1

2
(∂0Am − ∂mA0)2 − 1

4
(Fmn)2 +AµJ

µ + Λ∂mAm, (VI.3)

umo»liwia proste wyliczenie p¦dów kanoniczne sprz¦»onych do wszystkich skªadowych pól

πΛ =
∂LCoul
∂Λ̇

= 0, π0 =
∂LCoul
∂Ȧ0

= 0, πm =
∂LCoul
∂Ȧm

= ∂0Am − ∂mA0, (VI.4)

gdzie kropka oznacza pochodn¡ cz¡stkow¡ ∂0. To oznacza, »e ukªad ma wi¦zy pierwotne:
ϕΛ = πΛ ≈ 0, ϕ0 = π0 ≈ 0. Kanoniczna g¦sto±¢ hamiltonianu jest zde�niowana przez
transformacj¦ Legendre'a przy u»yciu powy»szych p¦dów kanonicznych

Hcoulcan = πm∂0Am + π0∂0A0 + πΛ∂0Λ− LCoul =

=
1

2
(πm)2 +

1

4
(Fmn)2 −A0

(
∂mπ

m + J0
)
− Λ∂mAm −AmJm, (VI.5)

gdzie wykorzystali±my wzory de�niuj¡ce p¦dy kanoniczne. W nast¦pnym kroku doda-

jemy wi¦zy pierwotne ϕΛ, ϕ0 do kanonicznej g¦sto±ci hamiltonianu, przez wprowadze-
nie nowych mno»ników Lagrange'a uΛ and u0, to prowadzi do g¦sto±ci hamiltonianu

rozszerzonego

Hroz = Hcoulcan + uΛϕ
Λ + u0ϕ

0 =
1

2
(πm)2 +

1

4
(Fmn)2−

−A0

(
∂mπ

m + J0Λ
)
−AmJm − Λ∂mAm + uΛπ

Λ + u0π
0. (VI.6)

Wprowadzamy kanoniczne nawiasy Poissona (NP) dla wszystkich skªadowych pól i p¦-
dów dla ustalonego czasu t0 i warto±¢ tego argumentu opuszczamy w poni»szych wzorach

{
Λ(x), πΛ(y)

}
NP

=
{
A0(x), π0(y)

}
NP

= δ3(x− y), (VI.7a)

{Am(x), πn(y)}NP = δmnδ
3(x− y), (VI.7b)

podczas gdy pozostaªe nawiasy znikaj¡. Te nawiasy Poissona i g¦sto±¢ hamiltonianu rozsze-
rzonego b¦dziemy wykorzystywa¢ w równaniach ruchu Hamiltona. To pozwala wprowadzi¢
warunki stacjonarno±ci na wi¦zy pierwotne przy pomocy równa« Hamiltona

χΛ(x) = ϕ̇Λ(x) =
{

ΠΛ(x), Hroz
}
NP

= ∂mAm(x) ≈ 0, (VI.8a)

χ0(x) = ϕ̇0(x) =
{
π0(x), Hroz

}
NP

= ∂mπ
m(x) + J0(x) ≈ 0, (VI.8b)

gdzie Hroz =
∫
d3y Hroz(y). �¡danie, aby wi¦zy pierwotne byªy staªe w czasie generuje

tutaj wi¦zy wtórne: χΛ ≈ 0, χ0 ≈ 0. Procedura narzucania warunku stacjonarno±ci jest
powtarzana i generuje kolejne wi¦zy wtórne: ηΛ i η0

ηΛ(x) = χ̇Λ(x) = ∂m {Am(x), Hroz}NP = ∂mπ
m(x) + ∆A0(x) ≈ 0, (VI.9a)

η0(x) = χ̇0(x) = ∂0J
0(x) + ∂m {πm(x), Hroz}NP = ∂µJ

µ(x)−∆Λ(x) ≈ 0, (VI.9b)
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gdzie w równaniu Hamiltona pojawia si¦ rownie» pochodna jawnej zale»no±ci od czasu.
W tym punkcie zauwa»my, »e warto przede�niowa¢ wi¦zy wtórne, wprowadzaj¡c ich
liniow¡ kombinacj¦ η̃Λ = ηΛ − χ0 = ∆A0 − J0 ≈ 0 i u»ywa¢ jej zamiast ηΛ ≈ 0. Teraz
mo»emy powróci¢ do nakªadania warunków stacjonarno±ci dla η̃Λ i η0

˙̃ηΛ(x) = −∂0J
0(x) + ∆ {A0(x), Hroz}NP = −∂0J

0(x) + ∆u0(x) ≈ 0, (VI.10a)

η̇0(x) = −∂0∂µJ
µ(x)−∆ {Λ(x), Hroz}NP = −∂0∂µJ

µ(x)−∆uΛ(x) ≈ 0. (VI.10b)

Te warunki mog¡ by¢ speªnione przez dobór mno»ników Lagrange'a uΛ i u0, st¡d nie s¡

ju» one wi¦zami wtórnymi i proces generowania kolejnych wi¦zów wtórnych ko«czy si¦
tutaj. Mamy wi¦c 6 wi¦zów: 2 pierwotne i 4 wtórne, dla których wprowadzamy oznaczenia
ΦK ≈ 0, K ∈ {1, . . . , 6}, gdzie

Φ1 = ϕΛ = πΛ ≈ 0, Φ2 = η0 = ∂µJ
µ −∆Λ ≈ 0, (VI.11a)

Φ3 = η̃Λ = ∆A0 − J0 ≈ 0, Φ4 = ϕ0 = π0 ≈ 0, (VI.11b)

Φ5 = χ0 = ∂mπ
m + J0 ≈ 0, Φ6 = χΛ = ∂mAm ≈ 0. (VI.11c)

Wyliczamy macierz nawiasów Poissona dla wszystkich wi¦zów, czyli
MKL(x,y) = {ΦK(x),ΦL(y)}NP , K,L ∈ {1, . . . , 6}. Nast¦pnie znajdujemy macierz do
niej odwrotn¡M−1

KL(x,y), któr¡ wyznaczamy z relacji∫
R3

d3zM−1
KL′(x, z)ML′L(z,y) =

∫
R3

d3zMKL′(x, z)M−1
L′L(z,y) = δKLδ

3(x− y),

(VI.12)
gdzie sumujemy po powtarzaj¡cym si¦ indeksie L′ - konwencja sumacyjna Einsteina.
W naszym przypadku znajdujemy

MKL(x,y) =



ϕΛ η0 η̃Λ ϕ0 χ0 χΛ

ϕΛ 0 1 0 0 0 0

η0 −1 0 0 0 0 0

η̃Λ 0 0 0 1 0 0

ϕ0 0 0 −1 0 0 0

χ0 0 0 0 0 0 1

χΛ 0 0 0 0 −1 0


∆ δ3(x− y), (VI.13)

58



VI. Procedura Diraca

gdzie jawnie zostaªy zapisane indeksy wierszy i kolumn. Macierz odwrotna ma posta¢

M−1
AB(x,y) =



ϕΛ η0 η̃Λ ϕ0 χ0 χΛ

ϕΛ 0 −1 0 0 0 0

η0 1 0 0 0 0 0

η̃Λ 0 0 0 −1 0 0

ϕ0 0 0 1 0 0 0

χ0 0 0 0 0 0 −1

χΛ 0 0 0 0 1 0


∆−1(x− y), (VI.14)

gdzie ∆−1(x) = −1/(4π|x|) jest odwrotno±ci¡ operatora Laplace'a. Je±li macierz MAB

jest odwracalna, czyli nieosobliwa, mówimy wówczas, »e wszystkie wi¦zy ΦA s¡ drugiego
rodzaju. Mo»emy zde�niowa¢ nawiasy Diraca (ND) dla dowolnych pól ψa i ψb jako

{ψa(x), ψb(y)}ND = {ψα(x), ψβ(y)}NP −
∑
K,L

∫
R3

d3w

∫
R3

d3z {ψα(x),ΦK(w)}NP ×

×M−1
KL(w − z) {ΦL(z), ψβ(y)}NP . (VI.15)

Ta de�nicja prowadzi do ogólnej wªasno±ci, »e nawiasy Diraca dla wi¦zów znikaj¡ identycz-
no±ciowo

{ΦK(x), ψβ(y)}ND ≡ 0 (VI.16)

St¡d mo»emy poªo»y¢ dla wszystkich wi¦zów ΦK(x) = 0 i zredukowa¢ liczb¦ niezale»nych
stopni swobody. Poniewa» wyj±ciowa przestrze« fazowa zawieraªa 10 niezale»nych skªa-
dowych pól i p¦dów, to w zredukowanej przestrzeni fazowej pozostaj¡ 4 niezale»ne
stopnie swobody. Pozostaje jedynie jeden nieznikaj¡cy nawias Diraca

{Am(x), πn(y)}ND =
{
Am(x), πj(y)

}
NP
−
∫
R3

d3w

∫
R3

d3z
{
Am(x), χ0(w)

}
NP
×

×(−)∆−1(w − z)
{
χΛ(z), πn(y)

}
NP

= δmnδ
3(x− y) +

+

∫
R3

d3w

∫
R3

d3z ∂wmδ
3(x−w)∆−1(w − z)∂znδ

3(z − y) =

= δmnδ
3(x− y) + ∂xm∂

y
n∆−1(x− y)

df
= δTrmn(x− y). (VI.17)

Mo»emy traktowa¢ inne wi¦zy χ0 = 0, η̃Λ = 0 i η0 = 0 jako równania na wielko±ci
niedynamiczne:

∂iπ
i = −J0, A0 = ∆−1 ? J0, Λ = ∆−1 ? ∂µJ

µ, (VI.18)

pola p¦dów dane s¡ przez

πm = πmTr − ∂m∆−1 ? J0, ∂mπ
m
Tr ≡ 0. (VI.19)

G¦sto±¢ hamiltonianu Diraca w przestrzeni zredukowanej ma posta¢

HDirac = Hext |ΦA=0=
1

2
(πmTr)

2 −ATrm Jm +
1

4
(Fmn)2 − 1

2
J0∆−1 ? J0. (VI.20)
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6.2. Cechowanie Coulomba dla modelu Zwanzigera

Procedura Diraca mo»e by¢ zastosowana do kwantyzacji modelu Zwanzigera z warunkiem
cechowania Coulomba nakªadanym na obydwa potencjaªy cechowania ∂iAi + ∂3A3 = 0
i ∂iBi + ∂3B3 = 0. W tym celu wprowadzamy dodatkowe czªony ΛA(∂iAi + ∂3A3)
i ΛB(∂iBi + ∂3B3) do g¦sto±ci lagrangianu Zwanzigera, gdzie ΛA i ΛB s¡ polami mno»-
ników Lagrange'a, które traktujemy jako peªnoprawne pola w procedurze kwantowania
kanonicznego. Dlatego punktem wyj±cia jest g¦sto±¢ lagrangianu

LcoulZw =
1

2
(∂3A0 − ∂0A3)2 − 1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 −A · J + ΛA(∂iAi + ∂3A3)

+
1

2
(∂3B0 − ∂0B3)2 − 1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2 −B ·K + ΛB(∂iBi + ∂3B3)

− 1

2
εij(∂0Ai − ∂iA0) (∂3Bj − ∂jB3)− 1

2
εij∂iAj (∂3B0 − ∂0B3)

+
1

2
εij(∂0Bi − ∂iB0) (∂3Aj − ∂jA3) +

1

2
εij∂iBj (∂3A0 − ∂0A3) . (VI.21)

P¦dy kanonicznie wynosz¡ w tym cechowaniu

πA0 = 0, πB0 = 0, (VI.22a)

πA3 = ∂0A3 − ∂3A0 −
1

2
εij∂iBj , πB3 = ∂0B3 − ∂3B0 +

1

2
εij∂iAj , (VI.22b)

πAi = −1

2
εij(∂3Bj − ∂jB3), πBi =

1

2
εij(∂3Aj − ∂jA3), (VI.22c)

πAΛ = 0, πBΛ = 0 (VI.22d)

Tylko równania (VI.22b) zawieraj¡ w sobie pochodne po czasie potencjaªów i pozwalaj¡
na wyznaczenie ∂0A3 i ∂0B3. Pozostaªe równania de�niuj¡ osiem wi¦zów pierwotnych

ϕA0 = πA0 ≈ 0, ϕB0 = πB0 ≈ 0, ϕAΛ = πAΛ ≈ 0, ϕBΛ = πBΛ ≈ 0, (VI.23a)

ϕAi = πAi +
1

2
εij(∂3Bj − ∂jB3) ≈ 0, ϕBi = πBi −

1

2
εij(∂3Aj − ∂jA3) ≈ 0. (VI.23b)

Postulujemy kanoniczne reguªy komutacyjne dla potencjaªów i sprz¦»onych do nich p¦dów
oraz pól mno»ników Legendre'a i ich p¦dów kanonicznych

{Aα(x), πβA(y)}NP = δαβδ
3(x− y), {ΛA(x), πAΛ (y)}NP = δ3(x− y), (VI.24a)

{Bα(x), πβB(y)}NP = δαβδ
3(x− y), {ΛB(x), πBΛ (y)}NP = δ3(x− y), (VI.24b)

gdzie α, β ∈ {0, 1, 2, 3,Λ}, za± pozostaªe nawiasy Poissona znikaj¡. G¦sto±¢ hamiltonianu
kanonicznego dla ukªadu dostajemy, korzystaj¡c z transformacji Legendre'a

Hcoulcan = π0
A∂0A0 + πiA∂0Ai + π3

A∂0A3 + πΛ
A∂0ΛA + π0

B∂0B0 +

+ πiB∂0Bi + π3
B∂0B3 + πΛ

B∂0ΛB − LcoulZw . (VI.25)

Procedura Diraca dla kwantowania ukªadów z wi¦zami wymaga, aby wprowadzi¢ hamil-
tonian rozszerzony, w którym pojawiaj¡ si¦ nowe pola mno»ników Lagrange'a dla wyzna-
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czonych wi¦zów pierwotnych. W rozpatrywanym obecnie przypadku oznacza to g¦sto±¢
hamiltonianu rozszerzonego

Hroz = Hcoulcan + uA0 ϕ
A
0 + uAi ϕ

A
i + uAΛϕ

A
Λ + uB0 ϕ

B
0 + uBi ϕ

B
i + uBΛϕ

B
Λ , (VI.26)

który mo»emy zapisa¢ jawnie w skªadowych potencjaªów jako

Hroz =
1

2
(π3
A +

1

2
εij∂iBj)

2 + ∂3A0(π3
A −

1

2
εij∂iBj) +

1

2
(∂3Ai − ∂iA3)2 +

+
1

2
(π3
B −

1

2
εij∂iAj)

2 + ∂3B0(π3
A +

1

2
εij∂iAj) +

1

2
(∂3Bi − ∂iB3)2 +

− ΛA(∂iAi + ∂3A3)− ΛB(∂iBi + ∂3B3) +A · J +B ·K +

+ uA0 π
0
A + uAi (πiA +

1

2
εij(∂3Bj − ∂jB3)) + uAΛπ

Λ
A +

+ uB0 π
0
B + uBi (πiB −

1

2
εij(∂3Aj − ∂jA3)) + uBΛπ

Λ
B (VI.27)

To wyznacza hamiltonian rozszerzony Hroz =
∫
d3xHroz(x), który mo»e by¢ u»yty to

generowania równa« ruchu jako równa« Hamiltona. To pozwala na wyznaczanie warun-
ków stacjonarno±ci dla wi¦zów pierwotnych, które mog¡ sta¢ si¦ nowymi wi¦zami
- wi¦zami wtórnymi. Rozpocznijmy od warunku stacjonarno±ci dla wi¦zu pierwotnego
ϕA0

χA0 (x) = ϕ̇A0 (x) = {ϕA0 (x), Hroz}NP =

∫
R3

d3y{πA0 (x), A0(y)}NP
∂Hroz(y)

∂A0(y)
=

= ∂3π
3
A(x)− 1

2
εij∂3∂iBj(x)− J0(x) ≈ 0, (VI.28)

czyli otrzymujemy wi¡z wtórny χA0 ≈ 0. Analogicznie post¦puj¡c dla pozostaªych wi¦zów
pierwotnych uzyskujemy nast¦puj¡ce warunki stacjonarno±ci

χAi = ϕ̇Ai = ∂3(∂3Ai − ∂iA3)− εij∂j∂3B0 − J i − ∂iΛA + εij∂3u
B
j ≈ 0, (VI.29a)

χAΛ = ϕ̇AΛ = ∂iAi + ∂3A3 ≈ 0. (VI.29b)

Poniewa» równanie (VI.29a) mo»emy speªni¢ poprzez odpowiedni dobór mno»nika uBj
w ka»dej chwili t, wi¦c nie jest ono wi¦zem wtórnym. Oczywi±cie χAΛ ≈ 0 jest wi¦zem
wtórnym. W nast¦pnym kroku nakªadamy warunki stacjonarno±ci dla wi¦zów wtórnych:
χA0 ≈ 0 i χAΛ ≈ 0, co prowadzi do

ηA0 = χ̇A0 = −∂3∂i(∂3Ai − ∂iA3)− ∂2
3ΛA − εij∂3∂iu

B
j − ∂3J

3 − ∂0J
0 ≈ 0, (VI.30a)

ηAΛ = χ̇AΛ = ∂3π
3
A +

1

2
εij∂3∂iBj + ∂2

3A0 + ∂iu
A
i ≈ 0. (VI.30b)

Te relacje nie s¡ wi¦zami wtórnymi, bo mo»na je speªni¢ w ka»dej chwili t poprzez wybór
mno»nikow uBj i uAi .
Podobny rachunek musimy przeprowadzi¢ dla pozostaªych wi¦zów pierwotnych: ϕB0 ≈ 0,
ϕBi ≈ 0 i ϕBΛ ≈ 0. Ale mo»emy wykorzysta¢ fakt, »e mamy symetri¦ dualno±ci i zamiast
bezpo±redniego rachunku mo»emy z wyznaczonych powy»ej wi¦zów wtórnych, przy pomocy
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transformacji dualno±ci, wygenerowa¢ warunki stacjonarno±ci

χB0 = ∂3π
3
B +

1

2
εij∂3∂iAj −K0 ≈ 0, (VI.31a)

χBi = ∂3(∂3Bi − ∂iB3) + εij∂j∂3A0 −Ki − ∂iΛB − εij∂3u
A
j ≈ 0, (VI.31b)

χBΛ = ∂iBi + ∂3B3 ≈ 0, (VI.31c)

ηB0 = −∂3∂i(∂3Bi − ∂iB3)− ∂2
3ΛB + εij∂3∂iu

A
j − ∂3K

3 − ∂0K
0 ≈ 0, (VI.31d)

ηBΛ = ∂3π
3
B −

1

2
εij∂3∂iAj + ∂2

3B0 + ∂iu
B
i , (VI.31e)

z których χB0 ≈ 0 i χBΛ ≈ 0 s¡ wi¦zami wtórnymi. Mo»e si¦ wydawa¢, »e to ju» ko«czy
procedur¦ generowania wi¦zów wtórnych, bo przez dobór mno»ników Lagrange'a uBj i uAi
oraz uAj i uBi mo»emy speªni¢ odpowiednio relacje ηA0 ≈ 0 i ηAΛ ≈ 0 oraz ηB0 ≈ 0 i ηBΛ ≈ 0
w ka»dej chwili t. Jednak zauwa»amy, »e kombinacje liniowe warunków stacjonarno±ci,
które zawieraªy mno»niki Lagrange'a (uA,B) i nie byªy przez nas klasy�kowane jako wi¦zy
wtórne

η̃A0 = ηA0 + ∂iχ
A
i = −∆ΛA − ∂0J

0 − ∂iJ i − ∂3J
3 ≈ 0, (VI.32a)

η̃AΛ = ηAΛ − χA0 + εij∂
−1
3 ∂iχ

B
j = ∆A0 − J0 + εij∂iK

j ≈ 0, (VI.32b)

η̃B0 = ηB0 + ∂iχ
B
i = −∆ΛB − ∂0K

0 − ∂iKi − ∂3K
3 ≈ 0, (VI.32c)

η̃BΛ = ηBΛ − χB0 − εij∂−1
3 ∂iχ

A
j = ∆B0 −K0 − εij∂iJ j ≈ 0, (VI.32d)

nie zawieraj¡ ju» tych mno»ników. St¡d musimy uzna¢, »e η̃A0 ≈ 0 i η̃AΛ ≈ 0 oraz η̃B0 ≈ 0
i η̃BΛ ≈ 0 s¡ wi¦zami wtórnymi. To oznacza konieczno±¢ naªo»enia nowych warunków

stacjonarno±ci, które wyliczamy

ξA0 = ˙̃ηA0 = −∆uAΛ − ∂0(∂0J
0 + ∂iJ

i + ∂3J
3) ≈ 0, (VI.33a)

ξA3 = ˙̃ηA3 = ∆uA0 − ∂0J
0 + εij∂0∂iK

j ≈ 0. (VI.33b)

A z transformacji dualno±ci mamy

ξB0 = −∆uBΛ − ∂0(∂0K
0 + ∂iK

i + ∂3K
3) ≈ 0, (VI.34a)

ξB3 = ∆uB0 − ∂0K
0 − εij∂0∂iJ

j ≈ 0. (VI.34b)

Tym razem to ju» rzeczywi±cie koniec generowania nowych wi¦zów, bo poprzez odpowiedni
dobór mno»ników Lagrange'a uAΛ i uA0 oraz uAΛ i uA0 mo»emy zapewni¢ znikanie tych relacji
w ka»dej chwili czasu t.
Zanim przejdziemy do wyznaczania macierzy nawiasów Poissona pomi¦dzy wszystkimi wi¦-
zami, pierwotnymi i wtórnymi, mo»emy uªatwi¢ sobie dalszy rachunek poprzez rede�nicje
wi¦zów jako kombinacji liniowych dotychczasowych wi¦zów, tak aby uzyskana ma-
cierz miaªa mo»liwie najprostsz¡ posta¢. Dlatego wprowadzamy de�nicje nowych wi¦zów

χ̃A0 = χA0 + ∂iϕ
A
i , ϕAL = ∂iϕ

A
i , ϕAT = εij∂iϕ

A
j , (VI.35a)

χ̃B0 = χB0 + ∂iϕ
B
i , ϕBL = ∂iϕ

B
i , ϕBT = εij∂iϕ

B
j , (VI.35b)
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co prowadzi ostatecznie do nast¦puj¡cego zbioru wszystkich wi¦zów. Poniewa» mamy
16 wi¦zów, ΦK ,K ∈ {1, . . . 16}, gdzie wprowadzamy oznaczenia

Φ1 = ϕA0 = πA0 , Φ5 = ϕB0 = πB0 , (VI.36a)

Φ2 = η̃AΛ = ∆A0 − J0 + εij∂iK
j , Φ6 = η̃BΛ = ∆B0 −K0 − εij∂iJ j (VI.36b)

Φ3 = ϕAΛ = πAΛ , Φ7 = ϕBΛ = πBΛ , (VI.36c)

Φ4 = η̃A0 = −∆ΛA − ∂µJµ, Φ8 = η̃B0 = −∆ΛB − ∂µKµ, (VI.36d)

Φ9 = χ̃A0 = ∂iπ
i
A + ∂3π

3
A − J0, Φ11 = χ̃B0 = ∂iπ

i
B + ∂3π

3
B −K0, (VI.36e)

Φ10 = χAΛ = ∂iAi + ∂3A3, Φ12 = χBΛ = ∂iBi + ∂3B3, (VI.36f)

Φ13 = ϕAL = ∂iπ
A
i +

1

2
εij∂3∂iBj , Φ15 = ϕBL = ∂iπ

B
i −

1

2
εij∂3∂iAj , (VI.36g)

oraz

Φ14 = ϕAT = εij∂iπ
A
j −

1

2
∂3∂iBi +

1

2
∆⊥B3, (VI.36h)

Φ16 = ϕBT = εij∂iπ
B
j +

1

2
∂3∂iAi −

1

2
∆⊥A3. (VI.36i)

Wyznaczam teraz nawiasy Poissona pomi¦dzy wszystkimi wi¦zami i zapisuj¦ je w postaci
macierzy macierzy kwadratowej 16× 16

MKL(x− y) = {ΦK(x),ΦL(y)}NP , K, L ∈ {1, . . . 16}, (VI.37)

któr¡ przy naszych oznaczeniach przyjmuje posta¢ macierzy blokowej

MKL(x− y) =


CA(x− y) 0 0

0 CB(x− y) 0

0 0 D(x− y)


KL

, (VI.38)

gdzie jawnie zapisuj¡c indeksy wierszy i kolumn mamy

CA(x) =



ϕA0 η̃AΛ ϕAΛ η̃A0

ϕA0 0 ∆ 0 0

η̃AΛ −∆ 0 0 0

ϕAΛ 0 0 0 ∆

η̃A0 0 0 −∆ 0


δ3(x), (VI.39a)

CB(x) =



ϕB0 η̃BΛ ϕBΛ η̃B0

ϕB0 0 ∆ 0 0

η̃BΛ −∆ 0 0 0

ϕBΛ 0 0 0 ∆

η̃B0 0 0 −∆ 0


δ3(x), (VI.39b)
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oraz

D(x) =



χ̃A0 χAΛ χ̃B0 χBΛ ϕAL ϕAT ϕBL ϕBT

χ̃A0 0 ∆ 0 0 0 0 0 0

χAΛ −∆ 0 0 0 −∆⊥ 0 0 0

χ̃B0 0 0 0 ∆ 0 0 0 0

χBΛ 0 0 −∆ 0 0 0 −∆⊥ 0

ϕAL 0 ∆⊥ 0 0 0 0 0 −∂3∆⊥

ϕAT 0 0 0 0 0 0 ∂3∆⊥ 0

ϕBL 0 0 0 ∆⊥ 0 ∂3∆⊥ 0 0

ϕBT 0 0 0 0 −∂3∆⊥ 0 0 0



δ3(x),

(VI.39c)

Macierz odwrotnaM−1
KL zde�niowana przez relacj¦

∑
L′

∫
R3

d3wM−1
KL′(x−w)ML′L(w − z) = δKLδ

3(x− z) =

=
∑
L′

∫
R3

d3wMKL′(x−w)M−1
L′L(w − z), (VI.40)

równie» jest macierz¡ blokow¡

M−1
KL(x− y) =


C−1
A (x− y) 0 0

0 C−1
B (x− y) 0

0 0 D−1(x− y)


KL

, (VI.41)

gdzie

C−1
A (x) =



ϕA0 η̃AΛ ϕAΛ η̃A0

ϕA0 0 1 0 0

η̃AΛ −1 0 0 0

ϕAΛ 0 0 0 1

η̃A0 0 0 −1 0


∆−1(x), (VI.42a)

C−1
B (x) =



ϕB0 η̃BΛ ϕBΛ η̃B0

ϕB0 0 1 0 0

η̃BΛ −1 0 0 0

ϕBΛ 0 0 0 1

η̃B0 0 0 −1 0


∆−1(x), (VI.42b)
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za±

D−1(x) =



χ̃A0 χAΛ χ̃B0 χBΛ ϕAL ϕAT ϕBL ϕBT

χ̃A0 0 −G 0 0 0 0 0 G3

χAΛ G 0 0 0 0 0 0 0

χ̃B0 0 0 0 −G 0 −G3 0 0

χBΛ 0 0 G 0 0 0 0 0

ϕAL 0 0 0 0 0 0 −G3⊥

ϕAT 0 0 −G3 0 0 0 G3⊥ 0

ϕBL 0 0 0 0 0 G3⊥ 0 0

ϕBT G3 0 0 0 −G3⊥ 0 0 0



, (VI.42c)

gdzie oznaczamG3 = ∂−1
3 ?∆−1(x), G3⊥ = ∂−1

3 (x3)∆−1
⊥ (x⊥) iG = ∆−1(x). Maj¡c macierz

odwrotn¡ do macierzy nawiasów Poissona dla wszystkich wi¦zów, mo»emy zde�niowa¢

nawiasy Diraca dla dowolnych pól ψa i ψb jako

{ψa(x), ψb(y)}ND = {ψa(x), ψb(y)}NP −
∑
K,L

∫
R3

d3w

∫
R3

d3z {ψα(x),ΦK(w)}NP ×

×M−1
KL(w − z) {ΦL(z), ψb(y)}NP . (VI.43)

St¡d mamy ogóln¡ wªasno±¢ nawiasów Diraca dla wi¦zów

{ψa(x),ΦK(y)}ND = {ψa(x),ΦK(y)}NP −
∑
K′,L

∫
R3

d3w

∫
R3

d3z
{
ψα(x),Φ′K(w)

}
NP
×

×M−1
KL(w − z) {ΦL(z),ΦK(y)}NP ≡ 0. (VI.44)

To oznacza, »e mo»emy wyzerowa¢ wszystkie wi¦zy ΦK = 0 i de�niowa¢ równania
Hamiltona z nawiasami Diraca w miejsce nawiasów Poissona oraz g¦sto±ci¡ hamiltonianu
Diraca

HDirac = Hroz|ΦK=0 . (VI.45)

To daje spojn¡ struktur¦ przestrzeni fazowej i pozwala na kanoniczne kwantowanie, gdzie
z nawiasów Diraca postuluje si¦ równoczasowe relacje komutacyjne dla opera-

torów pola.

Dla nas najbardziej interesuj¡ce jest wyliczenie nawiasów Diraca pomi¦dzy potencjaªami
Aµ i Bµ. Bezpo±rednim rachunkiem wyznaczam nawiasy Diraca

{Ai(x), Bj(y)}ND = εij∂3∆−1(x− y), (VI.46)

{A3(x), Bi(y)}ND = εij∂j∆
−1(x− y), (VI.47)

a pozostaªe albo zeruj¡ si¦ albo wynikaj¡ z transformacji dualno±ci. To prowadzi do rów-
noczasowych komutatorów dla operatorów pola i zgadza si¦ z postaci¡ funkcji Wightmana
(IV.45), któr¡ wyznaczyli±my w rozdziale IV, gdy szukali±my sferycznie symetrycznych
rozwi¡za« równania (IV.37) na mieszane funkcje Wightmana. Wyznaczamy teraz warto±¢
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pró»niow¡ komutatorów uzyskanych z powy»szych nawiasów Diraca

〈0|[Ai(x), Bj(y)]|0〉 = −iεij∂3∆−1(x− y), (VI.48)

〈0|[A3(x), Bi(y)]|0〉 = −iεij∂j∆−1(x− y) (VI.49)

i porównujemy je z otrzymanymi z mieszanych funkcji Wightmana danych wzorem (IV.44)

〈0|[Am(x), Bn(0)]|0〉 = lim
x→0
〈0|[Am(x), Bn(0)]|0〉 = −iεmnl∂l∆−1(x), (VI.50)

przy czym

lim
x→0
〈0|Am(x)Bn(0)|0〉 = − i

2
εmnl∂l∆

−1(x). (VI.51)
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VII. Podsumowanie

Rozdziaª pierwszy zawiera opis monopoli magnetycznych w teorii klasycznej i kwantowej
oraz wysiªki w ich poszukiwaniu w przyrodzie i eksperymencie. Istotnym dopeªnieniem
tego rozdziaªu jest dodatek B.2 w którym wyprowadzony zostaª uogólniony potencjaª dla
monopolu magnetycznego zarówno w opisie jednopotencjaªowym jak i w modelu Zwan-
zigera. Przeprowadzona analiza jest istotna dla lepszego zrozumienia u»ywanych modeli,
lecz poniewa» nie dotyczy bezpo±rednio tematu pracy zostaªa przeniesiona do dodatku.
Symetrie dyskretne dziaªaj¡ce na dyonowe równania Maxwella zostaªy pokazane w roz-

dziale drugim. Analizuj¡c transformacje parzysto±ci, inwersji w czasie oraz sprz¦»enia
ªadunkowego zakªadamy, »e pr¡dy i ªadunki magnetyczne transformuj¡ si¦ tak samo jak
pr¡dy i ªadunki elektryczne. W przeciwie«stwie do elektrodynamiki tylko z ªadunkami
elektrycznymi, równania Maxwella ze ¹ródªami elektrycznymi i magnetycznymi nie maj¡
symetrii parzysto±ci. W tej analizie otrzymujemy inny warunek symetrii parzysto±ci dla
równania Ampère'a, a inny dla równania Faradaya. W przypadku takiej niejednoznacz-
no±ci, któr¡ otrzymujemy przy transformacji parzysto±ci i inwersji w czasie, zawsze wy-
bieram warunek wªa±ciwy w przypadku braku ¹ródeª magnetycznych. Badanie ostatniej
z transformacji dyskretnych � sprz¦»enia ªadunkowego, prowadzi do wniosku, »e syme-
tria sprz¦»enia ªadunkowego jest symetri¡ dyonowych równa« Maxwella. Zebraªam w tym
rozdziale informacje jak transformuj¡ si¦ pola pod dziaªaniem transformacji parzysto±ci,
inwersji w czasie, sprz¦»enia ªadunkowego oraz ich zªo»e«. Jak mogli±my si¦ spodziewa¢
symertia PTC jest symetri¡ ukªadu. Rozdziaª ten ko«czy przedstawienie modelu Zwan-
zigera b¦d¡cy podstaw¡ analizy i uzyskanych wyników przedstawionych w dalszej cz¦±ci
pracy. Zaproponowana przez Zwanzigera g¦sto±¢ lagrangianu jest lokalna, zawiera dwa po-
tencjaªy cechowania oraz wyró»niony wektor n, a równania Eulera-Lagrange'a wynikaj¡ce
z tej g¦sto±ci s¡ równowa»ne dyonowym równaniom Maxwella.
W trzecim rozdziale przedstawiam ogólny zarys elektrodynamiki kwantowej opisuj¡cej

zarówno pola materii z ªadunkiem elektrycznym, jak i pola materii z ªadunkiem magne-
tycznym, gdzie oddziaªywanie przenoszone jest przez dwa niezale»ne potencjaªy cechowa-
nia. To oznacza symetri¦ cechowania U(1) × U(1) i wybieram lagrangian Zwanzigera dla
pól cechowania. W dalszej cz¦±ci pracy moj¡ uwag¦ skupiam na sektorze pól cechowa-
nia, a z postaci lagrangianu dla pól materii wykorzystuj¦ fakt, »e oba naªadowane pr¡dy:
elektryczny i magnetyczny, s¡ zadanymi polami 4-wektorowymi.
W czwartym rozdziale przedstawiam wªasno±ci 2-punktowej funkcji Wightmana, która

stanowi wygodne narz¦dzie analizy w kwantowej teorii pola. Zostaªa tu wykazana trans-
lacyjna niezmienniczo±¢ funkcji Wightmana oraz, przy zaªo»eniu lorentzowskiej niezmien-
niczo±ci stanu pró»ni, kowariantno±¢ tych obiektów. Korzystaj¡c z analizy transformacji
dyskretnych dla pól elektrycznych i magnetycznych pokazuj¦, »e PTC jest symetri¡ tego
modelu. Uzyskuj¦ jednak przeciwny znak ni» w opisie jednopotencjaªowym. Badanie nie-
zmienniczo±ci wzgl¦dem cechowania w modelu Zwanzigera i wykorzystanie wzoru Peierlsa,
pozwoliªo na wyprowadzenie równania na mieszane funkcje Wightmana. Okazuje si¦,

»e nie ma lorentzowsko-niezmienniczej mieszanej funkcji Wightmana w bada-

nym modelu. Potra�my jednak poda¢ rozwi¡zanie sferycznie symetryczne i przedstawi¢
ogóln¡ posta¢ mieszanych funkcji Wightmana (IV.46). Ten wzór uwa»am za jeden
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z najwa»niejszych wyników mojej pracy. Dalsze moje badania stanowi¡ sprawdzenie
tego wzoru dla ró»nych warunków cechowania. Wykorzystaªam t¡ ogóln¡ posta¢ funk-
cji Wightmana do operatorów p¦tli Wilsona i zgodnie z oczekiwaniem uzyskaªam wynik
niezale»ny od warunków cechowania.
Rozdziaªy pi¡ty i szósty zawieraj¡ kanoniczne kwantowanie przy u»yciu g¦sto±ci lagran-

gianu Zwanzigera. W pi¡tym rozdziale zastosowana zostaªa metoda Fadeeva-Jackiwa, która
pozwala na szybkie uzyskanie nawiasów Diraca, dla trzech cechowa«: planarnego, dLC1

oraz dLC3.
W cechowaniu planarnym wszystkie wyznaczone p¦dy kanoniczne de�niuj¡ nam

wi¦zy drugiego rodzaju. Nast¦pnie wyznaczam równania Eulera-Lagrange'a i wprowadzam
mody kowariantne, tzn. speªniaj¡ce równanie falowe, które pozwalaj¡ na zapisanie wszyst-
kich równa« ruchu w postaci równa« pierwszego rz¦du w pochodnych czasowych. W cecho-
waniu planarnym mamy dwie pary pól swobodnych nawet w obecno±ci ¹ródeª, za± równania
na pozostaªe mody zawieraj¡ niekowariantne czªony polowe. Te pola swobodne pozwa-
laj¡ na wprowadzenie warunków na stany �zyczne dla teorii z oddziaªywaniem. Po
wyznaczeniu nawiasów Diraca oraz komutatorów i przej±ciu do przypadku swobodnego mo-
»emy wszystkie mody kowariantne przedstawi¢ w reprezentacji Focka, a nast¦pnie znale¹¢
komutatory dla operatorów kreacji i anihilacji. Wyznaczone zostaªy funkcje Wightmana
dla niezale»nych stopni swobody i ostatecznie dla wyj±ciowych pól. Analiz¦ cechowania
planarnego ko«czy zbadanie równowa»no±ci uzyskanych mieszanych funkcji Wightmana
z ogóln¡ postaci¡ takich funkcji, któr¡ wyznaczyªam w poprzednim rozdziale.
Kolejnym z badanych cechowa« jest cechowanie dLC1, tzn. cechowanie A0 −

αA1 = B0 − αB1 = 0. W tym cechowaniu mamy sze±¢ p¦dów kanonicznie sprz¦»onych
z potencjaªami, z czego cztery z nich de�niuj¡ wi¦zy. Oprócz czterech modów kowariant-
nych w tym cechowaniu wyst¦puj¡ równie» mody niekowariantne, przy czym dwa z nich

speªniaj¡ swobodne równania ruchu, o ile zewn¦trzne pr¡dy s¡ zachowane. Tak
jak w cechowaniu planarnym, po uzyskaniu mieszanych funkcji Wightmana w cechowaniu
dLC1 sprawdzamy ich równowa»no±¢ z (IV.46).
Ostatnim z analizowanych w tym rozdziale cechowa« jest cechowanie dLC3,

które ró»ni si¦ od poprzedniego wyró»nionym kierunkiem. Uzyskujemy tak jak poprzednio
cztery mody kowariantne i cztery mody niekowariantne, ale funkcje Wightmana dla modów
niekowariantnych zawieraj¡ wyra»enia rozbie»ne dla k3 → 0. To oznacza, »e dla tych

modów przedstawienie Focka jest niewarygodne, ale w mojej analizie mog¦ omin¡¢
ten problem. Okazuje si¦ bowiem, »e funkcje Wightmana dla wyj±ciowych pól s¡

dobrze zde�niowane, równie» jako caªki p¦dowe, oraz mo»emy si¦ przekona¢, »e s¡ one
równowa»ne funkcjom Wightmana danych wzorem (IV.46).
Rozdziaª szósty zawiera kanoniczne kwantowanie metod¡ Diraca przeprowadzone w ce-

chowaniu Coulomba w przypadku jednopotencjaªowym, a nast¦pnie przy u»yciu g¦sto±ci
lagrangianu Zwanzigera. Dla modelu Zwanzigera znajdujemy osiem wi¦zów pierwotnych,
a nast¦pnie osiem wi¦zów wtórnych, wynikaj¡cych w warunków stacjonarno±ci wi¦zów
pierwotnych. Zgodnie z przepisem Diraca znajdujemy nawiasy, a nast¦pnie z nawiasów
Diraca relacje komutacyjne dla operatorów pola. Wyznaczamy równie» warto±¢ pró»niow¡
uzyskanych komutatorów i uzyskujemy ten sam wynik, jak przy wyznaczaniu funkcji ko-
mutatorowej z funkcji Wightmana uzyskanych w rozdziale III. To oznacza, »e sferycznie
symetryczna mieszna funkcja Wightmana (IV.46), któr¡ znalazªam jako rozwi¡za-
nie równania (IV.37) odpowiada cechowaniu Coulomba.

Podsumowuj¡c analiza modelu Zwanzigera pozwoliªa na wyprowadzenie równania na nie-
diagonalne funkcje Wightmana. Z przedstawionych oblicze« wida¢, »e symetria Lorentza
jest zªamana dla mieszanych funkcji Wightmana uzyskanych w ramach tego modelu. Jeste-
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±my w stanie uzyska¢ tylko sferycznie symetryczne rozwi¡zanie wyprowadzonego równania,
które nie zale»y jawnie od ustalonego czterowektora n wyró»nionego w tym modelu. Za-
le»no±¢ od tego wektora w funkcji Wightmana pojawia si¦ tylko w czªonach zale»nych od
wyboru warunku cechowania. Najprostsze uzyskane rozwi¡zanie mo»na otrzyma¢ przez
kanoniczne kwantowanie w cechowaniu Coulomba i wyniki s¡ spójne. Kanoniczne kwanto-
wanie przeprowadzone w czterech wybranych cechowniach prowadzi do funkcji Wightmana
speªniaj¡cych wyprowadzone równanie. Przedstawione rachunki dla ró»nych cechowa« pro-
wadz¡ do funkcji Wightmana, które s¡ sobie równe z dokªadno±ci¡ do czªonów zale»nych
od wybranego warunku cechowania.
Brant, Neri i Zwanziger [55] pokazali, »e niezmiennicze ze wzgl¦du na transformacj¦ ce-

chowania funkcje Greena nie zale»¡ od wyró»nionego wektora n, gdy pr¡dy elektryczne
i magnetyczne s¡ generowane przez naªadowane klasyczne cz¡stki punktowe. W tej pracy
rozwa»ane s¡ cz¡stki obdarzone ªadunkiem opisywane przez lokalne, kwantowe operatory
pola i uzyskuj¦ niezale»ne od n funkcje Wightmana. Poniewa» korzystaj¡c z funkcji Wight-
mana ªatwo mo»emy wyznaczy¢ funkcje komutatorowe i propagatory jest to pierwszy krok
do sformuªowania perturbacyjnego opisu elektrodynamiki kwantowej z ªadunkami elek-
trycznymi i magnetycznymi. Wielko±ci niezale»ne od wyboru cechowania nie b¦d¡ zle»e¢
od wyró»nionego wektora n. Kolejnym krokiem analizy modelu Zwanzigera b¦dzie wi¦c
znalezienie macierzy rozpraszania i przekroju czynnego dla rozpraszania monopolu na elek-
tronie.
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A. Oznaczenia

Punkt w czasoprzestrzeni 3 + 1 wymiarowej oznaczamy jako xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (t,x),
przy czym symbole pogrubione oznaczaj¡ trójwektory x = (x1, x2, x3), za± pr¦dko±¢ ±wiatªa
oraz staªa Plancka c = } = 1 o ile w tre±ci nie zaznaczono inaczej. Tensor metryczny
zde�niowany jest nast¦puj¡co

gµν = gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (A.1)

Za pomoc¡ tensora metrycznego de�niujemy wektor kowariantny xµ ≡ gµνx
ν = (x0,−x),

za± interwaª czasoprzestrzenny dany jest wzorem s2 = xµxνgµν . Operatory ró»niczkowania
pierwszego rz¦du maj¡ posta¢

∂µ ≡
∂

∂xµ
, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
, (A.2)

a operator d'Alamberta 2 ≡ ∂µ∂µ. Caªkowicie antysymetryczny tensor, tensor Levi-Civity,
dany jest przez

εµνρλ =


+1 je±li {µ, ν, ρ, λ} jest parzyst¡ permutacj¡ {0, 1, 2, 3}
−1 je±li jest permutacj¡ nieparzyst¡

0 w innym wypadku

, (A.3)

za± trójwymiarowy tensor caªkowicie antysymetryczny jest unormowany zgodnie z warun-
kiem ε123 = 1. Skªadowe poprzeczne oznaczamy przez i, j, k ∈ {1, 2}, za± wska¹niki {1, 2, 3}
b¦dziemy oznacza¢ literami m,n, l, p. Symbol ? oznacza splot z operatorem caªkowym, ∗
sprz¦»enie zespolone funkcji, natomiast † hermitowskie sprz¦»enie operatora. Trójwymia-
rowy laplasjan oznaczamy przez 4, natomiast 4⊥ jest laplasjanem w dwóch wymiarach
{1, 2}.
Wektor czteropr¡du elektrycznego oznaczamy jako Jµ = (ρe,Je), za± magnetycznego

Kµ = (ρm,Jm). Zarówno wielko±ci klasyczne jak i odpowiadaj¡ce im operatory kwantowe
oznaczane s¡ tym samym symbolem. Φµ, Ψµ oznaczaj¡ cz¦±ci funkcji Wightmana zale»ne
od wyboru warunku cechowania.
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B. Potencjaªy dla pola

elektromagnetycznego wytworzonego

przez nieruchomy punktowy monopol

magnetyczny

B.1. Wst¦p do teorii dystrybucji Schwartza

Zamieszczamy tutaj wyci¡g z [56] tych informacji o teorii dystrybucji Schwartza, które
b¦d¦ dla nas u»yteczne w badaniu funkcji osobliwych.
De�nicja 1. Przestrze« D(Rn) jest to przestrze« funkcji zespolonych na Rn o ograni-

czonym no±niku. Funkcj¦ f(r) ∈ D(Rn) nazywamy funkcj¡ próbn¡.
De�nicja 2. Dystrybucja T jest to funkcjonaª liniowy ci¡gly na przestrzeni wektorowej

D , który dla ka»dej funkcji próbnej f(r) ∈ D przyporz¡dkowuje liczb¦ zespolon¡ T (f) =
〈T, f〉 ∈ C, przy czym

T (f1 + f2) = T (f1) + T (f2), (B.1a)

T (αf) = αT (f), dla staªej α ∈ C. (B.1b)

Dystrybucje tworz¡ przestrze« wektorow¡ D ′, w której suma T1 + T2 i iloczyn αT s¡ zde-
�niowane jako

〈T1 + T2, f〉 = 〈T1, f〉+ 〈T2, f〉, 〈αT, f〉 = α〈T, f〉. (B.2)

Dwie dystrybucje T1 i T2 s¡ sobie równe w sensie dystrybucji, je»eli dla wszystkich funkcji
próbnych

〈T1, f〉 = 〈T2, f〉. (B.3)

De�nicja 3. Pochodna dystrybucyjna DT w R jest zde�niowana przez równo±¢ dystry-
bucji

〈DT, f〉 = −〈T, f ′〉. (B.4)

Cz¡stkowa pochodna dystrybucyjna DiT w Rn jest zde�niowana przez równo±¢ dystrybucji

〈DiT, f〉 = −〈T, ∂if〉. (B.5)

Fizyczne przykªady. Je»eli ϕ jest funkcj¡ lokalnie sumowaln¡, to de�niuje ona dys-
trybucj¦ Tϕ poprzez caªk¦

〈Tϕ, f〉 =

∫
Rn
dnxϕ(x) f(x) = 〈ϕ, f〉. (B.6)
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Pochodna dystrybucyjna Diϕ jest zadana przez caªk¦

〈Diϕ, f〉 = −
∫
Rn
dnxϕ(x) ∂if(x). (B.7)

Dystrybucja delta Diraca δn jest zde�niowana jako

〈δn, f〉 =

∫
Rn
dnx δn(x) f(x) = f(0) (B.8)

i dalej dla a ∈ Rn

〈δna , f〉 =

∫
Rn
dnx δn(x− a) f(x) = f(a) (B.9)

Zazwyczaj oznaczamy δ1 = δ i mamy dystrybucje w 1 wymiarze

〈δ, f〉 =

∫
R
dx δ(x) f(x) = f(0),

∫
R
dx δ(x− a) f(x) = f(a), (B.10)

co prowadzi w 3 wymiarach do dystrybucji

〈δ3, f〉 =

∫
R3

d3x δ3(x) f(x) =

∫
R3

d3x δ(x) δ(y) δ(z) f(x, y, z) = f(0, 0, 0), (B.11)

∫
R3

d3x δ3(x− a) f(x) =

∫
R3

d3x δ(x− ax) δ(y − ay) δ(z − az) f(x, y, z) = f(ax, ay, az).

(B.12)
Funkcja skokowa Heaviside'a Θ(x) de�niuje dystrybucj¦

〈Θ, f〉 =

∫ ∞
0

dxf(x). (B.13)

Funkcja znaku sgn(x) de�niuje dystrybucj¦

〈sgn, f〉 =

∫ ∞
0

dxf(x)−
∫ 0

−∞
dxf(x). (B.14)

W sensie dystrybucji D ′ mamy równo±¢

sgn(x) = Θ(x)−Θ(−x). (B.15)

Pochodna dystrybucyjna funkcji skokowej Heaviside'a DΘ(x) de�niuje dystrybucj¦

〈DΘ, f〉 = −
∫ ∞

0
dx
df(x)

dx
= f(0) = 〈δ, f〉, (B.16)

zatem w sensie dystrybucji D ′ mamy

DΘ(x) = δ(x). (B.17)
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Pochodna dystrybucyjna funkcji znaku D sgn(x) de�niuje dystrybucj¦

〈D sgn, f〉 = −
∫ ∞

0
dx
df(x)

dx
+

∫ 0

−∞
dx
df(x)

dx
= 2f(0) = 〈2δ, f〉, (B.18)

st¡d mamy relacj¦ w sensie dystrybucji D ′

D sgn(x) = 2δ(x). (B.19)

B.2. Monopol magnetyczny Diraca w opisie

jednopotencjaªowym

Chcemy wyrazi¢ pole indukcji magnetycznej

~B(r) =
gµ0

4π

r̂

r2
, r = |r|, r̂ =

r

r
(B.20)

jako rotacj¦ potencjaªu wektorowego

~∇× ~A(r) =
gµ0

4π

r̂

r2
. (B.21)

Poszukujemy potencjaªu wektorowego u»ywaj¡c wspóªrz¦dnych sferycznych

~A(r) = Ar(r) r̂ +Aθ(r) θ̂ +Aφ(r) φ̂, (B.22)

dla którego rotacja ma posta¢

~∇× ~A =
φ̂

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

]
+
θ̂

r

[
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(rAφ)

]
+

+
r̂

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θAφ)− ∂Aθ

∂φ

]
. (B.23)

St¡d mamy ukªad równa« ró»niczkowych

∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

= 0,
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(rAφ) = 0, (B.24a)

r̂

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θAφ)− ∂Aθ

∂φ

]
=
gµ0

4π

r̂

r2
. (B.24b)

Ogólne rozwi¡zanie tych równa« ma posta¢

Ar(r) =
∂Φ(r)

∂r
, Aθ(r) =

1

r

∂Φ(r)

∂θ
, Aφ(r) =

1

r sin θ

[
∂Φ(r)

∂φ
+
gµ0

4π
(α− cos θ)

]
,

(B.25)
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gdzie Φ(r) jest dowoln¡ funkcj¡ analityczn¡ w caªej przestrzeni R3 i α jest dowoln¡
rzeczywist¡ staª¡. To rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ w postaci wektorowej

~A(r) = ~∇Φ(r) +
gµ0

4π

α− cos θ

r sin θ
φ̂. (B.26)

Cz¦±¢ gradientowa opisuje niezmienniczo±¢ cechowania i znika to»samo±ciowo dla operacji
rotacji. Natomiast cz¦±¢ niegradientowa jest dobrze zde�niowana dla θ /∈ {0, π}. To
oznacza, »e w celu wyliczenia rotacji dla powy»szego potencjaªu wektorowego musimy
odwoªa¢ si¦ do dystrybucji i pochodn¡ cz¡stkow¡ ~∇ musimy de�niowa¢ jako pochodn¡
dystrybucyjn¡ ~D. Mamy dystrybucj¦ dla rotacji dystrybucyjnej

〈 ~D × ~A, f〉 = 〈 ~A,×~∇f〉 =

∫
R3

d3r ~A(r)× ~∇f(r), (B.27)

lub jawnie we wspóªrz¦dnych kartezja«skich

〈( ~D × ~A)i, f〉 = εijk〈DjAk, f〉 = −εijk〈Ak, ∂jf〉 = −εijk
∫
R3

d3rAk(r)∂jf(r). (B.28)

gdzie f(r) ∈ D(R3). Dla rotacji potencjaªu wektorowego (B.26) mamy caªk¦ we wspóª-
rz¦dnych sferycznych∫

R3

d3r ~A(r)× ~∇f(r) =
gµ0

4π

∫
R3

d3r
α− cos θ

r sin θ
φ̂× ~∇f(r) =

=
gµ0

4π

∫ ∞
0

drr2

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dφ
α− cos θ

r sin θ
φ̂× ~∇f(r) =

=
gµ0

4π

∫ ∞
0

drr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ(α− cos θ) φ̂× ~∇f(r). (B.29)

Dalej znajdujemy

φ̂× ~∇f = φ̂×
[
∂f

∂r
r̂ +

1

r

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
φ̂

]
=
∂f

∂r
θ̂ − 1

r

∂f

∂θ
r̂, (B.30)

gdy» dla wersorów sferycznych mamy relacje φ̂× r̂ = θ̂, φ̂× θ̂ = −r̂. To prowadzi do caªki
po k¡cie θ, któr¡ caªkujemy przez cz¦±ci∫ π

0
dθ(α− cos θ)

(
∂f

∂r
θ̂ − 1

r

∂f

∂θ
r̂

)
=

∫ π

0
dθ(α− cos θ)

(
∂f

∂r
θ̂ +

f

r

∂r̂

∂θ

)
+

∫ π

0
dθ sin θ

f

r
r̂ −

− 1

r
(α− cos θ)r̂f(r, θ, φ)

∣∣∣∣θ=π
θ=0

. (B.31)

Poniewa» zachodz¡ relacje

∂r̂

∂θ
= θ̂, r̂|θ=0 = k̂, r̂|θ=π = −k̂, (B.32)
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wi¦c mo»emy zapisa¢ caªk¦ po k¡cie θ w postaci∫ π

0
dθ(α− cos θ)

(
∂f

∂r
θ̂ − 1

r

∂f

∂θ
r̂

)
=

∫ π

0
dθ
α− cos θ

r

∂(rf)

∂r
θ̂ +

∫ π

0
dθ sin θ

f

r
r̂ −

− k̂

[
α+ 1

r
f(r, θ = π, φ) +

α− 1

r
f(r, θ = 0, φ)

]
.

(B.33)

Pierwszy czªon po prawej stronie prowadzi do caªki radialnej, która znika∫ ∞
0

drr

∫ π

0
dθ
α− cos θ

r

∂(rf)

∂r
θ̂ =

∫ π

0
dθ(α− cos θ) θ̂

∫ ∞
0

dr
∂(rf)

∂r
= 0. (B.34)

Trzeci czªon po prawej stronie prowadzi do caªki radialnej (poni»ej pomijamy staªy czynnik
−k̂) ∫ ∞

0
dr [(α+ 1)f(r, θ = π, φ) + (α− 1)f(r, θ = 0, φ)] =

= (α+ 1)

∫ ∞
0

dzf(x = 0, y = 0,−z) + (α− 1)

∫ ∞
0

dzf(x = 0, y = 0, z) =

= (α+ 1)

∫ 0

−∞
dzf(x = 0, y = 0, z) + (α− 1)

∫ ∞
0

dzf(x = 0, y = 0, z). (B.35)

bo dla θ = π wspóªrz¦dne kartezja«skie wynosz¡ (x = 0, y = 0, z = −r), natomiast dla
θ = 0 wspóªrz¦dne kartezja«skie to (x = 0, y = 0, z = r). Ale funkcje f(x = 0, y = 0, z)
i f(x = 0, y = 0,−z) nie zale»¡ od k¡ta φ, dlatego caªka po tym k¡cie wprowadza jedynie
czynnik 2π. Reasumuj¡c wyliczyli±my caªk¦∫ ∞

0
drr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ(α− cos θ) φ̂× ~∇f(r) =

∫ ∞
0

drr2

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ sin θ

r̂

r2
f(r)−

−2πk̂α

∫
R
dzf(x = 0, y = 0, z) + 2πk̂

∫
R
dzf(x = 0, y = 0, z) sgn(z) =

=

∫
R3

d3r
r̂

r2
f(r)− 2πk̂α

∫
R3

d3r δ(x) δ(y) f(r) + 2πk̂

∫
R3

d3r δ(x) δ(y) sgn(z) f(r) =

=

∫
R3

d3r

[
r̂

r2
− 2πα k̂ δ(x) δ(y) + 2π k̂ δ(x) δ(y) sgn(z)

]
f(r), (B.36)

gdzie wprowadzili±my funkcj¦ delta Diraca i funkcj¦ znaku. To oznacza równo±¢ dystrybucji

〈 ~D × ~A, f〉 =

∫
R3

d3r ~A(r)× ~∇f(r) =

=
gµ0

4π

∫
R3

d3r

[
r̂

r2
− 2πα k̂ δ(x) δ(y) + 2π k̂ δ(x) δ(y) sgn(z)

]
f(r). (B.37)
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Wi¦c mamy relacj¦ w sensie dystrybucji D′(R3)

~D ×
(
~∇Φ(r) +

gµ0

4π

α− cos θ

r sin θ
φ̂

)
=
gµ0

4π

[
r̂

r2
− 2πα k̂ δ(x) δ(y) + 2π k̂ δ(x) δ(y) sgn(z)

]
.

(B.38)
Jest to pole radialne za wyj¡tkiem osi z, gdzie mamy osobliwo±¢ - strun¦ Diraca. W po-
wy»szym wzorze pozostawili±my oznaczenie ~∇ na gradient funkcji Φ(r), bo pochodna dys-
trybucyjna funkcji analitycznej jest równa zwykªej pochodnej (cz¡stkowej).

B.3. Monopol magnetyczny Diraca w modelu Zwanzigera

W modelu Zwanzigera wyra»amy skªadowe kartezja«skie pola indukcji magnetycznej B
przy pomocy wzorów z 4-potencjaªami Aµ i Bµ,

B1 = F23 = −F32 = −∂3A2+∂2A3, B2 = F31 = ∂3A1−∂1A3, B3 = F12 = ∂3B0−∂0B3.
(B.39)

Dla pola indukcji magnetycznej wytworzonej przez monopol magnetyczny g umieszczony
w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, otrzymujemy ukªad równa« ró»niczkowych

∂2A3(r, t)− ∂3A2(r, t) =
gµ0

4π

x

r3
, (B.40a)

∂3A1(r, t)− ∂1A3(r, t) =
gµ0

4π

y

r3
, (B.40b)

∂3B0(r, t)− ∂0B3(r, t) =
gµ0

4π

z

r3
. (B.40c)

Poniewa» pole elektryczne dla statycznego monopolu magnetycznego jest zerowe wi¦c
mamy dodatkowe równania

∂3A0(r, t) = ∂0A3(r, t), ∂3B1(r, t) = ∂1B3(r, t), ∂3B2(r, t) = ∂2B3(r, t). (B.41)

Najprostsze stacjonarne rozwi¡zanie tych równa« ma posta¢ uwikªan¡

Ai(r) = −gµ0

4π
εij3∂jΛ(r), B0(r) = −gµ0

4π

1

r
, ∂3Λ(r) =

1

r
, (B.42)

a pozostaªe skªadowe 4-potencjaªów znikaj¡. Dalej b¦dziemy rozwa»a¢ szczególne rozwi¡-
zanie równania na Λ(r)

Λ(r) = Λ(ρ, z) =

∫ z

0
dξ

1√
ξ2 + x2 + y2

= ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ
, (B.43)

gdzie oznaczamy ρ =
√
x2 + y2. Dla ρ > 0, funkcja Λ(ρ, z) jest nieosobliwa dla wszystkich

warto±ci z, wi¦c jej pochodna dystrybucyjna Dz jest równa zwykªej pochodnej cz¡stkowej
∂z. Chocia» w punkcie ρ = 0 mamy osobliwo±¢ dla Λ(ρ, z), to jej dystrybucja dla funkcji
próbnych h(ρ, ϕ) ∈ R2

〈Λ, h〉 =

∫ ∞
0

dρ ρ

∫ 2π

0
dϕ ln

z +
√
ρ2 + z2

ρ
h(ρ, ϕ), (B.44)
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jest dobrze zde�niowana. Pozostaje nam sprawdzenie pochodnej dystrybucyjnej w pod-
przestrzeni R2 ~D⊥ = (Dx, Dy)

〈 ~D⊥Λ, h〉 = −〈Λ, ~∇⊥h〉 = −
∫ ∞

0
dρ ρ

∫ 2π

0
dϕ ln

z +
√
ρ2 + z2

ρ

(
ρ̂
∂

∂ρ
+
ϕ̂

ρ

∂

∂ϕ

)
h(ρ, ϕ).

(B.45)
Naszym celem jest wykonanie caªkowania przez cz¦±ci i rozpocznijmy od caªki k¡towej∫ 2π

0
dϕ ϕ̂

∂h(ρ, ϕ)

∂ϕ
= −

∫ 2π

0
dϕh(ρ, ϕ)

∂ϕ̂

∂ϕ
= ρ̂

∫ 2π

0
dϕh(ρ, ϕ) (B.46)

bo zachodz¡ relacje

∂ϕ̂

∂ϕ
= −ρ̂, ϕ̂(0) = ϕ̂(2π) = ̂, h(ρ, 0) = h(ρ, 2π). (B.47)

Pozostaje nam caªka radialna, która po wycaªkowaniu przez cz¦±ci

∫ ∞
0

dρ ρ ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ

(
∂

∂ρ
+

1

ρ

)
h(ρ, ϕ) =

∫ ∞
0

dρ ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ

∂

∂ρ
(ρ h(ρ, ϕ))

= −
∫ ∞

0
dρ h(ρ, ϕ)ρ

∂

∂ρ
ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ
=

= −
∫ ∞

0
dρ h(ρ, ϕ)ρ

[
ρ

ρ2 + z2 + z
√
ρ2 + z2

− 1

ρ

]
=

∫ ∞
0

dρ h(ρ, ϕ)
z√

ρ2 + z2
, (B.48)

daje caªk¦ nam dobrze zde�niowan¡ dla dowolnej warto±ci z, co jawnie wida¢ we wzo-
rze w ramce, a dla ostatecznej postaci caªki jest dowiedzione w B.3.1. To prowadzi do
regularnej dystrybucji

〈 ~D⊥Λ, h〉 = −z
∫ ∞

0
dρ ρ

∫ 2π

0
dϕ

ρ̂

ρ
√
ρ2 + z2

h(ρ, ϕ), (B.49)

a wi¦c w sensie dystrybucji D ′(R2) mamy relacj¦ zgodn¡ ze zwykª¡ pochodn¡ cz¡stkow¡

~D⊥Λ(ρ, z) = − ~ρ

ρ2

z√
ρ2 + z2

= ~∇⊥Λ(ρ, z), (B.50)

gdzie ~ρ = (x, y). St¡d mamy skªadowe 4-potencjaªu

A1(r) = −gµ0

4π
∂2Λ(ρ, z) =

gµ0

4π

y

ρ2

z√
ρ2 + z2

, (B.51a)

A2(r) =
gµ0

4π
∂1Λ(ρ, z) = −gµ0

4π

x

ρ2

z√
ρ2 + z2

. (B.51b)

Pochodna cz¡stkowa ∂3 tych potencjaªów wynika ze wzoru

∂

∂z

z√
ρ2 + z2

=
ρ2

(ρ2 + z2)3/2
=
ρ2

r3
(B.52)
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i zgadza si¦ ze wzorami (B.40a) i (B.40b). Sprawdzamy kombinacj¦ pochodnych cz¡stko-
wych: ∂iAi = ∂1A1 + ∂2A2 = 0, która znika na mocy równania (B.42). Dla pochodnych
dystrybucyjnych mamy

〈D1A1 +D2A2, h〉 = −〈A1, ∂1h〉 − 〈A2, ∂2h〉 =
gµ0

4π
〈D2Λ, ∂1h〉 −

gµ0

4π
〈D1Λ, ∂2h〉 =

= −gµ0

4π
〈Λ, (∂2∂1 − ∂1∂2)h〉 ≡ 0, (B.53)

bo dla funkcji próbnej pochodne mieszane s¡ przemienne. Mo»emy dlatego mówi¢, »e nasze
rozwi¡zanie speªnia warunek cechowania ∂iAi = ∂1A1 + ∂2A2 = 0 w sensie dystrybucji
D ′(R2). Nast¦pnie rozwa»my kombinacj¦ ∂1A2 − ∂2A1, która dla dystrybucji ma posta¢

〈D1A2 −D2A1, h〉 = −〈A2, ∂1h〉+ 〈A1, ∂2h〉 = −gµ0

4π
〈D1Λ, ∂1h〉 −

gµ0

4π
〈D2Λ, ∂2h〉 =

=
gµ0

4π
〈Λ, (∂1∂1 + ∂2∂2)h〉 =

gµ0

4π
〈Λ,∆⊥h〉. (B.54)

Musimy wyznaczy¢ dystrybucj¦

〈Λ,∆⊥h〉 =

∫ ∞
0

dρ ρ

∫ 2π

0
dϕ ln

z +
√
ρ2 + z2

ρ

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂h(ρ, ϕ)

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2h(ρ, ϕ)

∂ϕ2

]
(B.55)

Naszym celem jest wykonanie caªkowania przez cz¦±ci i rozpoczynamy od caªki k¡towej∫ 2π

0
dϕ

∂2h(ρ, ϕ)

∂ϕ2
=
∂h(ρ, ϕ)

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=0

− ∂h(ρ, ϕ)

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=2π

= 0 (B.56)

bo punkty (ρ, ϕ = 0) i (ρ, ϕ = 2π) pokrywaj¡ si¦. Pozostaje nam caªka radialna, która po
wycaªkowaniu przez cz¦±ci daje

∫ ∞
0

dρ ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂h(ρ, ϕ)

∂ρ

)
= −

∫ ∞
0

dρ
∂h(ρ, ϕ)

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ
=

= −
∫ ∞

0
dρ

∂h(ρ, ϕ)

∂ρ
ρ

[
ρ

ρ2 + z2 + z
√
ρ2 + z2

− 1

ρ

]
=

∫ ∞
0

dρ
∂h(ρ, ϕ)

∂ρ

z√
ρ2 + z2

=

= h(0, ϕ)
z

|z|
−
∫ ∞

0
dρ h(ρ, ϕ)

∂

∂ρ

z√
ρ2 + z2

=

= h(0, 0) sgn(z) +

∫ ∞
0

dρ ρ h(ρ, ϕ)
z

(ρ2 + z2)3/2
, (B.57)

gdzie wykorzystali±my fakt, »e w pocz¡tku ukªadu wspóªrzednych nie ma zale»no±ci od
k¡ta ϕ. Uzupeªniaj¡c caªkowanie po ϕ mamy dystrybucj¦ w postaci

〈Λ,∆⊥h〉 = 2π h(0, 0) sgn(z) +

∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞
0

dρ ρ h(ρ, ϕ)
z

(ρ2 + z2)3/2
=

= 2π sgn(z)〈δ2
⊥, h〉+ 〈 z

(ρ2 + z2)3/2
, h〉. (B.58)
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Ostatecznie mamy relacj¦ w sensie dystrybucji D ′(R2)

D1A2 −D2A1 =
gµ0

4π

(
2π sgn(z) δ(x) δ(y) +

z

(ρ2 + z2)3/2

)
=
gµ0

2
sgn(z) δ(x) δ(y) + ∂3B0.

(B.59)
To oznacza, »e dla naszego rozwi¡zania skªadowa tensora Cabibbo-Ferrariego

∂1A2 − ∂2A1 + ε1230

(
∂3B0 − ∂0B3

)
=
gµ0

2
sgn(z) δ(x) δ(y) (B.60)

skªada si¦ jedynie ze struny wzdªu» osi z,

Ogólna posta¢ rozwi¡zania stacjonarnego dla 4-potencjaªów

B0(r) = −gµ0

4π

1

r
, Bi(r) = ∂iΦB(r), (B.61a)

A0(r) = 0, Ai(r) = ∂iΦA(r)− εij3
gµ0

4π
∂jΛ̄(r) (B.61b)

gdzie ΦA(r) i ΦB(r) s¡ dowolnymi funkcjami analitycznymi w caªej przestrzeni R3, nato-
miast Λ̄(r) ma posta¢

Λ̄(r) = ln
z +

√
ρ2 + z2

ρ
+ Λ0(x, y) (B.61c)

gdzie Λ0(x, y) jest dowoln¡ funkcj¡ analityczn¡ w caªej podprzestrzeni R2. Funkcje ΦA,B(r)
znikaj¡ dla wielko±ci niezmienniczych od cechowania, takich jak tensor pola elektromagne-
tycznego Fµν czy tensor Cabibbo-Ferrariego ∂µAν − ∂νAµ + εµνλρ∂

λBρ, dlatego mo»emy
uwa»a¢ je za funkcje generuj¡ce transformacje cechowania. Natomiast funkcja Λ0(x, y)
znika dla tensora pola elektromagnetycznego Fµν , ale mo»e wnie±¢ wkªad do tensora
Cabibbo-Ferrariego - mody�kuj¡c posta¢ struny w ∂1A2 − ∂2A1 + ε12λρ∂

λBρ.

B.3.1. Dowód granicy caªki (B.48) dla z → 0

Poniewa» badamy caªk¦ radialn¡ wi¦c oznaczamy h(ρ, ϕ) = h(ρ) i caªk¦ pomocnicz¡ dzie-
limy na 2 cz¦±ci∫ ∞

0
dρ

h(ρ)√
ρ2 + z2

=

∫ z0

0
dρ

h(ρ)√
ρ2 + z2

+

∫ ∞
z0

dρ
h(ρ)√
ρ2 + z2

. (B.62)

gdzie z0 > |z|. Rozpocznijmy analiz¦ od cz¦±ci pierwszej∫ z0

0
dρ

h(ρ)√
ρ2 + z2

= h(0)

∫ z0

0
dρ

1√
ρ2 + z2

+

∫ z0

0
dξ
h(ρ)− h(0)√

ρ2 + z2
=

= h(0) ln
z0 +

√
z2

0 + z2

|z|
+

∫ z0

0
dξ

ρ h1(ρ)√
ρ2 + z2

. (B.63)

Wykorzystali±my tutaj wªasno±¢ dowolnej funkcji analitycznej h(ρ): h(ρ)− h(0) = ρ h1(ρ)
dla ρ ∈ 〈0, z0〉, gdzie h1(ρ) jest równie» funkcj¡ analityczn¡. Poniewa» wyra»enie podcaª-
kowe ρ h1(ρ)/

√
ρ2 + z2 → h1(ρ) dla z → 0, wi¦c ostatecznie cz¦±¢ pierwsza badanej caªki
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dla z → 0 ma struktur¦∫ z0

0
dρ

h(ρ)√
ρ2 + z2

= h(0) ln
2z0

|z|
+

∫ z0

0
dρ h1(ρ) + 0(z). (B.64)

Dla drugiej cz¦±ci caªki otrzymujemy, gdy z → 0∫ ∞
z0

dρ
h(ρ)√
ρ2 + z2

=

∫ ∞
z0

dρ
h(ρ)

ρ
+ 0(z). (B.65)

St¡d ostatecznie mamy granic¦

lim
|z|→0

z

∫ ∞
0

dρ
h(ρ)√
ρ2 + z2

= lim
|z|→0

z

(
h(0) ln

2z0

|z|
+

∫ z0

0
dρ h1(ρ) +

∫ ∞
z0

dρ
h(ρ)

ρ

)
= 0,

(B.66)
bo z ln z = 0 dla z → 0. To ko«czy dowód, »e caªka (B.48) istnieje w granicy z → 0, a co
z tego wynika � jest dobrze zde�niowana dla dowolnej warto±ci z.
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C. Wªasno±ci wybranych funkcji

osobliwych

C.1. Funkcja osobliwa d'Alamberta D+

De�niujemy funkcj¦ osobliw¡ d'Alemberta D+(x) przez jej 3-wymiarowe przedstawienie
Fouriera

D+(x) :=

∫
R3

d3k

(2π)3

e−ik·x

2|k|
. (C.1)

Funkcja ta speªnia równanie falowe d'Alemberta

∂µ∂
µD+(x) = 2D+(x) = 0. (C.2)

Obliczaj¡c caªki p¦dowe we wspóªrz¦dnych sferycznych otrzymujemy

D+(x) = D+(t,x) =
1

4π2

1

r

∂

∂r

[
ln(M2|t2 − r2|) + i

π

2
Θ(t2 − r2)sgn(t)

]
, (C.3)

gdzie r = |x| i M > 0 jest dowoln¡ staª¡. Powy»szy wzór prowadzi do nast¦puj¡cych
wªasno±ci

D+(t,−x) = D+(t,x), D+(−t,x) = [D+(t,x)]∗, (C.4a)

gdzie gwiazdka oznacza sprz¦»enie zespolone i dla parametru skalowania l > 0 mamy

D+(lt, lx) = l−2D+(t,x). (C.4b)

Dla skalowania in�nitezymalnego l = 1 + ε otrzymujemy

D+(lt, lx) ' D+(t,x) + ε

(
t
∂

∂t
+ x ·∇

)
D+(t,x), (C.5a)

(1 + ε)−2D+(t,x) ' (1− 2ε)D+(t,x), (C.5b)

co prowadzi do równania ró»niczkowego dla transformacji skalowania

xµ∂µD+(t,x) = −2D+(t,x). (C.5c)

Mo»emy wi¦c zapisa¢ jawn¡ posta¢

D+(x) = D+(t,x) = − 1

2π2

∂

∂x2

[
ln(M2|x2|) + i

π

2
Θ(x2)sgn(t)

]
, (C.6)
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gdzie x2 = t2 − r2, która jest jawnie lorentzowsko niezmiennicza, poniewa» x2 jest nie-
zmiennicze, jak równie» sgn(t) dla x2 ≥ 0.

D+(Λx) = D+(x), (C.7)

gdzie (Λx)µ = Λµνxν dla dowolnej macierzy transformacji Lorentza Λµν . Dla in�nite-
zymalnej transformacji Lorentza mamy wi¦c Λµν = δµν + ωµν , z ωµν = −ωνµ. Zatem
(Λx)µ = xµ + ωµνxν i

D+(Λx) ' D+(x) + ωµνx
ν ∂µD+(x) = D+(x) +

1

2
ωµν(xν∂µ − xµ∂ν)D+(x) (C.8)

oraz symetria Lorentza prowadzi do nast¦puj¡cego równania ró»niczkowego

(xν∂µ − xµ∂ν)D+(x) = 0. (C.9)

C.2. Funkcja osobliwa dla cechowania planarnego E+

De�niujemy
E+(x) = E+(t,x) := ∂−1

3 ? D+(x) (C.10)

z operatorem caªkowym ∂−1
3 (x) = 1

2sgn(x3)δ2(x⊥). Mamy ogóln¡ relacj¦ caªkow¡∫
R
dξ sgn(x− ξ) f(ξ) = 2

∫ x

0
dξ f(ξ)−

∫
R
dξ sgn(ξ) f(ξ). (C.11)

Poniewa» w naszym przypadku D+(x0, x⊥, x
3) = D+(x0, x⊥,−x3), wówczas ostatnia caªka

znika i uzyskujemy

E+(x) = E+(t,x) =

∫ x3

0
dξ D+(x0, x⊥, ξ). (C.12)

Ta reprezentacja jest bardzo przydatna w dowodzie nast¦puj¡cej wªasno±ci funkcji E+(x)

E+(−t,x) =

∫ x3

0
dξ D+(−t, x⊥, ξ) =

∫ x3

0
dξ [D+(t, x⊥, ξ)]

∗ = [E+(t,x)]∗

tak wi¦c
E+(−t,x) = [E+(t,x)]∗, (C.13a)

E+(t,−x⊥, x3) =

∫ x3

0
dξ D+(t, x⊥, ξ) = E+(t,x⊥, x

3), (C.13b)

E+(t,x⊥,−x3) =

−x3∫
0

dξ D+(t, x⊥, ξ) = −
x3∫

0

dξ D+(t, x⊥,−ξ) = −
x3∫

0

dξ D+(t, x⊥, ξ)

oraz
E+(t,x⊥,−x3) = −E+(t,x⊥, x

3). (C.13c)
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C.3. Funkcja osobliwa D+(x)

De�niujemy funkcj¦ osobliw¡ D+(x) przez caªk¦ fourierowsk¡

D+(x) := ∂0∆−1 ? D+(x) = i

∫
R3

d3k

(2π)3

e−ik·x

2|k|2
, (C.14)

która speªnia równanie falowe d'Alamberta

∂µ∂
µD+(x) = 2D+(x) = 0. (C.15)

Dalej D+(x) mo»e by¢ wyra»ona przez

D+(x) = i

∫
R3

d3k

(2π)3

e+ik·x

2|k|
e−i|k|x

0 − 1

|k|
+ i

∫
R3

d3k

(2π)3

e+ik·x

2|k|2
=

=

∫ x0

0
dτ D+(τ,x) +

i

8π

1

r
. (C.16)

Tak wi¦c mamy przedstawienie caªkowe

D+(t,x) =

∫ t

0
dτ D+(τ,x) +

i

8π

1

r
, (C.17)

które prowadzi do nast¦puj¡cych wªasno±ci

D+(−t,x) =

−t∫
0

dτ D+(τ,x) +
i

8π

1

r
= −

t∫
0

dτ D+(−τ,x) +
i

8π

1

r
=

= −
∫ t

0
dτ [D+(τ,x)]∗ +

i

8π

1

r
, (C.18a)

wi¦c
D+(−t,x) = −[D+(t,x)]∗, (C.18b)

D+(t,−x) =

∫ t

0
dτ D+(τ,−x) +

i

8π

1

r
= D+(t,x). (C.18c)

C.4. Funkcja osobliwa dla cechowania sto»ka ±wietlnego G+

Funkcj¦ G+(x) de�niujemy jako nast¦puj¡c¡ 3-wymiarow¡ caªk¦ Fouriera

G+(x) = i

∫ +∞

−∞

d2k⊥
(2π)2

1

k2
⊥

[∫ +∞

−∞

dk1

2π

|~k|+ αk1

2|~k|
e−ik·x −

∫ +∞

0

dk1

2π
e−ik̄·x̄

]
, (C.19)

gdzie k · x = |~k|x0 − ~k · ~x i k̄ · x̄ = k⊥ · x⊥ + k1(x0 + αx1). Z równania ró»niczkowego

∂−G+(x) = D+(x) (C.20)
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i warunku
G+(x+, x− = 0,x⊥) = 0. (C.21)

znajdujemy sko«czone przedstawienie caªkowe

G+(x) = G+(x+, x−,x⊥) =

∫ x−

0
dξ D+(x+, ξ,x⊥), (C.22)

z

D+(x+, x−,x⊥) =
1

4π2

1

x⊥

∂

∂x⊥

[
ln(M2|4x+x− − x2

⊥|) + i
π

2
Θ(4x+x− − x2

⊥)sgn(x+ + x−)
]

= D+(x−, x+,x⊥), (C.23)

gdzie x⊥ = |x⊥|.
Dla transformacji odwrócenia czasu mamy

t→ −t,x→ x ⇐⇒ x+ → −x−, x− → −x+, x⊥ → x⊥ (C.24a)

zatem

G+(−t,x) = G+(−x−,−x+,x⊥) =

−x+∫
0

dξ D+(−x−, ξ,x⊥) = −
x+∫
0

dξ D+(−x−,−ξ,x⊥),

(C.24b)
ale mamy równie»

D+(−x−,−x+,x⊥) = [D+(x+, x−,x⊥)]∗ = [D+(x−, x+,x⊥)]∗ (C.24c)

wi¦c

G+(−t,x) = −
x+∫
0

dξ D+(−x−,−ξ,x⊥) = −
x+∫
0

dξ [D+(x−, ξ,x⊥)]∗ = −[G+(x−, x+,x⊥)]∗

(C.24d)
Wiemy równie», »e

G+(x−, x+,x⊥) = G+(t,x⊥,−x3) (C.24e)

co daje ostatecznie

G+(−t,x⊥, x3) = −
x+∫
0

dξ [D+(x−, ξ,x⊥)]∗ = −[G+(t,x⊥,−x3)]∗. (C.24f)

Dla transformacji parzysto±ci mamy

t→ t,x→ −x ⇐⇒ x+ → x−, x− → x+, x⊥ → x⊥ (C.25a)
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wi¦c

G+(t,−x) = G+(x−, x+,−x⊥) =

x+∫
0

dξ D+(x−, ξ,x⊥). (C.25b)

C.5. Odwrotny operator Laplace'a w d wymiarach

Zde�niujmy odwrotny operator Laplace'a w d wymiarach jako caªk¦ Fouriera

(−∆)−1(x) =

∫
Rd

ddk

(2π)d
e−ik·x

k2 , (C.26)

która ewidentnie speªnia równanie ró»niczkowe

∆(−∆)−1(x) = −
∫
Rd

ddk

(2π)d
e−ik·x = −δd(x), (C.27)

gdzie ∆ =∇·∇ jest operatorem Laplace'a. Jednak, gdy próbujemy obliczy¢ caªk¦ Fouriera
w (C.26) dla x 6= 0, wówczas otrzymujemy

(−∆)−1(x) =

∫ ∞
0

dα

∫
Rd

ddk

(2π)d
e−ik·xe−α|k|

2
=

1

(4π)d/2

∫ ∞
0

dα

α
α1−d/2e−

x2

4α =

=
1

(4π)d/2
Γ(d/2− 1)

(
x2

4

)1−d/2
=

1

4πd/2
Γ(d/2− 1)

rd−2
, (C.28)

gdzie r = |x|. Dla d = 2 otrzymujemy ¹le zde�niowane wyra»enie Γ(0), co oznacza,
»e (−∆)−1(x) nie mo»e by¢ zde�niowane przez caªk¦ fourierowsk¡.

W d wymiarach operator Laplace'a dziaªa w nast¦puj¡cy sposób

∆
1

ra
=

1

rd−1

d

dr

(
rd−1 d

dr

1

ra

)
=
a(a+ 2− d)

ra+2
, (C.29)

tak wi¦c dla x 6= 0 znajdujemy gdy a = d− 2.

∆
1

|x|d−2
= 0. (C.30)

Zgodnie ze wzorem Gaussa znajdujemy nast¦puj¡c¡ nieznikaj¡c¡ caªk¦ w d wymiarach∫
|x|≤R

ddx ∆
1

|x|d−2
=

∮
|x|=R

da ·∇ 1

|x|d−2
=
(
SdR

d−1
) d

dr

1

rd−2

∣∣∣∣
r=R

=

= (2− d)Sd = (2− d)
2πd/2

Γ(d/2)
= − 4πd/2

Γ(d/2− 1)
, (C.31)
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gdzie Sd = 2πd/2/Γ(d/2) jest powierzchni¡ sfery jednostkowej w d wymiarach. Mo»emy
stwierdzi¢, »e

∆
1

|x|d−2
= − 4πd/2

Γ(d/2− 1)
δd(x), (C.32)

zgodnie z (C.28), zgadza si¦ z (C.27).
Pochodna cz¡stkowa odwrotnego operatora Laplace'a w d wymiarach wynosi

∇(−∆)−1(x) = −Γ(d/2)

2πd/2
x

|x|d
, (C.33)

wi¦c dla d = 3 znajdujemy oczekiwane znane wyra»enie

(−∆)−1(x) =
1

4π|x|
, ∇(−∆)−1(x) = − 1

4π

x

|x|3
, (C.34)

podczas, gdy dla d = 2 mamy

∂i(−∆)−1(x) = − 1

2π

xi
|x|2

. (C.35)

Oznacza to, »e w d = 2 pochodna cz¡stkowa ∂i(−∆)−1(x) posiada swoj¡ repre-

zentacj¦ w postaci caªki Fouriera.

C.6. Operator Laplace'a z uªamkowym wykªadnikiem

Mo»emy zde�niowa¢ operator Laplace'a z ujemnym wykªadnikiem uªamkowym (LUWU),
dla a > 0, jako caªk¦ Fouriera w d wymiarach

(−∆)−a(x) :=

∫
Rd

ddk

(2π)d
e−ik·x

(k2)a
. (C.36)

Mo»emy j¡ wykona¢, wprowadzaj¡c parametr Schwingera α, aby caªkowa¢ kolejno

(−∆)−a(x) =
1

Γ(a)

∫ ∞
0

dα

α
αa
∫

ddk

(2π)d
e−ik·xe−αk

2
=

=
1

(4π)d/2Γ(a)

∫ ∞
0

dα

α
αa−d/2e−

x2

4α =
1

4aπd/2
Γ(d2 − a)

Γ(a)

1

|x|d−2a
(C.37)

Dalej mo»emy wprowadzi¢ naturaln¡ de�nicj¦ splotu dwóch operatorów LUWU[
(−∆)−a ? (−∆)−b

]
(x− y) :=

∫
Rd
ddξ (−∆)−a(x− ξ) (−∆)−b(ξ − y) =

=
Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)
4a+bπdΓ(a)Γ(b)

∫
Rd
ddξ

1

|x− ξ|d−2a

1

|ξ − y|d−2b
(C.38)
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Caªka po ξ jest bezwzgl¦dnie zbie»na dla d > 2(a+ b), a > 0, b > 0 i mo»emy j¡ sprowadzi¢
do caªkowania Gaussowskiego, dla dwoch parametrów Schwingera α i β∫

Rd
ddξ

1

|x− ξ|d−2a

1

|ξ − y|d−2b
=

=
1

Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)

∫ ∞
0

dα

α
α
d
2
−a
∫ ∞

0

dβ

β
β
d
2
−b
∫
Rd
ddξ e−α(x−ξ)2e−β(y−ξ)2 =

=
1

Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)

∫ ∞
0

dα

α
α
d
2
−a
∫ ∞

0

dβ

β
β
d
2
−b
(

π

α+ β

)d/2
e
− αβ
α+β

(x−y)2
=

=
πd/2

Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)

∫ ∞
0

dα

α1+a

∫ ∞
0

dβ

β1+b

(
αβ

α+ β

)d/2
e
− αβ
α+β

(x−y)2
. (C.39)

Caªki parametryczne mo»na przeksztaªci¢ do postaci reprezentcji caªkowych dla funkcji
Gamma i Beta Eulera, je»eli dokonamy zamiany zmiennych caªkowania α = uλ, β =
(1− u)λ, zatem dα dβ = du dλ λ,

∫ ∞
0

dα

α1+a

∫ ∞
0

dβ

β1+b

(
αβ

α+ β

)d/2
e
− αβ
α+β

z2
=

=

∫ 1

0
du ud/2−a−1 (1− u)d/2−b−1 ×

∫ ∞
0

dλ

λ
λd/2−a−b e−λu(1−u)z2 =

=
Γ(d/2− a− b)
|z|d−2a−2b

∫ 1

0
du ub−1 (1− u)a−1 =

Γ(d/2− a− b)
|z|d−2a−2b

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
. (C.40)

To prowadzi do∫
Rd
ddξ

1

|x− ξ|d−2a

1

|ξ − y|d−2b
=

πd/2

|x− y|d−2a−2b

Γ(d/2− a− b)
Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(C.41)

i ostatecznie mamy[
(−∆)−a ? (−∆)−b

]
(x− y) =

∫
Rd
ddξ (−∆)−a(x− ξ) (−∆)−b(ξ − y) =

=
Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)
4a+bπdΓ(a)Γ(b)

πd/2

|x− y|d−2a−2b

Γ(d/2− a− b)
Γ(d2 − a)Γ(d2 − b)

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
=

=
1

4a+bπd/2
1

|x− y|d−2(a−b)
Γ(d/2− a− b)

Γ(a+ b)
= (−∆)−a−b(x− y), (C.42)

co oznacza, »e splot dwóch operatorów LUWU jest równie» operatorem LUWU.

Dziaªanie operatora Laplace'a na operator LUWU (dla wykªadnika 0 < a < 1)

(−∆)(−∆)−a(x) = − 1

4aπd/2
Γ(d2 − a)

Γ(a)
∆

1

|x|d−2a
= − 1

4aπd/2
Γ(d2 − a)

Γ(a)

(d− 2a)(2− 2a)

|x|d−2a+2
=

=
1

4a−1πd/2
Γ(d2 − a+ 1)

Γ(a− 1)

1

|x|d−2a+2
= (−∆)1−a(x). (C.43)
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Poniewa» 0 < 1 − a < 1, wi¦c powy»sze wyra»enie mo»e by¢ uznane za de�ni-

cj¦ operatora Laplace'a z dodatnim wykªadnikiem uªamkowym (LDWU). To prowadzi do
wyra»enia na splot dwóch operatorów LDWU[

(−∆)1−a ? (−∆)1−b
]

(x− y) := (−∆)x(−∆)y

[
(−∆)−a ? (−∆)−b

]
(x− y) =

= (−∆)x(−∆)y(−∆)−a−b(x− y) = (−∆)2−a−b(x− y), (C.44)

który jest rownie» operatorem LDWU. Dalej, mo»emy zde�niowa¢ splot operatorów LUWU
i LDWU[

(−∆)1−a ? (−∆)−b
]

(x− y) := (−∆)x

[
(−∆)−a ? (−∆)−b

]
(x− y) =

= (−∆)x(−∆)−a−b(x− y) = (−∆)1−a−b(x− y). (C.45)

Wa»nym szczególnym przypadkiem takiego splotu jest[
(−∆)1−a ? (−∆)a−1

]
(x− y) = (−∆)x

[
(−∆)−a ? (−∆)a−1

]
(x− y) =

= (−∆)x(−∆)−1(x− y) = δd(x− y). (C.46)
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D. Funkcja D+(x) jako dystrybucja

D.1. Niezmiennicza funkcja osobliwa D+(x)

Funkcja D+(x) jest zde�niowana przez 3-wymiarow¡ caªk¦ Fouriera

D+(x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

e−ik·x

2|k|
, (D.1)

gdzie k · x = |k|t− k · x i u»ywamy naturalnego ukªadu jednostek c = ~ = 1. Caªkowanie
po p¦dach mo»emy wykona¢ we wspóªrz¦dnych sferycznych k, θ, ϕ, najpierw po k¡tach:

D+(x) =
1

2(2π)3

∫ ∞
0

dkk

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin θ e−ikte+ikr cos θ

=
1

2(2π)2

1

ir

∫ ∞
0

dke−ikt
(
eikr − e−ikr

)
, (D.2)

gdzie r = |x|. Pozostaªa caªka po k nie jest zbie»na w górnej granicy i musimy nada¢ jej
sens matematyczny.

D.1.1. D+(x) jako dystrybucja w R.

Rozwa»my regularyzacj¦ analityczn¡, która polega na wprowadzeniu do caªki (D.2)
czynnika gasz¡cego e−εk, dla ε > 0, aby caªka po k byªa bezwzgl¦dnie zbie»na. Ten zabieg
mo»na uwa»a¢ za rozszerzenie analityczne zmiennej t→ t− iε z osi rzeczywistej do dolnej
póªpªaszczyzny zespolonej - st¡d nazwa regularyzacja analityczna. Teraz caªka po k
prowadzi do wyniku

Dε
+(x) =

1

4π2

1

2r

(
1

t+ r − iε
− 1

t− r − iε

)
= Dε

+(t, r). (D.3)

Niezmiennicza funkcja osobliwa D+(x) jest teraz zde�niowana jako granica ε→ 0+

D+(x) := lim
ε→0+

Dε
+(t, r) =

1

4π2

1

2r

(
1

t+ r − i0
− 1

t− r − i0

)
= D+(t, r). (D.4)

gdzie wprowadzili±my, cz¦sto u»ywane w literaturze, oznaczenie

1

z ± i0
:= lim

ε→0+

1

z ± iε
.
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Dla t± r 6= 0 granica ε→ 0+ istnieje jako granica funkcji

D+(t, r) =
1

4π2

1

2r

(
1

t+ r
− 1

t− r

)
=

1

4π2

1

t2 − r2
. (D.5)

Aby rozwa»y¢ przypadki t± r = 0, nale»y wykona¢ granic¦ ε→ 0+ dla dystrybucji D ′(R)
zde�niowanej przez caªk¦

〈D+, g〉 :=

∫
R
dtD+(t, r) g(t) = lim

ε→0+

∫
R
dtDε

+(t, r) g(t), (D.6)

gdzie g(t) ∈ D(R) jest funkcj¡ próbn¡. Mamy do wyznaczenia dystrybucj¦∫
R
dz

g(z)

z − a− i0
=

∫
C(a)

dz
g(z)

z − a
, (D.7)

gdzie kontur C(a) jest osi¡ liczb rzeczywistych zmody�kowan¡ na powierzchni zespolonej
przez póªokr¡g obchodz¡cy punkt z = a od doªu. To wynika z podstawowego twier-

dzenia Cauchy'ego. Je»eli póªokr¡g ma ±rodek w punkcie z = a i promie« δ, to caªk¦ po
C(a) mo»emy zapisa¢ w postaci∫

C(a)
dz

g(z)

z − a
=

(∫ a−δ

−∞
+

∫ ∞
a+δ

)
dz

g(z)

z − a
+ i

∫ 2π

π
dϕ g(a+ δeiϕ). (D.8)

Poniewa» warto±¢ caªki po C(a) nie zale»y od warto±ci δ, wi¦c w granicy δ → 0+

∫
R
dz

g(z)

z − a− i0
=

∫
C(a)

dz
g(z)

z − a
=

∫
R
−dz g(z)

z − a
+ iπ g(a). (D.9)

gdzie wprowadzili±my warto±¢ gªówn¡ Cauchy'ego caªki∫
R
− := lim

δ→0+

(∫ a−δ

−∞
+

∫ ∞
a+δ

)
,

De�niujemy dystrybucje: warto±¢ gªówn¡ Cauchy'ego PV(1/z) i delt¦ Diraca δ(z − a)∫
R
dz PV

(
1

z − a

)
g(z) :=

∫
R
−dz g(z)

z − a
,

∫
R
dz g(z) δ(z − a) := g(a). (D.10)

Teraz mo»emy zapisa¢ (D.9) jako równo±¢ dystrybucji∫
R
dz

g(z)

z − a− i0
=

∫
R
dz PV

(
1

z − a

)
g(z) + iπ

∫
R
dz g(z) δ(z − a), (D.11a)

wi¦c w sensie dystrybucji D ′(R) mamy równo±¢

1

z − a− i0
= PV

(
1

z − a

)
+ iπ δ(z − a). (D.11b)
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To pozwala dystrybucj¦ (D.6) wyrazi¢ jako

〈D+, g〉 =
1

8π2

1

r

[∫
R
−dt g(t)

t+ r
−
∫
R
−dt g(t)

t− r
+ iπg(−r)− iπg(r)

]
, (D.12)

co prowadzi do D+(t, r) w sensie dystrybucji D ′(R)

D+(t, r) =
1

4π2

1

2r

[
PV 1

t+ r
− PV 1

t− r
+ iπδ(t+ r)− iπδ(t− r)

]
. (D.13)

We wzorze (D.13), t jest zmienn¡ po której caªkujemy, natomiast r jest dowolnym,

ci¡gªym, nieujemnym parametrem.

D.1.2. Pochodna dystrybucji i pochodna dystrybucyjna

Rozwa»my pochodn¡ dystrybucji warto±ci gªównej Cauchy'ego po parametrze

d

da

∫
R
dz PV

(
1

z − a

)
g(z) =

∫
R
dz PV

(
1

z − a

)
g′(z) = −

∫
R
dzDz

[
PV

(
1

z − a

)]
g(z),

(D.14)
gdzie pochodna dystrybucyjna DzF (z) jest zde�niowana przez równo±¢ dystrybucji

〈DF, g〉 =

∫
R
dzDzF (z) g(z) := −

∫
R
dz F (z) g′(z) = −〈F, g′〉.

To prowadzi do równo±ci w sensie dystrybucji D′(R)

d

da
PV 1

z ± a
= ±DzPV

1

z ± a
. (D.15)

Podobnie znajdujemy
d

da
δ(z ± a) = ±Dzδ(z ± a). (D.16)

Powy»sze relacje maj¡ t¦ sam¡ posta¢ jak dla zwykªych funkcji, ale wynikaj¡ one z teorii
dystrybucji Schwartza.

D.1.3. Warunek niezmienniczo±ci Lorentza dla D+(t, r)

Je»eli funkcja F (x) jest niezmiennicza wzgl¦dem transformacji Lorentza (pchni¦¢ i obrotów
przestrzennych), to zachodzi relacja ró»niczkowa (xµ∂ν − xν∂µ)F (x) = 0, która zapisana
jawnie ma posta¢

(xm∂0 + x0∂m)F (x) = 0, (xm∂n − xn∂m)F (x) = 0. m, n ∈ {1, 2, 3}. (D.17)

Je»eli funkcja niezmiennicza zale»y jedynie of r i t, to F (x) = F (t, r) i zachodzi

∂mF (t, r) =
xm

r

∂

∂r
F (t, r), (D.18)
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co prowadzi do to»samo±ci dla transformacji obrotów przestrzennych

(xm∂n − xn∂m)F (t, r) =
xmxn − xnxm

r
F (t, r) ≡ 0. (D.19)

Natomiast dla transformacji pchni¦cia Lorentza dostajemy

(xm∂0 + x0∂m)F (t, r) =
xm

r

[
r
∂

∂t
+ t

∂

∂r

]
F (t, r) = 0. (D.20)

Dla niezmienniczej funkcji osobliwej D+(t, r) zachodzi relacja w sensie dystrybucji D ′(R)[
rDt + t

d

dr

]
D+(t, r) = 0, (D.21)

poniewa» ze wzoru (D.13) wynikaj¡ kolejno dystrybucje

DtD+(t, r) =
1

8π2

1

r

d

dr

[
PV 1

t+ r
+ PV 1

t− r
+ iπδ(t+ r) + iπδ(t− r)

]
, (D.22)

tD+(t, r) = − 1

8π2

[
PV 1

t+ r
+ PV 1

t− r
+ iπδ(t+ r) + iπδ(t− r)

]
. (D.23)

To oznacza niezmienniczo±¢ Lorentza funkcji osobliwej D+(t, r) zadanej jako dys-
trybucja w t i parametryzowanej przez r.

D.1.4. Transformacja skalowania (dylatacji) dla D+(t, r)

Dla in�nitezymalnej transformacji skalowania xµ → δλxµ mamy dziaªanie operatora ska-
lowania (dylatacji) S na funkcj¦ F (x) = F (t, r)

SF (x) = xµ∂µF (t, r) =

[
t
∂

∂t
+ xi∂i

]
F (t, r) =

[
t
∂

∂t
+ r

∂

∂r

]
F (t, r) (D.24)

Dlatego dla niezmienniczej funkcji osobliwej D+(t, r) mamy relacj¦ w sensie dystrybucji
D ′(R)

SD+(t, r) =

[
tDt + r

d

dr

]
D+(t, r). (D.25)

Wyznaczamy dystrybucj¦

tDtD+(t, r) =
1

8π2

1

r

d

dr

[
tPV 1

t+ r
+ tPV 1

t− r
+ iπtδ(t+ r) + iπtδ(t− r)

]
=

=
1

8π2

1

r

d

dr

[
−r (8π2r)D+(t, r)

]
= −1

r

d

dr

[
r2D+(t, r)

]
, (D.26)

co prowadzi do równania w sensie dystrybucji D ′(R)[
tDt + r

d

dr

]
D+(t, r) = −1

r

d

dr

[
r2D+(t, r)

]
+ r

d

dr
D+(t, r) = −2D+(t, r). (D.27)
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To dowodzi dla dystrybucji D ′(R) sªuszno±ci równania

[S + 2]D+(t, r) = [xµ∂µ + 2]D+(t, r) = 0. (D.28)

D.2. D+(t, r) jako dystrybucja w R3

Alternatywna regularyzacja rozbie»nej caªki po k we wzorze (D.2) polega na wprowadzeniu
sko«czonej górnej granicy caªkowania L. To prowadzi do∫ L

0
dke−ikt

(
eikr − e−ikr

)
=

∫ L

0
dk (cos kτ− − cos kτ+)− i

∫ L

0
dk (sin kτ− − sin kτ+) ,

(D.1)
gdzie τ± = t± r. Pierwsz¡ caªk¦ mo»na wyrazi¢ jako pochodn¡ po r∫ L

0
dk (cos kτ− − cos kτ+) = − ∂

∂r

∫ L

0

dk

k
(sin kτ− + sin kτ+) (D.2)

i podobnie drug¡ caªk¦∫ L

0
dk (sin kτ− − sin kτ+) =

∂

∂r

∫ L

M

dk

k
(cos kτ− + cos kτ+) +

+
∂

∂r

∫ M
0

dk

k
(cos kτ− + cos kτ+ − 2) . (D.3)

gdzieM > 0 jest dowoln¡ staª¡. Powy»sze caªki po k s¡ nieosobliwe w dolnej granicy i s¡
zbie»ne w granicy L→∞. Wtedy mo»emy wykorzysta¢ znane caªki oznaczone [57]∫ ∞

0

dk

k
sin kx =

π

2
sgn(x),

∫ ∞
M

dk

k
cos kx+

∫ M
0

dk

k
(cos kx− 1) = −γE − ln (M|x|) ,

(D.4)
gdzie γE jest staª¡ Eulera-Mascheroniego. Tak wi¦c mo»emy zde�niowa¢ pierwsz¡ caªk¦∫ ∞

0
dk (cos kτ− − cos kτ+)

df
= − ∂

∂r
lim
L→∞

∫ L

0

dk

k
(sin kτ− + sin kτ+)

= − ∂

∂r

[π
2

(sgnτ− + sgnτ+)
]

(D.5)

i podobnie drug¡ caªk¦∫ ∞
0

dk (sin kτ− − sin kτ+)
df
=

∂

∂r
lim
L→∞

∫ L

M

dk

k
(cos kτ− + cos kτ+) +

+
∂

∂r

∫ M
0

dk

k
(cos kτ− + cos kτ+ − 2)

= − ∂

∂r
[ln (M|τ−|) + ln (M|τ+|)] . (D.6)
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W tej regularyzacji wa»na jest kolejno±¢ dziaªa«: granic¦ L→∞ i caªkowanie musimy

wykona¢ przed ró»niczkowaniem. To pozwala wyrazi¢ funkcj¦ D+(x) w postaci

D+(x) =
1

8π2

1

ir

∫ ∞
0

dk
(
e−ikτ− − e−ikτ+

)
=

1

8π2

1

r

∂

∂r
d+(t, r) (D.7)

gdzie
d+(t, r) = i

π

2
(sgnτ− + sgnτ+) + ln (M|τ−|) + ln (M|τ+|) , (D.8a)

lub równowa»nie
d+(t, r) = iπ sgn(t) Θ(x2) + ln

(
M2|x2|

)
. (D.8b)

Wykorzystali±my tutaj τ+τ− = t2 − r2 = x2 i prost¡ obserwacj¦

sgnτ− + sgnτ+ = 2 sgn(τ+ + τ−) Θ(τ+τ−). (D.9)

Zamierzamy traktowa¢ t jako dowolny ci¡gªy parametr, natomiast r b¦dzie zmienn¡
caªkowania w dystrybucji. To oznacza, »e D+(t, r) nale»y zapia¢ przy u»yciu cz¡stkowej
pochodnej dystrybucyjnej Dm

D+(t, r) =
1

8π2

xm

r2
∂m d+(t, r) =

1

8π2

xm

r2
Dm d+(t, r). (D.10)

Dla funkcji próbnych f(r) ∈ D(R3) mamy ogólne wªasno±ci dystrybucji〈
xi

r2
Di d+(t, r), f

〉
=

〈
Di d+(t, r),

xi

r2
f

〉
= −

〈
d+(t, r), ∂i

(
xi

r2
f

)〉
. (D.11)

St¡d mamy dystrybucj¦ D ′(R3) dla D+ w postaci 3-wymiarowej caªki

〈D+, f〉 = − 1

8π2

∫
R3

d3r d+(t, r) ~∇ ·
(
r̂
f(r)

r

)
. (D.12)

Najpierw rozpatrzmy dywergencj¦ we wspóªrz¦dnych sferycznych

~∇ ·
(
r̂
f(r)

r

)
=

(
r̂
∂

∂r
+
θ̂

r

∂

∂θ
+

ϕ̂

r sin θ

∂

∂ϕ

)
·
(
r̂
f(r)

r

)
=

∂

∂r

(
f(r)

r

)
+
f(r)

r2
θ̂ · ∂r̂

∂θ
+

+
f(r)

r2 sin θ
ϕ̂ · ∂r̂

∂ϕ
=

∂

∂r

(
f(r)

r

)
+ 2

f(r)

r
=

1

r2

∂

∂r
[r f(r)] , (D.13)

gdzie wykorzystali±my równania

∂r̂

∂θ
= θ̂,

∂r̂

∂ϕ
= sin θϕ̂. (D.14)

To pozwala zapisa¢ dystrybucj¦ (D.12) jako caªk¦ we wspóªrz¦dnych sferycznych

〈D+, f〉 = − 1

8π2

∫
R3

d3r d+(t, r)
1

r2

∂

∂r
[r f(r)] = − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

∫ ∞
0

drd+(t, r)
∂

∂r
[rf(r)] ,

(D.15)
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gdzie wprowadzamy oznaczenie dla cz¦sci k¡towej caªki∫ 4π

0
dΩ =

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin θ. (D.16)

Nast¦pnie rozwa»my caªk¦ radialn¡∫ ∞
0

drd+(x)
∂

∂r
[rf(r)] =

∫ ∞
0

dr
[
iπ sgn(t) Θ(t2 − r2) + ln

(
M2|t2 − r2|

)] ∂

∂r
[rf(r)] .

(D.17)
Pierwszy czªon prowadzi do

iπ sgn(t)

∫ ∞
0

drΘ(t2 − r2)
∂

∂r
[rf(r)] = iπ sgn(t)

∫ |t|
0

dr
∂

∂r
[rf(r)] =

= iπ sgn(t) |t| f(r)|r=|t| = iπ t f(r)|r=|t| . (D.18)

Drugi czªon mo»na zapisa¢ w postaci, która umo»liwia caªkowanie przez cz¦±ci∫ ∞
0

dr ln
[
M2|t2 − r2|

] ∂

∂r
[rf(r)] = lim

ε→0+

∫ |t|−ε
0

dr ln
[
M2(t2 − r2)

] ∂

∂r
[rf(r)]

+ lim
ε→0+

∫ ∞
|t|+ε

dr ln
[
M(r2 − t2)

] ∂

∂r
[rf(r)] = lim

ε→0+

∫ |t|−ε
0

dr
2r2

t2 − r2
f(r)+

+ lim
ε→0+

∫ ∞
|t|+ε

dr
2r2

t2 − r2
f(r) + lim

ε→0+
ω(ε), (D.19)

gdzie czªony brzegowe ω(ε)

ω(ε) = ln
(
2εM2|t|

) [
(|t| − ε) f(r)|r=|t|−ε − (|t|+ ε) f(r)|r=|t|+ε

]
∼ ε ln ε, (D.20)

znikaj¡ w granicy limε→0+ . Wprowadzaj¡c oznaczenie warto±ci gªównej caªki

lim
ε→0+

∫ |t|−ε
0

dr
1

t2 − r2
F (r) + lim

ε→0+

∫ ∞
|t|+ε

dr
1

t2 − r2
F (r) =

∫ ∞
0
− dr 1

t2 − r2
F (r), (D.21)

mo»emy zapisa¢ dystrybucj¦ (D.12) jako

〈D+, f〉 = − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπ t f(r)|r=|t| +

∫ ∞
0
− dr 2r2

t2 − r2
f(r)

]
. (D.22)

Ta posta¢ dystrybucji 〈D+, f〉 b¦dzie u»yteczna w dalszej analizie, natomiast tutaj mo»emy
j¡ przeksztaªci¢ wprowadzaj¡c dystrybucje dla delty Diraca

t f(r)|r=|t| = sgn(t)

∫ ∞
0

dr δ(r − |t|) r f(r) (D.23)
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i warto±ci gªównej Cauchy'ego∫ ∞
0
− dr r2

t2 − r2
f(r) = −

∫ ∞
0

dr r2 PV 1

r2 − t2
f(r). (D.24)

To prowadzi do równo±ci dystrybucji

〈D+, f〉 = −isgn(t)

8π

〈
δ(r − |t|)

r
, f

〉
+

1

4π2

〈
PV 1

r2 − t2
, f

〉
, (D.25)

wi¦c w sensie dystrybucji D ′(R3) mamy

D+(t, r) = −isgn(t)

8π

δ(r − |t|)
r

+
1

4π2
PV 1

r2 − t2
. (D.26)

D.2.1. Granica t→ 0

Rozwa»my granic¦ t→ 0 dla dystrybucji (D.22)

lim
t→0
〈D+, f〉 = − lim

t→0

1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπ t f(r)|r=|t| +

∫ ∞
0
− dr 2r2

t2 − r2
f(r)

]
=

=
1

4π2

∫
R3

d3r
1

r2
f(r) =

1

4π2

〈
1

r2
, f

〉
. (D.27)

St¡d w sensie dystrybucji D ′(R3) mamy granic¦

lim
t→0

D+(t, r) =
1

4π2

1

r2
. (D.28)

D.2.2. Pochodna ∂D+/∂t i pochodna dystrybucyjna DiD+(x)

Ze wzoru (D.22) wyliczamy pochodn¡ dystrybucji po t

d

dt
〈D+, f〉 = − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

∂

∂t

[
iπ t f(|t|, θ, ϕ) +

∫ ∞
0
− dr 2r2

t2 − r2
f(r)

]
=

= − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπf(|t|, θ, ϕ) + iπ|t|∂f(|t|, θ, ϕ)

∂|t|
+

+sgn(t)

∫ ∞
0
− dr 2|t|

|t|2 − r2

∂[rf(r)]

∂r

]
. (D.29)
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Wynika to z ogólnej zale»no±ci dla warto±ci gªównej caªki

∂

∂|t|

∫ ∞
0
− dr r2f(r)

|t|2 − r2
= lim

ε→0+

∂

∂|t|

∫ |t|−ε
0

dr
r2f(r)

|t|2 − r2
+ lim
ε→0+

∂

∂|t|

∫ ∞
|t|+ε

dr
r2f(r)

|t|2 − r2
=

= lim
ε→0+

[
(|t| − ε)2f(|t| − ε, θ, ϕ)

|t|2 − (|t| − ε)2
− (|t|+ ε)2f(|t|+ ε, θ, ϕ)

|t|2 − (|t|+ ε)2

]
−

− lim
ε→0+

∫ |t|−ε
0

dr
2 |t| r2f(r)

(|t|2 − r2)2
− lim
ε→0+

∫ ∞
|t|+ε

dr
2 |t| r2f(r)

(|t|2 − r2)2
=

= lim
ε→0+

|t| f(|t|, θ, ϕ)

ε
− lim
ε→0+

∫ |t|−ε
0

dr rf(r)
∂

∂r

|t|
|t|2 − r2

− lim
ε→0+

∫ ∞
|t|+ε

dr rf(r)
∂

∂r

|t|
|t|2 − r2

=

∫ ∞
0
− dr |t|

|t|2 − r2

∂[rf(r)]

∂r
(D.30)

W granicy t→ 0 otrzymujemy dystrybucj¦

lim
t→0

d

dt
〈D+, f〉 = − i

8π

∫ 4π

0
dΩf(0, θ, ϕ) = − i

2
f(0, 0, 0) = − i

2
〈δ3, f〉, (D.31)

wi¦c w sensie dystrybucji D ′(R3) mamy

lim
t→0

∂

∂t
D+(t, r) = − i

2
δ3(r). (D.32)

Pochodna dystrybucyjna jest wyznaczna przez równo±¢ dystrybucji, gdzie ze wzoru (D.22)
mamy caªk¦

〈~DD+, f〉 = −〈D+, ~∇f〉 =
1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπ t ~∇f(r)

∣∣∣
r=|t|

+

∫ ∞
0
− dr 2r2

t2 − r2
~∇f(r)

]
. (D.33)

Korzystaj¡c ze wzoru ∫ 4π

0
dΩ ~∇f(r) =

∫ 4π

0
dΩ

r̂

r2

∂

∂r

[
r2f(r]

)
(D.34)

dostajemy caªk¦

〈~DD+, f〉 =
1

8π2

∫ 4π

0
dΩ r̂

[
iπ

1

t

∂

∂r

(
r2f(r)

)∣∣∣∣
r=|t|

+

∫ ∞
0
− dr 2

t2 − r2

∂

∂r

(
r2f(r)

)]
. (D.35)

D.2.3. Niezmienniczo±¢ Lorentza i transformacja skalowania

In�nitezymalna transformacja pchni¦cia Lorentza ma posta¢ dystrybucyjn¡〈
~x
∂

∂t
D+, f

〉
+
〈
t ~DD+, f

〉
=

d

dt
〈D+, ~xf〉+ t

〈
~DD+, f

〉
. (D.36)
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Z dystrybucji (D.29) znajdujemy

d

dt
〈D+, r̂rf〉 = − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ r̂

[
2iπ |t| f(|t|, θ, ϕ) + iπt2

∂f(|t|, θ, ϕ)

∂|t|
+

+

∫ ∞
0
− dr 2 t

|t|2 − r2

∂[r2f(r)]

∂r

]
, (D.37)

a z dystrybucji (D.35)

t〈~DD+, f〉 =
1

8π2

∫ 4π

0
dΩ r̂

[
iπ

∂

∂r

(
r2f(r)

)∣∣∣∣
r=|t|

+

∫ ∞
0
− dr 2 t

t2 − r2

∂

∂r

(
r2f(r)

)]
. (D.38)

co prowadzi do znikania prawej strony równania (D.36). To dowodzi, »e funkcja D+(t, r)
jest lorentzowsko-niezmiennicza w sensie dystrybucji D ′(R3).
Dla in�nitezymalnej transformacji skalowania mamy

SD+(t, r) =

[
t
∂

∂t
+ ~x · ~D

]
D+(t, r), (D.39)

co prowadzi do równania dla dystrybucji D ′(R3)

〈SD+, f〉 = t
d

dt
〈D+, f〉+

〈
~x · ~DD+, f

〉
= t

d

dt
〈D+, f〉 −

〈
D+, ~∇ · (~xf)

〉
(D.40)

Najpierw rozpatrzmy dywergencj¦ we wspóªrz¦dnych sferycznych

~∇ · [r̂rf(r)] =

(
r̂
∂

∂r
+
θ̂

r

∂

∂θ
+

ϕ̂

r sin θ

∂

∂ϕ

)
· [r̂rf(r)] =

∂

∂r
[rf(r)] + f(r)θ̂ · ∂r̂

∂θ
+

+
f(r)

sin θ
ϕ̂ · ∂r̂

∂ϕ
=

∂

∂r
[rf(r)] + 2f(r). (D.41)

Wi¦c mamy równo±¢ dystrybucji

〈
D+, ~∇ · (~xf)

〉
=

〈
D+,

∂

∂r
[r f ]

〉
+ 2〈D+, f〉. (D.42)

Dalej ze wzoru (D.22) mamy dystrybucj¦

〈
D+,

∂

∂r
[r f ]

〉
= − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπ t

∂

∂r
[r f(r)]

∣∣∣∣
r=|t|

+

∫ ∞
0
− dr 2r2

t2 − r2

∂

∂r
[r f(r)]

]
=

= − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπ t f(|t|, θ, ϕ) + iπ t |t| ∂f(|t|, θ, ϕ)

∂|t|
+∫ ∞

0
− dr 2r2

t2 − r2

∂

∂r
[r f(r)]

]
, (D.43)
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a ze wzoru (D.29) mamy dystrybucj¦

t
d

dt
〈D+, f〉 = − 1

8π2

∫ 4π

0
dΩ

[
iπtf(|t|, θ, ϕ) + iπ|t|t∂f(|t|, θ, ϕ)

∂|t|
+

+

∫ ∞
0
− dr 2t2

t2 − r2

∂[rf(r)]

∂r

]
. (D.44)

Ró»nica tych wyra»e« znika

t
d

dt
〈D+, f〉 −

〈
D+,

∂

∂r
[r f ]

〉
= − 1

4π2

∫ 4π

0
dΩ

∫ ∞
0

dr
∂

∂r
[r f(r)] = 0, (D.45)

co ostatecznie prowadzi do równania D ′(R3)

〈SD+, f〉 = −2〈D+, f〉 (D.46)

wi¦c w sensie dystrybucji D ′(R3) otrzymujemy

SD+(t, r) = −2D+(t, r). (D.47)
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E. Kwantowanie kanoniczne - szczegóªy

rachunkowe

E.1. Cechowanie dLC1

Rozdziaª ten zawiera szczegóªy rachunków pomini¦te, dla przejrzysto±ci, w gªównej cz¦±ci
pracy. Rozpatrzmy cechowanie dLC1, gdzie znaj¡c wyra»enia (V.76), komutatory i funk-
cje Wightmana dla modów kowariantnych i niekowariantnych mo»emy wyznaczy¢ funkcje
Wightmana dla wyj±ciowych pól cechowania A. Obliczenia prowadz¡ bezpo±rednio do
〈0|A3(x)A2(0)|0〉 = 0 i

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 = 〈0|A2(x)A2(0)|0〉 =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|
e−ik·x, (E.1a)

gdzie u»ywamy oznaczenia k · x = |k|x0 − k · x. Dla przejrzysto±ci ustalamy argument
drugiego pola na y = 0. Poniewa» funkcje Wightmana s¡ translacyjnie niezmiennicze, to
uproszczenie nie zmniejsza ogólno±ci wyra»e«. Dalej znajdujemy

〈0|A1(x)A1(0)|0〉 = −
∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

2k1

k2
⊥
e−ik̄·x̄ +

+

∫
R3

d3k

(2π)3

(|k|+ αk1)2

2k2
⊥|k|

e−ik·x, (E.1b)

〈0|A1(x)A2(0)|0〉 = −
∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

αk2

k2
⊥
e−ik̄·x̄ +

+

∫
R3

d3k

(2π)3

αk2(|k|+ αk1)

2k2
⊥|k|

e−ik·x, (E.1c)

〈0|A1(x)A3(0)|0〉 = −
∫
R3

d2k⊥
(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

αk3

k2
⊥
e−ik̄·x̄ +

+

∫
R3

d3k

(2π)3

αk3(|k|+ αk1)

2k2
⊥|k|

e−ik·x, (E.1d)

gdzie wprowadzamy nowe oznaczenie k̄ · x̄ = k⊥ · x⊥ + k1(x0 + αx1). W kolejnym kroku
potrzebujemy nast¦puj¡cej to»samo±ci

(|k|+ αk1)2

2k2
⊥|k|

=
k2
⊥ + 2k2

1 + 2αk1|k|
2k2
⊥|k|

=
1

2|k|
+

2αk1

k2
⊥

|k|+ αk1

2|k|
, (E.2)
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która pozwala zapisa¢ funkcje Wightmana jako

〈0|A1(x)A1(0)|0〉 =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|
e−ik·x +

+ 2

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

e−ik⊥·x⊥

k2
⊥

[
−
∫ +∞

0

dk1

(2π)
k1 e

−ik1x0 e−iαk1x
1)

+

∫
R

dk1

(2π)

|k|+ αk1

2|k|
αk1 e

−i|k|x0 e−ik1x
1

]
, (E.3a)

〈0|A1(x)A2(0)|0〉 =

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

e−ik⊥·x⊥

k2
⊥

αk2

[
−
∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−ik1x

0
e−iαk1x

1

+

∫
R

dk1

(2π)

|k|+ αk1

2|k|
e−i|k|x

0
e−ik1x

1

]
, (E.3b)

〈0|A1(x)A3(0)|0〉 =

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

e−ik⊥·x⊥

k2
⊥

αk3

[
−
∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−ik1x

0
e−iαk1x

1

+

∫
R

dk1

(2π)

|k|+ αk1

2|k|
e−i|k|x

0
e−ik1x

1

]
, (E.3c)

Widzimy teraz, »e powy»sze funkcje Wightmana mog¡ by¢ wyra»one przez funkcje

D+(x) :=

∫
R3

d3k

(2π)3

e−ik·x

2|k|
, (E.4a)

G+(x) := i

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

1

k2
⊥

[∫
R

dk1

2π

|k|+ αk1

2|k|
e−ik·x −

∫ +∞

0

dk1

2π
e−ik̄·x̄

]
, . (E.4b)

których wªasno±ci opisane s¡ w Dodatku C. Jeste±my w stanie zapisa¢ funkcje Wightmana
w zwartej postaci

〈0|A3(x)A3(y)|0〉 = D+(x− y), 〈0|A1(x)A1(y)|0〉 = D+(x− y) + 2α∂1G+(x− y),

(E.5a)

〈0|A2(x)A2(y)|0〉 = D+(x− y), 〈0|A1(x)A2(y)|0〉 = α∂2G+(x− y), (E.5b)

〈0|A3(x)A2(y)|0〉 = 0, 〈0|A1(x)A3(y)|0〉 = α∂3G+(x− y). (E.5c)

Analogiczne wyra»enia otrzymujemy dla funkcji Wightmana dla potencjaªów B. W kolej-
nym kroku rozwa»my funkcje Wightmana 〈0|Aµ(x)Bν(y)|0〉 i 〈0|Bµ(x)Aν(y)|0〉. Nieznika-
j¡ce mieszane funkcje Wightmana, to

〈0|A3(x)B2(0)|0〉 = −〈0|B3(x)A2(0)|0〉 = −α
∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|
e−ik·x, (E.6a)
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〈0|A1(x)B2(0)|0〉 = −〈0|B1(x)A2(0)|0〉 = −
∫
R3

d3k

(2π)3

k3 (|k|+ αk1)

2k2
⊥|k|

e−ik·x −

−
∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

k2
2

[k3] k2
⊥
e−ik̄·x̄, (E.6b)

〈0|A1(x)B3(0)|0〉 = −〈0|B1(x)A3(0)|0〉 = −
∫
R3

d3k

(2π)3

k2 (|k|+ αk1)

2k2
⊥|k|

e−ik·x −

−
∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

k2k3

[k3] k2
⊥
e−ik̄·x̄, (E.6c)

gdzie warto±¢ gªówn¡ zapisujemy jako 1
[k3] = P 1

k3
. Mo»emy upro±ci¢ to wyra»enie u»ywaj¡c

to»samo±ci
k2

2

[k3] k2
⊥

=
1

[k3]
− k3

k2
⊥
, (E.7)

co prowadzi do

〈0|A1(x)B2(0)|0〉 = −〈0|B1(x)A2(0)|0〉 = −
∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

1

[k3]

∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−ik̄·x̄ +

+

∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

∫ +∞

0

dk1

(2π)

k3

k2
⊥
e−ik̄·x̄ −

∫
R3

d3k

(2π)3

k3 (|k|+ αk1)

2k2
⊥|k|

e−ik·x.

(E.8)

Wprowadzaj¡c oznaczenie nowej funkcji

g+(x) :=

∫
R2

dk2 dk3

(2π)2

1

[k3]

∫ +∞

0

dk1

(2π)
e−ik̄·x̄. (E.9)

i wykorzystuj¡c de�nicje (E.4a, E.4b), mo»emy zapisa¢ powy»sze funkcje Wightmana w
postaci

〈0|A3(x)B2(0)|0〉 = −〈0|B3(x)A2(0)|0〉 = −αD+(x), (E.10a)

〈0|A1(x)B2(0)|0〉 = −〈0|B1(x)A2(0)|0〉 = −g+(x)− ∂3G+(x), (E.10b)

〈0|A1(x)B3(0)|0〉 = −〈0|B1(x)A3(0)|0〉 = ∂2G+(x). (E.10c)

E.2. Cechowanie dLC3

Przyjrzyjmy si¦ szczegóªom rachunku przeprowadzonego podczas kwantowania kanonicz-
nego w cechowan dLC3. W tym wypadku mamy do czynienia z pewn¡ niekonsystencj¡,
na któr¡ chc¦ zwróci¢ uwag¦. Zacznijmy od zapisania potencjaªów cechowania za pomoc¡
kowariantnych (A3, C3,Π

A
3 ,Π

C
3 ) i niekowariantnych (Cj ,Λ, Λ̃) modów

A3 = A3 + 2∂3∆−1
⊥ ? Λ, C3 = C3 + 2∂3∆−1

⊥ ? Λ̃, (E.11a)

Ai = ∂i∆
−1
⊥ ? (Λ + αΠA

3 ) + εij∂j∆
−1
⊥ ? (

1

α
Λ̃ + ΠC

3 )− αεijCj , (E.11b)

Ci = Ci − εij∂j∆−1
⊥ (αΛ + ΠA

3 ) + ∂i∆
−1
⊥ ? (Λ̃ + αΠC

3 ), (E.11c)
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gdzie ? oznacza splot. Niestety operator caªkowy ∆−1
⊥ (x⊥) nie ma reprezentacji Fouriera.

Mo»emy rozpocz¡¢ od 2-wymiarowej caªki, a nast¦pnie przeprowadzi¢ caªkowanie po k¡cie
ϕ⊥, co prowadzi do

∆−1
⊥ (x⊥)

?
= −

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

eik⊥·x⊥
1

k2
⊥

= − 1

2π

∫ ∞
0

dk⊥
k⊥

J0(k⊥x⊥). (E.12)

Ewidentnie ta caªka nie istnieje - jest osobliwa dla k⊥ → 0. Dlatego poddajemy w w¡tpli-
wo±¢ znak równo±ci. Mo»emy przeprowadzi¢ regularyzacj¦, na przykªad mo»emy zapisa¢

∆−1
⊥ (x⊥) = − 1

2π

∫ M
0

dk⊥
k⊥

[J0(k⊥x⊥)− 1]− 1

2π

∫ ∞
M

dk⊥
k⊥

J0(k⊥x⊥). (E.13)

Teraz nie mamy ju» osobliwo±ci dla k⊥ → 0 , i caªka jest zbie»na, ale nie mo»na jej znale¹¢
w tablicach caªek, takich jak [57]. Oczekujemy, »e zale»y ona od dowolnego parametru
M > 0. Jednak»e istnieje pochodna cz¡stkowa

∂i∆
−1
⊥ (x⊥) =

xi

x⊥

∂

∂x⊥
∆−1
⊥ (x⊥) =

xi

x⊥

1

2π

∫ ∞
0

dk⊥J1(k⊥x⊥) =
1

2π

xi

x2
⊥

(E.14)

i jest niezale»na od M. Dlatego dla tej pochodnej cz¡stkowej caªka Fouriera istnieje, jak
tego oczekiwali±my. Pami¦taj¡c o powy»szych trudno±ciach mo»emy rozpocz¡¢ analiz¦
niezale»nych modów. Mówimy o modach kowariantnych, z powodu speªnianych przez nie
równa« ruchu

(∂2
0 −∆⊥ − ∂2

3)A3 = ∆−1
⊥ ? (∂0 + α∂3)

[
2∂3(αJ3 + J0) + ∂i(αJ

i + εijK
j)
]
−

− J3 − αJ0, (E.15a)

(∂2
0 −∆⊥ − ∂2

3)C3 = −∆−1
⊥ (∂0 + α∂3)

[
2∂3(αK3 +K0) + ∂i(αK

i − εijJ j)
]
−

− K3 − αK0, (E.15b)

(∂2
0 −∆⊥ − ∂2

3)ΠA
3 = −2∂3(αJ3 + J0)− ∂i(αJ i + εijK

j)−
− (∂0 − α∂3)(J3 + αJ0) (E.15c)

(∂2
0 −∆⊥ − ∂2

3)ΠC
3 = −2∂3(αK3 +K0)− ∂i(αKi + εijJ

j)−
− (∂0 − α∂3)(K3 + αK0), (E.15d)

gdzie dalambercjan jest kowariantnym operatorem ró»niczkowym, cho¢ czªony niejedno-
rodne s¡ ewidentnie niekowariantne. Jest to dobry argument, poniewa» w dalszej analizie
bierzemy przypadek pól swobodnych.

Niezerowe nawiasy Poissona dla niezale»nych modów w tej samej chwili czasu
x0 = y0 = 0, co dla przejrzysto±ci zapisu pomijamy

{A3(x),A3(y)}D = −2α∂x3 ∆−1
⊥ (x⊥ − y⊥)δ(x3 − y3), (E.16a)

{C3(x), C3(y)}D = −2α∂x3 ∆−1
⊥ (x⊥ − y⊥)δ(x3 − y3), (E.16b)

{A3(x),ΠA
3 (y)}D = {C3(x),ΠC

3 (y)}D = δ3(x− y), (E.16c)

{∂3Ci(x), Cj(y)}D = −α
2
δijδ

3(x− y), (E.16d)

{∂3Λ(x),Λ(y)}D = {∂3Λ̃(x), Λ̃(y)}D = −α
2

∆⊥δ
3(x− y). (E.16e)
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Procedura kwantowania kanonicznego pozwala teraz na zamian¦ otrzymanych nawiasów
Diraca dla pól klasycznych na komutatory odpowiednich operatorów pól kwantowych

[A3(x),A3(y)] = −2iα∂x3 ∆−1
⊥ (x⊥ − y⊥)δ(x3 − y3), (E.17a)

[C3(x), C3(y)] = −2iα∂x3 ∆−1
⊥ (x⊥ − y⊥)δ(x3 − y3), (E.17b)

[
A3(x),ΠA

3 (y)
]

=
[
C3(x),ΠC

3 (y)
]

= iδ3(x− y), (E.17c)

[∂3Ci(x), Cj(y)] = −iα
2
δijδ

3(x− y), (E.17d)

[∂3Λ(x),Λ(y)] =
[
∂3Λ̃(x), Λ̃(y)

]
= −iα

2
∆⊥δ

3(x− y). (E.17e)

Mody niekowariantne, które przedyskutujemy na przykªadzie pola Ci speªniaj¡cego na-
st¦puj¡ce równanie ruchu (∂0 − α∂3)Ci = 0 mo»na przedstawi¢ w reprezentacji Focka za
pomoc¡ operatorów kreacji i anihilacji

Ci(x) =

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ +∞

0

dk3

(2π)

(
e+ik⊥x⊥e+ik3(x3+αx0)c†i (k) +

+e−ik⊥x⊥e−ik3(x3+αx0)ci(k)
)

(E.18)

Z komutatorów dla pól (E.17d) mo»emy odczyta¢ komutatory dla operatorów kreacji i
anihilacji

[ci(k), c†j(p)] =
α

2k3
δijδ

3(k− p), [c†i (k), c†j(p)] = [ci(k), cj(p)] = 0. (E.19)

Pozwala to na wyznaczenie funkcji Wightmana dla modów niekowariantnych

〈0|Ci(x)Cj(0)|0〉 =
α

2
δij

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π

1

k3
e−i

~k·~xe−iαk3x
0
, (E.20a)

Podobnie odczytujemy komutatory dla operatorów kreacji i anihilacji dla pozostaªych mo-
dów niekowariantnych

[λ(k), λ†(p)] = [λ̃(k), λ̃†(p)]− α

2

k2
⊥
k3
δ3(k− p),

co prowadzi do odpowiednich funkcji Wightmana

〈0|Λ(x)Λ(0)|0〉 = 〈0|Λ̃(x)Λ̃(0)|0〉 = −α
2

∫
R2

d2k⊥
(2π)2

∫ ∞
0

dk3

2π

k2
⊥
k3
e−i

~k·~xe−iαk3x
0
, (E.20b)

a pozostaªe funkcje Wightmana znikaj¡. Caªki po k3, w funkcjach Wightmana dla modów
niekowariantnych maj¡ t¦ sam¡ struktur¦∫ ∞

0

dk3

k3
e−ik3x

3
e−iαk3x

0
(E.21)

i staj¡ si¦ rozbie»ne dla k3 → 0. Oznacza to, »e nie ma kanonicznego rozkªadu funkcji
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komutatorowych - w tym sensie mamy analogiczn¡ sytuacj¦ jak w przypadku masywnych
pól skalarnych na hiperpowierzchni sto»ka ±wietlnego x+ = 0 [60].
Mody kowariantne przedstawiamy za pomoc¡ caªek po p¦dach

A3(x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

(
e−i

~k·~xei|k|x
0
a†3(k) + ei

~k·~xe−i|k|x
0
a3(k)

)
, (E.22a)

B3(x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

(
e−i

~k·~xei|k|x
0
b†3(k) + ei

~k·~xe−i|k|x
0
b3(k)

)
, (E.22b)

ΠA
3 (x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

(
e−i

~k·~xei|k|x
0
pA†3 (k) + ei

~k·~xe−i|k|x
0
pA3 (k)

)
, (E.22c)

ΠB
3 (x) =

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

(
e−i

~k·~xei|k|x
0
pB†3 (k) + ei

~k·~xe−i|k|x
0
pB3 (k)

)
. (E.22d)

Wychodz¡c od komutatorów dla pól kowariantnych znajdujemy niezerowe komutatory dla
operatorów kreacji i anihilacji[

a3(k), a†3(p)
]

=
[
b3(k), b†3(p)

]
=

= (2π)3

(
4
|k|k3

k2
⊥

(k3 − α|k|) + 2|k|
)
δ3(k− p), (E.23a)[

a3(k), pA†3 (p)
]

=
[
b3(k), pB†3 (p)

]
=

= i(2π)3 (2|k|(|k| − αk3)) δ3(k− p), (E.23b)[
pA3 (k), pA†3 (p)

]
=

[
pB3 (k), pB†3 (p)

]
=

= i(2π)32|k|k2
⊥δ

3(k− p). (E.23c)

To pozwala wyznaczy¢ niezerowe funkcje Wightmana dla modów kowariantnych

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 = 〈0|B3(x)B3(0)|0〉 = (E.24a)

=

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|

(
2k3

k2
⊥

(k3 − α|k|) + 1

)
ei
~k·~xe−i|k|x

0
,

〈0|A3(x)ΠA
3 (y)|0〉 = 〈0|B3(x)ΠB

3 (y)|0〉 =

= i

∫
R3

d3k

(2π)3

1

2|k|
(|k| − αk3) ei

~k·~xe−i|k|x
0
, (E.24b)

〈0|ΠA
3 (x)ΠA

3 (y)|0〉 = 〈0|ΠB
3 (x)ΠB

3 (y)|0〉 =

=

∫
R3

d3k

(2π)3

∫
d3k

(2π)3

k2
⊥

2|k|
ei
~k·~xe−i|k|x

0
, (E.24c)

Wyra»enia te mo»na zapisa¢ przy u»yciu funkcji D+(x) w nast¦puj¡cy sposób

〈0|A3(x)A3(0)|0〉 = 〈0|B3(x)B3(0)|0〉 = 2∂3∆−1
⊥ ? (α∂0 + ∂3)D+(x) +D+(x),

(E.25a)

〈0|A3(x)ΠA
3 (y)|0〉 = 〈0|B3(x)ΠB

3 (y)|0〉 = −(∂0 + α∂3)D+(x), (E.25b)

〈0|ΠA
3 (x)ΠA

3 (y)|0〉 = 〈0|ΠB
3 (x)ΠB

3 (y)|0〉 = −∆⊥D+(x). (E.25c)
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