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Wstep

Niniejsza ksiazka jest podrecznikiem do przedmiotu Algebra
ogodlna I wykladanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia-
lymstoku w oparciu o nastepujgcy program:

grupy : definicje i przyktady grup, podgrupy, twierdzenie Lagran-
ge’a, grupy cykliczne, grupy przeksztalcen, grupy permutacji,
twierdzenie Cayley’a, homomorfizmy, dzielniki normalne, grupy
ilorazowe, twierdzenia o homomorfizmach.

pierscienie : definicje i przyklady, idealy, homomorfizmy, pierécienie
ilorazowe, idealy maksymalne, pierécienie wielomianéw, zasad-
nicze twierdzenie algebry, jednoznaczno$¢ rozktadu, twierdzenie
Gaussa, pierscienie idealéw gléwnych.

ciala : definicje i przyktady, ciala proste, cialo ulamkoéw dziedziny
catkowitosci, elementy algebraiczne, ciato liczb algebraicznych,
stopien rozszerzenia cial, rozszerzenia algebraiczne.

Wieloletnie do§wiadczenia autora zwigzane z wykladaniem algebry
ogélnej pokazaly, ze przedmiot ten sprawia spore trudnosci studen-
tom. Okazalo sie, ze powyzszy program nie jest tatwo zrealizowaé
w trakcie pietnastu wyktadéw w sposéb przystepny dla stuchaczy bez
dysponowania dobrymi materiatami dydaktycznymi. Okazalo sie tez,
ze odsylanie studentéw do literatury nie jest (z wielu powodéw) sku-
tecznym rozwigzaniem problemu. Wiasnie dlatego powstat ten skrypt.
W oparciu o material tu umieszczony mozna sprawnie prowadzi¢ wy-
ktady ubogacajac je dodatkowymi przykladami, uwagami dydaktycz-
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nymi, informacjami historycznymi, ciekawostkami, zadaniami, proble-
mami, itp.

Wskazane jest aby Czytelnik byt obeznany z podstawowym kursem
elementarnej teorii liczb oraz z podstawowym kursem algebry liniowe;.

W podreczniku liczbami naturalnymi bedziemy nazywali dodatnie
liczby calkowite, za$ sam zbidér wszystkich liczb naturalnych bedziemy
oznaczali przez N. Zatem N = {1,2,...}. Koniec dowodu oznaczamy
symbolem [].

Autor dziekuje mgr Marcinowi Lubie za pomoc w sktadzie kompu-
terowym tego podrecznika.
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Rozdziat 1

Pojecie grupy

1.1 Okreslenie grupy

Definicja 1. Dziataniem w niepustym zbiorze A nazywamy kazde
odwzorowanie zbioru A x A w zbidr A. Jezeli o jest dziataniem w zbio-
rze Aia,b € A, too((a,b)) oznaczamy przez aob i nazywamy wynikiem
dziatania o na parze (a,b).

Dziatania bedziemy oznaczali symbolami: o, -, +, @, itd.

Definicja 2. Systemem algebraicznym nazywamy uklad postaci

(A,01,...,0n,€1,...,€), wktérym A jest niepustym zbiorem, oy, ..., o,
sy dzialaniami w A oraz ep,..., e, € A sa wyr6znionymi elementami
zbioru A.

Dzialaniu w zbiorze skoniczonym A mozna przyporzadkowaé ta-
belke wpisujac w lewym gérnym rogu oznaczenie dziatania i wypisujac
dwukrotnie elementy zbioru A: raz w pierwszym rzedzie poziomym
1 raz w pierwszym rzedzie pionowym, a nastepnie wpisujgc na przecie-
ciu rzedu poziomego odpowiadajacego elementowi a i rzedu pionowego
odpowiadajacego elementowi b wynik omawianego dzialania na parze
(a,b). Odwrotnie, kazda tabelka, ktéra w pierwszym rzedzie pozio-
mym i pierwszym rzedzie pionowym zawiera wszystkie elementy da-
nego skonczonego zbioru A napisane tylko jeden raz, a na pozostalych
miejscach ma wpisane w dowolny sposéb pewne elementy zbioru A,

10
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okresla w A dzialanie. Wynikiem tego dzialania na parze (a,b) jest
element stojacy w rzedzie poziomym odpowiadajacym a i rzedzie pio-
nowym odpowiadajacym b. Wynika stad w szczegélnosci, ze w zbiorze
n-elementowym mozna okresli¢ doktadnie n™ réznych dziatas.

Niech o bedzie dzialaniem w zbiorze A. Powiemy, ze
1) dzialanie o jest tqczne, jezeli Vg peca (@0b)oc=ao (boc),
2) dzialanie o jest przemienne, jezeli Vopcq a0 b=boa,
3) e € A jest elementem neutralnym dzialania o, jezeli Voeq €0 a =
=agoe=a.

Mozna wykazaé, ze jesli dzialanie o w zbiorze A jest lgczne, to

wynik tego dzialania na ukladzie elementéw ay, ..., a, € A nie zalezy
od sposobu rozmieszczenia nawiaséw. Na przyktad

(
(
(

(a1 0(azoaz))oas = (a10az)o(azoay) =ajo(azo(azoay)) =
= a3 © ((0/2 o ag) o] (14) = (((1,1 @) ag) @) a3) O Q4.

Pozwala to na pomijanie nawiaséw i uzywanie zapisu a; ©a, 0 ... 0 a,
dla dowolnej liczby naturalnej n.

Uwaga 1. Latwo zauwazy¢, ze dzialanie w zbiorze skoficzonym jest
przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy jego tabelka jest symetryczna
wzgledem gléwnej przekatnej. W szczegdlno$ci w zbiorze n-elemen-

n

towym istnieje doktadnie n™ 2 réznych dzialan przemiennych.

Uwaga 2. Kazde dziatanie w zbiorze A moze posiadaé co najwyzej
jeden element neutralny. Rzeczywiscie, niech e i f beda elementami
neutralnymi dzialania o w zbiorze A. Wtedy w szczegdlnosci eoa = a
oraz bo f = b dla dowolnych a,b € A. Podstawiajaca = fib =c¢
uzyskamy stad, zeeo f = fieo f=e,skad e = f.

Definicja 3. Grupg nazywamy system algebraiczny (G, o, e) spel-
niajacy nastepujace warunki (aksjomaty):

(G1.) Vapeec (aob)oc=ao (boc),

(G2.) Vyegeoa=aoe=a,

(G3.) VeegIecgaoz =zo0a =ce.

Definicja 4. Grupe (G, o, €) nazywamy abelowg, jezeli dziatanie o
jest przemienne.
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Nazwa grupa abelowa pochodzi od nazwiska norweskiego matema-
tyka Nielsa Henrika Abela (1802-1829), ktéry jako pierwszy prowadzil
systematyczne badania wykorzystujace wlasnosci grup przemiennych.

Uwaga 3. W dowolnej grupie (G, o, €) zachodza nastepujace prawa
skracania réwnosci:
(I) Vapeea [aob = aoc = b = c] oraz (II) Yo pccq [boa = coa = b= ¢|.
Rzeczywiscie, na mocy (G3) istnieje x € G taki, ze zoa = aox = e,
wiec jezeli aob = aoe, to zo(aob) = zo(aoc), skad z (G1)
(roa)ob = (zoa)oc, czylieob =eoc. Zatem z (G2) b = ¢, co
dowodzi (1). Dowdd (II) jest analogiczny.

Uwaga 4. Element z w aksjomacie (G3) jest wyznaczony jedno-
znacznie przez element a, gdyz jezeli dodatkowo y € G spelnia warunek
aoy =yoa=e,toaox =aoy, wiec z uwagi 3, x = y. Ten dokladnie
jeden element x nazywamy elementemn odwrotnym (przeciwnym) do a
1 oznaczamy przez a~' (przez —a, gdy o = +). Z uwagi 3 wynika od
razu, ze x jest elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy
aox = e. Poniewaz a™' o a = e, wiec a jest elementem odwrotnym do
a~ !, skad mamy wzér

(a™1)"! = a dla kazdego a € G.
Ponadto dla dowolnych a,b € G zachodzi wzoér:
(aob)t=b"loal.

Rzeczywidcie, wystarczy zauwazy¢, ze (aob)o (bt oa™t) =e. Z lgcz-
nosci dziatania o mamy (aob)o (b'oa™) = ((aob)ob Noa™! =
=(ao(bob))oat=(aoce)oa ! =aoca! =e.

Przez prostg indukcje uzyskujemy stad, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej n i dla dowolnych elementéw a4, ..., a, grupy G zachodzi wzér:

-1

lo...oaytoarl.

(aoazo...0a,) ' =a;
Uwaga 5. Niech (G, o0,€) bedzie grupa i niech a € G. Oznaczmy
przez I, odwzorowanie zbioru G w siebie dane wzorem [,(z) = a oz
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dla z € G oraz oznaczmy przez r, odwzorowanie zbioru G w siebie
dane wzorem r,(z) = z oa dla z € G. Pokazemy, ze wowczas [, i 7,
sy bijekcjami G na G. Z uwagi 3 wynika od razu, ze przeksztalcenia [,
i r, sa réznowarto$ciowe. Ponadto dla kazdego b € G jest l,(a" ! 0b) =
=aoalob=eob="borazr,(boa"l)=boaloa=boe=0b, wiec
przeksztalcenia [, i r, sg ,na”.

Rzedem grupy (G,o,e) nazywamy moc zbioru G. Rzad grupy
(G, 0,e) bedziemy oznaczali przez |G|. Jesli |G| jest liczba naturalna,
to méwimy, ze grupa (G,o,e) jest skoriczona. Z uwagi 5 wynika, ze
jezeli (G,o,e) jest grupg skoriczong, to w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie tabelki dzialania o wystepuja wszystkie elementy zbioru G.

1.2 Calkowita potega elementu grupy

I. Niech (G, -, e) bedzie grupg. Wéwcezas dla a € G, a™! jest ele-
mentem odwrotnym do a. Caltkowita potege elementu a okreslamy
nastepujaco:

1. a® = e,

2. al =a,
3.a""l=qg"-adlan=1,2,...
4.a"=(aH*dlan=1
Zatem dlan=1,2,...

Mozna udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb calkowitych m, n i dla
kazdego a € G zachodzg wzory:

(1) @™ - a™ = a™™ oraz (2) (a™)™ = a"™.

Ponadto jezeli a,b € G sa takie, ze a- b = b - a, to dla dowolnego
catkowitego n zachodzi wzor:

(@a-b)" =a™-b"™
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Zapis uzyty w I nazywamy multiplikatywnym (od lacifskiego mutipli-
care — mnozy¢). W tym zapisie czesto element neutralny e oznacza sie
przez 1, chociaz nie musi to by¢ liczba naturalna 1.

I1. Niech (G, +,0) bedzie grupa. Wéwczas dla a € G, —a jest ele-
mentem przeciwnym do a. Calkowita wielokrotno$¢ elementu a okre-
slamy nastepujaco:
1’."0-a=0,

2. 1-a=a,
3. (n+1)-a=n-a+adlan=12,...
4. (-n)-a=n-(—a)dlan=1,2,...

Taki zapis nazywamy addytywnym (od tacinskiego addere — doda-
wac) 1z reguly jest on stosowany jedynie w przypadku grup abelowych.
W tym zapisie element neutralny grupy jest oznaczany przez 0, chociaz
nie musi to by¢ liczba caltkowita 0.

Z I wynika, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n i dla kazdego
a € G zachodza wzory:

(1)) n-a+m-a=(n+m)-aoraz (2)’ n-(m-a) = (nm) - a.

Jezeli napiszemy niech G bedzie grupg, to bedziemy mieli na mysli
grupe multiplikatywna z dzialaniem oznaczonym kropka, ktérag — tak
jak w przypadku wyrazen algebraicznych — czesto bedziemy pomijaé.

1.3 Przyklady grup

Przyklad 1. Niech G = {a} bedzie dowolnym zbiorem jedno-
elementowym. W zbiorze tym mozna okresli¢ tylko jedno dzialanie:
a-a=a. Woéwczas (G,-,a) jest grupa. Nazywamy ja grupg trywialng.

Przyklad 2. Addytywne grupy liczbowe. Tak bedziemy na-
zywac grupy, ktérych elementami sa pewne liczby zespolone, a dziala-
niami — zwykle dodawanie liczb. Najbardziej typowymi przyktadami
takich grup sa: addytywna grupa liczb catkowitych (Z,+,0) ozna-
czana przez Z*, wymiernych (Q, +,0) oznaczana przez Q*, rzeczywi-
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stych (R, +,0) oznaczana przez R* i zespolonych (C,+,0) oznaczana
przez C*.

Przyklad 3. Multiplikatywne grupy liczbowe. Elementami
takich grup sa pewne niezerowe liczby zespolone, natomiast dzialaniem
— zwykle mnozenie liczb. Ws$réd nich najbardziej typowymi sa:

({~17 1}7 ) 1)7 (Q*a E) 1)7 (R*a ) 1)7 (C*a ) 1)7 (Cna "y 1)7 ((Coo> ) 1)a
gdzie K* = K \ {0} dla K = Q,R,C, natomiast C, jest zbiorem
wszystkich zespolonych pierwiastkéw stopnia n z 1, tzn.

Cn:{coszfl—wqtisingf—l’i: k=0,1,...,n—1}

[e 0]
i wreszcie C, = U C,. Z algebry liniowej wiemy, ze |C,| = n. Waz-
n=1
nym przykladem z punktu widzenia klasyfikacji grup abelowych sg
[e 9}

grupy Cpeo = U C,n, dla liczb pierwszych p.
n=1
Przyklad 4. Jezeli V jest przestrzenig liniowa nad cialem K,
to V z dodawaniem wektoréw + i wyréznionym elementem 6 (wek-
tor zerowy) tworzy grupe abelowa (V,+,6). Stad mamy np. grupy
(K", +,0)dlan=1,2,...

Przyklad 5. Jezeli K jest cialem, to (K \ {0},-,1) tworzy grupe
abelowa. Nazywamy ja grupa multyplikatywna ciala K i oznaczamy
przez K*.

Przyklad 6. Addytywna grupa reszt modulo m. Niech m be-
dzie dowolna liczbg naturalng i niech Z,, = {0,1,...,m—1}. W zbiorze
Z,, okreSlamy dodawanie modulo m, @, przyjmujac, ze dla dowolnych
a,b € Ly

a @, b = reszta z dzielenia a + b przez m.

W oparciu o wiasnosci kongruencji latwo wykazaé, ze (Zp,, +,0) jest
grupa abelows i |Zy,| = m. Grupe te bedziemy oznaczali przez Z,.

Przyklad 7. Multiplikatywna grupa reszt modulo m. Przy
oznaczeniach przykladu 6 niech
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2t ={k € Zp - NWD(k,m) = 1}.

W zbiorze Z}, okreslamy mnozenie modulo m, O, przyjmujac, ze dla
dowolnych a,b € Z7,:

a O b = reszta z dzielenia a - b przez m.

W oparciu o elementarng teorie liczb mozna latwo wykazaé, ze dla
m > 1, (Z%,, ®Om, 1} tworzy grupe abelowa. Grupe te bedziemy ozna-
czali przez Z;,. Z elementarnej teorii liczb wiadomo, ze |Z;,| = ¢(m),
gdzie ¢ jest funkcjg Eulera.

Przyklad 8. Niech K bedzie cialem i niech n € N oraz niech
GL,(K) oznacza zbiér wszystkich odwracalnych macierzy kwadrato-
wych stopnia n nad K. Woéwczas z algebry liniowej wiadomo, ze ma-
cierz kwadratowa A stopnia n nad K nalezy do GL,,(K) wtedy i tylko
wtedy, gdy det(A) # 0. Stad tatwo wyprowadzi¢ (przy pomocy twier-
dzenia Cauchy’ego), ze GL, (K) ze zwyklym mnozeniem macierzy i ma-
cierza jednostkowa I,, tworzy grupe. Oznaczamy ja przez GL,(K). Dla
n > 2 ta grupa nie jest abelowa. Rzeczywiscie, niech A oznacza ma-
cierz, ktéra ma jedynke na gléwnej przekatnej oraz na drugim miejscu
W pierwszym wierszu, a na pozostalych miejscach same zera i niech B
oznacza macierz, ktéra ma same jedynki na gléwnej przekatnej oraz na
drugim miejscu w pierwszej kolumnie. Wtedy det(A) = det(B) = 1,
wiec A,B € GL,(K). Ale A-B # B- A, gdyz macierze A-Bi B - A
maja inne elementy stojace w lewym gérnym rogu.

Przyklad 9. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem.
Oznaczmy przez S(X) zbior wszystkich bijekcji f : X — X. Niech o
oznacza sktadanie przeksztatcen w S(X), tzn. dla f,g € S(X)iz € X:
(fog)(x) = f(g(z)). Niech ponadto idy oznacza przeksztalcenie toz-
samosciowe zbioru X na siebie. Ze wstepu do matematyki wynika, ze
wowcezas (S(X), o,idx) tworzy grupe. Nazywamy ja grupg symetryczng
zbioru X i oznaczamy przez S(X). Mozna wykazaé, ze jesli zbiér X
ma co najmniej 3 elementy, to grupa S(X) nie jest abelowa. Jezeli
X ={1,2,...,n}, to zamiast S({1,2,...,n}) piszemy S, i S, nazy-
wamy grupg permutacyi zbioru n-elementowego. Oczywiscie |S,,| = n!.




Pojecie grupy 17

Przykltad 10. Izometrig pltaszczyzny II nazywamy kazde odwzo-
rowanie II na Il zachowujace odlegto$¢ punktéw. Jezeli F' C II, to
izometrig wlasng figury F' nazywamy taks izometrie f plaszczyzny II,
ze f(F) = F. Niech o oznacza skladanie przeksztalcen i niech I be-
dzie przeksztalceniem tozsamosciowym II na siebie. Wéwczas dla kaz-
dej figury F' C II zbiér I(F') wszystkich izometrii wlasnych figury F
tworzy grupe ze wzgledu na sktadanie przeksztalcen z wyréznionym
elementem idyy. Dla n = 3,4,... przez D, bedziemy oznaczali grupe
izometrii wlasnych n-kata foremnego. Latwo zauwazyé, ze |D,| = 2n
oraz grupa D, nie jest abelowa. Ponadto grupa I(II) jest nieskoriczona
i nie jest abelowa.




Rozdzial 2
Podgrupa grupy

Definicja 1. Podgrupg grupy (G,-,e) nazywamy taki podzbiér
HCG,2eec H, h™! € H dla kazdego h € H oraz h, - hy € H dla
dowolnych hq, hy € H.

Przyklad 1. Centrum grupy. Zbior
Z(G)={a€G: a-g=g-a dlakazdego g € G}

nazywamy centrum grupy G. Pokazemy, ze Z(G) jest podgrupa
grupy G. Poniewaz dla kazdego g € G jest g-e = e- g = g, wiec
e € Z(G). Niech h € Z(G). Wtedy dla kazdego g € G jest h-g = g- h,
skad g = h™lgh oraz h™' - g = g - h7!, a wiec h™! € Z(G). Wezmy
dowolne hi,h, € Z(G). Wtedy dla dowolnego g € G, (hihy)g =
= hl(hgg) = hl(ghz) = (hlg)h2 = (ghl)hg = g(hlhz), ska¢d h1h2 € Z(G)
Zatem Z(G) jest podgrupa grupy G. Zauwazmy jeszcze, ze grupa G
jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G = Z(G).

Z definicji 1 mamy od razu, ze kazda podgrupa H grupy (G, -, e€)
tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do H dzialania -. Na odwrét,
niech (G, -, e) bedzie grupa i niech H bedzie takim podzbiorem G, ze
H tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do H dziatania -. Wtedy
istnieje f € H bedace elementem neutralnym grupy H. Zatem f-f = f,
skad f = e, czylie € H. Ponadto z zalozenia h; -hy € H dla dowolnych
hi,hy € H. Niech h € H. Wtedy istnieje x € H takie, ze h -z =

18
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=2-h=e Aleh,v € G, wiecz = h~!, skad h~! € H. Wobec tego H
jest podgrupa grupy G. W ten sposob udowodniliSmy nastepujace

Stwierdzenie 1. Niech (G, -, e) bedzie grupg. Podzbior H C G jest
podgrupg grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy H tworzy grupe ze wzgledu
na ograniczenie do H dziatania -. O

Przyklad 2. Ze stwierdzenia 1 wynika od razu, ze G i {e} sa
podgrupami grupy (G, -, e). Pierwsza z nich nazywamy podgrupg nie-
wtasciwg, za$ drugg — trywialng. Z definicji podgrupy wynika tez, ze
podgrupa trywialna jest jedyna podgrupa jednoelementowsg
grupy G.

Stwierdzenie 2. Niepusty podzbior H C G jest podgrupq grupy
(G, -, e) wtedy i tylko wtedy, gdy h,-h;' € H dla dowolnych hy, hy € H.

Dowdéd. Niech H bedzie podgrupg grupy (G, -, e). Wezmy dowolne
hi,hy € H. Wtedy h;' € H, skad hy - h;' € H.

Na odwrét, niech H bedzie niepustym podzbiorem zbioru G takim,
ze hy - hy' € H dla dowolnych hq,hy € H. Wtedy istnieje z € H,
skad e =z - 27! € H, czyli e € H. Wezmy dowolne h € H. Wtedy
h''=e-h7' € H, wiec h™* € H. W konicu dla dowolnych hy, hy € H
mamy, ze hy - hy = hy - (hy')™' € H, czyli hy - ho € H. Zatem H jest
podgrupa grupy G. O

Przyklad 3. Podgrupa cykliczna. Niech (G, -, e) bedzie grupa
i niech a € G. Udowodnimy, ze podzbiér

(a) ={a*F: ke Z}

jest najmniejsza (w sensie inkluzji) podgrupa grupy G zawierajaca ele-
ment a. Poniewaz a = a!, wiec a € (a). W szczegdlnosci (a) # 0.
Wezmy dowolne hq, hy € (a). Wtedy istniejg liczby catkowite ki, ks
takie, ze hy = a* i hy = af2. Zatem hy-hs! = aFr-(a¥2)™1 = gh1-a " =
= a*'7k2 € (a). Zatem ze stwierdzenia 2, (a) jest podgrupa grupy G
oraz dodatkowo a € (a). Niech H bedzie dowolna podgrupa grupy G
taka, ze a € H. Wtedy ze stwierdzenia 1 mamy, ze a* € H dla kazdego
k € Z, czyli (a) C H. Zatem (a) jest najmniejsza podgrupa grupy G
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zawierajaca element a. Nazywamy ja podgrupg cykliczng generowang
przez element a. Natomiast a nazywamy generatorem podgrupy (a).

Definicja 2. Powiemy, ze grupa G jest cykliczna, jezeli istnieje
element a € G (zwany generatorem tej grupy) taki, ze G = (a).

Stwierdzenie 3. Kazda grupa cykliczna jest abelowa.

Dowdéd. Niech G bedzie grupg cykliczng o generatorze a. Wtedy
G = {a* : k € Z}. Wezmy dowolne z,y € G. Wtedy istnieja k,l € Z
takie, ze * = a* oraz y = d'. Zatem z -y = a* - @} = oft! = @Mtk =

=al-af =y, czyli grupa G jest abelowa. [

Twierdzenie 1. Niech H bedzie podgrupg grupy skoriczonej G.
Wtedy |H| jest dzielnikiem |G)|.
Dowéd. Dla dowolnego g € G niech

gH={g-h: he H}.

Poniewaz g =g-eie € H, wiec g € gH, skad

G=|JgH (2.1)

geG

Z prawa skracania réwnoséci w grupie wynika, ze odwzorowanie
hw— g- hdlahe H jest bijekcja H na gH, czyli

|H| = |gH| dla kazdego g € G. (2.2)

Niech a,b € G beda takie, ze aH NbH # (. Wtedy istnieja
hi, hy € H takie, ze a-hy = b-hy. Zatem b = ah,h; " oraz dla dowolnego
he H b-h=a-(hhy'h) € aH, gdyz hih;'h € H. Stad bH C aH.
Ale zbiory aH i bH sa skoficzone, wigc z (2.2), bH = aH. Stad iz (2.1)
oraz ze skonczonoSci grupy G wynika, ze istnieja a1, aq, ..., a; € G ta-

k

kie. ze zbiory a1 H, a2 H, . . ., ar. H sg parami rozlaczne oraz G = U a; H.

1=1

k
Zatem |G| = " |a;H| = k- |H|, czyli |H| dzieli |G|. O

i=1
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Stwierdzenie 4. Niech H C G bedzie skoriczonym niepustym pod-
zbiorem grupy (G, -, e). Wowczas H jest podgrupg grupy G wtedy i tylko
wtedy, gdy hy - hy € H dla dowolnych hy,hy € H.

Dowéd. Jesli H jest podgrupa grupy G, to h; - he € H dla dowol-
nych hy, ho € H.

Na odwrét, zalézmy, ze hy - hy € H dla dowolnych hy,hy € H.
Poniewaz H # 0, wiec istnieje x € H. Wtedy 22 = z-x € H i jesli
dla pewnego naturalnego n, z" € H, to takze 2"*! = z" -z € H.
Zatem {x,z? 2%, ...} C H izbiér H jest skoficzony, wiec istnieja liczby
naturalne m > n takie, ze 2™ = z". Stad 2™ " =eim —n € N, wiec
e € H. Ponadto z tego rozumowania wynika, ze dla kazdego h € H
istnieje n € N takie, ze h" = e oraz n > 1. Zatem h™! = h"! € H.
Stad ostatecznie mamy, ze H jest podgrupa grupy G. O

Whniosek 1. Jezeli rzqd grupy G jest liczbg pierwszg, to grupa G
jest cykliczna (a wiec jest abelowa).

Dowéd. Niech liczba pierwsza p bedzie rzedem grupy GG. Poniewaz
p > 1, wiec istnieje a € G, a # e. Zatem podgrupa (a) ma co naj-
mniej dwa rézne elementy: e i a oraz z twierdzenia 1, |{a)| dzieli liczbe
pierwsza p. Zatem |(a)| = p, czyli |(a)| = |G|, skad G = (a) i grupa G
jest cykliczna. Zatem ze stwierdzenia 3 grupa G jest abelowa. [J

Stwierdzenie 5. Czesé wspdina dowolnej niepustej rodziny pod-

grup grupy G jest podgrupg grupy G.
Dowéd. Niech {H;}:cr bedzie dowolng niepustg rodzing podgrup

grupy (G,-,e). Wtedy e € H; dla kazdego t € T, wicc e € ﬂHt.

teT
Niech hi, hy € () Hy. Wtedy hy, hy € H, dla kazdego t € T'. Zatem ze
teT
stwierdzenia 2, hy - by € H, dla kazdego t € T. Stad hy-h;' € () H,.
teT

Zatem ze stwierdzenia 2, ﬂ H, jest podgrupa grupy G. (J
teT

Przyktad 4. Podgrupa generowana przez podzbiér grupy.
Niech X C G bedzie dowolnym podzbiorem grupy (G, -, e). Oznaczmy
przez X rodzine wszystkich podgrup grupy G zawierajacych zbiér X.
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Poniewaz G € X, wiec rodzina X jest niepusta. Zatem ze stwierdze-
nia 5, (X) = ﬂ H jest podgrupa grupy G zawierajaca zbiér X. Po-
HeX
nadto z okreélelfia (X) wynika, ze jesli H jest podgrupa grupy G zawie-
rajaca zbiér X, to H € X oraz (X) C H. Zatem (X) jest najmniejsza
(w sensie inkluzji) podgrupa grupy G zawierajaca zbiér X. Nazywamy
ja podgrupg generowang przez podzbior X i oznaczamy przez (X). Na-
tomiast X nazywamy zbiorem generatorow podgrupy (X). Oczywiscie
(0) = {e}, bo {e} jest najmniejsza podgrupa grupy G. Jesli zas zbiér
X jest niepusty, to latwo zauwazy¢, ze (X) jest zbiorem wszystkich

elementéw postaci x’f‘ a2 oxh gdzie zy, ..z, € X, Ky, ...k €
€ {1,—1} oraz n € N. Jesli zbiér X jest skonczony i X = {zy,...,z,},
to zamiast ({z1,...,z,}) bedziemy pisali (z1,...,z,).

Stwierdzenie 6. Jezeli a jest elementem grupy (G,-,e) i n jest
najmniejszq liczbg naturalng takq, ze a™ = e, to podgrupa {a) ma do-
ktadnie n elementow oraz

(a) ={e,a,a?,...,a"1}.

Dowéd. Oczywiscie {e,a,...,a” '} C (a). Niech h € (a). Wtedy
istnieje liczba calkowita k taka, ze h = aF. Dazielac z reszta liczbe k
przez liczbe n uzyskamy, ze k = gn + r dla pewnych ¢,r € Z takich,
ze r € {0,1,...,n — 1}. Zatem h = a?*" = @™ -q" = (a")?-a” =
=el-a" =a €{eaqa,...,a"'}. Stad (a) C {e,q,...,a"" '} i ostatecz-
nie (a) = {e,a,...,a" '}. Gdyby podgrupa (a) nie miala doktadnie n
elementow, to istnialyby liczby calkowite k, s takie, ze 0 < k < s<n
oraz a® = a*. Ale wtedy a** = eis—k € Noraz s — k < n,
wigc otrzymalibySmy sprzeczno$é z minimalnoscia liczby n. Konczy to
dowéd naszego stwierdzenia. [J

Stwierdzenie 7. Niech n € N i niech a bedzie elementem grupy
(G, -, e) takim, Ze podgrupa (a) ma doktadnie n elementow. Wowczas
a" = e oraz a* # e dla dowolnej liczby naturalnej k < n.

Dowdd. Z dowodu stwierdzenia 4 wynika, ze istnieje najmniejsza
liczba naturalna s taka, ze a® = e. Wtedy ze stwierdzenia 6 pod-
grupa (a) ma dokladnie s elementéw, skad s = n i nasze stwierdzenie
jest udowodnione. (J
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Stwierdzenie 8. Jezeli a’> = e dla kazdego elementu a grupy
(G, -, e), to grupa G jest abelowa.

Dowéd. Wezmy dowolne a,b € G. Wtedy (ab)? = e, a*> = ¢
ib? = e. Zatem abab = aabb, skad z praw skracania réwnosci w grupie,
ba = ab. Zatem grupa G jest abelowa. [J

Stwierdzenie 9. Kazda skoriczona grupa nieabelowa ma rzqd wiek-
82y niz 5.

Dowéd. Niech G bedzie grupa rzedu co najwyzej 5. Wtedy |G| €
€ {1,2,3,4,5}. Jedli |G| = 1, to G = {e}, wiec G jest abelowa.
Jedli |G| € {2,3,5}, to z wniosku 1 grupa G tez jest abelowa. Niech
dalej |G| = 4. Jesli istnieje w G element a taki, ze {(a) = G, to
grupa G jest abelowa (bo jest grupa cykliczna). Zalézmy zatem, ze
(a) # G dla kazdego a € G. Wezmy dowolne a € G, a # e. Wtedy
podgrupa (a) ma co najmniej 2 rézne elementy: e, a i jest r6zna od G,
wiec z twierdzenia 1, |(a)| = 2. Zatem ze stwierdzenia 7, a? = e.
Poniewaz dodatkowo e? = e, wiec a®> = e dla kazdego a € G. Zatem
ze stwierdzenia 8 grupa G jest abelowa i nasze stwierdzenie zostato
udowodnione. OJ




Rozdzial 3

Grupy cykliczne

3.1 Rzad elementu grupy

Definicja 1. Niech a bedzie elementem grupy (G, -, e). Jezeli ist-
nieje liczba naturalna k taka, ze a* = e, to najmniejsza taka liczbe
naturalng k nazywamy rzedem elementu a. W przeciwnym przypadku
(tzn'. gdy a" # e dla kazdego n € N) méwimy, ze rzad elementu a jest
réwny oo (nieskonczonosc¢). Rzad elementu a oznaczamy przez o(a).

Przyklad 1. Zauwazmy, ze o(—1) = 2 w grupie R*, gdyz w tym
przypadku e = 1 oraz —1 # 1i (—1)2 = 1. Natomiast w grupie R*
mamy, ze o(—1) = 0o, bo wéwczas e = 0 oraz dla kazdego n € N jest
n-(—1)=-n#0.

Uwaga 1. Przyklad 1 pokazuje, ze nalezy by¢ bardzo ostroznym
przy wyznaczaniu rzedu elementu grupy. Przede wszystkim musimy
rozumie¢ nature dzialania grupowego oraz wiedzie¢ jak wyglada ele-
ment neutralny tej grupy.

Uwaga 2. Ze stwierdzen 6 i 7 z poprzedniego rozdziatlu wynika od
razu, ze dla dowolnego elementu a skoniczonego rzedu grupy G zachodzi
WzOr:
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W szczegdlnosci z twierdzenia 1 z rozdzialu 2 mamy, ze rzad do-
wolnego elementu grupy skonczonej G jest dzielnikiem rzedu

grupy G.

Stwierdzenie 1. Niech a bedzie elementem skoriczonego rzedu
grupy (G, -, e). Wtedy dla dowolnego catkowitego k:

a* =e < o(a) | k.

Dowéd. Jedli o(a) | k, to istnieje s € Z takie, ze k = s - o(a).
Zatem a* = a*°® = (a°®))* = ¢* = e. Na odwrét, zatézmy, ze a* = e.
Wtedy istnieja q,r € Z takie, ze k = q-o(a) +r 10 < r < o(a). Stad
e=aF =qrtr = 900 g7 —e.q" =a", czylia" =e. Aler < o(a),

wiec 7 € N, czyli r = 0. Zatem k = q-o0(a) i 0(a) | k. O

Stwierdzenie 2. Jezeli a i b sq elementami skonczonych wzglednie
pierwszych rzeddw grupy G oraz a-b =b-a, to o(ab) = o(a) - o(b).

Dowéd. Oznaczmy: n = o(a), m = o(b). Wtedy m,n € N,
(m.n) = 1loraza™ =eib™ = e. Z rozdziatu 1 mamy, ze (ab)¥ = a¥bF
dla kazdego k € Z. W szczegdlnosci (ab)™ = a™"b™ = e-e = e,
skad | = o(ab) < mn. Ale e = (ab)! = da'¥!, wigc e = (alb))" =
= a"p'™ = eb'™ = b, czyli b = e. Zatem ze stwierdzenia 1, m | In.
Ale (m,n) = 1, wiec z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, m | [.
Analogicznie pokazujemy, ze n | I. Poniewaz m | lin | [ oraz (m,n)=1,
wiec mn | I, czyli mn < I. Ale wczesdniej pokazaliSmy, ze | < mn, wiec
ostatecznie [ = mn, czyli o(ab) = o(a) - o(b). O

Stwierdzenie 3. Jezeli a jest elementem nieskonczonego rzedu
grupy (G, -, e), to dla dowolnych liczb catkowitych k i l:

a* =d = k=1.

W szczegolnosci grupa (a) jest nieskoriczona. Ponadto grupa {a) po-
siada doktadnie dwa generatory: a i a™!.

Dowdéd. Zalézmy, ze istnieja rézne liczby calkowite k, [ takie,
ze a* = a'. Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zakladaé, ze k > L.
Wtedy k — 1 € Nia*F~! = e, co przeczy temu, ze o(a) = co. Implikacja

odwrotna jest oczywista.




26 Wyktlady z algebry ogdlnej I

Poniewaz a = (a™!)™! € (a7!), wigc {a) C (a7'). Ale (a!) C (a),
wiec (a7!) = (a), czyli a™' jest generatorem grupy (a). Ponadto
z pierwszej czeSci dowodu a~! # a. Niech teraz b € (a) bedzie ge-
neratorem grupy {(a). Wtedy istnieje liczba catkowita k taka, ze b = a*
oraz a € (a¥). Zatem istnieje | € Z takie, ze a = (a*)! = a*'. Zatem
z pierwszej czesci dowodu kl = 1,skad k =1lub k = —1 oraz b = a
lubb=a"t. O

Lemat 1. Niech a bedzie elementem skoriczonego rzedu grupy G.
Wowczas dla dowolnej liczby catkowitej k:

(a¥) = (a®H).

Dowdéd. Oznaczmy d = (o(a), k). Wtedy d | k, wiec istnieje cal-
kowite { takie, ze k = dl, skad a* = (a%)! € (a%). Zatem (a*) C (a?).
Ponadto z elementarnej teorii liczb wiemy, ze istnieja liczby calko-
wite 1, y takie, ze d = o(a)z + ky. Stad a? = a®®*+ky = go(a)z . ghv —
=e-a? = (a*)¥ € (a¥). Zatem (a?) C (a*) i ostatecznie (a%) = (a*). O

Twierdzenie 1. Niech a bedzie elementem skoriczonego rzedu
grupy (G, -,e). Wowczas:
(1) dla dowolnego naturalnego dzielnika d liczby o(a) zachodzi wzor:

ofat) = 42,

(1) dla dowolnej liczby catkowitej k zachodzi wzor:

Dowéd. (i) Zauwazmy, ze o(a eNi(a )O(da) B (5

Zatem k = o(a?) < 22 Ale e = (a%)* = a%, wiec ze stwierdzenia 1
mamy, ze o(a) | dk. Zatem 3((%) | k, czyli °;) k i ostatecznie k = O(").

(ii) Z lematu 1 mamy, ze (a¥) = (a(°(®) k)) Ale d = (o(a), k) Jest
naturalnym dzielnikiem o(a), wiec z (i) oraz z uwagi 2 uzyskujemy, ze
s = 0(a@®)) = (@R = |(a*¥)| = o(ak). O

97/2021
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Twierdzenie 2. Zaldimy, ze (a) jest skoriczong grupg cykliczng
rzedu n. Niech d bedzie dzielnikiem naturalnym liczby n. Wiedy w gru-
pie (a) istnieje doktadnie o(d) elementdw rzedu d i sq one postaci a®*,
gdzie k € {1,...,d} oraz (k,d) = 1.

Dowdd. Niech k£ € {1,...,d} bedzie takie, ze (k,d) = 1. Wtedy
(%kl,cn) =(5k%5-d)=%-(kd) =% -1=75. Zatem z twierdzenia 1,
i*) =& =d

o(ad
d

Niech teraz b € (a) bedzie elementem rzedu d. Wtedy istnieje liczba
naturalna m < n taka, ze b = o™ oraz z twierdzenia 1, d = o(a™) =
= Ty skad (m,n) = 5. Ale (m,n) | m, wigc istnieje £ € N takie,
ze m = % -k Ponadto & = (m,n) = (§-k,5-d) =% - (k,d), wiec
(k,d)=1. Alem < n, wiec 5 -k < n, skad k < d.

Jesli k,1 € {1,...,d}, (k,d) = (I,d) = 1 oraz a?* = @i to
ai*=D = e, wiec ze stwierdzenia 1, n | 2+ (k — 1), skad d | k — I. Ale
k,le{l,...,d}, wieck=1. 0O

Whniosek 1. Skoriczona grupa cykliczna (a) rzedu n posiada do-
ktadnie ¢(n) generatordw i sq one postaci: a*, gdzie k € {1,... n}
oraz (k,n) = 1.

Dowdéd. Element b € (a) jest generatorem grupy (a) wtedy i tylko
wtedy, gdy o(b) = n. Zatem z twierdzenia 2 grupa (a) posiada doktad-
nie p(n) generatoréw i sa one postaci: a»* = a*, gdzie k € {1,...,n}
oraz (k,n) =1. O

Twierdzenie 3. Kazda podgrupa grupy cyklicznej jest grupg cy-
kliczng.

Dowéd. Niech (G, -, e) bedzie grupa cykliczng o generatorze a
i niech H bedzie dowolng podgrupa grupy G. Jesli H={e}, to H={(e),
czyli grupa H jest cykliczna. Zalézmy wiec dalej, ze H # {e}. Wtedy
istnieje k € Z takie, ze e # a* € H. Stad k #0ia™* = (a¥)"! € H.
Zatem k € N lub —k € N i z zasady minimum istnieje najmniejsza
liczba naturalna m taka, ze a™ € H. Wtedy (a™) C H. WeZzmy
dowolne h € H. Istnieje s € Z takie, ze h = a*. Ale s = ¢gm + r dla
pewnych ¢,7 € Z, 0 < 7 < m, wiec a® = a?™" = -a" = (a™)? - a",
skad a” = a® - (™)™ 9 € H, czyli a” € H. Ponadto 0 < 7 < m, wiec
z minimalnoéci m, r € N, czyli r = 0. Zatem h = (a™)? € (a™), czyli
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H C (a™) i ostatecznie H = (a™). O

Twierdzenie 4. Grupa cykliczna nieskoriczona (a) posiada nie-
skoriczenie wiele podgrup i sg one postaci: (a"), gdzien =0,1,...

Dowdéd. Z twierdzenia 3 wynika, ze kazda podgrupa H grupy (a)
jest postaci H = (a*) dla pewnego k € Z. Ale af = (a7%)"! € (a7F),
wiec (a*) C (a™*) oraz (a™*) C (a*), bo a™* € (a*), wigc (aF) = (a7 F),
czyli H = (a") dla pewnego n =0,1,...

Niech m,n € {0,1,...} beda takie, ze (a™) = (a"). Wtedy a™ €
€ (a"), wiec istnieje k € Z takie, ze a™ = (a™)* = a™. Zatem ze
stwierdzenia 3, m = nk, czyli n | m. Analogicznie pokazujemy, ze
m |n. Stad m | nin|morazn,me{0,1,...}, wiecm=n. O

Przyklad 2. Poniewaz Z* = (1) i o(1) = oo, wiec z twierdzenia 4
wynika, ze wszystkimi podgrupami grupy Z* sa: (n) = {n-k: k € Z}
dla n = 0,1,... Zauwazmy, ze podgrupa (n) jest nam dobrze znana
juz od szkoly podstawowej, gdyz jej elementami sg wszystkie catkowite
wielokrotnosci liczby n. Ponadto ze stwierdzenia 3 wynika, ze grupa Z+
posiada dokladnie dwa generatory: 11 —1.

Twierdzenie 5. Wszystkimi podgrupami skoriczonej grupy cyklicz-
nej (a) sq podgrupy postaci {a®), gdzie d przebiega wszystkie dziel-
niki naturalne liczby o(a). W szczegdinosci liczba wszystkich pod-
grup grupy (a) jest rowna liczbie wszystkich dzielnikéw naturalnych
liczby o(a).

Dowéd. Jedli (a®) = (a®) dla pewnych dzielnikéw naturalnych
dy, dy liczby o(a), to z twierdzenia 1 iz uwagi 2: - = o(a™) = [(a™)| =
= |(a®)| = o(a®?) = o czyli di = dy.

Niech H bedzie dowolna podgrupa grupy (a). Wtedy z twierdze-
nia 3 istnieje k € Z takie, ze H = (a*). Ale zlematu 1, {(a*) = (a(°(®)}))
i (o(a), k) jest dzielnikiem naturalnym liczby o(a), wiec twierdzenie zo-
stato udowodnione. [J

Uwaga 3. 7 twierdzenia 5 wynika, ze istnieje wzajemnie jedno-
znaczna odpowiednio$¢ pomiedzy zbiorem wszystkich podgrup skon-
czonej grupy cyklicznej (a) i zbiorem wszystkich dzielnikéw natural-
nych liczby o(a). W szczegdlnosci wynika stad, ze dla kazdej liczby
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naturalnej d dzielgcej rzad skonczonej grupy cyklicznej (a)
istnieje dokladnie jedna podgrupa rzedu d grupy (a).

Stwierdzenie 4. Jezeli liczba naturalna n posiada co najmniej dwa
rozne, nieparzyste dzielniki pierwsze, to grupa Z) nie jest cykliczna.
Dowdd. 7 zalozenia istnieja rézne, nieparzyste liczby pierwsze
p, g oraz liczby naturalne «, 3, m takie, ze n = p®¢®m oraz m nie jest
podzielne ani przez p ani przez q. Z chinskiego twierdzenia o resztach
wynika zatem, ze istnieja a,b € ZF takie, ze a = —1 (mod p®), a =
=1 (mod ¢’m) oraz b = 1 (mod p®m) i b = —1 (mod ¢?). Poniewaz
liczby p i q sa nieparzyste, wiec a # 11 b # 1. Gdyby a = b, to
= —1 (mod p®), skad p®|2 i mamy sprzecznosé¢. Zatem a # b i wobec
tego {1,a} # {1,b}. Ponadto a> = 1 (mod p®) i a®> = 1 (mod ¢’m),
wiec a* = 1 (mod n), skad a®, a = 1, czyli o(a) = 2 w grupie Z, skad
(a) = {1,a}. Podobnie pokazujemy, ze (b) = {1,b}. Zatem grupa Z;
posiada dwie rézne podgrupy rzedu 2, wiec z uwagi 3 ta grupa nie jest
cykliczna. (J

Uwaga 4. 7 elementarnej teorii liczb wiadomo, ze jesli
n=pl-...-p%, gdzie py,..., ps sa réznymi liczbami pierwszymi oraz
o1,. .., 0, 53 nieujemnymi liczbami catkowitymi, to liczba wszystkich
dzielnikéw naturalnych liczby n jest réwna ©(n) = (a;+1)-.. .- (as+1).
Ponadto ¢(n) = ¢(p")-...-@(p>) i dla liczb pierwszych p oraz a € N,
p(p™) =p* —p*7L.

Przyklad 3. Niech n € N, n > 1. Wtedy Z;} = (1) oraz o(1) = n.
Zatem z wniosku 1 grupa Z; posiada dokladnie ¢(n) generatoréw i sg
nimi liczby naturalne k£ < n wzglednie pierwsze z n. Ponadto podgrupy
grupy Z; sa postaci: {0} oraz (d) = {0,d,2d,...,(% — 1) - d}, gdzie
d < n jest dzielnikiem naturalnym liczby n. Zatem grupa Z; posiada
doktadnie ©(n) wszystkich podgrup.

Lemat 2. Niech a bedzie elementem maksymalnego rzedu w skori-
czonej grupte abelowej A. Wowczas o(b) | o(a) dla kazdego b € A.

Dowdéd. Zalézmy, ze istnieje b € A takie, ze o(b) nie dzieli o(a).
Wtedy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby naturalne m, n niepodziel-
ne przez p i nieujemne liczby calkowite «, 5 takie, ze o < [ oraz
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o(a) = p®m i o(b) = pPn. Niech z = ¢ iy = b*. Wtedy z twier-
dzenia 1, o(z) = m oraz o(y) = p?. Ale (m,p’) = 1, gdyz p nie
dzieli m, wiec ze stwierdzenia 2, o(zy) = p’m > p®*m = o(a) i mamy
sprzecznosé. [

Twierdzenie 6. Jezeli A jest skoticzong grupg abelowq i dla kazdej
liczby naturalnej d dzielgcej |A| istnieje doktadnie jedna podgrupa rzedu
d grupy A, to grupa A jest cykliczna.

Dowéd. Zalézmy, ze przy tych zalozeniach grupa A nie jest cy-
kliczna. Niech a bedzie elementem maksymalnego rzedu w grupie A.
Wtedy (a) # A, wiec istnieje b € A takie, ze b ¢ (a). Z lematu 2,
o(b) | o(a). Zatem z twierdzenia 5 istnieje w grupie (a) podgrupa H
rzedu o(b). Ale |(b)| = o(b), wiec na mocy zalozenia (b) = H, skad
b€ H C (a), czyli b € (a) i mamy sprzeczno$¢. Zatem grupa A jest
cykliczna. U




Rozdzial 4

Warstwy, dzielniki normalne

4.1 Warstwy grupy wzgledem podgrupy

Niech H bedzie podgrupa grupy (G,-,e). W zbiorze G wprowadzamy
relacje ~; oraz ~, przyjmujac, ze dla dowolnych a,b € G:

a~beral beH, (4.1)

a~ b&a-bt € H. (4.2)

l.a=e=a-a"'oraze € H,

Poniewaz dla kazdego a € G jest a™
wiec relacje ~; i ~, sa zwrotne.

Ponadto dla dowolnych a,b € G:

e jezelia ~ b toa™'-be H,skad (a™'-b)"' € H, czylib™'-a € H,
wiec b ~; a;

ejezelia~, b, toa-b"' € H,skad (a-b7')"' € H, czylib-a~! € H,
wiec b ~, a.

Zatem relacje ~; i ~, s3 symetryczne.

W koncu, dla dowolnych a,b,c € G:

ejezelia~ bib~c,toa-be Hib™ ' -ce H,skad (a7 -b) -
(b7t-¢) € H,czylia™' - ce€ H, wiec a ~; ¢

ejezelia~,bib~,c,toa-b"'€e Hib-c ' € H, skad
(a- b1 -(b-cY)Ye H,czylia-c™! € H, wiec a ~, .

Zatem relacje ~; i ~, sg przechodnie.
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Stad wynika, ze relacje ~; i ~, sa relacjami réwnowaznosci w zbio-
rze G. Klase abstrakcji relacji ~; o reprezentancie a € G oznaczamy
przez aH i nazywamy warstwa lewostronng grupy G wzgledem
podgrupy H o reprezentancie a.

1. Dla dowolnego a € G zachodzi wzor:
aH ={a-h:heH}. (4.3)

Dowéd. Dla h € H mamy, ze a=!-(a-h) =h € H, wieca ~; a-h
oraz a - h € aH. Na odwrét, niech ¢ € aH. Wtedy a ~; g, skad
al-g=he€ H. Zatem g=a-h. ZatemaH ={a-h:he H}. O

Z wlasnosci klas abstrakcji relacji réwnowaznos$ci mamy od razu na-
stepujacy warunek réwnosci warstw lewostronnych wzgledem
podgrupy H:

2. Dla dowolnych a,b € G:

aH=bH < a™ ' be H. (4.4)

Zauwazmy, ze w szczegolnosci dla h € H jest hH = eH = H.

Klase abstrakcji relacji ~, o reprezentancie a € G oznaczamy
przez Ha i nazywamy warstwa prawostronna grupy G wzgledem
podgrupy H o reprezentancie a.

3. Dla dowolnego a € G zachodzi wzor:
Ha={h-a:he H}. (4.5)

Dowéd. Dla h € H mamy, ze a-(h-a)™' =a-a”'-h™' =h~ '€ H,
wiec @ ~, h-a oraz h-a € Ha. Na odwrét, niech g € Ha. Wtedy
a ~, g, wiec g ~, a, czyli g-a™! = h € H, skad ¢ = h-a. Zatem
Ha=1{h-a:he H}. O

Z wlasnosci klas abstrakcji relacji réwnowaznosci mamy od razu
nastepujgcy warunek réwnosci warstw prawostronnych grupy G
wzgledem podgrupy H:

4. Dla dowolnych a,b € G:
Ha=Hbs a-b7' € H. (4.6)
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Zauwazmy, ze w szczegblnosci dla h € H jest Hh = He = H.
Z podstawowych wlasnosci klas abstrakcji relacji réwnowazno$ci
wynika

5. Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G
wzgledem podgrupy H sa albo réwne albo rozltaczne.

6. Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G
wzgledem podgrupy H sa réwnoliczne.

Dowdéd. Niech a,b € G. Rozwazmy przeksztaltcenie f : H — aH
dane wzorem f(h) = a-h dla h € H. 7Z 1. wynika, ze f jest
»,na” . za$ z prawa skracania réwnosci w grupie mamy, ze f jest rézno-
wartosciowe. Zatem zbiory aH i H sa réwnoliczne. Analogicznie funk-
cja g - H — Hb dana wzorem g(h) = h-bdla h € H jest ,na” oraz
jest réznowartosciowa, wiec zbiory Hb i H tez sa réwnoliczne. Zatem
zbiory aH i Hb dla dowolnych a,b € G tez sa réwnoliczne. [J

7. Zbidér Lg(H) wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgle-
dem podgrupy H jest réwnoliczny ze zbiorem Pg(H ) wszystkich warstw
prawostronnych grupy G wzgledem podgrupy H.

Dowéd. Z 1. i 3. mamy, ze Lg(H) = {aH : a € G} oraz P5(H) =
= {Hb:b e G}. Niech f: Lg(H) — Pg(H) bedzie dane wzorem:
f(aH) = Ha ' dla a € G. Wéweczas dla dowolnych a,b € G mamy, ze
flaH)= f(bH)  Ha'=Hb ' a - 0) e Healbe Hs
< aH = bH na mocy podanych wcze$niej wlasnosci warstw. Oznacza
to, ze f jest funkcja i f jest funkcja réznowartoéciows. Ponadto dla
b€ G mamy, ze b = (b7')"!, wiec Hb = f(b™'H), czyli f jest ,na’.
Zatem [ jest bijekcjg i zbiory Lg(H) oraz Pg(H) sa réwnoliczne. O

Moc zbioru wszystkich warstw lewostronnych (prawostronnych)
grupy G wzgledem podgrupy H nazywamy indeksem podgrupy H
w grupie G i oznaczamy przez (G : H).

Twierdzenie Lagrange’a. Jezeli H jest podgrupqg grupy skoticzo-
nej G, to
|G| = |H|- (G : H). (4.7)

W szczegolnosci rzqd podgrupy H jest dzielnikiem rzedu grupy G.
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Dowéd. Poniewaz zbidr G jest skoniczony wiec z zasady abstrakcji
wynika, ze istnieja aj,as,...,a, € G takie, ze warstwy a1 H,axH, . ..
n

..., a, H sg parami roztaczne i ich suma daje zbiér G, czyli G= U a; H.
1=1

Ale H jest zbiorem skonczonym, wiec na mocy 6. mamy, ze |a;H| =

=|H|dlai=1,2,...,norazn = (G : H), wiec |G| = |H|- (G : H). O

4.2 Dzielnik normalny grupy

Definicja 1. Niech H bedzie podgrupa grupy (G, -, e). Powiemy,
ze H jest dzielnikiem normalnym (podgrupa normalna) grupy G, jezeli

gH = Hg dla kazdego g € G. (4.8)

Piszemy wtedy: H < G.
Przykiad 1. {e} <GiG<G.

Przyklad 2. Kazda podgrupa zawarta w centrum grupy G jest
jej dzielnikiem normalnym. Rzeczywiscie, niech H bedzie podgrupsa
grupy G zawarta w Z(G). Wtedy dla kazdego ¢ € G mamy, ze
gH ={g9-h:he HY ={h-g: h € H} = Hg. Zatem H < G.
W szczegdlnosci Z(G) < G.

Przykltad 3. W grupie abelowej G kazda podgrupa jest dzielni-
kiem normalnym (bo wtedy Z(G) = G i kazda podgrupa grupy G jest
zawarta w Z(G)).

Przyktad 4. Kazda podgrupa H indeksu 2 grupy G jest dzielni-
kiem normalnym grupy G. Rzeczywiscie, z 7. wynika, ze grupa G ma
doktadnie dwie warstwy lewostronne i doktadnie dwie warstwy prawo-
stronne wzgledem podgrupy H. Poniewaz eH = H = He, wiec jedna
z warstw lewostronnych (prawostronnych) jest H, za$ druga warstwa
lewostronng (prawostronng) jest G\ H. Wezmy dowolne g € G. Jezeli
g€ H togH = H = Hg. Jedlig¢ H,to gH # Hi Hg # H, wiec
gH = G\ H = Hg, czyli gH = Hg. Zatem dla kazdego g € G jest
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gH = Hg, a wiec H < G. Np. kazda podgrupa rzedu 4 grupy izo-
metrii wlasnych kwadratu jest jej dzielnikiem normalnym. Za$ w gru-
pie izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego podgrupa obrotéw jest
dzielnikiem normalnym (natomiast zadna podgrupa rzedu 2 nie jest
dzielnikiem normalnym tej grupy).

Stwierdzenie 1. Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wowczas
rownowazne sq warunki:

(i) H < G;

(it) g-h-g~' € H dla dowolnych g € G i h € H.

Dowdéd. (i)=(ii) Wezmy dowolne g € G oraz h € H. Poniewaz
gH = Hg oraz g-h € gH, wiec g-h € Hg. Zatem istnieje k € H takie,
7eqg-h=k-g skadg-h-g7'=ke H.

(i1)=(i) Wezmy dowolne g € G. Wtedy dla h € H mamy, ze
g-h-g'' =ke H Zatemg-h=k-g € Hg. Stad gH C Hg.
Ponadto g7 -h-g=h, € H, wiech-g=g¢g-h, € gH. Stad Hg C gH
1 ostatecznie gH = Hg dla kazdego g € G. Zatem H < G. U

Stwierdzenie 2. Podgrupa H rzedu 2 grupy G jest jej dzielnikiem
normalnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy H jest zawarta w centrum grupy G.

Dowéd. Jezeli H C Z(G), to z przykladu 2 mamy, ze H < G. Na
odwrét, zalézmy, ze H < G. Poniewaz |H| = 2, wiec istnieje a € H
takie, ze o(a) = 2 1 wtedy a # e oraz > = e i H = {e,a}. Wezmy
dowolne g € G. Wtedy ze stwierdzenia 1 mamy, ze g-a-g ' € H.
Jeslig-a-g7' =e,t0g-a =g, skad a = e i mamy sprzecznoéé. Zatem
g-a-g'=a,skad g-a=a-g. Zatem a € Z(G). Ale e € Z(G), wiec
ostatecznie H C Z(G). O

Przyklad 5. Czes¢ wspdlna dowolnej niepustej rodziny dzielnikéw
normalnych grupy G jest dzielnikiem normalnym grupy G. Rzeczy-
wiscie, niech {H;}ic; bedzie niepusta rodzing dzielnikéw normalnych
grupy G oraz niech H = ﬂ H;. Wtedy z rozdziatu 2 mamy, ze H jest

iel
podgrupa grupy G. Weirgy dowolne g € G i dowolne h € H. Wtedy
h € H; dla kazdego i € I, wiec ze stwierdzenia 1, g- h- ¢! € H; dla
i€, czylig-h-g ' € H. Zatem ze stwierdzenia 1, H < G.
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Definicja 2. Iloczynem algebraicznym podgrup A, B grupy G
nazywamy zbidr

AB={a-b:a€ A, be B}. (4.9)

Stwierdzenie 3. Jezeli H jest podgrupg grupy G, zas A jest dziel-
nikiem normalnym grupy G, to AH = HA oraz AH jest podgrupq
grupy G.

Dowdéd. Wezmy dowolne a € A oraz h € H. Wtedy ze stwier-
dzenia 1, h-a-h™' = b€ A, skad h-a = b-h € AH. Zatem
HA C AH. Ponadto ze stwierdzenia 1, h™! -a-h = ¢ € A, wiec
a-h=h-c€ HA, wiec AH C HA. Zatem AH C HAi1 HA C AH,
czyli AH = HA. Dalej, dlaa € A mamy, ze a = e-a € HA, bo
e € H,skad A C HA. Analogicznie H C HA. Niech a € A oraz
he H. Wtedy (a-h)™' =h™!-a"! € HA. Ponadto dla a,b € A oraz
h,k € H mamy, ze h-b = c- 1 dla pewnych ¢ € A oraz | € H, wiec
(a-h)-(b-k)y=a-(h-b)-k=a-(c-l)-k=(a-c)-(I-k) € AH. Zatem
AH jest podgrupa grupy G. O

Przyklad 6. Jezeli Ai B sa dzielnikami normalnymi grupy G, to
AB tez jest dzielnikiem normalnym grupy G. Rzeczywiscie, na mocy
stwierdzenia 3 mamy, ze AB jest podgrupa grupy G. Ponadto dla
g€ Gorazdlaa € Aib€ B mamy, ze

g-(a-b)-g7'=(g-a-g7")-(g-b-g7") € 4B,

bog-a-g7' € Aoraz g-b-g~! € B. Zatem ze stwierdzenia 1 mamy,
ze AB<G@.

4.3 Komutant grupy

Niech G bedzie grupg i niech a,b € G. Komutatorem elementéw a, b
nazywamy element postaci

[a,b] =a-b7'-a-b. (4.10)
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Zauwazmy, ze dla dowolnych a, b, c € G zachodza wzory:
[a,8]! = [b,d] (4.11)
Dowdd. Mamy, ze [a,b]™! = (a7 b7 tab)™! = b~'a"'ba = [b,a]. U
c-la,b]-ct = [cac™, cbc™] (4.12)
Dowdéd. Mamy
cla,blct=c(a v tab)c™! = cale7ebT e cac et =
(cac™') Y (ebe™ )Y (cac ) (cbe™t) = [cac™t, cbe™Y]. O

a-b=b-a<=lab]=e (4.13)

Dowdd. Jesliab = ba, to b~'ab = a, skad a=*b~'ab = e, czyli [a, b] = e.
Na odwrét, niech [a,b] = e. Wtedy a~'b"1ab = e, skad b~'ab = a oraz
ab = ba. UJ

Komutantem grupy G nazywamy zbiér G’ wszystkich iloczynéw
wszystkich mozliwych komutatoréw utworzonych z elementow
grupy G. Zatem G' sklada sie z elementéw postaci: [a, b], [a,b] - [c, d],
la,b]-[c,d]-[g, h], itd. (a,b,c,d,g,h,... € G). Zatem e = [e,e] € G’ oraz
dla z,y € G’ istnieja komutatory z1,Zo, ..., Zn, Y1, Y2, - . ., Ym takie, ze
T =T1Tg...Ty OTAZ Y = Y1Y2 ... Ym. Stad

-1 _ -1, -1 ~1
TY =TT TnYy Yot Y1 s

skad na mocy (4.11) mamy, ze zy~! € G'. Zatem G’ jest podgrupa
grupy G. Ponadto dla g € G mamy, ze gzg™' = g(z122...2,)g7 " =
= (92197 ") (97297") ... (9zn9™ ') € G’ na mocy (4.12). Wynika stad,
ze G' < G. Ponadto z okreslenia komutanta oraz z (4.13) wynika od

razu, ze grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G’ = {e}.




Rozdzial 5

Grupa ilorazowa, iloczyn
prosty, homomorfizm

5.1 Grupa ilorazowa

Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Oznaczmy przez
G /H zbidr wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgledem pod-
grupy H. Tak wiec

G/H = {gH : g € G} (5.1)

oraz |G/H| = (G : H). Ponadto, gdy grupa G jest skonczona, to na
mocy twierdzenia Lagrange’a |G/H| = %

W zbiorze G/H wprowadzamy dzialanie o przyjmujac, ze dla do-
wolnych a,b € G:

(aH) o (bH) = (a-b)H. (5.2)

Uzasadnimy, ze okreslenie dzialania o jest poprawne, czyli, ze nie
zalezy od wyboru reprezentantéw warstw. Niech zatem a,b,c,d € G
beda takie, ze aH = bH oraz cH = dH. Wtedy a='b € H oraz
c’'d € H. Zatem (ac)™(bd) = ¢ 'a™'bd = (¢c7'd)[d"(a"'b)d] € H,
gdyz H < G. Zatem (ac)H = (bd)H.

Teraz uzasadnimy, ze dzialanie o jest laczne. W tym celu wezmy
dowolne a,b,c € G i obliczmy:

38
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(aH)o[(bH) o (cH)) = (aH)o ((b-¢)H) = (a-(5-0))H = ((ab)c) H =
= [(ab)H] o (cH) = [(aH) o (bH)] o (cH).

Sprawdzimy, ze warstwa eH = H jest elementem neutralnym dzia-
lania o. Dla dowolnego a € G mamy, ze (aH)o H = (aH) o (eH) =
= (a-e)H =aH = (e-a)H = (eH) o (aH) = H o (aH). Ponadto
(aH)o (a™*H) = (a-a Y )H = eH = H oraz (a"'H) o (aH) =
= (a"'-a)H = eH = H. Zatem warstwa odwrotna do warstwy (aH)
jest warstwa a~'H, czyli

(aH)™' =a 'H dla kazdego a € G. (5.3)

W ten sposéb udowodnili$my, ze system algebraiczny (G/H, o, H) jest
grupa. Nazywamy ja grupg ilorazowg wzgledem dzielnika normal-
nego H. Jezeli grupa G jest abelowa, to grupa ilorazowa G/H tez
jest abelowa, gdyz dla dowolnych a,b € G mamy, ze (aH) o (bH) =
= abH = baH = (bH) o (aH).

Twierdzenie 1. Dla dowolnej grupy G grupa ilorazowa G/G' jest
grupg abelowq. Ponadto dla dzielnika normalnego H grupy G mamy,
ze G/H jest grupq abelowq wtedy i tylko wtedy, gdy G' C H.

Dowdd. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wtedy
dla dowolnych a,b € G mamy, ze [aH,bH] = (aH) ' o (bH) ' o (aH)o
o(bH) = (a 'H)o(b™'H)o(abH) = (a™'b"'H)o(abH) = a~'b"labH =
= [a,b]H. Zatem grupa G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy
[a,b] € H dla dowolnych a,b € G, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
G’ C H na mocy definicji komutanta grupy. W szczegdlnosci mamy
stad, ze G/G' jest grupa abelowg. O

Przyklad 1. Mozna wykaza¢, ze istnieje grupa G rzedu 12
taka, ze |G'| = 4. Pokazemy, ze wowczas w grupie G nie istnieje
podgrupa rzedu 6 (bedzie to oznaczalo, ze nie mozna odwracaé
twierdzenia Lagrange’a!). W tym celu zalézmy, ze grupa G posiada
podgrupe H rzedu 6. Wtedy z twierdzenia Lagrange’a mamy, ze
(G: H)= I% = —%2— = 2, wiec z poprzedniego rozdziatu H < G. Po-
nadto |G/H| = 2, wiec grupa G/H jest abelowa (a nawet cykliczna).
Zatem z twierdzenia 1 mamy, ze G' C H. Ale |G'| =41 |H| =6
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oraz 4 nie dzieli 6, wiec mamy sprzeczno$é¢ z twierdzeniem Lagrange’a.
Zatem taka grupa G nie posiada podgrupy rzedu 6. OJ

5.2 Iloczyn prosty grup

Niech (G1,-1,€1) i (Ga,-2,€2) beda dowolnymi grupami. W zbiorze
G = G x Gy wprowadzamy mnozenie ,,po wspotrzednych” przyjmujac,
ze dla dowolnych a;,b; € Gy, as,by € Go:

(a1,a2) - (b1,b2) = (a1 -1 b1, a2 -2 ba). (5.4)

Niech ponadto e = (e;,e2). Sprawdzimy, ze (G, -, e) tworzy grupe.
W tym celu wezmy dowolne aq, by, ¢; € G; oraz dowolne as, by, c2 € Gs.
Woweczas:

(ar,az) - [(b1,b2) - (c1,¢2)] = (a1,02) - (b1 1 €102 2 02) =
=(a11(bi1c1),a22(ba2c2)) = ((@1-1b1) 11, (az -2 ba) 2 ¢2) =
= (a1 1 b1, 02 -2 b) - (c1, &2) = [(@r, @2) - (b1, B)] - (1, 2),
czyli dzialanie - jest laczne. Dalej,
(a1,a9) -e = (a1,az) - (e1,€3) = (a1 1 1,02 - €2) = (a1, az)
oraz
e (a1,a2) = (€1, €2) - (a1,a2) = (€11 a1, €2 2 42) = (a1, 02),
skad wynika, zZe e jest elementem neutralnym dzialania -. W koricu
(a1,a) - (a7',a5") = (a1 1 a7  ag 2 03t) = (e, e5) =€

oraz
(! ar,a;" 3 a5) = (e1,€3) = e,

czyli (G, -, e) jest grupg oraz

(a1,a2) 7" = (a7 ', a5"') dla dowolnych a; € Gy, az € Go. (5.5)
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Otrzymang w ten spos6b grupe oznaczamy przez G; X Gs i nazywamy
iloczynem prostym grup G, i Go. Z okreSlenia mnozenia w iloczynie
prostym grup wynika od razu, ze iloczyn prosty grup abelowych
jest grupa abelowsy.

Zauwazmy, ze podzbiory

Gl = {((l, 62) a € Gl} oraz G—z = {(61,1)) :be Gg} (56)

sa dzielnikami normalnymi grupy G. Rzeczywidcie, e= (e;,e5) € G1NGo,
dla a,z € Gy i b,y € Gy mamy

(a,e2)-(z,e2) ' =(a,e2) (271 ex) =(a 137}, ea2e2) =(a1274, e9) € Gy

oraz
(e1,0) - (e1,y) ' =(er1e1,b2y™) = (e1,b2y7") € Gy,

skad G, i G sa podgrupami grupy G. Ponadto dla g € G1,h € G,
mamy

(9,h) - (a,e2) - (g, h) "' =(g-1a,h-2e3)- (g7, h7") =

=(g1a19 " hoesh ) =(g1a-197" ) € Gy
oraz

(g:h) - (e1,0) - (9,h) ' = (g1e1,h2b) - (g7, h7") =

=(gre19 L habah™) = (e;,h2b2h7) € G,

Zatem rzeczywiscie G; <1 G oraz G, < G.
Z okreslenia podgrup G i G wynika od razu, ze

é1 N GQ = {6} oraz é]ég =G. (57)

Niech teraz a € G, i b € G, beda elementami o skoficzonych rze-
dach réwnych odpowiednio n i m. Wykazemy, ze wéwczas element
g = (a,b) € G ma rzad réwny [n,m]. W tym celu zauwazmy, ze
poniewaz n | [n,m] i m | [n,m], wiec al»™ = e; oraz b = e,
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skad gl»™ = (al»™ b)) = (e),e5) = e. Zatem o(g) = k € N oraz
k | [n,m]. Ponadto e = gF = (a*,b*), wiec a* = e; 1 b* = e, skad
7z wlasnosci rzedu elementu grupy wynika, ze n | ki m | k. Zatem
z elementarne] teorii liczb [n,m] | k. W ten sposéb wykazaliSmy, ze
k | [n,m] oraz [n,m] | k, wiec poniewaz k i [n,m] sa liczbami natu-
ralnymi, to k = [n,m]. Z tych rozwazan wynika od razu, ze iloczyn
prosty skoniczonych grup cyklicznych o wzglednie pierwszych
rzedach jest grupa cykliczna.

5.3 Homomorfizmy grup i ich wlasnos$ci

Definicja 1. Niech (Gy,-1,e1) i (Go,2,€2) beda grupami. Prze-
ksztalcenie f : G; — G4 takie, ze

f(a-1b) = f(a)-2 f(b) dla dowolnych a,b € G, (5.8)
nazywamy homomorfizmem grupy G w grupe Gq, za$ zbiér

Ker(f) ={z € Gy : f(z) = e2} (5.9)

nazywamy jgdrem homomorfizmu f. Jezeli dodatkowo f jest rdzno-
wartosciowe, to méwimy, ze f jest zanurzeniem grupy G1 w grupe Gs.
Jezeli za$ homomorfizm f jest bijekcjg, to mowimy, ze f jest izomor-
fizmem grup.

Definicja 2. Powiemy, ze grupa G jest obrazem homomorficznym
grupy G, jezeli istnieje homomorfizm f grupy G; na grupe Gs.

Definicja 3. Powiemy, ze grupa G, zanurza sie w grupe G, jeéli
istnieje zanurzenie grup f : G; — Gs.

Definicja 4. Powiemy, ze grupy G, i G2 sg izomorficzne i piszemy,
G = (9, jezeli istnieje izomorfizm grup f : G; — Gs.

Definicja 5. Automorfizmem grupy G nazywamy kazdy izomor-
fizm grup f: G — G.
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Wlasnosci homomorfizméw grup

1. Zlozemie homomorfizmow jest homomorfizmem, tzn. jezeli
f: G — Gy ig: Gy — Gz sg homomorfizmami grup, to
go f : Gy — G35 tez jest homomorfizmem grup. W szczegdlnosci
ztozenie izomorfizmow jest izomorfizmem.

Dowdéd. Rzeczywiscie, dla dowolnych a, b € G; mamy

(g0 f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f (b)) =
= (g0 f)(a)(go f)(b). O

2. Jezeli f : G; — G, jest izomorfizmem grup, to f~' : Gy, — G,
tez jest izomorfizmem grup.

Dowdéd. Rzeczywiscie, poniewaz f jest bijekcja, wiec ze wstepu do
matematyki f~! istnieje, jest bijekcjg oraz dla x € G, i y € G5 mamy,
zey = f(z) & f'y) = . Wezmy dowolne y;,y, € Gy. Wtedy
istnieja z1,z2 € G takie, ze y; = f(x1) 1 yo = f(x2), wiec y1ys =
= f(@1)f(22) = fz122), skad f~H(1ye) = maze = [ (1) f 7 (2). O

Z 1. i 2. oraz z tego, ze przeksztalcenie tozsamos$ciowe grupy G
w grupe G jest jej automorfizmem wynika od razu

3. Dla dowolnych grup G, G4, G3:

a) Gy = G,

b) _]65/1’11 G1 = Gg, to G2 = Gl,

C) ](iS/lZ G1 = GQ 1 G2 = G3, to G1 = G3. O

Niech teraz f : G; — G5 bedzie homomorfizmem grup. Dla
uproszczenia zapisu dzialania w obu grupach bedziemy oznaczaé tak
samo. Podobnie elementy neutralne tych grup tez oznaczymy przez e.
Wowczas

4. f(e) =e.

Dowéd. Rzeczywiscie, f(e) = f(e-e) = f(e) - f(e), skad po
skréceniu e = f(e). O

5. f(a™t) = [f(a)]" dla kazdego a € G;.

Dowdéd. Rzeczywiscie, f(a™!) - f(a) = f(a™' - a) = f(e) = e na
mocy 4., wiec f(a™!) = [f(a)]™t. O

6. f(a1-as-...-a,) = f(a1) - flag) - ... fla,) dla dowolnych
ai,...,a, € Gy oraz dla dowolnego n > 2.
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Dowéd. Rzeczywiscie, dla n = 2 teza wynika z definicji homo-
morfizmu, a jezeli zachodzi ona dla pewnego naturalnego n oraz
ay ,0n, Gnt1 € G, tO f(al 'an'an+1) :f((al'---'an)'an+1) =
= f(a1 an) - f(@ny1) = f(al) oo flan) - fantr). O

Z5.1 6 wynika od razu, ze '

7. f(a*) = [f(a)]* dla dowolnych a € G,k € Z. O

8. Jezeli a € Gy jest elementem skoticzonego rzedu, to f(a) tez jest
elementem skonczonego rzedu oraz o(f(a)) | o(a).

Dowéd. Rzeczywiscie, niech n = o(a). Wtedy a" = e, skad na
mocy 4. 1 7. e = f(a") = [f(a)]*. Zatem istnieje liczba naturalna k
taka, ze k = o(f(a)) i z wlasnodci rzedu elementu grupy k | n, bo
[fla)]" =e. O

9. Ker(f) <]G1.

Dowé6d. Z 4. mamy, ze e € Ker(f). Jesli z,y € Ker(f), to
F(x) = f(y) = e, skad f(zy) = f(2)f(y) = e-e = e, cayli 3y € Ker(f)
oraz na mocy 5. f(z7) = [f(z)]' = e =¢, czyli 27! € Ker(f).
Zatem Ker(f) jest podgrupa grupy G;. Ponadto dla ¢ € G,h €
€ Ker(f) na mocy 6. i 5. mamy, ze f(ghg™') = f(g)f(R)[f(9)]™' =
= f(9)e[f(9)]"! = e, skad ghg™ € Ker(f). Zatem Ker(f) < G,. O

10. Homomorfizm f jest zanurzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy
Ker(f) = {e}.

Dowé6d. = Niech z € Ker(f). Wtedy f(z) = e = f(e), skad
x =e. Ale e € Ker(f), wiec stad Ker(f) = {e}.

< Niech a,b € G, beda takie, ze f(a) = f(b). Wtedy e =
— f(@)- [0 = Fa) F(b) = f(ab™), skad ab™' € Ker(f) = {c}.
czyli ab™! = e. Zatem a = b i f jest zanurzeniem. [J

11. Jezeli H jest podgrupg grupy Gy, to f(H) = {f(h) : h € H}
jest podgrupg grupy Gs.

Dowéd. Z 4. mamy, ze e = f(e) € f(H), gdyz e € H. Niech
r,y € f(H). Wtedy istnieja a,b € H takie, ze ¢ = f(a) i y = f(b).
Zatem a-b~' € H,skad f(a-b™') € f(H)orazz-y~' = f(a)-[f(b)]"' =
=f(a)- f(b1) = f(a-b7"), cayliz -y~ € f(H) i f(H) jest podgrupa
grupy Go. U

12. Jezeli K jest podgrupg grupy Gs, to

fYUK) ={z € G, : f(z) € K}




Grupa ilorazowa, iloczyn prosty, homomorfizm 45

jest podgrupg grupy G.

Dowéd. Poniewaz e € K i e = f(e), wiec e € f71(K). Niech
a,be f~(K). Wtedy f(a), f(b) €K, skad f(ab™")=f(a)-[f(0)] " € K,
czyli ab™! € f~Y(K). Zatem f~!(K) jest podgrupa grupy G;. O

Jezeli f : Gy —> G, jest izomorfizmem grup, to |G| = |G3| oraz
kazda wlasnosé grupy G definiowana za pomoca dzialania w tej grupie
jest zachowywana przez f. Z tego powodu w algebrze utozsamia
sie grupy izomorficzne.

5.4 Twierdzenie o izomorfizmie
Twierdzenie o izomorfizmie. Jezeli f : G; — G4 jest homo-
morfizmem grup, to
f(G1) = Gi/Ker(f).

W szczegdlnosci, jezeli f jest ,na”, to Go = G/ Ker(f).

Dowéd. Z wlasnosci 11. homomorfizméw mamy, ze f(G;) jest
podgrupa grupy G,. Ponadto f odwzorowuje grupe G; na f(G)).
Oznaczmy Ker(f) = H. Wtedy z wlasnoéci 9. homomorfizméw
H < G,. Niech F : Gy/H — f(G,) bedzie dane wzorem

F(zH) = f(z) dla z € G;.
Wtedy dla z,y € G; mamy
F(zH) = F(yH) & f(z) = fy) & [f@)] - fly) =e &
S f ) flyy=es f(z' yY)=eer!-ye He xH = yH.

Zatem F' jest dobrze okres$long funkcja réznowartosciowa. Stad F' jest
bijekcja. Ponadto

F((zH)o (yH)) = F((zy)H) = f(zy) = f(z)- f(y) = F(zH) - F(yH).
Zatem F jest izomorfizmem grup, czyli f(G;) = G;/Ker(f). O

Uwaga 1. Niech (G, -, e) bedzie grupa i niech f : A — G bedzie
bijekcja zbioru A na zbiér G. W zbiorze A wprowadzamy dzialanie o
przy pomocy wzoru:
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aob= f1(f(a)  f(b)) dla a,b € A.

Niech € = f~!(e). Wéwczas (A, o0, ¢€) jest grupg i f jest izomorfizmem
grup, czyli A = G. Rzeczywiscie, dla dowolnych a, b,c € A mamy

ao(boc)=ao fTH(f(b) f(c)) =FH(f(a)- F(fTH(f(B) - f(0)))) =
=71 (f(a) - (f(0) - f(0))) = F7H((f(a) - £(B)) - f(c))

Zatem dzialanie o jest ltaczne. Ponadto dla a € A mamy, ze aoce =
—f(() ())—f(()6)=f“1(f(a)):aorazeoa:
= [T fle) - fa) = f(e- f(a)) = fHf(a)) = a, wiec € jest

elementem neutralnym dzialania o. W koncu dla a € A oraz dla

z = f([f(a)]™") mamy
aox = [T (f(a)-F(fTH[f(@)]™))) = f7(fa)- [f(@)]™") = f'(e) =€
zoa = fH(f(fTHf (@) (@) = fTHf @) fa)) = f'(e) = ¢,

wigc kazdy element a € A jest odwracalny i ostatecznie (A, o, €) tworzy
grupe. [J




Rozdzial 6

Przyklady homomorfizmoéw.
Grupy permutacji I

6.1 Przyklady homomorfizmoéw grup

Przyklad 1. Niech ABCD bedzie prostokatem, ktéry nie jest
kwadratem. Oznaczmy przez a symetralng odcinka AB oraz przez b
symetralng odcinka BC. Niech O bedzie punktem przeciecia prostych
a ib. Woéwczas grupa K izometrii wlasnych tego prostokata sktada sie
z dokladnie czterech elementéw: e (przeksztalcenie tozsamosciowe),
Sa, Sy, So. Tabelka dzialania o wyglada nastepujaco:

o e | Sa | Sy | So
e e Sa Sb SO
Se|Sa| € | Sol| Sy .
Sb Sb So € Sa
So SO Sb Sa €

Zatem K jest grupa abelows, ktérg nazywa sie grupg czworkowq Kle-
ina. Niech teraz G bedzie niecykliczna grupa rzedu 4. Wéwczas z roz-
dziatu 2 22 = e dla kazdego x € G. Wéwczas G jest grupa abelows oraz
G = {e,x,y,2}, przy czym z? = y? = 22 = e oraz yz = zy # e, 1, v,
skad xy = z. Podobnie zzx = zz = y oraz zy = yz = z. Na mocy
uwagi 1 z rozdzialu 5 mamy zatem, ze f : G — K takie, ze f(e) = e,

47
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f(z) = S,y f(y) = S, f(z) = So jest izomorfizmem grup. W ten
sposéb wykazaliSmy, ze istnieje tylko jedna z dokladno$cig do izomor-
fizmu niecykliczna grupa rzedu 4 (mianowicie jest nig grupa czwérkowa
Kleina).

Przyklad 2. Dla dowolnych grup G, G, przeksztalcenie
f: Gy — G5 dane wzorem

f(z) =edlaz e G,

jest homomorfizmem grup. Nazywamy go homomorfizmem trywial-
nym.

Przyktad 3. Niech G bedzie grupa i g € G. Wtedy przeksztalcenie
f: G — G dane wzorem

flx)=g-z-gtdlaz e

jest automorfizmem grupy G, gdyz dla a,b € G jest f(a-b) =
=g-(a-b)-g7' = (g-a-g7Y)-(g-b-9g7') = f(a)- f(b) oraz przeksztalcenie
h: G — G dane wzorem: h(r) =g ' -z-gdlaz € G jest odwrotne
do f. Taki automorfizm f nazywamy automorfizmem wewnetrznym.

Przyklad 4. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G
i niech 7 : G — G/H bedzie odwzorowaniem danym wzorem

n(z)=xH dlaz € G.

Woéwczas dla dowolnych a,b € G mamy, ze w(ab) = (ab)H =
= (aH)o(bH) = m(a)on(b), wigc 7 jest homomorfizmem grup. Ponadto
G/H = {aH = 7(a) : a € G}, wiec 7 jest ,na”. Dla a € G mamy, ze
a € Ker(r) & n(a) = H< aH = H & a € H, wigec Ker(n) = H.
Taki homomorfizm 7 nazywamy epimorfizmem naturalnym.

Przy okazji zauwazmy, ze kazdy dzielnik normalny grupy G jest
jadrem pewnego homomorfizmu okreslonego na tej grupie. Stad wo-
bec wlasno$ci 9. homomorfizméw mamy, ze dzielniki normalne
grupy G sa to dokladnie jadra homomorfizméw okreélonych
na grupie G. 7 twierdzenia o izomorfizmie wynika stad zatem, ze
kazdy obraz homomorficzny grupy G jest izomorficzny z grupa
ilorazowa G/H dla pewnego H < G.
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Przyklad 5. Opiszemy wszystkie homomorfizmy okreslone na nie-
skoniczonej grupie cyklicznej G o generatorze a w dowolng grupe B.
Z wlasnosci rzedu elementu grupy mamy, ze o(a) = oo. Zatem kazdy
element grupy G moze byé jednoznacznie zapisany w postaci a* dla
pewnego catkowitego k. Niech f : G —> B bedzie homomorfizmem
grup. Oznaczmy b = f(a). Wtedy z wlasnosci 7. homomorfizméw
bedziemy mieli, ze f(a¥) = b* dla k € Z. Na odwrét, wezmy dowolny
element b € B i niech

f(a¥) = b* dla wszystkich k € Z. (6.1)

Wtedy z wlasnoéci potegowania w grupie mamy, ze f jest homomor-
fizmem grupy G w grupe B, f(a) = b oraz f(G) = (b). Wynika stad,
ze istnieje dokladnie |B| réznych homomorfizméw f : G — B. Jedli
o(b) = oo, to dla catkowitych k mamy, ze b* = e < k =0 d* = e,
wiec f jest zanurzeniem. Jesli za$ o(b) = n € N, to dla catkowitych k
mamy, ze f(a*) =e < b =e & n |k, skad Ker(f) = (a"). Ponadto
homomorfizm f dany wzorem (6.1) jest ,na”wtedy i tylko wtedy, gdy
b jest generatorem grupy B. Jezeli B = (b) oraz o(b) = oo, to homo-
morfizm f dany wzorem (6.1) jest izomorfizmem. W szczegdlnosci
udowodnili$my wiec nastepujace

Twierdzenie 2. Kazde dwie nieskoriczone grupy cykliczne (a) i (b)
sq izomorficzne. Ponadto przeksztatcenie f : (a) — (b) dane wzorem
(6.1) jest izomorfizmem grup. O

Przyklad 6. Opiszemy wszystkie homomorfizmy okreSlone na
skonczonej grupie cyklicznej (a) rzedu n w dowolng grupe B. Niech
f : (a) — B bedzie homomorfizmem grup. Oznaczmy b = f(a).
Wtedy z wlasno$ci 8. homomorfizmu mamy, ze o(b) | o(a) oraz z wia-
snosci 7. homomorfizmu mamy, ze f(a*¥) = b dla k € Z. Na odwrét,
niech b € B bedzie takie, ze o(b) | o(a). Wéwczas przeksztalcenie
f dane wzorem (6.1) jest dobrze okreslone, bo dla dowolnych k,l € Z
mamy, ze jesli a¥ = a!, to a* ! = e, skad o(a) | k—1. Ale o(b) | o(a), wiec
stad o(b) | k—11bF! = e, czyli b¥ = b'. Natomiast z wlasnosci potego-
wanla w grupie mamy, ze takie f jest homomorfizmem grup. Ponadto
taki homomorfizm f jest ,na”wtedy i tylko wtedy, gdy (b) = B oraz
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dla calkowitych k mamy, ze a* € Ker(f) & b* = e < o(b) | k, wiec
Ker(f) = (a°®). Stad dla b takiego, ze o(b) = o(a) jest Ker(f) = {e},
czyli f jest wtedy zanurzeniem grup. W ten sposéb udowodnili$my na-
stepujace

Twierdzenie 3. Kazde dwie grupy cykliczne skoriczone (a) i (b)
tego samego rzedu sq izomorficzne. Ponadto przeksztatcenie
f:{a) — (b) dane wzorem (6.1) jest izomorfizmem grup. O

Uwaga 2. Z twierdzenia 3 i z przykladu 1 wynika, ze z doklad-
noscig do izomorfizmu istniejg tylko dwie grupy rzedu 4. Mianowicie
grupa czwérkowa Kleina i grupa cykliczna Z7. Ponadto z twierdzenia 3
mamy, ze C;, 2 Z}.

Uwaga 3. Z przykladu 4 mamy, ze f : Z* — Z} dane wzorem
f(k) = k-1dla k € Z jest homomorfizmem grupy Z* na grupe Z;
oraz Ker(f) = (n). Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy

L+ = T+ (n).

Twierdzenie 4. Niech f : G — A bedzie homomorfizmem grupy
skoniczonej G w grupe A. Wowczas |f(G)| dzieli |G|. Jezeli dodatkowo
A jest grupg skoriczong, to |f(G)| dzieli (|G|, |A]).

Dowdéd. Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze f(G)=G/Ker(f),
skad na mocy twierdzenia Lagrange’a |f(G)| = |G/Ker(f)| = ]KLf(lf T
a wiec |f(G)| | |G|. Jezeli dodatkowo grupa A jest skoniczona, to
z twierdzenia Lagrange’a |f(G)| dzieli |A|, wiec z elementarnej teorii

liczb |£(G)| dzieli (|G|, ]A]). O

Przyklad 7. Pokazemy, ze nie istnieje nietrywialny homomor-
fizm grupy Ds; izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego
w grupe Zi;. W tym celu zalézmy, Ze istnieje nietrywialny homo-
morfizm f : Dy — Z};. Wtedy |f(Ds3)| > 1 oraz z twierdzenia 4,
|f(Ds3) | |(6,15) = 3, wiec |f(Ds)| = 3 oraz z twierdzenia o izomor-
fizmie i z twierdzenia Lagrange’a |Ker(f)| = 2. Ale Ker(f) < Ds
1 grupa Dj nie posiada dzielnika normalnego rzedu 2, wiec mamy
sprzecznosc.
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Przyklad 8. Pokazemy, ze jeSli zbiory A i B sa réwnoliczne, to
grupy symetryczne S(A) i S(B) tez sa izomorficzne. Rzeczywiscie,
niech f : A — B bedzie bijekcja. Okreslamy F : S(A) — S(B)
wzorem F(¢) = fogo f~1 dla ¢ € S(A). Wtedy ze wstepu do
matematyki mamy, ze F(¢) jest bijekcja jako zlozenie bijekcji, czyli
F(¢) € S(B) dla ¢ € S(A). Ponadto dla dowolnych ¢;,¢, € S(A)
mamy

F(pr06¢y) = fo (1°¢2) ft=
= (fogrof ) o(fogao f™t) = F(¢1)o F(ps),

wiec I jest homomorfizmem grup. Ponadto G : S(B) — S(A) dane
wzorem G(v) = f~lot o f dla ¢ € S(B) jest przeksztalceniem od-
wrotnym do F'. Zatem F' jest izomorfizmem grup.

Twierdzenie 5 (Cayley’a). Kazda grupa G zanurza sie w grupe
symetryczng S(G).

Dowdéd. Niechdlag € G: [,(z) = gz dlaz € G. Wtedy, jak wiemy
Iy jest bijekcja zbioru G na siebie, wiec [, € S(G). Niech F(g) = [, dla
g € G. Wtedy dla g, h,z € G mamy, ze (F(gh))(z) = lgn(z) = (gh)z =
= g(hz) = gln(z) = ly(In(z)) = (g o ln)(z) = (F(g) o F(h))(z), skad
F(gh) = F(g)oF(h)1iF jest homomorfizmem grup. Jezeli g € Ker(F),
to [y(z) =z dlaz € G, czyli gz = z dla z € G. Zatem g = e. Stad
z wlasnosci 10. homomorfizméw mamy, ze F jest zanurzeniem grup. (J

Z twierdzenia Cayley’a i z przykladu 8 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 1. Kazda grupa skoriczona rzedu n zanurza sie w grupe
permutacji Sy, zbioru n-elementowego {1,2,...,n}. O
6.2 Grupy permutacji

Niech n > 2 bedzie ustalong liczbg naturalna. Niech X,={1,2,...,n}.
Kazda permutacje f € S, mozna zapisa¢ w postaci dwuvvlerszowej
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tablicy

1 2 ... &1 ... n

= . , 6.2

1= (st 1o st ) ©2)

w ktérej w pierwszym wierszu umieszczone sa wszystkie elementy
zbioru X,, (najczeséciej w porzadku rosnacym), za$ w drugim wierszu
umieszczone sg kolejne obrazy tych elementéw przy odwzorowaniu f.
Niech X; = {z € X, : f(z) # x}. Wtedy dla z € X, jest z # f(z),
skad f(z) # f(f(z)), wiec f(z) € X;. Stad f(X;) C Xy, a poniewaz
f jest réznowartosciowe i zbiér Xy jest skonczony, wiec f(Xy) = X;.
Z tego powodu w zapisie permutacji f pomijamy zazwyczaj te ¢, dla

. N : 1 2 3 . (23

ktérych f(i) = ¢. Np. zamiast ( 1 3 9 ) mozna pisaé ( 5 9 )

Przy tej notacji dla permutacji f mamy wzor:

f—1:(f(11) f(22) fgln)) (6.3)

Ponadto )
=(1s i) (64

Inwersje

Inwersjq permutacyi f € S, nazywamy taki podzbiér dwuelemen-
towy {1, 7} zbioru X, ze i < j oraz f(i) > f(j). Zbiér wszystkich
inwersji permutacji f € S, oznaczamy przez I;. Np. I, = (), wiec
|| = 0, czyli permutacja tozsamo$ciowa nie posiada inwersji.

Przyktad 9. Niech 7,5 € X,,, ¢« < j. Oznaczmy przez (i, j) permu-
tacje zbioru X,, ktéra zamienia miejscami elementy 7, j oraz nie zmie-
nia pozostalych elementéw zbioru X, (takie permutacje nazywamy
transpozycjamsi). Zatem

T P R S SR AL S URPRE o B A R R
CEL 2 i—1 37 i+1 ... j—1 i j+1 ... n )"
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Stad I = {{&, i+ 1}, {i,i+ 2}, {i,i +3},..., {4,5 — 1}, {i, j},

j—i

iz’ + 1,55 {i+2,5}{¢e+3,5},...,{J — 1,L}}. Zatem |I(; ;)| = (j—1)+
(-1~

+(j—1)—1i = 2(j —i)—1. UzyskaliSmy zatem, ze kazda transpozycja

posiada nieparzysta liczbe wszystkich inwersji.

Znak permutacji

Znakiem permutacji f € S, nazywamy liczbe sgn(f) okreslong wzo-
rem:

sgn(f) = (~1)!" (6.6)

Powiemy, ze permutacja f € S, jest parzysta, jesli sgn(f) = 1 oraz , ze
f jest nieparzysta, jesli sgn(f) = —1. Zatem z przykladu 9 mamy, ze
dowolna transpozycja jest permutacja nieparzysta. Poniewaz
sgn(e) = (=1)® = 1, wiec permutacja tozsamosciowa jest parzysta.
Zbiér wszystkich permutacji parzystych f € S, bedziemy oznaczali
przez A,,.

Twierdzenie 6. Dla dowolnych permutacji f,g € S, zachodzi
w2or:

sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g). (6.7)

W szczegdlnosci sgn(f~') = sgn(f).

Dowéd. Oznaczmy przez P, rodzine wszystkich podzbioréw dwu-
elementowych zbioru X,,. Niech h € S,,. WeZmy dowolne A € P,.
Wtedy A = {4, 7} dla pewnych i,j € X,,, i # j. Oznaczmy sgnj(A) =

= sgn (i(%:_;lﬁ) Okreslenie to jest poprawne, bo

h(D)-h(@) _ —(h(@)=h(G)) _ h@)=h(G)

J= ~(i—5) i=j

Ponadto A € I}, & sgnp(A) = —1. Wynika stad wzdr:

sgn(h) = H sgnp(A). (6.8)

AeP,
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Latwo zauwazy¢, ze dowolna permutacja ¢ € S, wyznacza bijekcje
G : P, — P, przy pomocy wzoru G(A) = {¢(3),9(j)} dla A = {4, j}.
Wynika stad, ze dla dowolnych f, g € S, zachodzi wzér:

sgn(f) = ] sgns(G(4)). (6.9)

A€eP,
Ponadto dla A € P, mamy
sgny(G(A)) - sgng(A) = sgngoe(A). (6.10)
Rzeczywiscie, A = {1, j} dla pewnych i, € X,,, 1 # j oraz

flg(?) — f(g(j))>
9(t) —g(j)

sgns (G(4)) = sgns({9(d), 9(j)}) = sgn (

oraz

sgng(A) = sgn (9—“)—19—(9—)> .

i
Ale sgn(z)-sgn(y) = sgn(z-y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y,
wiec

sgny(G(A)) - sgny(4) = sgn (

o (L2000= U200
i—J
Zatem na mocy (6.8), (6.9) i (6.10) mamy

sgn(fog) = [] sgnsee(A) = [] [sgns(G(A)) - sgny(A)] =

) =t

AeP, AePy,
= H sgns(G(A)) - H sgng(A) = H sgns(A) - H sgny(A) =
A€P, A€P, AEP, A€P,

= sgn(f) - sgn(g).
W szczegblnosci mamy stad, ze 1 = sgn(e) = sgn(f o f7!) =
= sgn(f) - sgn(f~'), czyli sgn(f~!) = sgn(f). Konczy to dowéd na-
szego twierdzenia. (J
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Whniosek 2. Dian > 2 A, jest podgrupg normalng indeksu 2
grupy Sy.

Dowéd. Poniewaz sgn(e) = 1, wiec e € A,. Niech f,g € A,.
Wtedy sgn(f) = sgn(g) = 1, skad z twierdzenia 6 mamy, ze
sgn(g™") = 1 oraz sgn(f o g™1) = sgn(f) -sgn(g™) = 1-1 = 1,
czyli fog™! € A,. Zatem A, jest podgrupa grupy S,. Dalej, n > 2,
wiec (1,2) € S, oraz z przykladu 9 mamy, ze sgn((1,2)) = —1, wiec
(1,2) ¢ A,. Wezmy dowolne g € S,,. Jedli g € A,, to sgn(g) = —1,
skad na mocy twierdzenia 6 sgn((1,2) o g) = (—1) - (—1) = 1, czyli
f=(1,2)og€ A,. Ale(1,2)0(1,2) =e, wiec g = (1,2)of € (1,2)A,
Oznacza to, ze S, = A, U (1,2)A,, wiec ostatecznie (S, : A,) = 2
Zatem z rozdziatlu 4, A, < S,,. O




Rozdzial 7

Grupy permutacji II

7.1 Permutacje roztaczne

Definicja 1. Permutacje f,g € S, nazywamy roztgcznymi, jezeli
X; N X, = 0 (réwnowaznie: f(z) = x lub g(z) = =z dla kazdego
z € Xy).

Poniewaz dla h € S, i dla k € N mamy, ze Xp C X; (bo jesli
r € X, to f¥(z) # z, czyli f(z) # z iz € X;), wiec mamy stad
natychmiast nastepujace

Stwierdzenie 1. Jezeli permutacje f,g € S, sq roztgczne, to dla
dowolnych liczb naturalnych k, | permutacje f* i g' tez sq roztgczne. O

Stwierdzenie 2. Jezeli permutacje f,g € S, sq roztgczne, to

(i) fog=gof,

(i) jezeli fog=e,to f=g=ce,

(iii) o(f o g) = [o(f), 0(g)]-

Dowdéd. (i) Dla z € X, \ (X; U X,) jest f(z) = g(z) = z, wiec
(f o 9)(z) = flg(z)) = f(z) = z = g(z) = 9(f(2)) = (90 f)(2).
Ponadto dla z € Xy jest f(z) € Xy, wigc f(z) € X, oraz g(f(z)) =
= f(z) i f(9(z)) = f(x), bo g(z) = =z, gdyz z ¢ X,. Zatem dla
r € X; mamy, ze (f o g)(z) = (9o f)(z). Podobnie pokazujemy, ze
(fog)(z) = (g0 f)(z) dla z € X,. Stad ostatecznie fog=go f.

56
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(ii) Zalézmy, ze g # e. Wtedy istnieje z € X, takie, ze g(z) # z,
skad = € X,, wiec g(z) € X,, czyli g(z) € X1 f(g(z)) = g(z). Ale
z =e(x) = (fog)(z) = f(9(z)) = g(z) i mamy sprzecznos¢. Stad
g = e 1 w konsekwencji f =e.

(iii) Oznaczmy k = o(f), I = o(g), m = [k,], s = o(f o g). Wtedy
e = (fog)® = ffog® namocy (i), wiec z (ii) i ze stwierdzenia 1 mamy,
ze f*=eig® =e Zatemk|sil|s,skad m|s. Ale na mocy (i)
(fogm=fmogm=eoe=¢e,bok|mil|m, wiec s | m. Zatem
m|sis|m,skad s=m. O

Uwaga 1. Wz6r (iii) mozna uogdlni¢ na wieksza liczbe parami
roztacznych permutacji.

7.2 Rozklad permutacji na cykle

Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech by, by,..., 0,y (r > 2)
bedg réznymi elementami zbioru A. Wéwczas permutacje postaci

bp by ... br_o b4
( bi by ... by by ) (7.1)
nazywamy cyklem, a liczbe r — jego dtugoscia. Cykl (7.1) zapisujemy

prosciej jako (bg, by, ...,b,_1). Zatem transpozycje sa to dokladnie cy-
kle dtugosci 2. Z okre$lenia cyklu mamy od razu wzoér:

(bo, b1, ..., br—1)(bi) = big,1 (7.2)

dla kazdego 1 =0,1,...,7r — 1.
Ze wzoru (7.2) natomiast przez prostg indukcje uzyskujemy, ze

(bo, bl, PPN ,br_l)k(bi) = biéBrk (73)
dlaki=01, . .r—1.
Ze wzoru (7.3) mamy w szczegdlnosci, ze (bg, b, ...,b,_1)F(by) =

= by, # by dla naturalnych k < r, wiec (b, by, ...,b,_1)* # e dla natu-
raluych £ < r. Ponadto ze wzoru (7.3) wynika, ze (bo,by,...,b,_1) =e.
W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace
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Stwierdzenie 3. Rzqd dowolnego cyklu diugoscir jest rowny r. O

Teraz udowodnimy, ze kazdy cykl dtugosci r jest zlozeniem r — 1
transpozycji.

Stwierdzenie 4. Dla dowolnych roznych elementow aq, ao, . .., a, €
€ A (r > 2) zachodzi wzor:

(ay,as,...,a,) = (a1,a,) o (a1,a,-1) ©...0 (ar, as). (7.4)

Dowéd. Indukcja wzgledem r > 2. Dla r = 2 teza jest
oczywista. Jezeli za$ teza zachodzi dla pewnego naturalnego r > 2
iay,ay,...,a., a4 S§ rOznymi elementami zbioru A, to z zalozenia
indukcyjnego

(ala as, ..., ar, a’T+1) = (a’lva'f‘+1) © (al?a’r) ©...0 (al,a?))v
wiec

(04, ar+1)0((l1, ar)o- . -0(a1, a3)o(a1» 612) = ((11, ag, ..., 0, ar+1)o(a17 02) =
o a; ag az ... (078 QAp41 _
- ay a3 G4 ... Qi1 a - (a17a21""araa’r+l)- O

Whiosek 1. Cykl jest permutacjq parzystq wtedy i tylko wtedy, gdy
jego dtugosé jest liczbg nieparzystq.

Dowéd. Niech f = (aj,as,...,a,) bedzie cyklem dlugosci .
Wtedy ze stwierdzenia 4 mamy, ze f jest zlozeniem r — 1 transpo-
zycji. Zatem z poprzedniego rozdziatu mamy, ze sgn(f) = (—-1)"71,
skad mamy teze. [J

Stwierdzenie 5. Dla dowolnych réznych elementdw ag, ay, . .. ,a,_;
zbioru A @ dla dowolnej permutacji f € S(A) zachodzi wzdr:

f o (G’Ov A1y vy ar——l) o f_—l = (f(a'O)a f(a'l)7 SRR f(aT—-l))' (75)
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Dowéd. Dlaa € A\ {ag,a1,...,a,_1} mamy
[f o (a0, a1, ... a,1) 0 f7](a) = [f 0 (a0, a1, .., ar-1)](a) = f(a)
oraz f(a) & {f(ao, f(ar),..., f(a,—1)}, wigc
(f(ao), flar), ..., far—1))(f(a)) = f(a).

Ponadto dla:=0,1,...,r — 1 mamy
[f o (ag, a1, .. a,1) 0 f7H)(ai) = [f o (a0, a1, - - -, a,-1)](as) = flaig,1)

oraz
(f(O/O)7 f(al)a Cre f(ar—l))(f(ai) = f(aiéBrl)'
Stad mamy teze. [J

Twierdzenie 1. Kazda permutacja # e zbioru skoriczonego A jest
ztozeniem parami roztgcznych cykli. Przedstawienie permutacyi w po-
staci ztozenia parami roztgcznych cykli jest jednoznaczne z doktadno-
scig do kolejnosci czynnikow.

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe n elemen-
tow zbioru A. Dlan = 11 n = 2 teza jest oczywista. Zalézmy,
ze teza zachodzi dla permutacji zbioréw o liczbie elementéw mniej-
szej niz n. Niech f # e bedzie permutacja zbioru n-elementowego
A. Istnieje wtedy a € A takie, ze f(a) # a. Rozpatrzmy ciag
a; = a, ay = f(a1), a3 = f(az),... Poniewaz zbiér A jest skoriczony,
wiec wyrazy tego clagu nie moga by¢ wszystkie rézne. Niech agy;
bedzie najwczesniejszym jego wyrazem réwnym jednemu z wyrazdw
poprzednich, tzn. niech axy; = as dla pewnego s < k + 1. Je-
zeli s > 1, to f(ax) = axs1 = as = fl(as—1), skad ax = a,_;, co
przeczy minimalnosci k¥ + 1. Zatem s = 1 i wobec tego elementy
aj,ay = f(ay),...,ar = f(ax_1) sa rézne oraz f(ay) = axy, = a;.
W zapisie permutacji f przestawmy kolumny tak, aby w pierwszym
wierszu na poczatku wystepowaly elementy aq, ao, ..., ax. Wtedy

f::(al g ... Gg_1 Gk 4y ... a,_, _
’ g as ... ag a f(a’l) . f(a; k

=(au%--"“’“)°<f?c’ia) e )

wy SONB/SP/512497/2021
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Zatem f jest zlozemiem cyklu (ay,...,ax) oraz permutacji
ay  ..oalhy ) . , , ,
= zbioru A" = {a},...,al _,.}. Na mocy
9 (f(a’l) o ) {ah, - dn)

zalozenia indukcyjnego g = e lub g jest zlozeniem skonczonej liczby
cykli rozlgcznych, z ktérych kazdy jest roztaczny z cyklem (aq, ..., ax),
skad f jest iloczynem parami roztacznych cykli.

Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia przypusémy, ze permutacja
f # e ma dwa istotnie rézne przedstawienia w postaci zlozenia (ilo-
czynu) cykli roztacznych:

f:(al,..,,ak)o...z(bl,bg,...,bs)o...

Niech np. cykl (by, by, ..., bs) bedzie rézny od kazdego z cykli wyste-
pujacych w pierwszym przedstawieniu permutacji f. Poniewaz b, € A,
wiec element b, nalezy do pewnego cyklu wystepujacego w pierwszym
przedstawieniu permutacji f. Ale skladanie cykli roztgcznych jest prze-
mienne, wiec mozna zakladac¢, ze b; = a; dla pewnego 1 = 1,2,... k.
Ponadto

((Il, BN ¢ N/ 7 H ,ak) = (ai,ai_H, ey Qp,an, .. -;ai~—l)7
wiec mozna zakladaé, ze by = a;. Wtedy by = f(b1) = f(ay) = ay, b3 =
= f(by) = f(az) = a3, itd. Wynika stad, ze s = k oraz (by, by, ..., b,) =

= (a, ag, ..., ax). Uzyskana sprzeczno$¢ koriczy dowéd naszego twier-
dzenia. [J

Ze stwierdzenia 2 oraz z dowodu wniosku 1 wynika od razu naste-
pujace

Twierdzenie 2. Jezeli permutacja f jest ztozeniem s cykli params
roztgcznych o dtugosciach ry,rq,..., 75, to

(Z) O(f) = [T1> Toy ..., Ts];
(ii) Sgn(f) — (_1)r1+r2+...+rs—s. 0O

Z twierdzenia 1, ze stwierdzenia 4 oraz z tego, ze e = (1,2) o (1, 2)
wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 3. Kazda permutacja f € S, dla n > 2 jest zoze-
niem skonczonej liczby transpozycji. O
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Poniewaz znak zlozenia permutacji jest réwny iloczynowi znakéw
tych permutacji oraz transpozycje sg permutacjami nieparzystymi,
wiec mamy tez nastepujace

Twierdzenie 4. Permutacja f € S, dla n > 2 jest permuta-
cjq parzystq wtedy ¢ tylko wtedy, gdy f jest ztozeniem parzystej liczby
transpozycyi. O

Stwierdzenie 6. Jezeli x,y, z,t sqg roznymi elementami zbioru A,
to w grupie permutacgi S(A) zachodzi wzor:

[(.I, Y, 2)7 (.TJ, y>t)] = (:L',y) 0 (Z?t)~ (7'6)

Dowdéd. Mamy

[(z,9,2), (z, 9, )] = (

y,2)7 o (z,y,1)7"
= (z,2,y) o (,y

,x) o (2,9,2) o (
= (z,9) o (2,

xr, ( Ty Y, ) (I Y, )
o(ty z,y,t) =
[Ty z t
T \y zt 2 t)-0
Przyklad 1. Niech w grupie Sy:

V ={e,(1,2)0(3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) 0 (2,3)}.  (7.7)

Oznaczmy: a = (1,2)0(3,4), b = (1,3)0(2,4), (1,4)0(2,3). Wtedy

=(L,4)0(2,3) =¢,

c=
a’=1b*>=c®> =e. Ponadto aob = }1 g g 11
1 2 3 4 . .

boa = ( 43 92 1 > = ¢, wiec V jest podgrupa rzedu 4 grupy S,
(izomorficzna z grupa czwérkowa Kleina). Dla f € S, na mocy stwier-
dzenia 5 mamy, ze foao f7! = fo(l,2)0(3,4) 0 f! =
=[fo(L,2)ofMo[fo(3,4)0 f 1] = (f(1),f(2))o(f(3),f(4) €V
i podobnie fobo f71 focof LeV. Stad V < 5. Ale V C Ay,
wige V <0 Ay Dalej, |[A4] = & = 1211 |Ay/V]| = 'r“,“" =12 =3, wiec
grupa A4/V jest abelowa, ska}d z twierdzenia 1 z rozdziatu 5, A} C V.

Ponadto e = [e,e], wiec ze stwierdzenia 6 kazdy element grupy V
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jest komutatorem dwoch cykli dlugosci 3, ktére na mocy wniosku 1 sa
permutacjami parzystymi, wiec V C A} i ostatecznie V = A). Z przy-
kladu 1 z rozdzialu 5 mamy zatem stad, ze w grupie A, nie istnieje
podgrupa rzedu 6, chociaz 6 dzieli rzad grupy A4. O

Twierdzenie 5. Jezeli A jest zbiorem o co najmniej trzech ele-
mentach, to Z(S(A)) = {e}.

Dowdéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje zbiér A o co
najmniej trzech elementach i istnieje f € Z(S(A)) takie, ze f # e.
Zatem istnieje a € A takie, ze f(a) # a. Oznaczmy b = f(a). Wtedy a
1 b s3 ré6znymi elementami zbioru A i zbiér A posiada co najmniej trzy
elementy, wiec istnieje ¢ € A\{a, b}. Dalej, f € Z(S(A)), wiec na mocy
stwierdzenia 5 (b, f(c)) = fo(a,c)of ™! = (a,c), skad {b, f(c)} = {a,c}.
Ale ¢ # b, wiec ¢ = f(c) oraz a # b, wiec a = f(c), czyli a = ¢ i mamy
sprzecznosc¢. Oznacza to, ze Z(S(A)) = {e}. O




Rozdzial 8

Zasadnicze twierdzenie
algebry. Pojecie pierscienia

8.1 Zasadnicze twierdzenie algebry i jego
dowodd

Definicja 1. Wielomianem o wspélczynnikach zespolonych nazy-
wamy funkcje f: C — C postaci

f(z) = apa™ + ap_12" 1+ ... + arz + ag,

gdzie ag, ai, . . ., a, s3 ustalonymi liczbami zespolonymi oraz n=0, 1, . ..
Ponadto dla a, # 0 méwimy, ze n jest stopniem wielomianu f(x).

Lemat 1. Niech f(x) bedzie wielomianem o wspdtczynnikach ze-
spolonych. Wowczas dla kazdego r > 0 istnieje stata K > 0 taka,
ze

If(21) = f(z)| < K - |21 — 2]

dla wszystkich z1, z2 € C takich, ze |z, |z2] <.

Dowéd. Jezeli f(z) = ap dla z € C, to wystarczy wzia¢ K = 1.
Zalézmy wiec, ze f(z) = @nx™ +an 12" 1+ ...+ a1+ ag, gdzien > 1
ia, #0. Wezmy dowolne z, 2, € C takie, ze |z],|22| < r. Wtedy dla
k=1,2,...,n mamy, ze
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k=1, k=2 k-2 | k-1
k= (2 —2) (T A e Tt )
oraz z nieréwnosci trojkata:

|25t 4 2F 2 2T AN <
T L P e P I P P L ol P2 LRy e

Stad

(1) = f(22)] = lan(ef = 25) + anr (277 =571 ) .+ aa (21— 22)| <
< anllzf = 28]+ lan-a|lf™ = 237+ + an ]|z = 2] <
< anllzr — 22|nr™ ™t + |an_1]]21 — 22|(n — D)r" 2 + ...+ |ay] |21 — 2] =
= |21 — 2o|(|an|nr™ + |ap_q|(n — 1)r" 2 + ... + |ap|2r + |ay]),

wiec wystarczy wziaé K = [a,|[nr™  +|ap-1|(n—1)r" "2+ . +as|2r +
‘+‘[CL1I. O

Definicja 2. Powiemy, ze liczba zespolona z, jest granica ciagu
(zn) liczb zespolonych, jezeli

v£>03no€an>nolzn - ZOI <eE.
Piszemy wtedy lim z, = 2.
n—oo

Lemat 2. Niech f(x) bedzie wielomianem o wspotczynnikach ze-

spolonych. Wowczas z lim z, = 2y wynika, ze lim |f(2,)| = |f(z0)].
n—o0 n—oo

Dowéd. Wezmy dowolne € > 0. Z lematu 1 dla r = 1+ |z| istnieje
stata K > 0 taka, ze |f(z) — f(20)|] < K|z — 2| dla wszystkich z € C
takich, ze |z] < 1+ |z|, gdyz |20| < 1+ |20|. Ale lim z, = z, wiec

n—o0

dla ¢ = min{s%, 1} istnieje ny € N takie, ze dla wszystkich n > ng

jest |z, — 20| < 9, czyli |2, — 20| < 1, a wiec |z,| = |(2n — 20) + 20| <
< |20 = 20| + [20] <1+ 20], skad [f(zn) = f(20)] < K% = § < e dla
n 2 ng. Oznacza to, ze lim |f(z,)] = |f(z)]- O

n—oo

Definicja 3. Powiemy, ze ciag (z,) liczb zespolonych jest ogra-
niczony, jezeli istnieje stala A > 0 taka, ze |z,| < A dla wszystkich
n € N.
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Lemat 3. Z kazdego ciggu ograniczonego liczb zespolonych mozna
wybrac podcigg zbiezny do pewnej liczby zespolone;.

Dowéd. Niech (z,) bedzie ograniczonym ciagiem liczb zespolo-
nych. Wtedy istnieje stala A > 0 taka, ze |z,| < A dla wszyst-
kich n € N. Ponadto dla n = 1,2,... istniejg a,,b, € R takie,
ze zp, = Gn + byi, wiec |a,| < /a2 +b2 = |z,] < A i podobnie
b, < Adlan = 1,2,... Zatem (a,) i (b,) sa ograniczonymi cia-
gami liczb rzeczywistych. Stad z twierdzenia Weierstrassa istnieje
podciag (ax,) ciagu (a,), ktdry jest zbiezny do pewnej liczby rzeczy-
wiste] ag. Zatem z twierdzenia Weierstrassa istnieje podciag (b, )
ciagu (by,) zbiezny do pewnej liczby rzeczywistej by. Stad takze pod-
ciagg (ay, ) jest zbiezny do ay. Wezmy dowolne ¢ > 0. Wtedy ist-
nieje ng € N takie, ze dla wszystkich n > ng jest |a;,  — ao] < %
i by, — bo| < % Zatem dla zy = ag + byt oraz dla n > ny mamy

|z, — 20l = /lay,, — @>+ by, — bo? < y/5 + & =¢e. Oznacza to,

ze lim z;, = zp. UJ
n—00

ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY. Kazdy wielo-
mian dodatniego stopnia o wspdtczynnikach zespolonych posiada pier-
wiastek zespolony.

Dla wielomianéw stopnia 1 nasze twierdzenie zachodzi, bo maja one
postaé¢ f(x) = az + b, gdzie a,b € C i a # 0 oraz wtedy f(—ag) = 0.

Wystarczy zatem udowodnié¢ to twierdzenie dla wielomianéw
stopni > 2. Ale jezeli f(z) = anx" + Q12"+ L+ a1z + ag,
gdzie ap,ay,...,a, € C,a, #0in > 2, to f(z) = a, - g(x), gdzie
g(x) = a4 2=tgnl4 4 oLz + 2¢ i wielomiany f(z) i g(z) maja ta-
kie same zblory plerw1astkow Stqd wystarczy wykazaé, ze dla kazdego
n > 21 dla dowolnych ag, a4, ...,a,_; € C wielomian

fx)=a" 4+ a2 + .+ aiz+a (8.1)

posiada pierwiastek zespolony.

Lemat 4. Dla wielomianu f(z) postaci (8.1) i dla kazdego z € C
takiego, ze |z| > 14 |an—1| + ...+ |ao| mamy, ze |f(2)| > 1 + |ao|.
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Dowéd. Zalézmy, ze z € Ci |z| > 1+ |ap—1| + ... + |ag|. Wtedy
|z| > 1, wiec |z|¥F > 1 dla k =1,2,... Stad dla takich z mamy

If(2)| = 2" + an_12" '+ ...+ a1z + ao| 2
> 2"~ |an_12" . . Aarzta] = 2" —|an-1]||z]" = . . =|a1]|z| a0l

Ale |z|F < |z|"tdlak=0,1,...,n—1,bo |z] > 1in > 2, wiec

If ()] 2 [2l" = 2" - (lanal + - - + || + |aol) =
= [z[""" - (lz] = lanal = - = @] = lao]) = |2|"7" > |2,

bon>21i|z| 214 |ay_1|+...+ |ao]- Stad
|f(2)| > 1+ |ap-1| + ... +|ai] + ao] = 1+ |ao],

czyli [f(2)] > 1+ |ao| dla |2| > 1+ |ap—1| + ... + |a1| + |ao]. O

Lemat 5. Dla wielomianu f(z) postaci (8.1) istnieje 29 € C takie,
ze

1f(2)] = 11 (20)]

dla kazdego z € C.

Dowéd. Poniewaz dla kazdego 2 € C jest |f(z)| > 0, wiec zbiér
{If(2)] : z € C} jest ograniczony z dolu. Posiada on zatem kres
dolny ¢. Wtedy |f(z)|] > ¢ dla kazdego z € C oraz dla dowolnego
m € N istnieje z,, € C takie, ze |f(zn)| < ¢+ =. Gdyby dla pewnego
m bylo |z > 1+ |an—1| + ... + |a1]| + |ao|, to z lematu 4,

[f(zm)| > 1+ Jaol = [FO)|+12 g+ 12> g+

skad | f(zm)| > ¢+ = i mamy sprzeczno$¢. Stad |zm| < 1+|an_1|+. .
+lap| dla m € N. Zatem z lematu 3 istnieje podciag (zx,) ciagu (zn)

taki, ze li)m 2k, = 2o dla pewnego 2y € C. Wéwcezas dla kazdego z € C
n—oo

i dla kazdego m mamy, ze | f(zn)| < |f(2)| + L, skad

[f @) > 1 ()] = 2
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wiec po przejsciu do granicy z wykorzystaniem lematu 2 uzyskamy, ze

£ (2)] = [f(20)]. O

Udowodnimy teraz lemat, ktéry zakonczy dowdd zasadniczego
twierdzenia algebry.

Lemat 6. Dla wielomianu f(x) postaci (8.1) i dla liczby zy z le-
matu 5 mamy, ze f(z) = 0.

Dowdd. Niech h(z)=f(z +20)=(2 + 20)" + @n_1(z + 20)" 1 + ...

ta(z+2)+a = 2"+ b 12"+ ...+ bz + by dla pewnych
bo, b1, ..., bp—1 € C, b, = 1. Niech k bedzie najmniejsza liczba natu-
ralna taka, ze by # 0. Wowcezas h(z) = 2" + by,_12" 1+ ... + bp2* + by.
Z lematu 5 mamy, ze dla kazdego z € C
[2™ 4 b2t + L+ be2F + | > | f(20)]

oraz by = h(0) = f(z), wiec dla z € C mamy

|2 4+ bp12™ 7 4 b2 4 bo| > |bol. (8.2)

Dla ¢ € (0,1) podstawmy w nieréwnosci (8.2): z = ¢ { —%’%. Otrzy-
mamy wowczas
k

n n—1
b b b
|c"('“ —i) +b,_1c*! (’“ —i) +. . .+beck ({‘/-—i) +bo| = |bol,

wiec z (8.3) po uproszczeniach i podstawieniu

d, —-(\/ 5,’ > yldpy1=by_ 1(\/?) —1,---7dk+1=bk+1(k —gg -

uzyskamy
Idncn-i-dn_lcn—l—i-. . .+dk+1ck+1—b0ck+b0| 2 !bo] dla c€ (0, 1) (84)
Oznaczmy g(x) = dpz™ %1+ d, 12" %2 + ... + dpy1. Wtedy z (8.4)

mamy
I+ g(c) + bo(1 — k)| > [bo| dla ¢ € (0,1). (8.5)

Ponadto ]ck“ (€) +bo(1—c*)| < |cFHrg(e)| + |bo||1 — ¢*| = ck+ig(c)] +
+]bo|(1 — ¢*), bo 0 < ¢ < 1. Zatem z (8.5):
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k1 g(e)| + [bo| — |bolck > |bo| dla ¢ € (0,1),
a wiec
clg(c)| = |bo| dla c € (0,1).
Ponadto
lg(€)] = |dnc™ ¥t + dporc™F 4 L dip] <

< || A | dno [T 4 || <
ldnl + Idn—ll +...+ ldk+1|7
bo 0 < ¢ < 1. Zatem

C(Idnl -+ |dn_1| + ...+ Idk+1|) 2 lbgl dla ¢ (S (0, 1)

Stad po przejéciu do granicy wzgledem ¢ — 0 otrzymamy, ze 0 > |by|,
czyli |bo| = 0. Ale f(z9) = by, wiec f(z) = 0. O

8.2 Pojecie pierscienia

Definicja 4. Pierscieniern nazywamy system algebraiczny
(P,+,-,0,1) taki, ze

P1. (P, +,0) jest grupa abelowa;

P2. Vopeepra-(b+c)=a-b+a-c

P3. Vopcepa-(b-c)=(a-b)- ¢

P4. Voyepa-1=q;

P5. va,beP a-b=>b-a.

Dziatanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, za$ dzialanie
oznaczane przez - nazywamy mnozeniem, natomiast element oznaczony
symbolem 1 nazywamy jedynkq pierscienia P. Grupe abelows (P, +,0)
nazywamy grupg addytywng pierscienta P i oznaczamy przez P+.
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Wilasnosci dzialan w pierscieniu

Niech (P, +,-,0,1) bedzie pierScieniem. Wéwczas:

1. Voepa-0=0-a=0.

Dowdéd. Poniewaz 0 = 0+ 0, wiec na mocy P2: a-0 =a-(0+0) =
=a-04+a-0,czylia-04+0=a-0+a-0, skad z prawa skracania
w grupach abelowych mamy, ze a - 0 = 0. Zatem na mocy P5 takze
0-a=0.0

2. Vopep —(a-b) = (—a)-b=a- (-Db).

Dowdéd. Na mocy P2 i1 mamy, ze a-b+a-(—b) =a-[b+ (—b)]
=a-0=0,skad a-(-b) = —(a-b). Stad na mocy P5: —(a-b)
=—(b-a)=b-(—a) =(—a)-b. O

3. Vapeer (a+b)-c=a-c+b-c.

Dowé6d. Na mocy P5, P2 i znowu P5 mamy, ze (a +b) - ¢ =
=c-(a+bc-a+c-b=a-c+b-c. O

4. Yeep (-1)-a=a-(-1) = —a.

Dowéd. Na mocy P4 i P5 mamy, ze a =a-1=1"a, wiec z 2
iP5 —a=—(a-1)=a-(-1)=(-1)-a. O

5. Vaar,anep @- (a1 +...+ay) =a-a;+...+a-ay.

Dowéd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z P2.
Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech
ay,...,0n,0n41 € P. Wtedy na mocy P2 i zalozenia indukcyjnego:
a(a1+...+ap+ans1)=af(a+...4ap) +any1]=a- (a1 +...+a,) +
+a-Gpy1 =0a-01+...+a-a,+a- a1, czyli teza zachodzi dla liczby
n+1. 0

6. Vopeera-(b—c)=a-b—a-c

Dowéd. Z okreslenia odejmowania, z P2, z 2 i znowu z okresSlenia
odejmowania mamy, ze a - (b—c¢) =a-(b+(—¢c)) =a-b+a-(—c) =
=a-b+(—(a-¢))=a-b—a-c. O

Poniewaz (P,+, 0) jest grupa abelows, wiec ma sens catkowita wielo-
krotnosc k - a elementu a € P przez liczbe catkowita k. Przypomnijmy
jej okreslenie:

0-a=0,1-a=aorazdlaneN:-n-a=a+...4ai(-n)-a=

N e’

I

n
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Z teorii grup mamy zatem nastepujace wlasno$ci:

7. YoePVnmez 1 - (m-a) = (nm) - a.

8. VoePVumezn+m)-a=n-a+m-a.

9. Va,bepvnezn' (a+b) =n-a+n-b.

Mozna takze udowodni¢ nastepujaca wlasnoscé:

10. VopepVnezn-(a-b)=(n-a)-b=a-(n-b).

W pierScieniu P mozemy tez okresli¢ nieujemna caltkowita potege
dowolnego elementu a € P przyjmujac, ze:

a®=1,a'=aorazdlaneN: a"' =qa"-a (czylia" =g-...-qa).

N e

n

Przez prosta indukcje mozemy woéwczas udowodnié¢ nastepujace

wtlasnosci:
11. Vaepvn’mez a" . am = CLn+m.
12. YoepVnmen (a™)™ = a™™.

13' Va,bEPvneN (a -+ b)n = Z ( Z' ) an—kbk'
k=0

umowy SONB/SP/512497/2021



Rozdzial 9

Podpierscienie, elementy
odwracalne, dzielniki zera

9.1 Okreslenie podpierscienia

Definicja 1. Podpiericieniem pierScienia (P, +,-,0,1) nazywamy
taki podzbiér A C P, ktdry jest pierécieniem ze wzgledu na wszystkie
dzialania okreSlone w piercieniu P (zredukowane do A).

Stwierdzenie 1. Podzbior A pierscienia P jest podpierScieniem
pierscienia P wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujgce warunki:

(I)1 € A oraz (II) Vopea a —b,a-b € A.

Dowdd. Zalézmy, ze A jest podpierscieniem pierscienia P. Wtedy
0,1 € A (ze wzgledu na wykonalno$é dziatan 0-argumentowych) oraz
dla dowolnego a € A, —a € A (ze wzgledu na wykonalnoé¢ dziatania
l-argumentowego) i ponadto dla a,b € A, a-b € Aoraz a — b =
=a+ (—b) € A (ze wzgledu na wykonalno$¢ mnozenia i dodawania).

Na odwrét, zalézmy, ze 1 € A oraz a — b,a - b € A dla dowolnych
a,b € A. Wtedy 0 =1—-1¢€ A, skaddlabe A, —b=0-5b € A,
wiec dla a,b € A, a+b=a— (—b) € A. Zatem w A jest wykonalne
mnozenie 1 dodawanie. Poniewaz wszystkie aksjomaty pierScienia sg
spetnione nawet w P, wiec (A, +,+,0,1) jest pierScieniem. [J

71
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9.2 Przyklady pierscieni i podpierscieni

Przyklad 1. Kazde cialo jest pierScieniem. Podpierscienie cial sg
pierscieniami.

Przyklad 2. PodpierScienie ciala C nazywamy pierscieniami licz-
bowymi. Oczywiscie sa one pierScieniami. Przyklady pierScieni liczbo-
wych:

a) Pierécien liczb catkowitych Z;

b) Dla ustalonej liczby naturalnej a > 1 zbidr

H = {5 nkez k>0

a

jest pierScieniem liczbowym (sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi);

c¢) Niech d bedzie liczby catkowita, ktéra nie jest kwadratem liczby
catkowitej. Wowczas z teorii liczb wiadomo, ze d nie jest kwadra-
tem liczby wymiernej. Okreslamy v/d jako zwykly pierwiastek aryt-
metyczny z liczby d dla d > 0, zaé dla d < 0 okre$lamy vd = /[d] - i.
Zatem w obu przypadkach (\/3)2 = d. Mozna sprawdzié¢, ze wéwczas
zbi6r Z[Vd] = {a+bV/d : a,b € Z} jest pierécieniem liczbowym;

d) Niech d bedzie liczbg calkowita, ktdra nie jest kwadratem liczby
catkowitej taka, ze d = 1(mod 4). Mozna sprawdzié, ze wtedy zbiér
Z [”2——‘/3] ={z+vy- 1’;—@ :x,y € Z} jest pierScieniem liczbowym.

Przyktad 3. Niech m > 1 bedzie ustalong liczbg naturalng i niech
Zpym ={0,1,...,m —1}. Dla a,b € Z,, okreSlamy:

a®D,b = reszta z dzielenia a + b przez m;

a®,b = reszta z dzielenia a - b przez m.

W oparciu o wlasnosci kongruencji mozna sprawdzié¢, ze wéwczas
(Zy, B, O, 0, 1) jest pierécieniem.

Przyktad 4. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspélczynnikach
rzeczywistych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierscien.
Oznaczamy go przez R|z].

Przyktad 5. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach
wymiernych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy piersciei.
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Oznaczamy go przez Q|z].

Przyklad 6. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach
catkowitych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierécien.
Oznaczamy go przez Z|x).

Przyklad 7. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspolczynnikach ze-
spolonych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierscien. Ozna-
czamy go przez C[z].

Przyklad 8. Niech Pj,..., P, beda pierScieniami. W zbiorze
P, x ... x P, okreslamy dodawanie i mnozenie nastepujaco:

(al,...,an)+(b1,...,bn) :(a1+b1,...,an+bn),
(al,...,an)-(bl,...,bn)=(a1-b1,...,an~bn),

Ponadto okreslamy 0 = (0,...,0) oraz 1 = (1,...,1). Mozna spraw-
dzié, ze wtedy (Py X ... X Py, +,-,0,1) tworzy pierScien. Nazywamy
go iloczynem kartezjanskim pierScieni Py, ..., P,.

Przyklad 9. Dowolny zbiér jednoelementowy P = {a} z dzia-
taniami + 1 - takimi, ze a + a = a i a-a = a oraz z wyrdéznionymi
elementami 0 = 1 = a tworzy pierScien. Nazywamy go pierscieniem
zerowym. Zauwazmy, ze jesli pierscien P jest niezerowy, to |P| > 1,
wiec istnieje niezerowe a € P. Wtedy a = a-1 oraz a-0 = 0 # a,
skad wynika, ze 0 # 1 w P. Na odwrdt, jedli 0 # 1 w pierScieniu P, to
|P| > 1, wiec pierSciefi P nie jest zerowy.

Twierdzenie 1. Czesé wspolna dowolnej niepustej rodziny pod-
pierscient pierscienta P jest podpierscieniem tego piericienia.

Dowé6d. Niech {A4;}icr bedzie dowolng niepusta rodzing pod-
pierscieni pierScienia P oraz niech A = ﬂtET A;. Poniewaz 1 € A,
dla kazdego t € T, wiec 1 € A. Wezmy dowolne a,b € A. Wtedy
a,b € Ay dla kazdego t € T, wiec ze stwierdzenia 1, a —b,a-b € A; dla
kazdego t € T'. Zatem a —b,a-b € A. Stad na mocy stwierdzenia 1, A
jest podpierscieniem pierscienia P. [J

Uwaga 1. Niech P bedzie pierScieniem. Wéwczas dla dowolnego
podzbioru X C P istnieje najmniejszy (w sensie inkluzji) podpierScien
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pierScienia P zawierajacy zbiér X. Nazywamy go podpierscieniem ge-
nerowanym przez zbior X i oznaczamy przez [X]. Rzeczywiscie, niech
{A;}ier bedzie rodzing wszystkich podpierécieni pierscienia P zawie-
rajacych zbiér X. Wtedy P € {A;}ier, wiec z twierdzenia 1 mamy,
ze A = (e A: jest podpierscieniem pierScienia P. Ale X C A, dla
kazdegot € T, wiec X C A, skad A jest najmniejszym elementem w ro-
dzinie {A;}ier, czyli A jest najmniejszym podpier§cieniem pierécienia
P zawierajacym zbiér X.

Nietrudno jest zauwazyé, ze [0] = {k -1 : k € Z}, natomiast
dla X # () podpierécien [X] sklada sie¢ ze wszystkich skonczonych

sum elementéw postaci s-1 oraz k-x; - X2 - ... - x,, gdzie s,k € Z,
T1,%2,...,2, € X oraz n = 1,2,... Jesli X jest zbiorem skonczo-
nym oraz X = {ay,...,an}, to zamiast [{a1, ..., an,}] bedziemy pisali
[ai,...,an]. Zatem w szczegllno$ci mamy stad

la) ={ko-1+ki-a+...+k,-a" ko, ky,....ky €Z, n=0,1,2,...}.

Przyklad 10. Niech A i B beda podpierScieniami pierScienia P.
Oznaczmy przez AB zbiér wszystkich skoriczonych sum elementéw po-
staci a - b, gdzie a € A, b € B. Wtedy 1 = 1-1 € AB. Ponadto
z okreslenia AB oraz z tego, ze —(a - b) = (—a) - b wynika od razu,
ze jesli x,y € AB, to x —y € AB. Ponadto z rozdzielno$ci mnoze-
nia wzgledem dodawania i z tego, ze dla ai,a; € A, by,by € B jest
(a1 - by) - (ag - b2) = (a1 - ag) - (by - by) € AB wynika, ze dla dowolnych
r,y € AB, x -y € AB. Zatem na mocy stwierdzenia 1 mamy, ze AB
Jest podpierscieniem pierScienia P.

9.3 Elementy odwracalne

Definicja 2. Powiemy, ze a € P jest elementem odwracalnym
pierScienta P, jezeli istnieje x € P takie, ze a-z = 1. Zbiér wszystkich
elementéw odwracalnych pierScienia P oznaczamy przez P*.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego pierscienia P system algebraiczny
(P*,-,1) jest grupg abelowg.
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Dowéd. Poniewaz 1-1 =1, wiec 1 € P*. Niech a € P*. Wtedy
istnieje x € P takie, ze a -z = 1, skad z -a = 1, czyli x € P~
Dalej, dla a,b € P* istniejg xz,y € P takie,ze a-z =11b-y = 1,
wiec (a-b) - (xz-y) =(a-2)-(b-y) =1-1=1czylia-b € P~
Poniewaz mnozenie jest laczne w P, wiec mnozenie jest laczne w P*.
Zatem z tych rozwazan mamy, ze (P*,-, 1) jest grupa. Natomiast z P5
wynika od razu, ze grupa ta jest abelowa. [J

Uwaga 2. Element odwrotny do elementu a € P* oznaczamy
przez a~'. Z dowodu twierdzenia 2 wynika, ze dla dowolnych a,b € P*
mamy wzor:

(a-b)t=at b7l

Przyklad 11. Z teorii liczb wynika, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej m > 1:

Z:, ={a € Ly, : (a,m) = 1}.

W szczegdlnosel |Z;| = p(m). O

Przyklad 12. Mozna pokazaé, ze dla dowolnych pierscieni
P,. ..., P, zachodzi wzor:

(Pyx...xP)*=Px...x P

9.4 Dzielniki zera

Definicja 3. Méwimy, ze element a pierscienia P jest dzielnikiem
zera, jezeli istnieje niezerowy element b € P taki, ze a - b = 0.

W kazdym pierécieniu niezerowym P mamy, ze 0#1 oraz 0-1 = 0,
wiec 0 jest dzielnikiem zera w kazdym pierscieniu niezerowym P. Dziel-
niki zera rézne od 0 nazywamy wtasciwymi dzielnikami zera.

Przyklad 13. Dla liczb zlozonych m pierscien Z,, posiada wia-
Sciwe dzielniki zera, gdyz istnieja liczby naturalne a,b < m takie, ze
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a-b=m1iwtedy a,b sg niezerowymi elementami pierscienia Z,, oraz
a®,b=0.

Twierdzenie 3. W dowolnym pierscieniu P element odwracalny
nie jest dzielnikiem zera.

Dowdéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje pierscien P oraz
istnieje element odwracalny a € P, ktdry jest dzielnikiem zera. Zatem
istnieje niezerowe b € P takie, ze a - b = 0 oraz istnieje z € P takie, ze
a-r=1 Zatemb=>b-1=b-(a-z)=(b-a)-z=(a-b)-z2=0-2=0
i mamy sprzecznos¢. [J

Wniosek 1. Dowolne ciato nie posiada witasciwych dzielnikow
zera. UJ

Elementy pierécienia P, ktdére nie s3 dzielnikami zera nazywamy
elementami regularnyma.

Twierdzenie 4. W dowolnym pierscieniu P:

a) iloczyn elementow reqularnych jest elementem reqularnym;

b) jesli a € P jest reqularny ia-z =a-y, to x = y;

¢) 1 jest elementem regularnym.

Dowdéd. a) Niech a,b € P beda elementami regularnymi. Wezmy
dowolny z € P taki, ze (ab)z = 0. Wtedy a(bz) = 0, wiec z regular-
nosci a, bx = 0, skad x = 0, z regularnosci b. Zatem ab jest elementem
regularnym.

b) Niech a € P bedzie elementem regularnym i niech x,y € P beda
takie, ze ax = ay. Wtedy a(z — y) = 0, skad z regularnosci @ mamy,
zex—y=0,czyliz=y.

c) Niech z € P bedzie takie, ze 1 -2 = 0. Poniewaz 1 -z = z, wiec
=011 jest elementem regularnym. [J

Definicja 4. Niezerowy pierScien P, ktéry nie zawiera wtasciwych
dzielnikéw zera nazywamy dziedzing catkowitosci.

Z tej definicji wynika od razu, ze dziedziny calkowitosci sa to takie
niezerowe pierscienie, w ktérych kazdy element niezerowy jest regular-
ny. W szczeg6lnosci na mocy wniosku 1, kazde cialo jest dziedzing
catkowitosci, a nawet kazdy podpierécien ciala jest dziedzing catkowi-
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tosci. Z twierdzenia 4 mamy natychmiast nastepujacy

Whiosek 2. Jezeli a jest niezerowym elementem dziedziny catko-
witosci P oraz x,y € P sq takie, Ze ax = ay, tox =y. U
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Rozdziatl 10

Homomorfizmy i ideaty

10.1 Pojecie idealu pierscienia

Definicja 1. Niepusty podzbidr I pierScienia P nazywamy ideatem
pierscienia P (oznaczenie: I < P), jezeli

(I) Vi’jej 7 —j € [ oraz (II) ‘v’iefv’aep a-1€1.

Przyktad 1. W dowolnym pier§cieniu P zbiér {0} jest idealem
(nazywamy go ideatem zerowym). Ponadto caly pierécien P jest ide-
alem P (nazywamy go ideatem niewtasciwym). Idealy I pierScienia P
takie, ze I # P nazywamy ideatami wtasciwyma.

Uwaga 1. Niech I bedzie idealem pierScienia P. Wéwczas I jest
idealem wtasciwym wtedy i tylko wtedy, gdy 1 & I. Rzeczywiscie, jezeli
L ¢ 1, toI# P,ajezeli 1 €I, todla kazdegoa € P,a=a-1€ I na
mocy (IT), skad I = P.

Twierdzenie 1. Kazde ciato K ma doktadnie dwa ideaty: {0}
i K.

Dowdéd. Niech I bedzie niezerowym idealem ciala K. Wtedy
istnieje niezerowe i € I, skad 1 = 7' -i € I. Zatem z uwagi 1,
I=K.O
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Uwaga 2. Z okreSlenia idealu wynika od razu, ze kazdy ideatl
I piericienia P jest podgrupa grupy addytywnej Pt tego piercienia.
W szczegdlnoscei 0 € I dla kazdego I <t P. Ponadto jesliiy,...,%, € I<P
oraz ay,...,an, € P, toay 41,...,a,1, € I,skad ay-11+...+a, -1, € I.

Twierdzenie 2. Cze$é¢ wspdina dowolnej niepustej rodziny {I; }rer
ideatow pierscienia P jest ideatem pierscienia P.

Dowéd. Niech {I;};cr bedzie niepustg rodzing ideatéw pierscie-
nia P iniech I = (\,cpI;. Wtedy 0 € I; dlat € T, wiec 0 € I. Dla
t,) € I mamy, ze 1,5 € I; dla kazdegot € T, wieci —je€ I;dlat € T,
skad i+ —j € I. Ponadto dlaa € P,i € I mamy, ze 1 € Iy dlat € T,
wiec ai € I; dla kazdego t € T, skad ai € I. Zatem I < P. [J

Uwaga 3. Z twierdzenia 2 wynika, ze dla dowolnego podzbioru X
pierécienia P istnieje najmniejszy w sensie inkluzji ideal pierscienia P
zawierajacy zbior X. Nazywamy go ideatem generowanym przez
zbiér X 1 oznaczamy przez (X). Natomiast X nazywamy zbiorem
generatorow ideatu I. Np. (@) = {0}. Jesli zbidr X jest skoriczony

oraz X = {ai,...,a,}, to zamiast ({ai,...,a,}) piszemy (a,...,a,).
Jezeli istnieje a € P takie, ze I = (a), to méwimy, ze ideal [ jest
gtowny. Jezeli istnieja ai,...,a, € P takie, ze I = (ay,...,a,), toO

mowimy, ze ideat I jest skonczenie generowany.

Twierdzenie 3. Dla dowolnych elementow ay, ..., a, pierscienia
P zachodzi wzor:

(@1,...,a,) ={x101 + ... + Tpay : T1,...,2, € P}.

Dowéd. Oznaczmy J = {zia; + ... + zna, : z1,...,2, € P}.
Wtedy 2;, = 0-a1+...+1-2;,+...+40-a, € Jdlaz=1,... n
Zatem {ay,...,a,} C J. Niech i,j € J, a € P. Wtedy istnieja
Tiyeoos TnyYty---,Yn € P takie, ze 1 = xyay + ... + T,a, oraz j =
= y1a1 + ... F YOy, Wiec i — j = (21 —y1)ar + ... + (Tn — Yn)an € J,
ai = (axy)a; + ...+ (ax,)a, € J. Zatem J < P oraz {ai,...,a,} C J.
Niech A bedzie dowolnym idealem pierscienia P zawierajacym zbior
{a,...,a,}. Wtedy z uwagi 2 mamy, ze 201 + ... + z,a, € A dla
dowolnych zy,...,z, € P. Zatem J C A, czyli J jest najmniejszym
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idealem pierécienia P zawierajacym zbiér {ay,...,an}. Zatem J =
=(a,...,a,). O

Przyklad 2. Z teorii grup wiemy, ze wszystkimi podgrupami
grupy Z* sa zbiory wielokrotnosci ustalonych nieujemnych liczb cal-
kowitych. Na mocy twierdzenia 3 mamy wiec stad, ze kazdy ideal
pierscienia Z jest gtéwny i wszystkimi idealami tego pierscienia sa ide-
aly postaci (k) dla k =0,1,2,...

Podobnie jest w pierscieniu Z,,, gdyz kazda niezerowa podgrupa
grupy addytywnej tego pierscienia sklada sie z catkowitych wielokrot-
nosci ustalonych dzielnikéw naturalnych liczby m. Wynika stad, ze
wszystkie idealy pierScienia Z,, sa postaci: (d), gdzie d =0 1lubd < m
jest naturalnym dzielnikiem liczby m. W szczegdlnosci kazdy ideal
pierécienia Z,, jest gléwny i ten pierScien posiada tyle idealéw, ile
dzielnikéw naturalnych ma liczba m.

Twierdzenie 4. Jezeli I,...,I, sq ideatami pierscienia P, to
Dowéd. Z teorii grup mamy

L+ ...+, ={i+...+ip:ix €l dla k=1,... n}

jest podgrupa grupy P* zawierajaca I;U...UI,. Niecha € P,i € I, +
+...+ I,. Wtedy istniejg i, € I, dla kK = 1,...,n takie, ze ¢ =
=4h+...+i,skadar =ary+...+a1, € L1 + ...+ I, bo ai;, € I
dlak=1,...,n. O

10.2 Konstrukcja pierscienia ilorazowego
Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wéwczas I jest podgrupa grupy

P*, wiec mozna zbudowaé grupe ilorazowa P/I = {a + I : a € P}.
Woéwczas:

a+I={a+i:i€l}dlaac€P,

a+I=b+I<a—-beldlaa,be P,
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(a+D)+b+I)=(a+b)+Idlaa,be P,
(P/1,+,1I) tworzy grupe abelowa.

W P/I mozna tez okresli¢ naturalne mnozenie:
(a+1I)-(b+I)=ab+Idlaa,beP.

Sprawdzimy, czy mnozenie warstw nie zalezy od wyboru reprezen-
tantéw. W tym celu wezmy dowolne ay, as, by, by € P takie, ze a; +1 =
=as+lorazby+I =by+1. Wtedyt =a;—ag € T oraz j = b;—by € 1,
wiec a; = ay+1, by = by + 7, skad a1by — agbs = (ag +14)(ba+ ) — agbe =
=ayj +ibs+1i5 € I, gdyz I < P. Zatem a1b; + I = asby + I i mnozenie
warstw jest dobrze okreslone.

Dla a,b € P mamy, ze (b+1)-(a+ 1) =ba+1 = ab+ 1
= (a+1)-(b+ I), wiec mnozenie warstw jest przemienne.

Dlaa,b,c € P mamy, ze (a+1)-[(b+1)-(c+I)] = (a+1)-(be+1) =
=a(be)+ 1= (ab)c+I=(ab+1)-(c+I)=[(a+I)-(b+1)]-(c+1),
wi¢c mnozenie warstw jest taczne. Ponadto (a+1)-[(b+1)+ (c+1)] =
= (a+1)-[(b+c)+I] = a(b+c)+1 = (ab+ac)+I = (ab+ 1)+ (ac+1) =
= (a+1)-(b+1)+(a+1)-(c+1I), wiec mnozenie warstw jest rozdzielne
wzgledem dodawania warstw. Ponadto (a+1)-(1+1) =a-14+1 = a+1
dla a € P, wiec ostatecznie system algebraiczny (P/I,+,-, 1,1+ I)
jest pierScieniem. Nazywamy go pierscieniem ilorazowym wzgledem
ideatu 1.

I

10.3 Idealy: pierwsze i maksymalne

Definicja 2. Wlasciwy ideal I pierScienia P nazywamy
(1) ideatem pierwszym pierscienia P, jezeli

Vapeplab€ I = (a €I lub b€ I)];

(i1) ideatem maksymalnym pierécienia P, jezeli

VyaplI CJ = (I=J lub J=P)].
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Twierdzenie 5. Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wowczas
rownowazne sq warunki:

(1) I jest ideatem pierwszym pierScienia P;

(1) pierscieri dlorazowy P/I jest dziedzing catkowitosci.

Dowdéd. (i)=>(ii) Z zalozenia I # P, wiec1 ¢ I, czyli 1+1 # 0+1.
Zatem pierscien P/I jest niezerowy. Niech a,b € P beda takie, ze
(a+1I)-(b+1) =1 Wtedy ab+1 = 0+ I, wiec ab € I. Zatem
z pierwszoéci [ wynika, zea € I lubb e I, czylia+ 1 =0+1=1 lub
b+1=0+1=1 Zatem P/I jest dziedzing catkowitosci.

(ii)=-(i) Z zalozenia 1 + 1 # 0+ I, skad 1 ¢ I, wiec I # P.
Wezmy dowolne a,b € P takie, ze ab € I. Wtedy ab+ 1 = 0 + 1,
skad (a +1I)-(b+I) = 1. Ale P/I jest dziedzina calkowitosci, wiec
a+1=1=0+1Tlubb+1=1=0+1,czylia€llubbel. Zatem
I jest idealem pierwszym pierscienia P. []

Twierdzenie 6. Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wowczas
rownowazne sq¢ warunki:

(i) I jest ideatem maksymalnym pierscienia P,

(11) pierscieni ilorazowy P/I jest ciatem.

Dowdéd. (i)=>(ii) Z zalozenia I # P, wiec 1 ¢ I, skad 1 + I #
# 0+1 = I. Wezmy dowolne a € P takie, ze a+1 # 0+1. Wtedya & I.
Zatem I C I + (a), wiec z maksymalnosci I wynika, ze I + (a) = P.
Stad 1 =1 + za dla pewnych i € I oraz z € P. Zatem 1 — za = € I,
wiec 1 +1 =xza+1 = (x+1)-(a+1I), czyli a + I jest elementem
odwracalnym pierscienia P/I. Zatem P/I jest cialem.

(i))=(i) Z zalozenia 1+ 1 # 0+ I, skad 1 & I, wiec I # P. Niech
J<P oraz I C J. Wystarczy wykazaé, ze J = P. Ale istniejea € J\I,
wiec a+1 # 0+1. Zatem istnieje x € P taki, ze (a+1)-(z+1) = 1+1,
czyliar +1 =141 Zatemi=ax—1€ 1. Stad 1 =ax —¢ € J, bo
ar € J,1 €l CJ. Zatem 1€ J, skad J = P. OJ

Poniewaz kazde cialo jest dziedzina catkowitosci, wiec z twier-
dzen 51 6 mamy od razu nastepujacy

Wnhniosek 1. Kazdy ideal maksymalny pierscienia P jest ideatem
pierwszym pierscienia P. O
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Uwaga 4. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, bo np. {0}
jest idealem pierwszym piercienia Z, ale {0} C (2) C Z, wiec {0} nie
jest idealem maksymalnym pierScienia Z.

Mozna wykazaé, ze w pierScieniu P = Z[z] ideal (z) jest pierwszy,
ale (z) C (z,2) C P, wiec ideal (z) nie jest maksymalny w pierscie-
niu P.

10.4 Homomorfizmy piersScieni

Definicja 3. Niech A, B beda pierscieniami. Przeksztalcenie
f: A — B spelniajace warunki:

D f1) =1,

(II) Vapea f(a+0b) = f(a) + f(b),

(IIT) Vapea fab) = f(a)f(b) ,
nazywamy homomorfizmem pier§cienia A w pierscien B. Natomiast
zbiér Ker(f) = {z € A : f(z) = 0} nazywamy jgdrem homomor-
fizmu f.

Przy powyzszych oznaczeniach mamy nastepujace wlasnosci homo-
morfizmu f:

1. Ker(f) < A.

Dowéd. Poniewaz f jest homomorfizmem grupy A" w grupe B™,
wiec z teorii grup wynika, ze Ker(f) jest podgrupa grupy A*. Ponadto
dlai € Ker(f),a € Ajest f(i) =0, wiec f(ai)=f(a)f(i)= f(a)-0 =0,
skad ai € Ker(f) i Ker(f) < A. O

2. Jezeli P jest podpierscieniem pierscienta A, to f(P) jest pod-
pierscieniem pierscienia B.

Dowéd. Poniewaz P jest podgrupa grupy At i f jest homo-
morfizmem grup addytywnych, wiec z teorii grup f(P) jest podgrupa
grupy Bt. Ale 1 = f(1) € f(P) oraz dla z,y € f(P) istnieja a,b € P
takie, ze x = f(a), y = f(b), wiec zy = f(a)f(b) = f(ab) € f(P), bo
ab € P. Zatem f(P) jest podpierécieniem pierscienia B. (J

3. Jezeli S jest podpierscieniem pierscienia B, to f~(S) jest pod-
pierscieniem pier$cienia A.

2497/202
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Dowéd. Poniewaz S jest podgrupa grupy B* i f jest homomor-
fizmem grup addytywnych, wiec z teorii grup mamy, ze f~'(S) jest
podgrupa grupy A*. Dalej, f(1) =1 € S, wiec 1 € f(S). Ponadto
dla a,b€ f~1(S) mamy, ze f(a), f(b) € S, skad f(ab) = f(a)f(b) € S,
czyli abe€ f~1(S). Zatem f~1(S) jest podpierscieniem pierscienia A. [J

4. Homomorfizm [ jest réznowartosciowy < Ker(f) = {0}.

Dowdd. Poniewaz f jest homomorfizmem grup addytywnych, wiec
teza wynika z teorii grup. [J

5. f(aiay...an) = f(a1)f(as)... fla,) dla dowolnych ay,as, . ..
...,a, € A.

Dowéd. Prosta indukcja wzgledem n. [J

Definicja 4. Powiemy, ze homomorfizm f pierécienia A w pier-
Scien B jest izomorfizmem pierscieni, jezeli f jest bijekcjg. Powiemy,
ze pierécien A jest izomorficzny z pierscieniem B i piszemy A = B,
jezeli istnieje izomorfizm pierscieni f : A — B.

W algebrze utozsamia sie pierScienie izomorficzne. Mozna latwo
pokazac, ze jezeli pierScienie A i B sg izomorficzne, to np.

Al = |B|;

A jest cialem < B jest cialem;

A jest dziedzing caltkowitosci < B jest dziedzing calkowitosci.

Twierdzenie 7 (o izomorfizmie). Jezeli f : A — B jest ho-
momorfizmem pierscienia A na piersicien B, to

B = A/Ker(f).

Dowéd. Niech F' : A/Ker(f) — B bedzie dane wzorem
F(a + Ker(f)) = f(a) dla a € A. Wtedy z teorii grup wiadomo,
ze F' jest bijekcja i dla a,b € A: F((a + Ker(f)) + (b+ Ker(f))) =
= F(a+Ker(f))+F(b+ Ker(f)). Ponadto F(1+Ker(f)) = f(1) =1
oraz dla a,b € A: F((a+ Ker(f)) - (b+ Ker(f))) = F(ab+ Ker(f)) =
= f(ab) = f(a)f(b) = F(a+ Ker(f))F(b+ Ker(f)), wiec ostatecznie
F' jest izomorfizmem pierécieni. O

Whniosek 2. Jezeli f : A — B jest homomorfizmem pierscienia
A w pierscient B, to
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f(A) = A/Ker(f).

Whiosek 3. Niech f : A —» B bedzie homomorfizmem pierScienia
A na pierécien B. Wowczas:

(i) Ker(f) jest ideatem pierwszym pierscienia A < B jest dziedzing
catkowitoSci;

(ii) Ker(f) jest ideatem maksymalnym pierscienia A < B jest
ciatem.

Dowéd. Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze B = A/Ker(f).
Zatem z twierdzen 5 i 6:

(i) B jest dziedzing calkowitosci <& A/Ker(f) jest dziedzing cal-
kowitoséci < Ker(f) jest idealem pierwszym piericienia A;

(ii) B jest cialem < A/Ker(f) jest cialem < Ker(f) jest idealem
maksymalnym pier§cienia A. [J

Przyklad 3. Niech f : Z[z] — Z bedzie takie, ze f(w) = w(0) dla
w € Zlz]. Latwo sprawdzié, ze wéwczas f jest homomorfizmem pier-
$cienia Z[z] na pierécieni Z. Poniewaz Z jest dziedzing catkowitosci, ale
nie jest ciatem, wiec z wniosku 3 mamy, ze Ker(f) jest ideatem pierw-
szym, ale nie jest ideatem maksymalnym pierScienia Z[z]. Z twierdze-
nia Bezout wynika ponadto, ze Ker(f) = ().

Przyklad 4. Niech m > 1 bedzie liczba naturalng i niech
f +Z — Z,, bedzie funkcja dang wzorem:

f(k) = [k]m dla k € Z.

Wtedy dla a € {0,1,...,m — 1} mamy, ze f(a) = a, wiec f jest ,na”
oraz f(1) = 1. Ponadto dla k,! € Z mamy

flk+0) =k+n=k+1=[klm+ [m = [k]m ®m [Jm (mod m),

skad f(k+1) = f(k) ®m f(1) i podobnie f(kl) = f(k) O f(I). Zatem
f jest homomorfizmem pierécienia Z na pierscien Z,,. Ponadto

Ker(fy={k€Z:[kln=0}={k€Z:m|k}=(m).

Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy
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L, = Z])(m).

Ponadto pierScien Z,, jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba
pierwsza. Zatem z wniosku 3 wynika, ze (m) jest idealemn maksymal-
nym pierécienia Z wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczbg pierwsza.

@,
umowy SONB/SP/512497/202



Rozdzial 11

Pierscienie wielomianow

11.1 Konstrukcja pierScienia wielomianow

Niech P bedzie dowolnym niezerowym pierscieniem. Oznaczmy przez
Plz] zbidér wszystkich nieskoniczonych ciagéw

f:(f()aflaf%"') (111)

takich, ze f; € P dla i = 0,1,... oraz istnieje k takie, ze 0 = f; =
= frks1 = fra2 = ...

Elementy zbioru P[z] nazywamy wielomianami zmiennej z o wspot-
czynnikach z pierécienia P. Przyjmujemy umowe, ze jesli wielomian
nazywa sie g, to ¢ = (g0, 91,---.), czyli go,91,... sa jego kolejnymi
wspoélczynnikami. Przy tych oznaczeniach dla wielomianéw f, g € Plz]
mamy

f=g9% f; =g;dlakazdego i =0,1,2,... (11.2)
Wielomian 0 = (0,0,...) nazywamy zerowym, za$§ 1 = (1,0,0,...)
nazywamy jedynkowym. Jezeli 0 = f; = fo = ... to wielomian f

nazywamy statym. Wyrazem wolnym wielomianu f postaci (11.1) jest
wspolczynnik fo. Jezeli f # 0, to istnieje najwieksze n takie, ze f, # 0
i wéwczas n nazywamy stopniem wielomianu f i piszemy st(f) = n, za$
fn nazywamy najstarszym wspotczynnikiem tego wielomianu. Ponadto
przyjmujemy, ze st(0) = —oo oraz —oo < ndlan=0,1,...1 (—o0) +
+n = (—00) + (—o0) = —oco dlan=0,1,...
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Jezeli f,g € Plz], to istnieja k,! € Ny takie, ze f; = 0 dla wszyst-
kich j > k oraz g; = 0 dla wszystkich 7 > [. Zatem dla wszystkich
J > max{k,l} jest f; + g; = 0, skad wynika, ze (fo + go, fi + ¢1,...) €
€ Plz]. Mozemy wiec zdefiniowa¢ w naturalny sposéb sume wielomia-
now f,g € P[z] jako wielomian f+g¢ = (fo + g0, /1 +91,...). Wéwczas
z naszych rozwazan mamy, ze dla dowolnych wielomianéw f, g € P[z]:

st(f + g) < max{st(f), st(g)} (11.3)

Jezeli zas st(f) < st(g), to oczywiscie st(f + g) = st(g).

Z okreslenia dodawania wielomianéw latwo wynika, ze system al-
gebraiczny (P[z],+,0) jest grupa abelowa, przy czym wielomianem
przeciwnym do wielomianu f jest wielomian —f = (—fo, — f1,...).

Tloczynem wielomiandw f, g € P[z] nazywamy ciag

f-9="_(fog0, fog1 + fi90, foga + f191 + fag0, .. .). (11.4)

Zatem dla kazdego n = 0,1, ...

= Zfign—i = Z fig;- (11.5)
1=0

i+j=n

Zauwazmy, ze f - g € P[z]. Rzeczywidcie, istnieja k,l € N takie, ze
fi = 0 dla wszystkich ¢ > k oraz g; = 0 dla wszystkich j > [. Wezmy
dowolne n > k+loraz,j € Ny takie, ze i+j =n. Jedlii > k, to f; = 0,
wiec fig; = 0;jeslizas§i < k,toj=n—i>2n—k>k+I1l—k =1, wiec

g; =0, czyli f;9; =0. Stad dlan >k + 1 jest (f-g), Zflgj—()

i+j=n
if-ge Plz].
Jezeli fy =0dlai=1,2,... to ze wzoru (11.5) mamy
(f07 Oa O> c ) ' (go,gla H ) = (f0g07f0917 ng% .. ) (116)

Jezeli za$ fi = 1 oraz f; = 0 dla ¢ = 0,2,3,... to ze wzoru (11.5)
wynika, ze

(O, 1,0,0, .. ) . (go,gl, .- ) = (O,g(),gl, .. ) (117)
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Niech teraz f,g € Plz]\ {0} i n = st(f), m = st(g). Wtedy z wcze-
Sniejszych wyliczen mamy, ze (f - g);, = 0 dla wszystkich £ > n + m.
Stad i z (11.6) mamy

Vigepla) st(f - g) < st(f) + st(g). (11.8)

Stwierdzenie 1. Niech f,g € Plz] \ {0} bedg takie, ze naj-
starszy wspotczynnik wielomianu f lub najstarszy wspdtczynnik wie-
lomianu g jest elementem regqularnym pierscienia P. Wtedy st(f-g) =
= st(f) + st(g) oraz najstarszy wspdtczynnik wielomianu f - g jest ilo-
czynem najstarszych wspotczynnikow wielomiandw f 1 g.

Dowéd. Oznaczmy n=st(f), m=st(g). Wezmy dowolne i, j € Ny
takie, ze 1+j=n+m. JeSlii <n,toj=n+m—14i>m,skad g; =0
oraz f;g; = 0. Jesli ¢ > n, to f; = 0, wiec fig; = 0. Zatem ze wzoru
(11.5) mamy, ze (f - @)nsm = fugm # 0, bo fo # 0, gm # 0 oraz f,
lub g, jest elementem regularnym. Stad ze wzoru (11.8) wynika teza
naszego stwierdzenia. [J

Whniosek 1. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to dla dowolnych
f,9 € Pla]

st(f - g) = st(f) + st(g). O

Ze wzoréw (11.4) i (11.5) wynika od razu, ze mnozenie wielomianéw
jest przemienne. Natomiast ze wzoru (11.6) wynika od razu, ze 1 =
=(1,0,0,...) jest elementem neutralnym mnozenia wielomiandw.

Teraz udowodnimy, ze mnozenie wielomianéw jest rozdzielne wzgle-
dem ich dodawania oraz mnozenie wielomianéw jest tagczne. W tym
celu wezmy dowolne f, g, h € Plz]. Wtedy dla n € Ny mamy

(f(g+m)n= D filg+h);= ) filg;+hy) =

+j=n i+j=n

= > (fgs+Fhi) =D figi+ D fihy=(f-n+(f- ),

i+ji=n i+j=n i+j=n




90 Wyklady z algebry ogélnej I

skad f-(g+h)=f-g+f-h
Ponadto ((f - g) - h)n = D (f-9)ihy = Y, Y (fsa)h; =

i+j=n i+j=n s+t=1i
= " (fa)hj= Y fulgh)oraz (f-(g-h)u= Y filg-h) =
s+t+j=n s+t+3=n s+k=n
= > > Rlahy) = D filgihy), wiee f-(g-h) = (f-g) - h.

s+k=nt+j=k s+t+j=n
W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace

Twierdzenie 1. System algebraiczny (P[z],+,-,0,1) tworzy pier-
Scien.

Ten pierScien nazywamy piericieniem wielomianéw zmiennej x
o wspotczynnikach z pierScienia P.

Ze wzoréow (11.3) i (11.6) wynika od razu, ze przeksztalcenie
¢ : P — P|z] dane wzorem

¢(a) = (a,0,0,...) (11.9)

jest réznowartoSciowym homomorfizmem pierscieni. Z tego powodu
mozna dokona¢ utozsamienia

(a,0,0,...)=a dla a € P. (11.10)

Przy takim utozsamieniu P jest podpierScieniem pierécienia P|z].
Wprowadzmy teraz oznaczenie:

z=(0,1,0,0,...). (11.11)

Wéwcezas ze wzoru (11.7) przez prosta indukcje uzyskamy, ze

2" = (0,0,...,0,1,0,...) dla n=0,1,... (11.12)
Niech f € P[z] bedzie wielomianem stopnia n > 1. Wtedy f, # 0
oraz f; = 0 dla kazdego ¢ > n + 1. Ponadto ze wzoréw (11.6) i (11.12)

k
mamy, ze (f,0,0,...) - zF = (0,...,0, f,0,...) dla k = 1,2,... wiec
f= (fo,O,O,...)+(O,f1,0,...)+...+(O,O,...,fn,0,...) = fo+ fiz+
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+ fox?+.. .+ foz". Poniewaz dla wielomianu stalego f jest f = fo, wiec
dla dowolnego wielomianu f € P|z] stopnia n > 0 mamy utozsamienie:

f=fo+ fix+ fox? + ...+ foa™ (11.13)

Otrzymujemy w ten sposob naturalng notacje dla wielomianéw z pier-
Scienia P[x]. Przy tej notacji mozemy powiedzieé, ze wielomiany f, g €
€ P[z] sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy st(f) = st(g) oraz f; = g;
dla kazdego ¢.

Z wniosku 1 i tego, ze pierScien P jest podpierScieniem pierscie-
nia P[z] wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 2. Jezeli piericien P jest dziedzing catkowitosci, to
Plz] tez jest dziedzing catkowitosci.

Poniewaz podpierscien dziedziny catkowitosci jest dziedzing calko-
witosci, wiec zachodzi nastepujace

Twierdzenie 3. Jezeli pierscieri P(z] jest dziedzing catkowstosci,
to P tez jest dziedzing catkowitosci.

Twierdzenie 4. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to
(Plz])* = P*.

Dowéd. Niech f € (Plz])*. Wtedy istnieje g € P[z] takie, ze
f-g =1, skad z wniosku 1 mamy, ze st(f) + st(g) = 0, wiec st(f) =
= st(g) = 0. Zatem f,g € Pif-g=1, czyli f € P*. Jezeli za$
f € P*, to istnieje g € P takie, ze f-g =1, skad f € (P[z])*. O

Whniosek 2. Pierscieri Plx] nigdy nie jest ciatem.

Dowéd. Zalézmy, ze dla pewnego pierscienia P pierscien P[z] jest
cialem. Wtedy P jako podpiericienn P[z] jest dziedzina calkowitodci,
wiec na mocy twierdzenia 4, (P[z])* C P. Ale P[z] jest cialem, wiec
stad x € P i mamy sprzecznos¢. [J

Przyklad 1. Zalézmy, ze w pierScieniu P istnieje niezerowy ele-
ment a taki, ze a®> = 0. Wtedy w pierScieniu P[z] dla kazdego n =
=1,2,... mamy, ze (1+az")-(1—az")=1-a’z™=1-0-2*" = 1.
Zatem w pierScieniu P[z] istnieja wielomiany odwracalne dowolnego
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stopnia n > 1. Oznacza to, ze dla takich pierscieni P twierdzenie 4 nie
jest prawdziwe. Przyktadem takiego pierécienia P jest Zj,.

Definicja 1. Warto$ciq wielomianu f = fo+ frz+. ..+ foz™ € Plz]
w punkcie a € P nazywamy f(a) = fo + fia+ ... + fna™

Definicja 2. Pierwiastkiem wielomianu f € P[z] nazywamy takie
a€ P, ze f(a) =0.

Definicja 3. Wielomiany f, g € P[z] nazywamy réwnymi funkcyj-
nie, jezeli

f(a) = g(a) dla kazdego a € P.

Przyklad 2. Niech P bedzie niezerowym pierécieniem skoficzonym

o n elementach oraz P = {a;,...,a,}. Poniewaz 0 # 1 w P, wiec 1
jest elementem regularnym w P i na mocy stwierdzenia 1 mamy, ze
wielomian f = (z —a1) - (z —ag) - ... (¢ — a,) € P[x] ma stopier n.

Ponadto f(a) = 0 dla kazdego a € P, wiec wielomiany f i 0 sg réwne
funkcyjnie, chociaz f # 0. Z tego powodu wielomiany nad dowolnym
pierécieniem P nie moga by¢ traktowane jako funkcje wielomianowe
z pierScienia P w pierécien P.

11.2 Homomorfizmy na piersScieniach wie-
lomianéw

Twierdzenie 5. Niech f : P — A bedzie homomorfizmem
pierscienia P w pierscieri A i niech a € A. Wtedy przeksztatcenie
F : Plz] — A dane wzorem

F((wo,w1,...)) = flwe) + f(wy)a + f(wy)a®+ ... (11.14)

jest homomorfizmem pierscienia Plz] w pierscien A oraz (Ker(f)) C

C Ker(F). Jezeli dodatkowo f jest ,na”, to F tez jest ,na”.
Dowdd. Poniewaz istnieje n takie, ze w; = 0 dla wszystkich i > n,

wiee f(w;) = 0 dla i > n i wzér (11.14) ma sens. Ze wzoru (11.14)
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mamy, ze F'(1)=F((1,0,0,...))=f(1)+ f(0)a+f(0)a’+... = f(1) =

oraz F(w+u) = F(w)+ F(u) dla dowolnych w,u € P[z]. Ponadto dla

w,u € Plz] mamy, ze (w-u), = Z w;uj dlan =0,1,... oraz istnieje
i+j=n

m takie, ze dla wszystkich k > m jest (w-u), =0, skad f((w-u)x) =0

dla £ > m. Ponadto

F(w - u)= f(wouo) + f(wous + wiug)a Z wiuj)a” + ... =
= f(wo) f(uo)+[f (wo)f (ul)-l-f(wl)f(uo)]a—i-...—%—_z fw;) f(uj)a™+. ..
F(w) - F(u) = [f(wo) + f(wi)a+...]- [f(u 0)+f(u1)a+...]:
= f(wo) f(uo) + [f(wo) f (U1)+f(’w1)f( o)a+...+
+[f(wo) f(un) + f(w1) f(un—1) + ...+ fwn) f(u )]a +.

wiec F(w-u) = F(w) - F(u) dla dowolnych w,u € P[z]. Zatem F jest
homomorfizmem pierécieni. Jezeli b € Ker(f), to f(b) = 0, wiec dla
w € Plx] jest F(b-w) = F(b)- F(w) = f(b)- F(w) =0-F(w) = 0, skad
b-w e Ker(F). Zatem (Ker(f)) C Ker(F). Jezeli f jest ,na”iy € A,
to istnieje b € P takie, ze f(b) = y, skad F(b) = F((,0,0,...)) =
=f(b)+0-a+...=vy, wiec F jest ,na”. O

Twierdzenie 6. Niech a bedzie ustalonym elementem pierscie-
nia P. Wtedy przeksztatcenie F': P[x] — P dane wzorem F(w) = w(a)
dla w € Plx] jest homomorfizmem pierscienia Plz| na piericier P
0 jadrze (x — a). W szczegdlnosci

Plz]/(x — a) = P.

Dowéd. Przeksztalcenie f : P — P dane wzorem f(p) = p
dla p € P jest homomorfizmem pier§cienia P ,na”’pierScien P. Za-
tem na mocy twierdzenia 5 mamy, ze F' jest homomorfizmem pier-
cienia P[z] ,na”pierscien P. Zatem z twierdzenia o izomorfizmie
Plz]/Ker(F) =2 P. Ponadto F(x —a) =a—a = 0, wiecz — a €
€ Ker(F), skad (z — a) C Ker(F). Niech teraz w € Ker(F). Wtedy
w = ay + a1x + ... + a,z™ dla pewnych ag,aq,...,a, € P oraz
ap + aia + ...+ apa™ = 0. Stad
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w=(ag+ a1+ ...+ a,2") — (ap + a0+ ... +a,a") =
=ay(z — a) + ag(z? — a®) + ... + a,(z" — a").

Ale 28 — a* = (z — a)(z*! + 2520 + ... + za*?
k=1,...,n, skad wynika, ze w € (z — a). Za,tem Ker(F)
oraz Plz]/(z —a) =2 P. O

Twierdzenie 7. Niech f : A — B bedzie homomorfizmem pier-
Scienta A w pierscien B. Wdwczas przeksztatcenie F : Alz] — Blz]
dane wzorem

+ a*1) dla

(z —a)

Flag+ aiz+ ...+ anz") = flag) + f(a1)z + ...+ f(an)z™ (11.15)

dla ag,...,a, € A, n=0,1,... jest homomorfizmem piericienia Alz]
w pierscieri B[z]. Ponadto Ker(F) = (Ker(f)) oraz jezeli f jest ,na”,
to F tez jest ,na”.

Dowdéd. Poniewaz B jest podpierscieniem pierScienia B[z], wiec
f jest homomorfizmem pierScienia A w pierScien B[z].
Podstawiajac a = x w twierdzeniu 5 uzyskamy, ze przeksztalcenie F
dane wzorem (11.15) jest homomorfizmem pierscienia A[z] w piericieri
Blz] oraz (Ker(f)) C Ker(F). Niech w € Ker(F). Wtedy istnieja
ag,...,a, € A takie, ze w = a9 + a1z + ... + apz" oraz f(ag) +
+f(al)3“ + ...+ f(ap)z™ = 0 oraz f(a;) € Bdlai=0,1,...,n, skad
fla;) =0, czyh a; € Ker(f) dlai =0,...,n. Zatem w € (Ker(f)).
Stad Ker(F) = (Ker(f)). Zalézmy, ze f jest ,na”i wezmy dowolne
bo,...,b, € B. Wtedy istnieja ao, ...,a, € A takie, ze b; = f(a;) dla
i=0,...,n,skad bo + bz + ... + bp2” = F(ap + a1z + ... + a,a"),
czyli F jest ,na”. [

y SONB/SP/512497/202



Rozdziat 12

Wazne pierscienie

12.1 Dzielenie wielomianow

Definicja 1. Niech P bedzie pier§cieniem, ktéry moze nie by¢
dziedzing catkowito$ci. Powiemy, ze w piericieniu P[z] jest wykonalne
dzielenie z reszta przez wielomian f € Plz], jezeli dla kazdego wie-
lomianu g € P[z] istnieje dokladnie jedna para (g,r) wielomianéw
q,7 € P[z] taka, ze g = ¢ - f + r oraz st(r) < st(f).

Uwaga 1. Poniewaz st(0) = —oo, wiec dla powyzszych f jest
f#0.

Uwaga 2. Wielomian r nazywamy resztq, za$ ¢ nazywamy niepet-
nym ilorazem z dzielenia wielomianu g przez wielomian f.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego pierscienia P i dla dowolnego wie-
lomianu f € Plx] réwnowazne sq warunki:

(1) w pierscieniu P[z] jest wykonalne dzielenie z resztq przez wie-
lomian f;

(1) najstarszy wspdtczynnik wielomianu f jest elementem odwra-
calnym w P.

Dowdd. Niech st(f) = n i niech a bedzie najstarszym wspélczyn-
nikiem wielomianu f.

(i) = (ii) Zalézmy, ze w piercieniu P[z] jest wykonalne dzielenie
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z reszty przez wielomian f. Jezeli a jest dzielnikiem zera w pierScie-
niu P, to istnieje 0 # b € P takie, ze b-a = 0. Wtedy st(bf) < n oraz
bf =b-f+0=0-f+bfi(b0)#(0,bf) oraz st(0) < n, wiec mamy
sprzeczno$¢. Zatem a jest elementem regularnym w pierScieniu P.
7Z zalozenia istniejg wielomiany q,r € P[z] takie, ze 2" = ¢q- f +r oraz
st(r) < n. Stad ¢ # 0 i ze stwierdzenia 1 z rozdzialu 11 mamy, ze
st(q- f) = st(q) + st(f) = st(q) + n > st(r), wiec n = st(q) + n, czyli
st(q) = 0. Zatem q € P i q # 0 oraz ze stwierdzenia 1 z rozdziatlu 11
najstarszym wspoélczynnikiem wielomianu g- f +7 jest qa, wiec ga = 1,
skad a € P*.

(il) = (i) Zalézmy, ze a € P*. Wtedy istnieje b € P takie, ze ab = 1
i a jest elementem regularnym w pierScieniu P. Niech ¢, ¢qy,71,79 €
€ Plz] beda takie, ze st(ry),st(rs) <norazq - f+7r, = q - f + o
Wtedy (q1 — q2) - f = ro — r1. Ale ze stwierdzenia 1 z rozdzialu 11 jest
st((qr—qo)- f) = st(qu —qo) +st(f) = st(q1 —q2)+n oraz st(ro—ry) < n,
wiec stad st(q; — ¢2) = —o0, czyli 1 — g2 = 0. Zatem r, — r; = 0 oraz
ry =111 ¢ = q1, a wiec (ga,72) = (g1,71). W ten sposéb wykazaliSmy
jednoznacznos¢ reszty i niepelnego ilorazu.

Zalézmy teraz, ze pewien wielomian z P[z] nie jest podzielny z resz-
ta przez wielomian f. Wtedy istnieje wielomian g € P[z] najnizszego
stopnia m niepodzielny z reszta przez wielomian f. Jezeli m < n, to
g = 0- f+ g i mamy sprzeczno$¢. Zatem m > n. Niech ¢ bedzie
najstarszym wspolczynnikiem wielomianu ¢ i niech h = g — cbx™ " f.
Poniewaz ze stwierdzenia 1 z rozdzialu 11 jest st(cbz™ ™f) = m —
—n+n = m 1najstarszy wspétczynnik wielomianu cbx™ " f jest réwny
cba = c¢-1 = ¢, wiec st(h) < m. Z minimalnosci m wynika, ze istnieja
wielomiany ¢;,7 € Plx] takie, ze h = ¢; - f + 7 i st(r) < n, skad
g = (cbx™ ™+ q) - f +r. Zatem mamy sprzeczno$é. [

Uwaga 3. Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta znany ze
szkoty éredniej jest dobry dla dowolnego pierécienia wielomianéw.

Uwaga 4. Wielomian f € P[z] o najstarszym wsp6lczynniku
réownym 1 nazywamy wielomianem unormowanym. Poniewaz 1 € P*,
wiec z twierdzenia 1 w pierécieniu P[z] jest wykonalne dzielenie z reszts
przez wielomiany unormowane.
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Twierdzenie 2. (Bezout). Dla dowolnego wielomianu g € P[z]
i dla dowolnego a € P reszta z dzielenia wielomianu g przez dwu-
mian x — a jest rowna g(a), tzn. istnieje wielomian ¢ € P|x] taki, ze
9=q-(z—a)+g(a)

Dowéd. Z uwagi 4 istnieja ¢, 7 € P[z] takie, ze g =q- (z —a)+71i
st(r) <1=st(r—a). Stadr € Pig(a) =q(a) - (a—a)+r=r, czyli
r=g(@)ig=q- (s a)+g(a). O

Definicja 2. Niech f,¢g € P[z]. Powiemy, ze wielomian f dzieli
wielomian g w pier§cieniu P[] i piszemy f | g, jezeli istnieje wielomian
h € P|x] taki, ze g = f - h.

Whiosek 1. Dia dowolnego wielomianu f € Plz] 1 dla dowolnego
a € P mamy

x —a|g w pierScieniu P[z] < g(a) = 0.

Dowéd. Jezeli  — a | g w pierScieniu P[z], to istnieje ¢ € P[x]
takie, ze ¢ = ¢ - (z — a), skad g(a) = ¢(a) - (a — a) = 0. Na odwrét,
niech g(a) = 0. Wtedy z twierdzenia Bezout istnieje ¢ € P[z] takie, ze
g=q-(x—a),czyiz—alg. O

Stwierdzenie 1. Niech aq,...,a, bedg parami roznymi elemen-
tami dziedziny catkowitosct P. Wowczas dla dowolnego wielomianu
f € Plx] réwnowazne sq warunki:

(i) (x —ay)-...-(x —ay,) | f wpiericieniu P[z);

(ii) f(ar) = ... = f(an) = 0.

Dowéd. (i) = (ii) Z zalozenia istnieje h € P[z] taki, ze
f=h-(x—a) ... - (x—ay),
skad f(a;) = h(a;) - (@i —a1) - ... (@i —a;) - ... (a; — a,) = 0 dla

1=1,...,n.

(i) = (i) Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wy-
nika od razu z wniosku 1. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego
naturalnego n i niech ay,...,a,4; bedg parami réznymi elementami
pierscienia P takimi, ze f(a;) = ... = f(ay41) = 0. Wtedy z zalozenia
indukcyjnego istnieje g € P[x] takie, ze f = g-(x—ay)-...-(x—a,). Ale




98 Wyklady z algebry ogdlnej I

0= f(ans1) = 9(ant1)-(@ny1—0a1)". . .-(@nt1—an), wiec poniewaz P jest
dziedzing catkowitosci, to g(any1) = 0 i z wniosku 1 istnieje h € Plz]
taki, ze g = h- (z —an41). Zatem f = (x—ay)-...-(x—an) - (& —any1),
czyli (x —a1) ... (z—ansr) | f- O

Ze stwierdzenia 1 i ze stwierdzenia 1 z rozdziatu 11 otrzymujemy
natychmiast nastepujacy

Whniosek 2. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci © niech n € N,
Wiwczas kazdy wielomian f € Plz] stopnia n posiada co najwyzej n
roznych pierwiastkow w pierscieniu P. [J

Whniosek 3. Niech P bedzie nieskoniczong dziedzing catkowitosci.
Wowczas wielomiany f,g € Plz] rdwne funkcyjnie sq rdwne.

Dowéd. Z zalozenia f(a) = g(a) dla kazdego a € P, wiec
(f — g)(a) = 0 dla kazdego a € P. Stad wielomian f — g ma nie-
skonczenie wiele pierwiastkow w pierScieniu P. Zatem z wniosku 2,
f—g9g=0,czyli f=g¢g.0

Stwierdzenie 2. Niech A bedzie podciatem ciata K. Wiwczas dla
dowolnych wielomianow f, g € Alx] z tego, ze f | g w pierscieniu K|z
wynika, zZe f | g w pierscieniu Alz].

Dowéd. Z zatozenia istnieje h € K[z] takie, ze g = h- f i z twier-
dzenia 1 istniejg q,r € A[z] takie, ze g = q - f + 7 1 st(r) < st(f).
Zatem w pierécieniu K[z] jest h- f +0 = q- f +r, wiec z twierdzenia 1,
r=0ih=gq. Stad g=gq- fi f|g w pierScieniu Alz]. O

Twierdzenie 3. Niech f € Plx] bedzie wielomianem stopnian > 1
0 najstarszym wspotczynniku odwracalnym w pierscieniu P. Wowczas
dla ideatu I = (f) = {f - g : g € P[z]} piericienia P|x] mamy

Plz]/I={ap+ a1z + ... + an_12" +1:a9,a1,...,an_1 € P}
(12.1)
oraz dla dowolnych ay,...,an_1,by,...,byp_1 € P:

ag+...+ an——lxn_l +1 = bo +...+ bn_.llin_l +1 & Vi:O,...,n—l a; :bi.
(12.2)
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Dowdéd. Niech g€ P[z]. Wtedy z twierdzenia 1 istnieja ¢, 7 € P|z]
takie, ze st(r) <noraz g =¢q-f+7r,skad g—r = q- f € I, wiec
g+ 1 = r + I. Ponadto istnieja ag,ay,...,a,_1 € P takie, ze r =
=ag+ T+ ...+ a,_12", co dowodzi wzoru (12.1).

We wzorze (12.2) implikacja <= jest oczywista. Zalézmy, ze aq, . ..
ey Qp_1,bg, ..., by € Psgtakie, ze ag+. ..+ ap_12" 1T = by+. . .+
+by_1z" P+ 1. Wtedy (ag+. ..+ ap_ 12" 1) —(bo+...+b,_1z" ) €1,
wiec istnieje g € Plz] takie, ze r = (ag—bp) +. ..+ (an-1 —bnp_1)z" ! =
=g-f,skad0=g-f+(—r)=0-f+0, wiec z twierdzenia 1, —r = 0,
czylia; =b;dlat=0,...,n—1. O

Twierdzenie 4. Jezeli K jest ciatem, to kazdy ideal pierscienia
K|x] jest gtowny.

Dowdéd. Niech I < Kz]. Jedli I = {0}, to I = (0). Niech dalej
I # {0}. Wtedy w zbiorze I \ {0} istnieje wielomian f minimalnego
stopnia n. Stad (f) € I, bo f € I. Jezeli g € I, to z twierdzenia 1
istnieja q,r € K[z] takie, ze g = ¢-f+rist(r) <n. Aler = g—q-f € I,
wiec z minimalnoéci n jest r =0, czyli g = ¢ - f € (f). Zatem I C (f)
i ostatecznie I = (f). O

12.2 Dziedziny idealéw gléwnych

Definicja 3. Dziedzing ideatow gtownych ( w skrécie: d.i.g.) nazy-
wamy dziedzine calkowitosci, w ktérej kazdy ideal jest idealem glow-
nym.

Przyklad 1. Pierscien liczb catkowitych Z jest dziedzing idealow
gléwnych.

Przyklad 2. 7 twierdzenia 4 wynika, ze dla dowolnego ciata K
pierscien K[z] jest dziedzing idealéw gléwnych.

Twierdzenie 5. W dziedzinie ideatow gtownych kazdy niezerowy
ideat prerwszy jest ideatem maksymalnym.

Dowdd. Niech I # {0} bedzie idealem pierwszym dziedziny ide-
atéw gltéwnych P. Wéwczas I # P i istnieje a € P takie, ze I = (a).
Ale I # {0}, wiec a # 0. Niech J< P iI C J. Wowczas istnieje b € P
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takie, ze J = (b). Gdyby b€ I, to J = (b) C I, skad I = J i mamy
sprzecznoéé. Zatem b & I. Dalej, a € (a) = I C J = (b), wiec istnieje
t € P takie,ze a =b-t. Stadb-t € I ib ¢ I, wiec z pierwszosci
idealu I, t € I i istnieje z € P takie, zet = a-x. Zatema=0b-a-x
ia # 0 oraz P jest dziedzina, wiec 1 = b-z € J, skad J = P. Zatem
I jest idealem maksymalnym pierScienia P. [

Z przyktadu 2 i z twierdzenia 5 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 4. Dla dowolnego ciata K kazdy niezerowy ideat pierwszy
pierscienia K[z] jest ideatem maksymalnym pierscienia Klz]. O

Twierdzenie 6. Jezeli Iy C I, C I3 C ... sq ideatami dziedziny
ideatow gtownych P, to istnieje n takie, ze I, = I 1 = I19 =
o0

Dowéd. Niech I = | JIr. Wtedy I, C I dlak = 1,2,... skad
k=1

I # (. Wezmy dowolne z,y € I. Wtedy istniejg k,] € N takie, ze
r € Iy, y € I, wiec dla m = max{k,l} mamy, ze z,y € I, skad
T —Yy € Iy, czyli x — y € I. Ponadto dla a € P jest ax € I, wiec
ar € I. Zatem I < P i P jest d.i.g., wiec istnieje ¢ € P takie, ze
I = (c). Wtedy c € I, wiec istnieje naturalne n takie, ze ¢ € I,, skad
I = (c) C I, C Iy CI dla wszystkich ¥ > n. Zatem I, = I, dla
wszystkich £k > n. O

12.3 Arytmetyka dziedzin catkowitos$ci

Od tej pory o wszystkich omawianych pier§cieniach bedziemy zakta-
dali, ze sa one dziedzinami catkowitos$ci.

Definicja 4. Niech a, b beda elementami pierScienia P. Powiemy,
ze a dzieli b w pierScieniu P, jezeli istnieje t € P takie, ze b = a - t.
Piszemy wtedy a | b.

Przyklad 3. Niech k € Z, f € Z[z|. Latwo zauwazy¢, ze k | f
w Z[x] wtedy i tylko wtedy, gdy k dzieli (w pierScieniu Z) wszystkie
wspotezynniki wielomianu f.
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Uwaga 5. Dla dowolnych elementéw a, b pierscienia P réwnowazne
sg warunki:

(i) a |, (i) b € (a), (iii) (b) < (a).

Dowdéd. (i) = (i) Istnieje t € P takie, ze b = at, skad b € (a).

(ii) = (iii) Istnieje t € P takie, ze b = at, skad dla z € P, bz =
= atx € (a), czyli (b) C (a).

(iii) = (i) Poniewaz b € (b) i (b) C (a), wiec b € (a) i istnieje t € P
takie, ze b = at, skad a | b. O

Definicja 5. Powiemy, ze elementy a, b pierécienia P sg stowarzy-
szone w P 1 piszemy a ~ b, jezelia |bib|a w P.

Uwaga 6. Dla dowolnych elementéw a, b pierScienia P réwnowazne
sa warunki:

(i) a ~ b, (ii) (a) = (b), (iil) Juep~ a = bu, (iv) Jyep+ b = av.

Dowéd. Z uwagi 5 mamy, ze (a) = (b) < [(a) C (b) 1 (b) C (a)] &
& (blaialb) < a~b Dalej,dlau € P* istnieje v € P* takie, ze
uv = 1, skad wynika natychmiast réwnowazno$¢ warunkéw (iii) i (iv).

(i) = (iii) Niech a ~ b. Wtedy a | b1 b | a, wiec istnieja z,y € P
takie, ze b =ar ia =by. Je§lib=20,toa =0 -y = 01 wystarczy
wzia¢ u = 1. Jesli zas b # 0, to b = byzx, skad 1 = yx, wiec y € P*
1 wystarczy wziac u = y.

(iii) = (i) Niech a = bu dla pewnego u € P*. Wtedy b | a i istnieje
v € P* takie, ze b = av, skad a | b. Zatem a ~ b. [

Uwaga 7. Z uwagi 6 otrzymujemy od razu, ze relacja ~ jest relacjg
rownowaznosci w pierscieniu P.

Definicja 6. Element a pierScienia P nazywamy elementem roz-
ktadalnym w pierscieniu P, jezeli istniejg niezerowe elementy nieod-
wracalne xz,y € P takie, ze a =z - y.

Przyktad 4. Wielomian f € Klz], gdzie K jest cialem, jest ele-
mentem rozkladalnym w K[z] wtedy i tylko wtedy, gdy f jest iloczy-
nem dwéch wielomianéw g, h € K[z] dodatnich stopni, gdyz (K|[z])* =
= K \ {0}. Jezeli st(f) > 11 istnieje a € K takie, ze f(a) = 0, to
z twierdzenia Bezout istnieje g € K[z] takie, ze f = g- (x —a). Wtedy
st(f) = st(g) + 1, wiec st(g) > 01 f jest elementem rozkladalnym
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w K[z]. Stad i z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze w pier-
écieniu C|[z] kazdy wielomian stopnia co najmniej 2 jest elementem
rozkladalnym w tym pierscieniu. Wielomian z* + 4 € Q[z] nie po-
siada nawet pierwiastka rzeczywistego, ale jest rozktadalny w Q[z], bo
4= (224+2)?%-(22)2 = (22 +2-2z) - (2 + 2+ 2x).

Definicja 7. Niezerowy element nieodwracalny a pierScienia P
nazywamy elementem nierozktadalnym w P, jezeli a nie jest elementem
rozkladalnym w P, tzn. dla dowolnych z,y € P z tego, ze a = z - y
wynika, ze x € P* lub y € P*.

Przyklad 5. Niech K bedzie cialem i f € K[z]. Jezeli st(f) =1
oraz g,h € K|z] sa takie, ze f = g - h, to 1 = st(g) + st(h), skad
st(g) = 0 lub st(h) = 0, czyli g € (K|[z])* lub h € (K[z])*. Zatem
wielomian f stopnia 1 jest nierozkladalny w K|[z].

Przyklad 6. Niech K bedzie cialem i f € K|z] oraz st(f) = 2 lub
st(f) = 3. Pokazemy, ze f jest nierozkladalny w K[z] wtedy i tylko
wtedy, gdy f nie ma pierwiastka w ciele K. Jezeli f jest nierozkladalny
w K|[z], to z przykltadu 4, f nie ma pierwiastka w K. Na odwrét,
zalézmy, ze f nie ma pierwiastka w K. Wezmy dowolne g, h € K|z]
takie, ze f = g-hist(g) < st(h). Wtedy st(f) = st(g)+st(h) > 2st(g).
Ale st(f) = 2 lub st(f) = 3, wiec stad st(g) < 1. Jedli st(g) = 1, to
g = az + b dla pewnych a,b € P, a # 0, czyli g(—2) = 0, wiec tez
f(=%) = 0 i mamy sprzeczno$é. Zatem st(g) =0, czyli g € (K[z])* i f
jest elementem nierozkladalnym w K|x].

Lemat 1. Jezeli a jest niezerowym elementem nieodwracalnym
pierscienia P takim, Ze a nie jest iloczynem skoriczonej liczby elemen-
téw nierozktadalnych, to istnieje b € P, ktdre jest niezerowym ele-
mentem nieodwracalnym w P i nie jest tloczynem skoriczonej liczby
elementow nierozktadalnych takie, ze (a) C (b).

Dowdd. 7 zalozenia wynika, ze a jest elementem rozktadalnym
w P, wiec istnieja niezerowe elementy nieodwracalne z,y € P takie, ze
a=uxy. Jezeliz =z, ... -zk,y=1y1-... -y, gdzie z1, ..., Tp, Y1, ..., U
sy elementami nierozkladalnymiw P, toa = zy-...-z-y,-. . .-y;, wbhrew
zalozeniu. Zatem mozna zakladaé, ze x nie jest iloczynem skornczone;
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liczby elementéw nierozkladalnych w P. Ponadto z | a, wiec z uwagi 5,
(a) C (z). Jedli (a) = (x), to z uwagi 6 istnieje u € P* takie, ze a = zu,
skad zu = zy, czyli y = u € P* i mamy sprzeczno$¢. Zatem (a) C (z)
1 wystarczy wzia¢ b =z.

Twierdzenie 7. W dziedzinie ideatow gtownych P kazdy niezerowy
element nieodwracalny jest iloczynem skoriczonej liczby elementow nie-
rozktadalnych w P.

Dowéd. Gdyby tak nie byto, to przez prostg indukcje z lematu 1
znalezlibySmy nieskonczony cigg elementéw aq,as,... pierScienia P
taki, ze (a1) C (a2) C (a3) C ... co przeczy twierdzeniu 6. OJ

Whiosek 5. Dla dowolnego ciata K kazdy wielomian f € K|z]
dodatniego stopnia jest iloczynem skonczonej liczby wielomiandw nie-
rozktadalnych w K|z]. O

Twierdzenie 8. Jezeli f € R[z]| jest wielomianem nierozktadal-
nym w pierscieniu R[z], to st(f) =1 lub st(f) = 2.

Dowéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje f € R[z] nie-
rozktadalny w R[z] taki, ze st(f) > 3. Z zasadniczego twierdzenia
algebry wynika, ze istnieje zo € C takie, ze f(z9) = 0. Ponadto z przy-
ktadu 4 jest, ze zo € R, wiec 2y # Zp. Ale f = apz™ + ap_ 12" +
+ ...+ a1z + ao dla pewnych liczb rzeczywistych ay, . .., a,, wiec

(%) = an(Z0)" + an1()" '+ ...+ a1Z +ap =

—_—— =T -
= Qp2f +an_12y  + ...+ 0812 + 0 =

=2l 4+ an 120 4 arzo +ag = f(z2) =0=0.

Niech h = (z — z) - (z — %) = 2% — (20 + Z0)T + 20%. Poniewaz
20 + Zo, 20Z0 € R, wiec h € R[z]. Ponadto ze stwierdzenia 1 wynika, ze
h | f w pierscieniu Clz]. Ale h, f € R[z], wiec ze stwierdzenia 2, h | f
w pierscieniu R[z]. Zatem istnieje g € R[z] takie, ze f = h - g, skad
st(f) = st(h) + st(g) = 2 + st(g). Ale st(f) > 3, wiec st(g) > 0, co
przeczy temu, ze f jest nierozkladalny w R[z]. Zatem st(f) = 1 lub
st(f)=2.0

Z twierdzenia 8 i z wniosku 5 wynika od razu nastepujace
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Twierdzenie 9. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspot-
czynnikach rzeczywistych jest iloczynem skoriczonej liczby wielomianow
o wspotczynnikach rzeczywistych stopni < 2. O

Z przykladéw 4 i 5 oraz z twierdzenia 8 i wniosku 5 mamy od razu
nastepujace

Twierdzenie 10. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspdt-
czynnikach zespolonych jest iloczynem skoniczonej liczby czynnikow li-
niowych. U

Uwaga 8. Na mocy przykladu 6 wielomian f = az®+bz+c € R[z]

stopnia 2 jest nierozkladalny w pierscieniu R[z] wtedy i tylko wtedy,
gdy f nie ma pierwiastka w R, czyli gdy A = b — 4ac < 0.




Rozdzial 13

Rozklady elementéw
pierscienia na czynniki

13.1 Wielomiany nierozkladalne w pier-
Scieniach Z[z]| i Qz]

Twierdzenie 1. Niech p bedzie liczbg pierwszq 1 niech f, g € Z[x].
Jezeli w pierscieniu Zlz| p| f-g, top| f wbp]|g.

Dowdd. Z zalozenia istnieje h € Z[z] takie, ze f-g = p-h. Ponadto
przeksztalcenie T : Z[z] — Z,[x] dane wzorem

T(anz™ + ap 12" '+ ...+ a1 + ag) =
= [an]px™ + [an_1]pz™ ™t + ...+ [a1]pz + [aolp

jest homomorfizmem pierécieni o jadrze (p). Stad T'(f) - T'(g9) = 0
w pierScieniu Z,[z]. Ale Z, jest cialem, gdyz p jest liczba pierwsza,
wiec Zy[z] jest dziedzing catkowitosci, skad T'(f) = 0 lub T'(g) = 0,
czyli f € (p) lub g € (p). Zatem p | f lub p | g w pierScieniu Z[z]. O

Definicja 1. Powiemy, ze wielomian
f=a,2" +ap_ 12" + ...+ a1z + ay € Z[z]

jest wielomianem pierwotnym, jezeli (ag, a1, ..., a,) = 1, tzn. jezeli nie
istnieje liczba pierwsza p taka, ze p | f w pierScieniu Z[z].

105
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7 twierdzenia 1 wynika od razu nastepujacy

Lemat Gaussa. Iloczyn wielomianow pierwotnych jest wielomia-
nem pierwotnym. [J

Twierdzenie 2. Niech f € Z[z]| bedzie wielomianem pierwotnym.
Wiowczas réwnowazne sq warunki:

(i) f jest wielomianem nierozktadalnym w pierscieniu Z[x],

(ii) f jest wielomianem nierozktadalnym w pierscieniu Q[z].

Dowéd. (ii) = (i) Zalézmy, ze f jest wielomianem nierozkladal-
nym w pierScieniu Q[z]. Wtedy st(f) =n > 1. Jezeli f = ¢g-h dla
pewnych g,h € Z[z], to g € Q* lub h € Q*, skad g € Z \ {0} lub
h € Z\ {0}. Mozna zakladaé, ze g € Z \ {0}. Jedli g ¢ Z* = {1, -1},
to |g| > 1, wiec istnieje liczba pierwsza p taka, ze p|g w pierécieniu Z,
skad p|f w pierScieniu Z[z] i mamy sprzeczno$¢. Zatem g € Z*, skad
wynika, ze f jest wielomianem nierozkladalnym w pierscieniu Z[z].

(i) = (ii) Zalézmy teraz, ze f jest wielomianem nierozkltadalnym
w pierécieniu Q[z]. Poniewaz f jest wielomianem pierwotnym, wiec
stad st(f) > 1. Zalézmy, ze f nie jest wielomianem nierozkladalnym
w pierScieniu Q[z]. Istnieja wtedy wielomiany g, h € Q[z] dodatnich
stopni takie, ze f = ¢g-h. Wtedy istniejg liczby naturalne k, [ takie, ze
kg,lh € Z[x] oraz (kl)f = (kg)-(lh). Istnieje zatem najmniejsza liczba
naturalna s taka, ze wielomian sf jest iloczynem dwdéch wielomianéw
¢, v € Z[x] dodatnich stopni. Jezeli s > 1, to istnieje liczba naturalna p
taka, ze p | s. Wtedy z twierdzenia 1, p | ¢ lub p | ¢ w pierScieniu Z[x].
Bez zmniejszania ogélnoéci mozemy zaktadac, ze p | ¢. Wtedy % f=
= (%) -1 1 mamy sprzeczno$¢ z minimalnoécig s. Zatem s = 1 oraz
f=0¢-9. Ale st(¢), st(¢) > 1 oraz (Z[z])* = Z* = {1, -1}, wiec mamy
sprzecznos¢ z nierozktadalnoscig wielomianu f w pierscieniu Z[z]. O

Twierdzenie 3. Jezeli wielomian unormowany f € Plz] jest ele-
mentem rozktadalnym w pierscieniu Plz], to istniejq wielomiany unor-
mowane g, h € Plz] dodatnich stopni takie, ze f = g - h.

Dowdéd. Z zalozenia istnieja wielomiany niezerowe nieodwracalne
g1, h1 € Plz] takie, ze f = g; - hy. Niech a bedzie najstarszym wspél-
czynnikiem wielomianu ¢y, za$ b niech bedzie najstarszym wspoélczyn-
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nikiem wielomianu h;. Wtedy z zalozenia 1 = ab, skad a,b € P* C
C(P[z])*. Zatem st(g1), st(h1) > 1 oraz bg;, ah, sa wielomianami unor-
mowanymi dodatnich stopni i (bg,)-(ahy)= (ab)g1-hy = g1- by = f. O

Uwaga 1. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3 jest takze praw-
dziwe, bo (P[z])* = P*.

Twierdzenie 4 (kryterium Eisensteina). Niech f = a,z" +
+a, 12"+ . 4 ez + ag € Z[z] bedzie wielomianem pierwotnym
stopnian > 1. Jezelz zstmeje liczba pierwsza p taka, Zep{ an, p | a; dla
i1=0,1,...,n—1 oraz p* { ap, to f jest wielomianem nierozktadalnym
w pierécz'enmch Q[z] i Z[z].

Dowéd. Dla n =1 teza jest oczywista na mocy pierwotnosci wie-
lomianu f. Niech dalej n > 2 i zalézmy, ze f jest rozkladalny w Q|z].
Wtedy z twierdzenia 2 mamy, ze f jest rozkladalny w pierscieniu Z|x].
Z pierwotnosci f wynika, ze istniejg wielomiany g, h € Z[z] dodatnich
stopni takie, ze f = g - h. Niech g = b,2® + b,_12°" ' + ... 4 biz + by,
by # 0oraz h = ¢, 2" + ;12" P + ... + iz + ¢, ¢ # 0. Wtedy
s+r =mnicbs = a, oraz bycy = ag. Stad z pierwszosci p mamy,
ze p | by lub p | co. Bez zmniejszania ogélnosci rozwazan mozemy
zaklada¢, ze p | by. Poniewaz p? { ag, wiec stad p t cp. Ponadto
p 1 an, wiec p 1 bs i p {1 ¢,. Istnieje zatem najwieksza nieujemna
liczba calkowita k& < s — 1 taka, ze p | by. Ponadto k+1 < s < n,

k+1

wiec p | agy1 = ZbckH_l ZbckH —i + bkyico. Ale p | b; dla
1=0 =0

i=0,1,...,k, wiec p | bgi1c0 i p J( o, Wiec p | bg41 1 mamy sprzecznosé

7 maksymalnosaad k. Oznacza to, ze wielomian f jest nierozkladalny
w pierscieniu Q[z] i na mocy twierdzenia 2 f jest nierozkladalny w pier-
Scieniu Z[z]. O

Whniosek 1. W pierscieniu Q[z| istniejg wielomiany nierozkta-
dalne dowolnego dodatniego stopnia.

Dowéd. Dla naturalnych n wielomian f, = 2™ + 2 jest nierozkla-
dalny w pierScieniu Q[z] na mocy kryterium Eisensteina przy p = 2. O
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Elementy pierwsze

Definicja 2. Powiemy, ze niezerowy element nieodwracalny a pier-
$cienia P jest elementem pierwszym w P, jezeli dla dowolnych z,y € P
z tego, ze a | zy wynika, ze a | z lub a | y.

Twierdzenie 5. Kazdy element pierwszy pierscienta P jest ele-
mentem nierozktadalnym w P.

Dowéd. Niech p bedzie elementem pierwszym pierscienia P.
Wtedy p # 01 p ¢ P*. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze p = xv.
Wtedy p | zy, wiec p |  lub p | y. Zatem z = pt lub y = pt dla
pewnego t € P. Stad p = pty lub p = zpt, wiec 1 = ty lub 1 = xt,
czyli y € P* lub x € P*. Zatem p jest elementem nierozkladalnym
w pierScieniu P. [J

Uwaga 2. Nie zawsze element nierozkladalny jest elementem
pierwszym. Mianowicie P = Z + (z?) jest podpierécieniem dziedziny
catkowitoéci Z[z] i mozna wykazaé, ze a = z? jest elementem nieroz-
ktadalnym w pierScieniu P, ale nie jest elementem pierwszym w P.

Twierdzenie 6. Dla dowolnego niezerowego elementu p pierscie-
nia P rownowazne sqg warunks:

(i) p jest elementem pierwszym w P,

(ii) ideat (p) jest pierwszy w P.

Dowdéd. (i) = (ii) Z zalozenia p ¢ P*, wiec 1 & (p), czyli (p) # P.
Niech a,b € P beda takie, ze ab € (p). Wtedy p | ab, wiec z pierw-
szoscip, p | alubp | b, czylia € (p) lub b € (p). Zatem (p) jest ideatem
pierwszym w P.

(i1) = (i) Z zalozenia (p) # P, wiec 1 & (p), czyli p € P*. Ponadto
z zalozenia p # 0. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze p | zy. Wtedy
ry € (p), wiec z pierwszodci ideatu (p), = € (p) luby € (p), czylip |
lub p | y. Zatem p jest elementem pierwszym w pierécieniu P. [J

Twierdzenie 7. W dziedzinie ideatow gtownych kazdy element
nierozktadalny jest elementem pierwszym.

Dowdéd. Niech a € P bedzie elementem nierozkladalnym w dzie-
dzinie idealéw gtéwnych P. Wtedy a # 0i a ¢ P*, skad 1 ¢ (a), wiec
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(a) # P. Niech I < P oraz (a) C I. Wtedy istnieje b € I takie, ze
I = (b), wiec (a) C (b). Zatem b | a i istnieje t € P takie, ze a = bt.
Stad z nierozkladalno$ci @ mamy, ze b € P* lub t € P*. Jedli t € P*,
to a ~ b, skad (a) = (b) i mamy sprzeczno$¢. Zatem b € P*  skad
1 € (b), czyli (b) = P. Zatem (a) jest idealem maksymalnym w P.
Stad (a) jest idealem pierwszym w P i na mocy twierdzenia 6, a jest
elementem pierwszym w P. [J

13.2 Dziedziny z jednoznacznos$cia roz-
kladu

Definicja 3. Niech a bedzie niezerowym elementem nieodwracal-
nym dziedziny catkowitosci P. Powiemy, ze a ma rozktad jednoznaczny
w P, jezeli a = py - ... - p, dla pewnych nierozkladalnych elementéw
p1,...,Pn pierScienia P oraz jeSli qq,...,qs sa elementami nierozkla-
dalnymi w P takimi, ze a = ¢q; - ... - qg5, t0 § = n oraz po ewentualnej
permutacji indeksow uzyskamy, ze p; ~ ¢; dlai=1,... n.

Definicja 4. Powiemy, ze dziedzina calkowitosci P jest dziedzing
z jednoznacznosciq rozktadu, jezeli kazdy niezerowy element nieodwra-
calny pierécienia P ma rozklad jednoznaczny.

Twierdzenie 8. W dziedzinie z jednoznacznosciq rozktadu kazdy
element nierozktadalny jest elementem pierwszym.

Dowéd. Niech p bedzie elementem nierozktadalnym dziedziny
z jednoznaczno$cia rozktadu P. WeZmy dowolne z,y € P takie, ze
play. JeSliz =0,top |z, jesliy =0, to p | y. Mozemy zatem dalej
zaktadaé, ze x # 01y # 0. Istnieje t € P takie, ze zy = tp. Jedli
r € P* toy =z"'tp, skad p | y. Jedli y € P*, to analogicznie p | z.

Niech dalejz € P*iy g P*. Wtedy c =¢q1 ... ¢, y = t1 - ...t
dla pewnych elementéw nierozktadalnych gy, ..., ¢q,,t1,...,t; pierScie-
nia P. Zatem tp = q; ... -¢q -ty -...-ts. Ale w rozkladzie tp na

czynniki nierozkladalne wystepuje p, wiec z jednoznacznosci rozkladu
elementu tp mamy, ze p ~ ¢; dla pewnego i < r, skad p | z lub p ~ ¢,
dla pewnego j < s, skad p | y. Zatem p jest elementem pierwszym
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w pierécieniu P. J

Twierdzenie 9. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci, w kto-
rej kazdy element nierozktadalny jest elementem pierwszym. Wiowczas
rownowazne sg warunki:

(i) P jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu,

(i) kazdy niezerowy element nieodwracalny pierscienia P jest ilo-
czynem skonczonej liczby elementow nierozktadalnych w pierscieniu P.

Dowdéd. (i) = (ii) Oczywiste. (ii) = (i) Niech zachodzi (ii), ale nie
zachodzi (i). Wtedy istnieje niezerowy element nieodwracalny a € P
rozktadajacy sie na iloczyn najmniejszej liczby elementéw nierozkla-

dalnych ps,...,p, 1 nie posiadajacy jednoznacznego rozkladu w P.
Zatem istnieja elementy nierozktadalne ¢y, ..., qs; pierScienia P takie,
7ea=¢q ... Qs = P1-... Py Oraz nie mozna spermutowac elementow

D1,..-,0n tak aby p; ~ ¢; dla i = 1,...,n lub n # s. Z zaloze-
nian > s. Jezelin =1, to s = 1, skad ¢ = p; i mamy sprzecz-
no$¢. Zatem n > 1. Ponadto p, jest elementem pierwszym w P oraz
Pn | @1 ... @s, wiec dla pewnego i < s, p, | ¢;- Bez zmniejszania
ogdlnoéci mozna zakladaé, ze i = s, tzn. p, | ¢s. Stad z nierozktadal-
nosci p, i ¢; mamy, ze p, ~ ¢s, czyli ¢; = p,u dla pewnego u € P*
oraz ¢y« ... qs—2 * (gs—1u) = p1 - ... Pp_1. Ale ¢s_1u jest elementem
nierozkladalnym w P, wiec z minimalno$ci n mamy, zen —1 =5 — 1,
skad n = s. Ponadto po ewentualnej permutacji indekséw p; ~ ¢; dla
1=1....,n—=21pp 1 ~ q@squ~ qs_1. Stad p; ~q; dlai=1,...,n
1 mamy sprzeczno$¢. OJ

Z twierdzen 7 i 9 oraz z twierdzenia 7 z rozdzialu 12 wynika od
razu nastepujacy

Whniosek 2. Kazda dziedzina ideatow gltownych jest dziedzing
z jednoznacznosciq rozktadu. O
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Rozdzial 14

Ciala 1 ich wlasnosci

14.1 Charakterystyka ciala

Okreslenie ciala i wlasnosci dzialan w ciele byly oméwione na algebrze
liniowej. Niech (K, +,-,0,1) bedzie cialem. Przypomnijmy, ze iloczyn
elementu a € K przez liczbe naturalng okreSlamy nastepujaco:

l-a=aoraz(n+1)-a=n-a+adlan=1,2,...
Zatemn-a=a+...+a.
N e’

n
Jezeli istnieje liczba naturalna n taka, ze n-1 = 0 w ciele K, to naj-
mniejszg taka liczbe naturalng n nazywamy charakterystykq ciata K.
Jezeli takiej liczby naturalnej nie ma, to méwimy, ze cialo K ma cha-
rakterystyke 0. Charakterystyke ciala K oznaczamy przez ch(K).

Twierdzenie 1. Jezeli n jest charakterystykq ciata K in € N, to
n jest liczbg pierwszq.
Dowdéd. Zalézmy, ze n nie jest liczba pierwsza. Poniewaz 0 # 1
w K oraz 1-1=1, wiec n > 11istniejg k,l € N takie, ze 1 < k,l <n
orazn = k-l. Wtedy 0 =n-1=(k-0)-1=1+1+...+1 =
kl
={14+...+1)-Q+...+1) =(k-1)-(I-1) i K jest cialem, wiec
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k-1=01lubl-1 =0. Ale k,! < n, wiec mamy sprzecznos¢ z okresleniem
charakterystyki n ciata K.

Przyktad 1. Dla dowolnej liczby pierwszej p cialo Z, ma charak-
terystyke p, bodlak € Nk <pjestk-1=1@,...®, 1 =k # 0 oraz
| LS.

pl=1@,...@1=[1+...4+1],=[pl, =0.

p p

Przyklad 2. Cialo Q ma charakterystyke 0, bo dla n € N jest
n-1=n%#0.

Twierdzenie 2. Kazde cialto skoniczone ma dodatniq charaktery-
styke.

Dowdéd. Niech K bedzie cialem skonczonym o m elementach.
Wowczas elementy 1-1, 2-1, 3-1,...,m-1, (m+ 1) -1 nie moga
by¢ parami rézne. Zatem istnieja liczby naturalne i > j takie, ze
i-1=j-1. Stad (1 —j)-1=0. Alei—j € N, wiec ch(K) € N, czyli
ch(K)>0. 0

14.2 Podciala i ciata proste

Definicja 1. Niech (K, +,-,0,1) bedzie cialem i niech L C K.
Powiemy, ze L jest podciatem ciata K, jezeli L tworzy ciato ze wzgledu
na wszystkie dzialania okreslone w K, tzn. gdy 0,1 € L oraz dla
dowolnych a,b € L mamy, ze —a € L, a+b€ L, a-be Lidlaa #0
jest, ze £ € L.

Twierdzenie 3. Zbior L C K jest podciatem ciata K wtedy 1 tylko
wtedy, gdy 1 € L oraz dla dowolnych a,b € L jest a —b € L i dla
dowolnych a,b € L takich, ze b # 0 jest €L

Dowdéd. = Zalézmy, ze L jest podcialem ciala K. Wtedy 1 € L.
Niech a,b € L. Wtedy —b € L, stad a — b = a + (—=b) € L. Niech
a,b€ L, b#0. Wtedy ; € L, wiec ¢ =a- 3 € L.

< Na odwrét, 1 € L, wiec 0 =1 —1 € L. Niech a,b € L. Wtedy
—b=0-b€ Loraza+b=a-—(-b) € L. Ponadto dla b = 0 jest
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a-b=0€ L,adlab#0, %EL,boleL,wch%:a-bEL. Zatem
b
L jest podcialem ciala K. [J

Uwaga 1. Z okreSlenia charakterystyki ciala wynika od razu, ze
jezeli L jest podcialem ciala K, to ch(L) = ch(K).

Definicja 2. Jezeli cialo K nie posiada podcial réznych od K, to
moéwimy, ze K jest ciatem prostym.

Przyklad 3. Zauwazmy, ze Q jest cialem prostym. Rzeczywiscie,
niech K C Q bedzie podciatem ciala Q. Woéwczas 1 € K. Jezeli dla
pewnego n € N jest n € K, ton + 1 € K, stad przez indukcje mamy,
ze NC K. Ale0 € Kidlan € Njest,ze —n € K, bon € K, wiec
Z C K. Wezmy dowolne q € Q. Wéwczas istniejan € Z i k € N takie,
e q=1% Alenk e Kik #0, wiecqg € K. Stad Q C K, czyli
K =Q.

Przyktad 4. Dla dowolnej liczby pierwszej p, Z, jest cialem pro-
stym. Rzeczywiscie, niech K C Z, bedzie podcialem ciala Z,. Wow-
czas 1 € K, stad 1@, 1 =2 € K, wiec tez 3-1 € K itd. W koncu
L2,...,p—1,0€ K, czyli K = Z,,.

Twierdzenie 4. Jedynymi ciatami prostymi z doktadnoscig do
izomorfizmu sq Q © Z, dla p bedgcych liczbami pierwszymia.

Dowéd. Niech K bedzie ciatem prostym. Jezeli ch(K) = 0, to dla
n € N mamy, ze n-1 # 0, wiec dla m € Z, n € N mamy, Ze’—g,’—llGK.
Latwo sprawdzi¢, ze wéwczas zbiér L = {22 : m € Z,n € N} jest
podciatem ciala K, skad L = K. Ponadto przeksztalcenie f : Q — L
dane wzorem f(2) = 2L dla m € Z,n € N jest izomorfizmem cial.
Stad K = Q.

Niech teraz ch(K) = p > 0. Z twierdzenia 1 p jest liczba pierwsza.
Latwo zauwazyé, ze wtedy M = {0-1,1-1,...,(p—1)-1} jest podcialem
ciala K, skad K = M. Ponadto przeksztalcenie g : Z, — M dane
wzorem g(k) = k-1 dla k € Z, jest izomorfizmem cial, wigc K = Z,,. [J

Uwaga 2. Z dowodu twierdzenia 4 wynika, ze jesli cialo K ma
charakterystyke 0, to istnieje w nim podcialo izomorficzne z cialem Q,
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a jezeli cialo K ma charakterystyke p > 0, to istnieje w nim podciato
izomorficzne z Z, i jest to najmniejsze (w sensie inkluzji) podciato
ciata K.

Definicja 3. Jezeli L jest podcialem ciala K , to méwimy, ze K
jest rozszerzeniem ciata L.

Uwaga 3. Jezeli cialo K jest rozszerzeniem ciala L, to K jest
przestrzenia liniowg nad cialem L, jezeli dla a € K, a € L okreslimy

aoa=a-aq,

gdzie - oznacza mnozenie w ciele K. Moc dowolnej bazy K nad L
oznaczamy przez (K : L) i nazywamy stopniem rozszerzenia L C K.
Jezeli (K : L) jest liczbg naturalna, to méwimy, ze K jest skoriczonym
rozszerzeniem ciata L.

Twierdzenie 5. Jezeli K jest ciatem skoriczonym, to istniejg
liczba pierwsza p oraz liczba naturalna n takie, ze ch(K) = p i |K| = p".
Jezeli L jest podciatem ciata K, to istnieje m € N takie, ze m | n oraz
|L| = p™.

Dowdd. Z twierdzen 1 i 2 wynika, ze istnieje liczba pierwsza p
taka, ze ch(K) = p. Niech L bedzie podcialem ciala K. Wtedy K jest
przestrzenia liniowa nad ciatem L. Ale K jest skonczone, wiec istnieje
baza {a,...,as} K nad L. Kazdy element nalezacy do K moze by¢
zapisany jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej elementéw tej
bazy. Zatem |K| = |L*| = |L|*.

Z uwagi 2 istnieje podcialo F' takie, ze |F| = p. Stad |K| = p"
dla pewnego n € N. Jezeli L jest dowolnym podcialem ciala K, to
z uwagi 2 F' C L, wiec |L| = p™ dla pewnego m € N. Ale p" = |K| =
=|L|* = p™ dla pewnego s € N, wigcn =msim|n. O

Twierdzenie 6. Niech K bedzie ciatem dodatniej charakterystyki p.
Wiwczas dla dowolnych a,b € K :

a’ + v = (a+b)*.

Dowéd. Ze wzoru Newtona mamy
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p—1
p k_pp—k
P — oP . .
(a + b) a+bp+2(k) b
k=1
Ale z elementarnej teorii liczb dla k = 1,...,p — 1 mamy, ze p | (z),

wiee (!) = p-le, lk € N. Zatem (?)-1
stad wynika teza. [

1—lk (p 1) lk-O:O,

Uwaga 4. Z twierdzenia 6 przez prosta indukcje uzyskujemy, ze
jezeli K jest cialem dodatniej charakterystyki p, todlan € Nia,b € K

zachodzi wzér:
(a+b)P" =a?" +b".

Przyklad 5. (C: R) =2, to {1, i} jest bazag C nad R. Natomiast
(R: Q) = oo, bo R jest nieprzeliczalne, a Q jest przeliczalne.

14.3 Cialo ulamkow

Kazdy podpierscien ciala jest dziedzing catkowito$ci. Okazuje sie, ze
takze kazda dziedzina catkowitosci jest podpierscieniem pewnego ciala.

Definicja 4. Powiemy, ze cialo K jest ciatem utamkow dziedziny
catkowitosci P, jezeli

(i) P jest podpierscieniem K oraz

(ii) kazdy element ciala K mozna zapisa¢ w postaci ¢ dla pewnych
a,be P,b#0.

Przedstawimy teraz konstrukcje ciala utamkéw dowolnej dziedziny
catkowitosci P. Niech S = P x (P \ {0}). W zbiorze S okreslamy
relacje ~ przyjmujac, ze dla dowolnych (ay, ), (ag, b2) € S:

(al,bl) ~ (ag,bz) &< a - b2 =ay- bl.
Sprawdzimy, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w S:

1° Jezeli (a,b) € S, toa-b=a-b wiec (a,b) ~ (a,b).
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2° Jezeli (a,b), (c,d) € S oraz (a,b) ~ (¢,d) toa-d = c-b. Stad
c-b=a-d, czyli (¢,d) ~ (a,b).

3° Jezeli (a1,by), (a2,b2), (a3, bs) € S sa takie, ze (a1, by) ~ (ag, bs)
0raz (ag,bg) ~ ((Lg,bg), to a - b2 = ag - b1 i ay - bg = as - bg, stacd
(11'1)2'[)3 = a/2‘b]'b3 i (lz'bg'bl = a3-b2-b1, WIQC al'bg'b3 = a3-b2-bl.
Ale by # 01 P jest dziedzing catkowitosci, wiec a; - b3 = a3 - by,
stad (a1, b1) ~ (as, bs).

Klase abstrakcji o reprezentancie (a,b) € S bedziemy oznaczali
przez §. Zbiér wszystkich klas abstrakeji relacji ~ bedziemy oznaczali
przez Py.

Zauwazmy najpierw, ze dla (a,b) € S10 # d € P jest § = 1§
Rzeczywiscie, a- (b-d) = (a-d)-b stad (a,b) ~ (a-d,b-d), wiec & = &<

Dla (a,b) € S mamy tez, ze ¢ = 2 & a = 0. Rzeczywidcie,

o

o,

la
a=0jesta-1=0=0-b, wiec (a,b) ~ (0,1), stad $ = 2. Jezeli zas
£ =19 to (a,b) ~(0,1),skad a-1=0-b, czyli a = 0.

Niech 1 =110 = 2. Poniewaz 0 # 1 w P, wiec z naszych rozwazan
wynika, ze 0 # 1 w K.

Okreslamy teraz w Py dodawanie i mnozenie przy pomocy wzorow:

ay a2_a1-b2+a2-b1

—_—t == 14.1
5 5, b by (14.1)
ay Qg ay - Qo
—_ == . 14.2
by by by - by ( )

Sprawdzimy, ze te okreslenia nie zalezg od wyboru reprezentantéw
klas. Niech (ay,b1), (z1,y1), (a2, b2), (z2, y2) € S oraz (a1, b;) ~ (z1, 1),
(a2,02) ~ (wg,y2). Wtedy a1 -y; = 21 - by 1 ag - y2 = 3 - by. Musimy
udowodni¢, ze wéwczas (a1 -be+ag b1, by -b2) ~ (X1 Y2+ To Y1, Y1 Y2) i
(ay - ag, by - bg) ~ (21 - T2, 41 - y2), czyli ze (a1 - by + az - by) - y1yo =
= (T2 + Toy1) by -boiarcay -y Yo = Ty Ta - by - by, Ale
ay Az Y1 Y2 = (al'yl)'(a2'y2)=$1'51'I2'b2:931 * T - by - by oraz
(a1 - ba +ag - by) - y1y2 = (@y1) - boys + (a2y2) - biys = x4 - by - by - Yo +
+x3-bo by -y = (@1 - Yo + 22 - Y1) - by - by, wiee wzory (14.1) 1 (14.2) sa
dobrze okreslone.

Teraz udowodnimy, ze (K, +, -, 0, 1) jest cialem. W tym celu spraw-
dzamy spelnienie aksjomatéw ciala:
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1. Niech (aq,by), (a2, b2), (a3, b3) € S. Wtedy

air 4 a a3 — ai1-batay-by a3 _ a1-by-bztap-by b3 ag-bi-by _
(b1 + b2) + b3 by b2 + bs by -ba-b3 by1-ba-b3

— a1-by-b3+az-by-bs+az-b-by
- by -bo-b3 ?

a1 ay _ ajtap . a1 az _ ai-btazd _ (a1ta2)b _ aj+ay
bo §- + G = #5%, gdyz § + ¢ = U550 = gt =

Ponadto

ar az 4 a3\ — a1 4 a2bztaz-by _ a1-by-b3 az-b3-bitaz-ba-by
by + (bz + bs) by + ba b3 T b1ba-b3 by-b2-bs

— 01-b3-b3+az-b3-b1+a3-by-b;
b1-ba-b3 ?

wiec dodawanie jest taczne.

2. Niech (a1, b1), (ag, b)) € S. Wtedy

az 4 a1 _ agbitaiby _ aibotashy a1, az
b T b = +

b2~b1 - b1-b2 - b1 b? )

wiec dodawanie jest przemienne.

3. Niech (a,b) € S. Wtedy 0 = Y oraz ¢ +0 =% + 3 = &0 — ¢
wiec 0 jest elementem neutralnym dodawania.

4. Niech (a,b) € S. Wtedy (—a,b) € S oraz §+ 32 = _“+(b‘a) -0
Zatem —(§) = (_T")

Il
e

ot

Niech (a1, b1), (ag, be), (as, b3) € S. Wtedy

(.a_l . ﬂ) .43 21002 a3 __ 03:42°03
b1 by bs biby b3 by-b2 b3

a_l,(g_z_,g;) — 010203 _ 0):G°03
by b3

by ba-b3 b1-ba-b3 ?

oku,
umowy SONB/SP/512497/2021
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wiec mnozenie jest laczne.

' 9.4 — e _ ue a6
6. N'1ech (al,.bl)., (qg,bz) € S.' Wtedy 32§+ = g2t = g2 = ¢ 22,
wiec mnozenie jest przemienne.
al

7. Niech (a,b) € S. Wtedy -1 = §-
elementem neutralnym mnozenia.

[ L]

=9 = % czyli 1 jest

8. Niech (al,bl), (ag,bz), (ag,b3) € S. Wtedy

%L . (22 + %) — a1, az-bztazby _ a5-ap-b3tar-az-by
1

ba b3/ T by ba-b3 b1-ba-b3
oraz
4,82 4 41, 33 — 410 6163 __ a1-ay-bz ar-azby _ ay-ap-b3ta;-azby
by by by b3 b1 -bo b1-bs by -by-b3 by -ba-b3 by-ba-b3 )

wiec mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

9. Niech (
wiec (b
()7 =2

Z 1-9 wynika zatem, ze (FPy, +,+,0,1) jest cialem.

Niech f:P — P, bedzie funkcja dana wzorem f(a) = ¢ dlaa € P.
Dlaa,be P:f(a)=fb) = ¢=2o(g1)~(bl)ea-1=b-1&
< a=b. Zatem f jest réznowartoéciowe. Ponadto f(1) = 1 =1 oraz
dlaa,be P:

a,b) € S bedzie takie, ze % # 0. Wtedy, jak wiemy a # 0,
,a) € Soraz $ -2 =2 =1 =1 boab # 0. Stad

Zatem f jest zanurzeniem pier$cieni. Stad dla ¢ € P mozna doko-
na¢ utozsamienia:
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Przy tym utozsamieniu P jest podpierScieniem ciala P. Dla0 # b € P
mamy, ze + = (2)7' =b7!, wigcdlaa € Pjest £ =%. 1 =a-b"!, stad
Py={a-b"':a,b e Pb+# 0}, czyli P, jest cialem utamkéw dla P.
Ponadto dla ((11, bl), ((12,1)2) €S mamy, ze ‘;—; = ‘Z—; &~ ap - b2 = as - bl,
bo %i— = %—_ﬁ- < (al,bl) ~ (ag,bg) = a4 'b2 = Q2 'bl.

Jezeli L jest cialem, to cialo utamkdéw pierScienia L[x] oznaczamy
przez L(z) i nazywamy ciatem funkcji wymiernych zmiennej x nad
ciatem L. Wéwczas L jest podcialem L(z), skad ch(L(z)) = ch(L).
Poniewaz 1, z, 2, ... sa liniowo niezalezne nad L i naleza do L(x), wiec
(L(z) : L) = oo. Podstawiajac L = Z, uzyskamy stad, ze istnieja
ciala nieskonczone dowolnej dodatniej charakterystyki.




Rozdzial 15

Rozszerzenia algebraiczne
cial

Twierdzenie 1. Gdy K C L C M sq ciatami oraz (L:K) =r € N
i(M:l)=s€eN, to(M:K)=

Dowéd. Niech ay,...,a, € L bedzie baza L nad K oraz niech
by,...,bs € M bedzie baza M nad L. Udowodnimy, ze

a;-b;:1<i<rnl1<j<s
j

jest bazag M nad K. W tym celu wezmy dowolne ¢;; € K,i=1,...,s,
S T
j=1,...,r takie, ze Zcijaibj =0. Wéwczas Z (Zcijai)bj = 0.
irj j=1  i=1
Elementy stojace w nawiasach naleza do ciata L, wiec dla j=1,... s
T
mamy, ze Zci]- a; =0. Stad z liniowej niezaleznosci elementéw ay,. . . ,a,
=1
wynika, ze ¢;; = 0dlai=1,...,r. Zatem ¢;; = 0 dla wszystkich i, j,
czyli elementy a;-bjdlat=1,...,7, 7 =1,...,5s sa liniowo niezalezne
nad K. Wez'my teraz dowolne a € M. Wéwczas istnieja tq,...,t, € L

takie, ze a = Zt -bjorazdlaj =1,...,sistniejg cij,cyj5,...,¢; € K

takie, ze t; Z Cij - a;. Stad a = Z cij(a; - bj). Zatem elementy a;- "bj

120
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dlat=1,...,r, j=1,...,s generuja M nad K. Stad mamy teze. J

Definicja 1. Niech K bedzie podcialem ciala L. Powiemy, ze
element a € L jest algebraiczny wzgledem ciata K, jezeli istnieje nieze-
rowy wielomian f € K|[z] taki, ze f(a) = 0. W przeciwnym przypadku
element a € L nazywamy przestepnym wzgledem ciata K. Cialo L
nazywamy rozszerzeniem algebraicznym ciala K, gdy kazdy element
a € L jest algebraiczny wzgledem K.

Uwaga 1. Zauwazmy, ze x € K(z) jest elementem przestepnym
nad K.

Uwaga 2. Liczby zespolone a, ktdre sa elementami algebraicznymi
wzgledem ciata Q nazywamy krétko liczbami algebraicznymi. Liczbe
a € C nazywamy przestepng, jezeli a nie jest liczbg algebraiczna. Np.
a = e1la =T sy przestepne.

Twierdzenie 2. Niech K bedzie podciatem ciata L 1 a € L. Wow-
czas a jest algebraiczny wzgledem ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje wielomian nierozktadalny f € K|x] taki, ze f(a) = 0. Ponadto,
gdy g € Klz] ig(a) =0, to f | g w K[z].

Dowéd. = Oczywiste. < Zalézmy, ze a € L jest algebraiczny
wzgledem K. Wtedy istnieje niezerowy wielomian f € K|x] najnizszego
stopnia taki, ze f(a) = 0. Stad f ¢ K i jezeli w,u € K[z] sa takie,
ze [ = w-u, to 0= w(a)- u(a), skad w(a) = 0 lub u(a) = 0. Bez
zmniejszania ogdélnosci mozna zakladaé, ze w(a) = 0. Wéwcezas st(f) =
st(w) + st(u), wiec z minimalnosci st(f) mamy, ze st(w) = st(f).
Stad st(u) = 01 u € K*. Zatem wielomian f jest nierozkladalny
w K|[z]. Niech teraz ¢ € K|[z] bedzie takie, ze g(a) = 0. Woéwczas
istnieja ¢, € Klx] takie, ze ¢ = f-q+r i st(r) < st(f). Stad
0= g(a) = f(a)-q(a) +r(a) = r(a), bo f(a) = 0, wiec z minimalnosci
st(f) wynika, zer =0ig=f-q,czyli f | g. O

Whniosek 1. Gdy element a € L D K jest algebraiczny wzgledem
ciata K, to wielomian nierozkiadalny f € Klz], ktdrego a jest pier-
wiastkiem, jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do statego
czynnika.
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Dowéd. Jezeli fi, fo € K[z] sa wielomianami nierozkladalnymi
w K|z] takimi, ze fi(a) = f2(a) = 0, to z twierdzenia 2 mamy, ze
fil foi fo| f1, wiec fi ~ fo. Stad istnieje 0 # ¢ € K takie, ze
for=c f1. 0

Gdy element a € L jest algebraiczny wzgledem podciata K C L,
to stopient wielomianu nierozkladalnego f € K{x] takiego, ze f(a) =0
nazywamy stopniem elementu a wzgledem ciata K, za$ f nazywamy
wielomianem minimalnym dla a wzgledem ciata K.

Niech K bedzie podcialem ciala L i a € L. Wdéwczas istnieje
najmniejsze w sensie inkluzji podcialo ciata L zawierajace a oraz K.
Oznaczmy je przez K (a). Oczywiscie K (a) jest czescia wspdlng wszyst-
kich podcial ciata L zawierajacych K U {a}.

Twierdzenie 3. Gdy a € L jest elementem algebraicznym stopnia
n wzgledem podciata K C L, to:

(’l) K(a) = {bg + b -a+...+bn_1 caml bg,bl,. ..,bn_1 S K},

(11) Bazq K(a) nad K jest uktad: 1,a,a?,..., a""L;

(i11) (K(a): K) =n.

Dowéd. Jezelin = 1, toa € K i K(a) = K, wiec teza jest
oczywista. Niech dalej n > 1 i niech f € K([z]| bedzie wielomianem
minimalnym a wzgledem K. Wtedy st(f) = n. Niech

M:{b0+b1-a+...—|—bn_1-a"“1:bo,bl,...,bn_lEK}.

Wéwezas K € M ia € M. Jezeli by, by,...,b,_1 € K sa takie, ze
bo+by-a+...+b,1-a"1=0,tog(a) =0dlag =by+b -2+
+ ...+ byg - 2" € K[z], wiec z minimalno$ci st(f) mamy, ze by =
=0, = ... =by_; = 0. Zatem elementy 1,a,a?,...,a""! s3 liniowo
niezalezne nad K. Jedli h € KJz], to istnieja ¢,r € K|[x| takie, ze
h=gq-f+rist(r) <n, wiec h(a) = ¢(a)f(a) +r(a) = 7(a) € M.
Zatem M = {h(a) : h € Klz]}. Stad od razu mamy, ze M jest
podpierscieniem ciata L. Wezmy dowolne by, b1,...,b,_; € K takie,
7e bg +by-a+ ...+ by -a" ! # 0. Wtedy, jak wiemy g = by +
+b -+ .4 bpoy - 2™t # 01 f jest nierozkladalny w K[z]. Za-
tem istniejg wielomiany u,v € K][x] takie, ze g-u + f - v = 1, stad

g(a) - u(a) + f(a) - v(a) = 1, czyli g(l—a) = u(a) € M. Zatem M jest
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podcialem ciala L zawierajacym K U {a}. Niech N bedzie dowolnym
podcialem ciala L zawierajacym KU{a}. Wtedy 1,a,a?,...,a" "t € N
oraz dla dowolnych by, by, ...,by_1 € K, by+by-a+...+b,_1-a"* € N.
Stad M C N. Zatem M = K(a) i wobec powyzszego 1,a,a?, ..., a"!
jest bazg K(a) nad K, czyli (K(a) : K)=n. O

Twierdzenie 4. Flement a € L jest algebraiczny wzgledem pod-
ciata K wtedy i tylko wtedy, gdy (K (a) : K) < 0o.

Dowéd. = Wynika z twierdzenia 2. < Zalézmy, ze (K(a) : K) =
= n < oo, wowczas elementy 1,a,a?,...,a" sa liniowo zalezne nad
K oraz naleza do K (a), wiec istnieja bo, by, ...,b, € K nie wszystkie
réwne 0 i takie, ze by + by -a+ ... + b, - a™ = 0, stad g(a) = 0
dla 0 # by+b-z+ ...+ b, - 2" € K[z]. Zatem a jest elementem
algebraicznym wzgledem ciata K. [J

Whiosek 2. Kazde rozszerzenie skonczone jest algebraiczne.

Dowéd. Niech (L : K) =n < ocoia € L. Wtedy K(a) C L,
wiec (K(a) : K) < n, stad wobec twierdzenia 4 a jest elementem
algebraicznym wzgledem ciata K. [J

Jezeli ay,...,a, € L O K, gdzie K jest podcialem ciala L, to

istnieje najmniejsze podcialo ciala L zawierajace K U {ai,...,a,}.
Oznaczmy je przez K(aq,...,a,). Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych
ai,...,0n,any1 € L i dla dowolnego n € N, K(ay,...,0n,0n11) =
= (I(((ll, C ,an))(an+1).

Whniosek 3. Gdy ay,...,a, € L sq elementami algebraicznymi
wzgledem K C L, to K(ay,...,a,) jest rozszerzeniem algebraicznym

i skoriczonym ciata K.

Dowéd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika z twierdze-
nia 4. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech
ai,...,0Qn,ant1 € L beda elementami algebraicznymi wzgledem K. Je-
$li f € K[x] jest wielomianem minimalnym dla a,,; wzgledem K, to
f € Klay,...,an)z], wiec (K(ai,...,an)(ans1) : K(a1,...,a,)) <
< (K (any1)  K) <00, cayli (K(ay, ..., an, ang1) : K(ay, ..., a,)) < 0.
Ponadto z zalozenia indukcyjnego (K(ay,...,a,) : K) < oo, wiec
2z twierdzenia 1, (K(ai,...,an,a,41) @ K) < 00. Stad z wniosku 2
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rozszerzenie K C K(ay,...,an41) jest algebraiczne. [J

Whniosek 4. Niech K bedzie podciatem ciata L. Wowczas zbior
M C L wszystkich elementéw algebraicznych wzgledem K jest podcia-
tem ciata L zawierajgcym K.

Dowdéd. Poniewaz kazde a € K jest pierwiastkiem wielomianu
z —a € K[z], wiec K C M. Niech a,b € M. Wtedy z wniosku 3
K(a,b) jest rozszerzeniem algebraicznym ciata K, czyli K(a,b) C M.
Zatema—b € Mi¢ € M dlab # 0. Stad z twierdzenia 3 z rozdziatu 14,
M jest podcialem ciata L. [

Twierdzenie 5. Jezeli ciato L jest algebraicznym rozszerzeniem
ciata K 1 ciato M jest algebraicznym rozszerzeniem ciata L, to ciato
M jest algebraicznym rozszerzeniem ciata K.

Dowéd. Wezmy dowolne a € M. Woéweczas istnieje 0 # f € L[z]
takie, ze f(a) = 0. Ale f = I} + lhz + ... + l,z" dla pewnych
lo,...,l, € L oraz z wniosku 3 mamy, ze (K(ly,...,l,) : K) < oo.
Ponadto a jest algebraiczny nad K (lo,...,l,), wiec z twierdzenia 4

mainy, ze ((K(lo, o)) (a) s K(l, - .,ln)) < 00. Zatem z twierdze-
nia 11z wniosku 2, a jest algebraiczny nad cialem K. [J
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