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Wprowadzenie 

Rynki kapitałowe są na całym świecie przedmiotem l icznych badań i anal iz .  Wyko
rzystuje  s ię  w n ich różne metody i narzędzia badawcze . Próby opisu rynku kapitałowego 
podej mowane są w ramach wie lu dyscypl in  naukowych, np. ekonomi i ,  matematyki, psy
cholog i i .  Rozmaitość stosowanych teor i i  i metod znaj duje swój wyraz w różnorodności 
uzyskiwanych wyników i prognoz. Os iągnięcie sukcesu przy inwestowaniu w pap iery 
wartościowe j est bardzo trudne, ponieważ rynek ten j est bardzo dynamiczny i prawie n igdy 
nie znajduj e  się w równowadze. Strategie działania  na tym rynku są, z metodologicznego 
punktu widzenia, najtrudniejsze ze zhioru wszystkich s trategi i  stosowanych w gospodarce . 
Również i stn iejący od początku lat dziewięćdziesiątych polski rynek kapitałowy nie j est tu 
wyjątkiem . Inwestorzy poszukuj ą  uzasadnienia d la  swoich decyzj i  inwestycyj nych stosuj ąc 
m iędzy innymi anal izę fundamentalną, techniczną czy portfe lową (Jaj uga K, Jajuga T . ,  
1 996) 1 . W ce lu  przewidywani a  przyszłego zachowan ia s ię rynku konstruowane są rozmaite 
modele - formalne, heurystyczne, irracj onalne, które n igdy nie dają  pełnej pewnośc i sukce
su i są obarczone, zwykle ryzykiem inwestycyj nym. Szerzej na ten temat traktują następu
jące prace (Jaj uga K., Jaj uga T., 1 9962; Jajuga K., Kuziak K.,  Markowski P, 1 9983; Haugen 
R.  A, 19964 ; Pring M. J . ,  1998'; Lechowicz A., Mączka W.6 , 1994; Ri tchie J .  c., 19977; 
Socha l, 1 9988 ; Plummer T. ,  1 9959; Tarczyt'1ski W .,199io

, Murphy J. J . ,  1 995 1 1 ; i inni ) .  

l Jajuga K. , Jajuga T.: Inwestycje, PWN, Warszawa 1 996 

2 Jajuga K . ,  Jajuga T.: op.ci t .  
3 Jajuga K. , Kuziak K . ,  Markowski P. :  I1lwestycje finansowe, Wydawnictwo AE we Wrocławiu, 

Wrocław 1 998 

4 Hangen R.A. : Teoria I1Ołvoczesl1ego inwestowania. Obszerny podręc:.nik analizy port/e/owej. 
Wig Press, Warszawa 1996 

5 Pring M .1. : Podstawy analizy technicznej. Wig Press, Warszawa 1998 
(, Lechowicz A. ,  Mączka W.: Rynek kapitałowy. Poradnik inwestora giełdowego. Best, Krah)\\ 

1 994 

7 Ritch ie J .c. : Analizafundamentalna. Wig Press, Warszawa 1997 

x Socha J . :  Rynek, giełda, inwestycje. 0lympus, Warszawa 1998 

y Plummer T.: Psychologia rynków finansowych II ::ródeł anali:::y technic:.nej. Wig Press, War
szawa 1 995 111 Tarczyński W.: Rynki kapitałowe. Agencja Wydawnicza Placet, Warszawa 1 997 11 Murphy J .1 . : Analiza technic:.na. Obs:::erny podręc:.nik metod i strategii imvestycyjnych stoso

wanych na Tynku kapitałowym. Wig Press, Warszawa 1 995 
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Z punktu widzenia E .E .  Petersa (Peters E .E . ,  1 997)12, w5pólczesna teoria rynku ka
pitałowego opiera się na kilku kluczowych pojęciach : 

• Racjonalny inwestor. Inwestorzy postępują efektywnie w sensie średniej i wariancji. 
Obliczają oni oczekiwaną stopę zwrotu jako średnią ważoną wszystkich możliwych 
stóp zwrotu, przy czym wagami są prawdopodobieństwa ich wystąpienia. Miarą ry
zyka jest odchylenie standardowe stóp zwrotu. Inwestorzy pragną posiadać aktywa o 
najwyższej oczekiwanej stopie zwrotu dla danego poziomu ryzyka. Motywem ich 
działania jest niechęć do podejmowania ryzyka. 

• Efektywne rynki. Ceny odzwierciedlają wszelkie publicznie dostępne informacje. 
Zmiany cenowe są zdarzeniami niezależnymi. Wprawdzie możliwe są krótkookreso
we zależno.�ci, ale te bardzo szybko zanikają. Wartość jest wypadkową opinii wie/u 
analityków fundamentalnych. 

• Błądzenie przypadkowe. Przyjęcie dwóch powyższych pojęć prowadzi do wniosku, 
że stopy zwrotu podlegają błądzeniu przypadkowemu. Rozkład prawdopodobieńs{yj! 
jest więc w przybliżeniu rozkładem normalnym lub logarytmiczno - normalnym. "W 
przybliżeniu" znaczy, że rozkład stóp zwrotu ma co najmniej skończoną średnią i 
wariancję· 

Jak z powyższego wynika, współczesna teoria rynku kap itałowego oparta j est na 
założeniu o normalnym rozkładzie stóp zwrotu. W rzeczywistości dane finansowe nie speł
niaj ą  tych założeń . Występuj ą  znaczne rozbieżności między przewidywaniam i współcze
snej teori i rynku kapitałowego a rzeczywistymi ruchami cen. Szczegó ln ie  częstość wystę
powania n ieregularnych wahań cen o znacznej ampl itudzie nie daj e  s i ę  wytłumaczyć na 
gruncie tej teor i i .  

Główną tezą nin iej szej pracy j est wykazan ie, że dynami kę polskiego rynku kapi ta
łowego można opisać z zastosowaniem teori i chaosu determin is tycznego. 

Teoria powyższa stanowi próbę odejśc ia  od idei efektywności rynków kapitałowych 
oraz ze zbudowanymi na j ej gruncie modelami i lościowymi (model wyceny dóbr kap itało
wych CAPM, teoria arbitrażu cenowego APT, itd. - modele zakładały rozkład normalny i 
przypadkowość zjawisk) w stronę bardziej uniwersalnego widzenia mechanizmów rządzą
cych giełdą. Cechy charakterystyczne rynków kapitałowych - stany nierównowagi oraz 
mechanizm sprzężenia  zwrotnego w wymiarze czasowym - znaj dują swój wyraz w opis ie 
za pomocą dynamicznych systemów nie l in iowych. Rozwiązania proponowane w ramach 
anal izy technicznej wywodzące się z teori i chaosu dopiero powstają. W l iteraturze i stniej e  
niewiele pozycj i traktujących o tej problematyce (Peters E. E., 1 997 1 3 ; Jajuga K . ,  Papla D . ,  
1 997'4, Trippi R.  R . ,  1 995 1 5 ; Zawadzki H . ,  1 996 1 6) .  

Niniej sza rozprawa stanowi próbę anal izy fraktalnej polskiego rynku kapitałowego 
na przykładzie wybranych spółek notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych 

12 Peters E.E.: Teoria chaosu a rynki kapitałowe. Wig Press ,  Warszawa 1 997 ,  s. 25-26 
13 Peters E .E., op.cit .  
1 4  Jajuga K., Papla D.: Teoria chaosu w analizie finansowych szeregów czasowych - aspekty teo

retyczne i badania empiryczne. V Ogólnopolskie Seminarium Naukowe, nt. "Dynamiczne modele 
ekonometryczne" 9- 1 1  września 1997 Toruń, pp. 5-16 

15 Trippi R.R.: Chaos and Nonlinear Dynamics in the Markets. Irvin ,  Chicago 1 995 
16 Zawadzki H.: Chaotyczne systemy dynamiczne. AE, Katowice 1 996 
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w Warszawie .  Według (Jaj uga K . ,  Kuziak K. ,  Markowski  P, 1998)17 rynek kapitałowy 
dzie l i  s ię  na rynek akcj i i rynek obl igacj i .  W pracy świadomie ograniczono badania do ryn
ku akcj i , gdyż anal iza również rynku obligacj i doprowadziłoby do zwiększenia objętośc i 
prezentowanego materiału . 

Praca składa s ię z wprowadzenia, trzech rozdziałów, podsumowań na koniec każde
go rozdziału i spisu l iteratury . Rozdział p ierwszy dotyczy problematyki i nwestowania na 
rynku kapitałowym . Zawiera on krótką h i storię metod anal izy rynku kapitałowego, j ak 
również omawia wybrane elementy anal i zy technicznej ,  fundamentalnej i portfelowej. 

Drugi rozdział pracy dotyczy wybranych elementów teori i chaosu determin istyczne
go . Zawiera on wybrane zagadnienia teoretyczne związane z n ie l in iowymi i n iestacjonar
nymi układami dynamicznymi ,  między i nnym i przestrzeń fazową, odwzorowanie zwężają
ce, atraktory i ich podstawowe własności ,  a także narzędzie teoretyczne, znane j ako prze
krój Poincare . W rozdziale tym przytoczono również przykłady prostych zjawisk chaosu 
deterministycznego. Omówiono między innymi :  odwzorowanie logistyczne, atraktor Heno
na i model Lorenza w celu lepszego przybl iżenia czyte lnika do zagadnień związanych 
z dynamiką n ie l iniową układów. Opisano również diagram bifurkacyj ny, zjawi sko inter
m itencj i  i turbulencj i  w układach dynamicznych, kryzysy, j ak również dziwne atraktory 
i fraktale. W dalszej części rozdziału skoncentrowano s ię na wybranych metodach dotyczą
cych anal izy danych eksperymentalnych, takich jak, anal iza Fouriera, funkcja autokorelacj i 
i współczynnik autokorelacj i n ie l in iowej , wykładnik Hursta, wykładniki Lapunowa, j eden 
ze sposobów obliczania wymiaru fraktalnego (wymiar kore lacyj ny) i entropię Kołmogoro
wa, j ak również rekonstrukcj ę  atraktora. 

W trzecim rozdziale przedstawiono wyn iki obl iczeń podstawówych charakterystyk 
dynamicznych oraz analizę R/S i ndeksu WIG i wybranych firm funkcj onuj ących na Gieł
dzie Papierów Wartośc iowych w Warszawie .  Do anal izy fraktalnej po lskiego rynku kapi
tałowego zastosowano następuj ące metody: anal izę przeskalowanego zakresu RIS, wymiar 
fraktalny i korelacyj ny, rekonstrukcj ę  atraktora, j ak również wykładnik Lapunowa dla in
deksu WIG. Wybór metod podyktowany został tym, iż przy anal izie fraktalnej muszą być 
spełn ione załozenia i lości danych .  Polska giełda j est giełdą młodą, charakteryzującą się 
krótkim i  szeregami czasowymi spółek, a powyższe wskaźniki są możliwe do wyl iczenia 
przy ogran iczonej l iczbie danych i pozwalają na otrzyman ie wiarygodnych wyn ików badaó. 
Uzyskane rezultaty porównano z obl iczen iami dokonanymi dla wybranych giełd (dłużej 
funkcj onuj ących) .  

1 7  Por .  Jajuga K. ,  Kuziak K . ,  Markowski P . :  op.cit . , s .  72 
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1. 
INWESTOWANIE 

NA RYNKU KAPITAŁOWYM 

1.1 
Krótka historia metod analizy rynku kapitałowego 

Pierwszym badaczem,  który podjął próbę naukowego podej ścia do prognozowania 
rynku akcj i, był Louis  Bache l ier . W roku 1900 powstała j ego rozprawa doktorska pl. Teoria 
spekulacji, w której podjął próbę naukowej odpowiedzi na pytanie, czy prognozowanie cen 
akcj i j est możl iwe. W pracy tej, jako p ierwszy do wyceny rynku akcj i ,  wykorzystał proces 
stochastyczny, w fizyce nazywany ruchem Browna. Podj ął on ponadto próbę teoretycznej 
wyceny opcji i kontraktów terminowych ,  które znaj dowały s ię w obrocie j uż w roku 1900. 

Według Bache l iera (Bernste in Peter L . ,  1998)\ prognozowani e  cen akcj i na rynkach 
kap itałowych jest n iemożl iwe. W cenie zdyskontowane są zdarzenia przeszłe, teraźniejsze, 
a nawet przyszłe. ale często hywa tak, że nie widać żadnego związku tych zdarzeń z ceną, 
oddziałują również przyc::yny sztuczne: giełda reaguje na samą siebie, a bieżące jluktacje 
sąfunkcją nie tylko jluktacji wcze�'niejszych, ale także stanu obecnego. Zależą one od nie
skończonej liczby czynników, co oznacza, że ich matematyczne przewidywanie jest niemoż
!iwo,�cią ... dynamika giełdy nigdy nie będzie nauką �'cisłą. 

Teza powyższa miała charakter rewo lucyj ny .  Została ona j ednak powszechnie zi
gnorowana, a nawet zapomniana. Zastosowanie  anal izy statycznej zarzucono (wy jatek sta
nowiły badania Holbrooka Workinga i Alfreda Cowlesa z lat trzydziestych),  powrócono do 
n ich dopiero pod koniec lat czterdziestych - wtedy nastąpił ich gwałtowny rozwój . Wyniki 
tych badań, stanowiace później podstawę h ipotezy efektywności rynku zebrane zostały 
przez Cootnera w j ego pracy pt. The Random Charakters of Stocs Market Prices, która zo
stała opublikowana po raz p ierwszy w roku 1 964 (Peters E.E., 1 997).2 

Kolejne lata w teor i i  finansów stanowiły próbę poszukiwania  skutecznych metod 
prognozowania .  Doprowadziło to do powstania anal izy technicznej , której twórcą był 
Charles DowJ. Powstanie tej teori i  datuj e  się na 1 884 rok. 

l Por.: Berstein PL: Intelektualna historia Wall Street. Wig Press, Warszawa 1998, s. 16-17 

2 Por. : Peter s E.E., op .cit .  
J Pisze o tym TarezyI'lski W . :  op. cit . ,  s .  35 
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12 Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

U podstaw teori i  Dowa leży założen ie, że ceny akcj i poruszaj ą  się w trendach, które 
raz zapoczątkowane trwaj ą  dopóty, dopóki sam rynek nie zasygnal izuj e  wytracania przez 
n ie  impetu i zmiany swoj ego k ierunku . Naj bardziej znaną kwestią poświęconą temu zagad
nieniu opubl ikowano w The Wall Street Journal w 1 90 1  roku (Bcrnstein  Peter L,  1 998) .4 

Teoria Dowa opierała s ię na siedmiu zasadach (Karpio A . ,  1 999)5 : 
J. Zachowanie się indeksu dyskontuje wszystkie informacje mające wpływ na rynek 

giełdowy. 
2. Rynek rządzony jest trzema trendami: długoterminowym zachowaniem się cen akcji, 

trendem korekcyjnym w stosunku do poprzedniego oraz drugorzędnym, z punktu wi
dzenia teorii Dowa, zachowaniami się cen z dnia na dzień. 

3. Rynek wzrostowy (byka) charakteryzuje się trzema okresami, w pierwszym - nastę
puje akumulacja akcji w rękach inwestorów długoterminowych, w drugim - akcje 
skupują inwestorzy przyciągnięci poprawiającymi się wynikami .finansowymi firm 
notowanych na giełdzie i wreszcie trzeci etap, w którym do głosu dochodzą całe rze
sze inwestorów chcących załapać się na hossę. 

4. Rynek zniżkujący również można scharakteryzować trzema etapami. Podczas pierw
szego z nich, akcje sprzedawać zaczynają inwestorzy długoterminowi, dochodząc do 
wniosku, że ceny są zbyt wysokie. W drugim okresie, następuje paniczna wysprzedaż 
dokonywana przez całe rzesze inwestorów i wreszcie trzeci okres wywołany przez 
uczestników rynku, gwałtownie potrzebujących gotówki. 

5. Dwa różne wskaźniki muszą potwierdzać kształtujący się trend. 
6. Do obliczania warto.�ci wskaźników bierze się pod uwagę jedynie ceny zamknięcia. 
7. Trend trwa dopóty, dopóki nie nastąpi jego odwrócenie poparte zachowaniem się 

dwóch indeksów. 
Idea wprowadzona przez Dowa była kontynuowana po j ego śmierc i ( 1 902) przez 

Samuela Nel sona, Wi l iama Petera Hamiltona i Roberta Rhea. 
Samuel Nel son opubl ikował po śmierci Dowa zbiór j ego artykułów w książce pt. 

ABC oj Speculation . Nelson j est autorem nazwy "teoria Dowa". 
Jak podaje  P .L.Bernste in (Bernstein  P .L . ,  1 998)6, Hamilton podkreślał wielokrotnie 

główną ideę Dowa, a mianowicie, że ceny na giełdzie nowojorskiej " same w sobie wystar
czają" do tego, by dowiedzieć się wszystkiego, co warto wiedzieć na temat stanu gospodar
ki. Hamilton antycypował tym samym radykalną koncepcję, która miała powstać na długo 
po jego .�mierci. W roku 1960 grupa zaprzyjaźnionych profesorów opracowała tak zwaną 
hipotezę efektywności rynku, opartą na twierdzeniu, że ceny akcji odzwierciedlają wszystkie 
dostępne informacje na temat poszczególnych spółek oraz całej gospodarki. Hipoteza efek
tywności rynku nawiązuje jednak również do Bachliera, ponieważ zakłada się w niej, że 
nowe wiadomości są dyskontowane w cenach akcji tak szybko, iż żaden pojedynczy inwe
stor nie może utrzymywać przez dłuższy czas przewagi nad rynkiem pod względem posiada
nych informacji. Tymczasem Hamilton uważał, że sam rynek ujawnia nam, co będzie się 
działo z cenami w przyszłości. 

4 Por.: Bernstein P.L.: op.cit. 
5 Karpio A.: W stronę matematyki finansowej. Wydawnictwo UwB, Białystok 1999, Optimum, 

Studia Ekonomiczne nr 3, s. 1 55- 1 56 
fi Podano za Berstein P.L., op.cit., s. 25 
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Robert Rhea w 1 932 roku rozpoczął wydawanie b iu letynu anal itycznego Dow The
ory Commet. Rhea wniósł znaczący wkład w rozwój teor i i  Dowa, ale za j ego główną zasłu
gę uważa się stworzenie spój nego systemu poglądów Hami ltona. 

Kolejną postacią  w teor i i  finansów był Alfred Cowles, który w 1 93 1 roku rozpoczął 
badania  nad możliwością przewi dywania cen akcj i .  Był on współtwórcą indeksu S&P 500. 

Teoria Dowa dała początek analizie technicznej ,  będącej j edną z podstawowych 
metod wyceny walorów na giełdzie papierów wartościowych . W zakresie tego nurtu mieści  
s ię  teoria fal Eliota, stworzona przez księgowego i opublikowana w pracy Charlesa J .  Col
l i nsa The Wave Principle w 1 938 roku. Idea powyższej teori i  opiera s ię  na ciągu zdefinio
wanym przez Leonarda P isano, zwanego Fibonaccim ,  opubl ikowanym w 1 202 roku w pra
cy o nazwie Liber Abaci. 

Jak podaje  E.E. Peters (Peters E .  E., 1 997/, lata dwudzieste, trzydzieste i czterdzie
ste w zakresie analizy rynków charakteryzowały się głównie podej śc iem fundamentalnym 
(następcy Grahama i Dodda) i technicznym (analitycy techniczni kontynuuj ący prace Ma
gee ' a) .  W kolej nych latach poj awiła się trzecia grupa, tak zwanych Quants, którą stanowili 
zwolennicy analizy i lościowej ,  kontynuatorzy badań Bachel iera. 

Kolej ny nurt badań w zakresie finansów związany j est z nazwiskami Workinga, 
Kendalla i Robertsa. Prace ich poświęcone badaniu rozkładów stóp zwrotu, demaskowały 
podstawowe osiągnięcia anal izy technicznej .  

Working wykorzystując teorię zmian cen między j edną transakcj ą  a kolejną stwier
dził, że poziomy cen nie podlegaj ą  schematowi losowemu, ale zmiany cen są na ogół loso
we, a te są n ieprzewi dywalne. Porównał on szereg l iczb losowych i zmiany cen towarów. 
Nie zauważył żadnych różnic,  czy l i  zmiany cen przypominaj ą  wahania przypadkowe. Jako 
statystyk, zaproponował wykorzystanie powyższych wyników w anal izie szeregów czaso
wych. 

Kolej ną publ ikacją dotyczącą anal izy szeregów czasowych był artykuł Maarice'a 
Kendal las Analiza gospodarczych szeregów cenowych, opubl ikowany w 1 953 roku. Kendall 
analizując dane tygodniowe dla grup akcj i z okresu 1 928- 1 938 potwierdził wyniki  badań 
Workinga stwierdzając, że ruch cen akcj i j est "błądzeniem", a trendy które można wykryć 
są bardzo słabe i nie nadaj ą  się do sporządzania j akichkolwiek prognoz. 

Jak podaj e  E.E. Peters (Peters E . E. ,  1 997)9 Głosem przeciwko analizie technicznej 
był zamieszczony w antologii Cootnera artykuł Robertsa (1964). Roberts odwołuje się 
w nim do powszechnego stosowania analizy statystycznej odwołując się do pracy Kendalla 
Z 1 953 roku. 

Sformal izowania twierdzenia, że ceny akcj i podlegają błądzeni u  przypadkowemu 
dokonał Osbome ' a  w artykule Browian Motion in the Sto ck  Market opublikowanym 
w 1 959 roku . Kolej ny artykuł Osborne'a opublikował w 1 962 roku zmieniaj ąc s ię z astrofi
zyka w badacza rynku akcj i .  

W późnych latach p ięćdziesiątych Osborne był j edynym, który badał zachowania  
rynku akcj i .  W tym okresie większość ekonomistów n i e  wiedziała jeszcze n ic  o wyszuka
nych metodach statystycznych i stosowaniu  komputerów do przetwarzania  danych. Wyjąt
kiem był pod tym względem Cowles, który dzięki swemu bogactwu dysponował wszystki-

7 Por.: E.E. Peters, op.cit., s. 1 6  
8 Por.: Bemstein P.L.: op.cit., s .  83 
9 Por.: E.E. Peters, op.cit., s. 1 6  
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mi środkami.  Working, Kendall i Osborne n ie byl i  ekonomistam i ,  ale matematykami i sta
tystykami (Bernstein Peter L, 1998)10. 

Koniec lat p ięćdziesiątych przyn iósł rozwój technologii komputerowych, a co za 
tym i dzie skróc ił czas obl iczeń. Praca, która ukazała się w p iśmie Industria l Managem e nt 
Review w 1961 roku dotyczyła anal izy dużej i lośc i  danych statystycznych .  Autorem tego 
artykułu był S idney Alexander. Był on ekonomistą i w przeciwieństwie  do matematyków 
interesował s ię  giełdą samą w sob ie. Alexander w pracy Ruchy cenowe na rynkach speku

lacyjnych: trendy, czy błądzenie przypadkowe zadąje sob ie  pytanie, czy ceny akcji są prze
widywalne, czy rządzi nimi przypadek, gdyż od tego zależą strategie i nwestorów. 
S .Alexander stwierdził, iż warunkiem korzystnych transakcj i są niedoskonałości funkcjo
nowania rynku, do których dochodzi wtedy, gdy j edni i nwestorzy otrzymuj ą  informacje 
później n iż  inni, wyciągają  z nich błędne wn ioski lub reagują na nie zbyt wolno .  

W latach sześćdzies iątych poj awiła s i ę  nowa grupa uczonych, którzy zwracal i s ię  
bardziej ku ekonomi i ,  a n i e  statystyce. Do tej grupy zal iczyć można Pau la  SamueIsona. 
W pracach swoich łączył on teorię rynków kapitałowych oraz wpływu tych rynków na pro
dukcję, zatrudnienie, ceny. Samuelson dostrzegł błąd w teor i i  Bache l iera, który dotyczył 
dolnej granicy ceny papieru wartościowego. Według teor i i  Bachel iera mogła ona być 
mniejsza od zera, według SamueIsona nie mogła spaść poniżej zera. W swoich wywodach 
Samuelson wprowadza tak zwane "ceny cienia", j ako odpowiedn ik  "wartości przyszłych 
stru m ieni  dochodu" nazwanych przez Keynesa, tw ierdząc, że są to ceny teoretyczne. ale 
należy uznać ich i stn ienie, przyjmując jako wartość wewnętrzną danego waloru. 

Zgodnie z teorią Samueisona, przypadkowość stóp zwrotu jest ściśle związana 
z efektywnością rynku. Lo i Mac Kin lay, opierając się na badaniach LeRoya, Lucasa i wła
snych, dowodzą, że n ieprzewidywalność rynku nie musi być tożsama z przypadkowością 
następuj ących po sobie stóp zwrotu akcj i (Zie lonka P., Tyszka T., 1999)11. 

Kontynuatorem SamueIsona był Eugene Fama. Doprowadził on w 1965 roku do 
sformal izowania  teor i i  Osborne 'a  jako h ipotezy efektywności rynku twierdząc, że rynek 
efektywny nie musi być rynkiem racjonalnym, a informacj a  odzwierc iedlona przez rynek 
n ie  mus i  być zawsze dokładna. W kolejnych pracach Fama proponuje  alternatywną tezę, 
mówiąc ,  że rynek efektywny j est wtedy, gdy system dokonywan ia transakcj i oparty na do
stępnych informacj ach nie daje  zysków wyższych niż ogólna stopa zwrotu z całości rynku . 
Fama w swoich pracach nawiązywał również do teori i Benoi d  Mandelbrotta dotyczącej 
anal i z  rynku . 

Mandelbrot twierdził, że ceny akcj i podlegaj ą  tak n ieregularnym wahaniom, by 
można było poddać je ścisłym anal izom statystycznym zalecanym przez Bache l iera i Sa
muelsona. Mandelbrot uważał, że akcje  są inwestycją bardziej ryzykowną, n iż dotychczas 
zakładano, że dywersyfikacj a  n ie  może dawać tak dobrych wyników j ak zakładał Marko
witz, że m iary takie, j ak wariacj a  mogą być bardzo niestab i lne i że duże wahania  cen sąsia
duj ą  ze sobą częściej n iż  oczekiwano.  Poglądy te dały początek teor i i  chaosu. 

Kolej ny nurt badań w zakresie rozwoju nowoczesnych finansów związany jest 
z artykułem H arry' ego Markowitza l 2 Portfolio selection (Dobór portfela) opubl ikowanym 
w 1 952  roku. Praca ta dotyczyła konstrukcj i portfe la papierów wartościowych,  spełn iające-

10 Por.: Bernstain P.L. : op.cit .  II Por. : Zielonka P . ,  Tyszka T.: Nowoczesne finanse: efektywność rynku czy finanse behawioral
ne?, Bank i Kredyt 1 1 / 1 999, s. 1 0  12 Por. : Bernstein P.L. : op.cit .  
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go określone przez inwestorów kryteria � zapewniaj ącego największą oczekiwaną stopę 
zwrotu dla danego poziomu ryzyka. 

Podej ście zaproponowane przez H.Markowitza stanowiło wówczas całkowicie od
m ienne od tradycyj nych uj ęć stosowanych w anal iz ie i nwestycj i finansowych.  Na początku 
Drace Markowitza były nie zauważane,  a następnie wzbudziły kontrowersj e. Słabym punk
tem tej teori i (najczęściej wskazywanym) była duża pracochłonność obliczeń związanych 
zjej stosowaniem (Jaj uga K, Kuziak K, Markowski P . ;  1998)i3. 

Koncepcj a  powyższa została rozwinięta przez Sharpe 'a (1964), Litnera (1965) 
i Moss ina (1966). Opracowali oni  model nazywany przez Sharpc'a modelem wyceny dóbr 
kapitałowych i określany w skrócie jako CAPM (Capital Asset Prillcing Model). Model ten 
był połączen iem hipotezy efektywności rynku z matematyczną teorią portfelową M arko
witz,l . Opisuj ąc zachowan ia inwestorów w kategoriach ogólnej równowagi model  CAMP 
zakładał, że są one oparte na rac jonalnych oczekiwaniach . Przyjmowano w n im,  że oczeki
wan ia dotyczące stopy zwrotu są u różnych inwestorów takie same, czy l i  że interpretuj ą  oni  
informacj e w ten sam sposób. Model wyceny dóbr kap itałowych, stanowił duży postęp 
w dziedzin ie finansów. Został on zrealizowany niezależn ie przez trzech badaczy (Peters 
E.E . ,  1997). 

Kolej nym z kontynuatorów teori i Markowitza był James Tobin, który w 1958 roku 
w czasopiśmie  The Review ofEcomomic Studies opubl ikował artykuł dotyczący uproszcze
nia procedur ohliczeniowych j ego teori i .  

Jak podaj ą  K.Jaj uga, K .  Kuziak i P .  Markowski (Jaj uga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski 
P.; 1998(�, James Tobin interesował się rezu ltatami badań prowadzonych przez Markowit
za. Doprowadził on do rozszerzenia wyn ików badań, rozpatruj ąc portfe l  złożony z ryzy
kownych ins trumentów (takich j ak akcje)  i instrumentów wolnych od ryzyka (takich jak 
bony skarbowe czy obl igacje skarbowe) . Badan ia Tobina przyczyniły s ię  do powstania 
koncepcji Capital Market Line, szeroko dziś stosowanej .  

Przełomem w tej dziedzinie okazała się teoria Rol la, w której dowodził on, że mo
de le o postac i takiej jak CAPM nie nadają s ię do testowan ia. Z rozumowan ia Rol la  wynika, 
że model CAPM j est zawsze spełniony w odniesien iu do danych ex post, o ile portfel re
prezentuj ący portfel rynkowy jest ex post portfelem efektywnym . Rol l  argumentuje ,  że  te
sty przeprowadzone z portfe lem innym niż prawdziwy portfe l  rynkowy n ie  są testami mo
delu CAPM, a sprawdzaj ą  j edynie, czy portfel  wybrany jako rynkowy j est efektywny. 
Wnioskiem płynącym z pracy Rol la, jest n iemożl iwość testowan ia teori i  równowagi w ro
dzaj u  CAPM. Nie jest to zarzut obalaj ący teorię CAPM, lecz stwierdzenie braku możl iwo
ści testowania  tego typu modelu  (Zielonka P . ,  Tyszka T., 1999) 15. 

Kolejnym punktem przełomowym w h i stori i finansów było opracowanie mode lu  
wyceny opcj i, którego autorami byl i Fi scher B lack i Myron Scholes .  Model  t en  opubl iko
wany został w 1973 roku . Z jednej strony stanowił on model wyceny, a więc powstał i j est 
stosowany w nadziei uzyskan ia  ponadprzeciętnych dochodów. Z drugiej strony za podsta
wę przy j ego konstrukcj i  posłużył portfel  instrumentów finansowych wolny od ryzyka 
(Jajuga K, Kuziak K, Markowski P.; 1998)16. 

11 Por.: Jajuga K., Kuziak K., Markowski P.: op.cit., s. 4 15 

1-1 Por.: Jajuga K., Kuziak K., Markowski P.: op.cit.. s. 4 1 5  

1 5  Por.: Zielonka P., Tyszka T.: op.cit., s. 1 4  lo Por.: Jajuga K. Kuziak K., Markowski P.: op.cit., s. 4 16 
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Kolej nym osiągnięciem w zakresie analizy rynku była teoria arbitrażu cenowego 
APT Rossa z 1 976 roku. Teoria powyższa stanowiła bardziej ogólne podej ście niż model 
CAPM. Głosiła, że zmiany cen wywoływane są n ieoczekiwanymi  zmianami okreś lonych 
czynników. Stanowiła postawę opisu relacj i nie l iniowych .  W praktyce zastosowano w niej 
standardową ekonometrię .  Teoria APT stanowi alternatywny model wyceny walorów. 

Lata osiemdziesiąte charakteryzowały się badan iami empirycznym i  w zakresie ana
l izy rynku oraz zastosowaniam i  modeli już istn iej ących. 

Jedyną teoretyczną koncepcją, która zyskała w ostatn ich latach sporą popularność ,  
była koncepcj a  postulująca, że  zmienność rynku podlega wahan iom w czas ie,  to  znaczy 
b ieżąca zmienność j est uwarunkowana j ej wcześniej szym i  poziomami .  Genezą tej koncep
cj i był model autoregresywnej warunkowej heteroskedastyczności (ARCH) zaproponowany 
przez Englego ( 1 982). Od tego czasu powstało wiele j ego odmian. Żaden z nich nie wykra
cza jednak poza założenie  o krótkiej pam ięci  procesu. Poza tym każdy z tych model i  da s ię  
pogodzić z którąś z form efektywności  rynku (Peters E.  E. ,  1 997). 

W ostatnich latach zauważa się duże zainteresowanie metodam i anal izy rynku wy
wodzącymi się z nauk matematycznych i fizycznych, związanych z rozwojem technik  
komputerowych. Możemy tu wymienić teorię chaosu, teorię gier, s ieci neuronowe. 

W Polsce najpowszechniej szymi metodami wyceny instrumentów finansowych jest 
analiza fundamentalna, techniczna i portfe lowa. Zostaną one omówione w kolej nym punk
cie tego rozdziału . 

1.2 
Metody wyceny papierów wartościowych 

na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie 

1 .2 .1  
Analiza techniczna 

1.2.1.1 Cel, metody i zakres przedm iotowy analizy technicznej 

W l iteraturze polskiej ,  j ak i zagranicznej spotkać można dużo definicj i  dotyczących 
analizy technicznej .  Dla potrzeb niniej szej pracy podaj emy za J.Murphy (Murphy JJ., 
1 995)17, który mówi, że pod pojęciem analizy technicznej należy rozumieć badanie zacho
wań rynku, przede wszystkim przy użyciu wykresów, którego celem jest przewidywanie 
przyszłych trendów cenowych. 

17 Murphy J.J. : op.cit ., s. l 
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Istniej e  wie le przesłanek dotyczących stosowan ia analizy technicznej do prognozowania 
rynku akcji . 1 8  

W pewnym uproszczeniu można powiedzieć, i ż  anal iza techniczna opiera s i ę  na trzech 
przesłankach (Murphy J. J . ,  1 995) 1 9 : 
l) Rynek dyskontuje wszystko - oznacza to, że kurs spółki j est wyni kową popytu i po

daży, a te z kole i ,  są bezpośrednio zależne od informacj i posiadanych przez kupuj ą
cych i sprzedaj ących . Te zależności prowadzą do stwierdzenia, iż poprzez uczestni
ków obrotu wsze lkie czynniki mogące m ieć wpływ na ocenę atrakcyjności akcji, za
równo fundamentalne, pol i tyczne, j ak i inne znaj dują swoj e  odbic ie w aktualnym ich 
kurs ie .  

2) Ceny podlegają tren dOili - oznacza to, że procesy gospodarcze , j ak i pol ityczne ,  
kształtuj ą s ię w czas ie i podlegaj ą  pewnym okresowym wahan iom.  Poszczególne 
branże oraz spółki poddaj ą  s ię okresowym tendencjom rozwoj owym .  Te zmienne 
kierunki rozwoj u tworzą swego rodzaj u  trendy (wzrostowe, spadkowe lub boczne), 
a kursy akcj i są wypadkową ich wszystkich. 

3) Historia się powtarza - oznacza to, iż założenie, że kurs w przyszłości  zachowuje  
s ię  niemal identycznie niż wcześniej op iera s ię na  stwierdzeniu, że  zachowania osób 
b iorących udział w obrocie w podobnych sytuacjach są podobne . Te zachowania 
oraz wywołujące je rzeczywiste procesy gospodarcze i ekonomiczne znajduj ą swoj e 
jednoznaczne odbicie w przebiegu kursów akcj i .  

Uwzględnienie powyższych przesłanek skłania d o  pewnych konkluzj i , o których 
należy pamiętać przy stosowaniu anal izy technicznej .  Dotyczą one m iędzy innymi wartości 
rynkowych akcj i ,  ich cen, metod anal izy technicznej ,  strategi i inwestycyjnych.l

o 

Analityk techniczny koncentruje s ię przede wszystkim na badan iu zmian kursu ak
cji, w ce lu określenia dalszego ich kierunku . Zmiany te powodowane są przewagą popytu 
nad podażą lub odwrotn ie .  Anal iza techniczna zakłada, że rynek akcj i nigdy nie znajduje 
s ię  w stanie stagnacj i .  Jeże l i  inwestorzy uznaj ą, że kurs akcj i j est niski ,  to natychmiast 
przystępuj ą  do zakupu akcj i . Właścicie le akcj i reagują  podniesieniem ich ceny.  Wyższa 
cena powoduje  spadek popytu , a to z kolei wyhamowuje  tempo wzrostu cen akcji .  Wzrost 
cen akcj i kończy się, gdy inwestorzy uznaj ą, że osiągnęl i  zadowalaj ący zysk i rozpoczynają 
sprzedaż nabytych akcj i .  Początek sprzedaży akcj i powoduje  odwrócenie s ię trendu, czy l i  
spadek i c h  cen. Stosowanie anal izy technicznej umożl iwia koncentrację n a  s i lnych i wy
różniaj ących s ię  tendencj ach trendowych przy jednoczesnym ignorowaniu  tendencj i słab
szych i niestab i lnych. Wychwycenie głównego trendu i pominięcie trendu bocznego po
zwala na uzyskanie  prawdziwego obrazu rynku. 

Przedstawiciele analizy technicznej odrzucaj ą  takie czynniki ,  j ak pol ityka monetarna 
i fiskalna, ogó lny k l imat ekonomiczny, zdarzenia pol ityczne, pozycj a  finansowa spółki, 
sytuacj a  w poszczególnych branżach.  Dane finansowe s ą  wykorzystywane w n iewie lkim 
stopniu .  Wynika to w dużej m ierze z twierdzeń anal ityków technicznych, iż stosowanie 
różnych metod w anal izie finansowej (będącej podstawą anal izy fundamentalnej )  i różno-

IX Spośród publ ikacj i należy przede wszystkim wymienić prace : Tarczyński W . :  op.cit . ,  Pring 
M .1. :  op.c it . ,  Achel i s  S .B . :  op.cit . ,  Murphy .TJ.: op.cit . ,  Socha .T.: op.cit . ,  Czekała M . :  op. cit . , Baryłko 
B., M ikos J.: op.cit .  

1 9 Por. : Murphy 1.1. : op .c it . ,  s .  2-4 
20 Szerzej o tym pisze TarczyI1ski W. : op .cit . .  s. 36  
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rodność badanych firm powoduje  małą porównywalność uzyskiwanych wyników. W anal i 
z ie  technicznej wykorzystuje się głównie wykresy zm iany kursów akcj i ,  wo l umenu obro
tów oraz różnorodne wskaźniki techniczne. 

Wykresy są podstawowymi  narzędziami pracy, za pomocą których anal itycy tech
niczni przedstawiaj ą  dane l iczbowe. Do tego celu używana j est skala arytmetyczna i loga
rytmiczna. W pierwszej z nich ruchy ceny przedstawiane są w równych odległościach. 
w drugiej ruch ceny oznaczony j est w równych odległośc iach dla takich samych zmian pro
centowych.  

Naj bardziej popularne i najczęśc iej używane są następuj ące wykresy (Baryłko B. ,  
Mikos J ,  1 994)2 1 : 

• liniowe, 
• słupkowe, 
• punktowo-symboliczne.  

Naj popularni ej szym w Polsce typem wykresu dla zmian kursów akcj i j est wykres 
liniowy. Przykład takiego wykresu przedstawiono na rysunku 1.1 i 1 .2 .  

Rys. 1 . 1  Przykład wykresu liniowego 

Sesje 

Źródło : na podstawie (Wojewódka M. ,  1 994) . 

Anal izując powyższe wykresy można stwierdzić ,  że na osi poziomej zaznaczane są 
kolej ne sesj e, na p ionowej natomiast - wartość kursu w złotych. Po każdej sesj i  na wykre
s ie zaznacza s ię punkt na wysokości kursu i łączy się go z punktem poprzednim.  W rezulta
cie powstaj e  l in ia  łamana, której wierzchołki stanowią wartośc i kursu akcj i na poszczegól
nych sesjach.  W wyniku czego powstaje tzw. akcjogram, będący wykresem zmian kursów 
akcj i pokazującym historię notowań konkretnego waloru. Wykresy l iniowe są stosowane w 
przypadku j ednol itego kursu dnia, co oznacza, że na poj edynczej sesj i g iełdowej nie wystę
puj e  cena otwarcia, j ej zmiana w trakcie sesj i  oraz cena zamkn ięcia. Wykresy l in iowe nie 

2 1 Por. : B aryłko B . ,  M ikos .l . :  op .cit . ,  s. 82 
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uwzględniaj ą  również wahań dziennych . Maj ą  swoich zwolenn ików wśród osób, które 
twierdzą, że najważniej sze znaczenie w trakcie  dnia sesyj nego ma cena zamknięcia .  

Rys.  1.2 Wykres liniowy cen g iełdowych akcj i spółki Elektrim 

Elektrim 
80 --- - - - - -

70 - - - - - --

60 ------ -

50 -------

40 
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Źródło: opracowanie własne przy pomocy programu AmiBroker. 

Na rynkach, gdzie akcj e  są notowane w systemie c iągłym najwygodniej zi lustrować 
zmiany cen na wykresie słupkowym.  Przykład takiego wykresu d la  1 9  sesj i  przedstawiono 
na rysunku 1.3. 

Rys. 1.3 Wykres słupkowy 

� Kurs minimalny 

Obroty 

Źródło : na podstawie (Baryłko B . ,  Mikos .I . ,  1 994). 
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Wykresy słupkowe przedstawiaj ą  więcej informacj i niż wykresy l iniowe. Oprócz 
kursu zamknięcia prezentowane są na nich zmiany kursu w trakc ie sesj i , tj . kurs maksymal
ny i m inimalny.  Dodatkowo mogą pokazywać wolumen przeprowadzonych transakcj i .  
Wykres słupkowy powstaj e  przez połączenie  odcinkiem kursu naj niższego oraz najwyższe
go w danym dniu (tygodniu, m i es iącu) i zaznaczenie przy pomocy poziomej kreski kursu 
zamknięcia .  Przedstawiają  one zmienność kursów akcj i w pewnym okresie czasu .  

Wykresy punktowo-symbol iczne w anal iz ie technicznej speh1 iają  rolę uzupemiającą 
w stosunku do wykresów słupkowych czy l in iowych.  Wykresy te n i e  przedstawiają  wolu
menu obrotu, a także nie uwzględn iają  czynnika czasu. Stanowią one j edynie  odzwierc ie
dlenie , odpowiedniego do anal izy ruchu cen akcji . Zaletami wykresów punktowo
symbol icznych j est stosunkowo dobre przedstawianie kształtowan ia się cen w przeszłości ,  
a przede wszystki m  możl iwość samodziel nego określania parametrów wykresu w zależno
ści od stosowanej strategi i  inwestowania (Socha J . ,  1998)22 Wykres punktowo
symbol iczny przedstawiono na rysunku lA. 

Rys. 1.4 Wykres punktowo-symboliczny 

X O 

X O X O 

X X O X O ro 
X X c O O X O ID Cl 
X O X O X O 

X O X O 

X 

Czas 

Źródło : na podstawie (Socha .I., 1998). 

Za naj bardziej przydatne w anal izach na rynkach notowań c iągłych przyj muje s ię 
wykresy "świecznikowe" (candlestick), które p ierwszy raz zastosowano w Japonii .  Wykres 
candlestick pokazuje ceny: otwarcia, maksymalną, m inimalną i zamknięcia w postac i słup
ka w taki sposób, aby j ak naj bardziej uwypukl ić re lacje m iędzy ceną otwarcia  i ceną za
mknięcia .  Wykres candlestick d la  spółki Animex zawiera rysunek 1 . 5 . Na rysunku 1.6 po
kazano podstawowy e lement schematu powyższego wykresu. 

22 Por. : Socha l.: op.cit . , s. 288 
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Rys . 1 . 5  Przykład wykresu cand/estickdla spółki Animex 
od sierpn ia 1997 do l i pca 2000 dla okresów tygodn iowych 

8 Hl'lJll>-t""fł'i. 
7 
6 
5 
4 

7 10 1998 4 7 10 1999 4 7 10 2000 4 
Źródło: opracowanie własne przy pomocy programu AmiBroker. 

Rys. 1 . 6  Podstawowy element schematu wykresu cand/estick 

a 

b 

Źródło : na podstawie (Tarczyński W . ,  1997). 

Gdzie poszczególnym l i terom nadano odpowiedn ią interpretację (Tarczyński W . ,  1997)23: 
a) oznacza maksymalną cenę akcj i w rozpatrywanym okresie, 
b) oznacza minimalną cenę akcj i w rozpatrywanym okresie, 
c) oznacza cenę otwarcia  albo zamknięcia (większą), 
d)  oznacza cenę otwarcia  a lbo zamknięcia (mniej szą), 

7 

e) oznacza różnicę między ceną otwarcia  a ceną zamknięcia (w zależności od sytuacj i  
wnętrze figury jest b iałe albo czarne). 

23 Opisał to w sposób wyczerpuj ący Tarczyński W. : op.cit . ,  s .  45-49 
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22 Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Z punktu widzen ia  M .Głowackiego (Głowacki M . ,  1995)24, elastyczność analizy 
technicznej sprawia, że przy konstrukcji wykresów można stosować różne horyzonty czaso
we. W zależności od potrzeb tworzy się więc wykresy jednodniowe, tygodniowe i miesięcz
ne. Różny horyzont czasowy wykresów pozwala na bardzo dynamiczne i długofalowe spoj
rzenie na analizowane trendy. Manipulowanie czasem umożliwia analitykom obserwację 
tendencji rynkowych nawet z perspektywy kilkudziesięciu lat. 

1. 2 .1 . 2 E lementy klasycznej ana l izy techn icznej 

W l iteraturze przedmiotu dokonuj e  s ię podziału na klasyczną oraz nowoczesną ana
l izę techn iczną (Głowacki  M . ,  1995)25. Klasyczna analiza techniczna ma swoje korzenie w 
teorii Charlesa Dowa sformułowanej około 1 900 roku . Podstawą jej są badania h istorycz
nego kształtowania  się cen akcj i i wo lumenu obrotów. 

Klasyczna anal iza techniczna obej muje (Głowacki M . ,  1995)26: 
• analizę trendu, 
• analizę formacji, 
• analizę wartości obrotów, 
• teorięfal i cykli. 
Trendem, określamy tendencję ruchu cen papieru wartościowego w określonym kierun

ku w stosunkowo długim okresie czasu (Lechowicz A . ,  Mączka W. ,  1 994)27. Wyróżni ć  
można trzy trendy: malej ący, rosnący, horyzontalny. Każdy z n i ch  składa s ię z trendów 
krótszych.  Złożoność ta powoduje ,  że wyodrębnia s ię trzy różne stopn ie  trendu. Najważ
niej szy, to trend główny, który określa kierunek. Składową tego trendu są trendy wtórne, 
które z kolei  składają  s ię z trendów mniej szych. 

To zj awisko stanowi podstawę anal izy technicznej .  Każdy z trendów może być wy
korzystany do przewidywania  zachowania  się kursów w przyszłośc i .  Praktyczne wykorzy
stanie poszczególnych stopn i  trendu i podej mowanie  na tej podstawie  decyzj i  inwestycyj 
nych j est uzależnione od  indywidualnej strategi i  inwestora. Trend może. być rosnący, spad
kowy l ub stagnacyjny .  Trend rosnący, to taki ,  w którym dolne granice spadków cen da s ię 
połączyć l in ią prostą która kieruj e  się do góry. Trend spadkowy (malejący) ma miej sce 
wtedy, gdy górne granice wzrostów cen da s ię  połączyć l inią prostą, która skierowana jest 
w dół. L in ie  okreś laj ące trend nazywa s ię  l in iami trendu. 28 

Równoległe ukształtowanie  s ię l in i i  trendu nosi  nazwę kanału trendowego. Linia 
górnego ograniczenia  kanału trendowego nazywa s ię  linią oporu, a dolna linią wsparcia. 
Przykłady poszczególnych rodzaj ów trendów przedstawiaj ą  rysunki 1.7, 1.8 i 1.9. 

24 Podano za Głowacki M. : Metody inwestycyjne na Iynku papierów wartościowych. Bank i Kre-
d)'t 7-8/ 1 995,  dodatek ABC 1 4/ 1 995 ,  s. 10 

25 Por. : Głowacki M . :  op.c it 
26 Por. : Głowacki M . :  op.cit . , s. 1 4  
27 Podano z a  Lechowicz A . ,  Mączka W . :  op.cit . .  s .  1 1 7 
2R Szerzej na temat trendów można znaleźć w pracach m. in . : Tarczyński W. : op. cit. , s. 50-54, 

Murphy JJ.: op .ci t . , s. 26-3 1 ,  Pring M.I.: op.cit . , s . 1 1 - 1 3  
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Rys.  1 .7 Ceny akcj i spółki Irena w okresie od styczn ia  2000 
do sierpn ia 2000 z zaznaczonymi okresam i  trendu wzrostowego 
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Źródło : opracowan ie własne przy pomocy programu AmiBroker 
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Rys. 1 . 8  Ceny akcj i  spółki Bakoma w okresie od styczn ia  2000 
do sierpn ia  2000 z zaznaczonym kanałem trendu spadkowego 
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Źródło : opracowanie własne przy pomocy programu AmiBroker. 
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Rys . 1 . 9  Ceny a kcj i spółki Ocean w okresie od styczn ia  2000 do sierpnia 2000 
z zaznaczonym okresem trendu stagnacyjnego 
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Źródło : opracowanie  własne przy pomocy programu AmiBroker. 

Kolej nym, ważnym narzędziem w anal izie technicznej j est wsparcie i opór.29 Poję
ciom tym analitycy techniczni przypisuj ą  często ważne znaczenie .  Wynika to z faktu, że 
opór i wsparcie  są n iezbędnymi narzędziami wykorzystywanym i  przez inwestorów. Dzięki 
ich prostej zasadzie konstrukcj i są bardzo często spotykane w anal izie wykresów. Lin ie 
oporu i wsparci a  w trendzie wzrostowym przedstawiono na rysunku ] . 1 0 .  

Punkty b i d wyznaczaj ą  poziomy wsparc ia, którymi są zazwyczaj dna  poprzednich 
spadków. Punkty a i c wyznaczaj ą  poziomy oporu, którymi  są na ogół szczyty poprzednich 
zwyżek. 

Linia oporu powstaj e  wtedy, gdy występuje  przewaga podaży nad popytem zapo
b iegająca dalszemu wzrostowi kursu. W efekcie takiej sytuacj i występuje  początkowo za
trzymanie s ię  kursu a następnie j ego zniżkowanie .  Natomiast przewaga popytu nad podażą 
j est powodem ukształtowania s ię l i n i i  wsparcia, która zatrzymuje spadek kursu .  Lin ie 
wsparcia  i oporu udzie laj ą  wiele ważnych wskazówek oraz informacj i d la  tych inwestorów, 
którzy dokonuj ą  prób c iągłego ich wykreślania. Można powiedzieć, że l in ie  te są specy
ficznym testem wskazującym na zmiany w kierunku trendu. 

29 Zagadnienie l in i i  wsparcia  i oporu z teoretycznego punktu widzenia w sposób szczegółowy 
omawia Murphy JJ . :  op.cit . ,  s. 5 8-68, natomiast praca W. Tarczyńskiego : op .cit . ,  s. 54-59 omawia 
problematykę wsparcia  i oporu na przykładzie Giełdy Papierów Wartościowych w Warszawie. 
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Rys. 1 . 10 Lin ie  oporu i wsparcia w trendzie wzrostowym 

Lin ia wsparcia 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Źródło : na podstawie (Murphy J. J. , 1 995). 

Zasada i nterpretacj i sygnałów zapowiadaj ących zmianę k ierunku trendu przedstawia  
s ię  w następuj ący sposób (Głowack i  M . ,  1 995 )30: 

• gdy w trendzie rosnącym nie została przekroczona wcześniejsza linia oporu i nastą
pił spadek kursu poniżej linii wsparcia jest to sygnałem rynku niedźwiedzia, 

• gdy w trendzie malejącym nie została przekroczona wcześniejsza linia i nastąpił 
wzrost kursu ponad linię oporu jest to sygnałem rynku byka. 
Tendencj e  na rynku akcj i danej spółki mogą być zatrzymane lub odwrócone ma po

ziomie l i n i i  wsparcia.  Jeże l i  kurs akcj i zatrzymuj e  s ię  na poziomie wsparc ia  j est to sygnał 
d la  inwestora do zakupu akcj i .  W przypadku znacznego przebic ia l in i i wsparcia  w dół nale
ży spodziewać się s i l nego spadku kursu. Na l i n i i  wsparcia  popyt na akcj e  j est na tyle s i lny, 
że przeciwdziała dalszemu spadkowi cen. Podobnie ,  j ak l in ia  wsparc ia  j est barierą d la  
spadku cen akcj i l in ia  oporu stanowi barierę dla dalszego wzrostu cen .  L in ia  oporu stanowi 
wyznacznik, przy którym podaż akcj i j est na tyle wysoka, że przeciwdziała dalszemu wzro
stowi cen. 

Linie wsparcia  i oporu często zam ieniaj ą  s ię miej scami .  Linia wsparcia  przechodzi 
w l in ię  oporu i na odwrót. Przekroczenie l i n i i  o więcej niż 3% stanowiący próg bezp ieczeń
stwa j est odbierane j ako sygnał zakupu lub sprzedaży. Gdy ceny akcj i rosną zbyt gwałtow
nie ,  i nwestorzy oczekuj ą  na korektę techniczną lub odwrócenie  s ię  trendu. 

Kolej nym, popularnym poj ęciem w używanym w analizie techn icznej j est linia tren
du. Jest to prosta kreślona na wykresie pomiędzy przynaj mniej dwoma punktami  zwrotny
m i  kursu .  Trend jest tym s i ln iej szy i m  więcej obej muje punktów zwrotnych kursu w j ak 
naj dłuższym przedziale czasowym .  

M.  Głowacki (Głowacki M. ,  1 995 )3 1 zauważa, ż e  w przypadku l i n i i  trendu . ogólna 
zasada generowan ia  sygnałów transakcyjnych j est następuj ąca: 

• spadek poniżej rosnącej linii trendu jest sygnałem sprzedaży, 
• wzrost powyżej malejącej linii trendu jest sygnałem kupna. 

311 Podano za Głowacki M . :  op.cit . ,  s . 1 1  
3 1 Por. : Głowacki M . :  op.cit . ,  s .  1 2  
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W celu prawidłowej identyfikacj i sygnałów kupna lub sprzedaży określonych walo
rów mogą być stosowane dodatkowo inne narzędzia, tj . fi ltry czasowe i cenowe. Dla fi ltru 
czasowego wyznacza się procentową zmianę kursu od punktu, w którym nastąpiło przekro
czenie  l in i i  trendu. Dla cenowego zaś okreś la się l iczbę sesj i, podczas których kurs prze
kroczył l in ię  trendu i przebywał poza nią. W praktyce dla zabezpieczeni a  się przed podję
ciem niewłaśc iwej decyzj i wystarczaj ący j est fi ltr czasowy z dwóch kolej nych sesj i .  

O możliwości zmiany trendu może świadczyć zwolniona l in ia  trendu lub wachlarz 
(rysunek l . l 1 , 1 . 1 2) .  

1 7  

1 6  

1 5  

1 4  

1 3  

1 2  

1 1  

1 0  

9 

Rys. l .  1 1  Ceny akcj i spółki Bielbaw w okresie od styczn ia  2000 do sierpn ia  2000 
z zaznaczoną zwoln ioną l i n ią trendu 
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Źródło : opracowanie własne przy pomocy programu AmiBroker. 

Zwolniona l in ia trendu i wachlarz stanowią kontynuacj ę  l in i i  trendu głównego. 
Kontynuacj a  przebiega j ednak w zwolnionym tempie .  

W rzeczywistości zdarza s ię często, że l inie trendu przyspieszaj ą  lub zwalniaj ą  
i przybieraj ą  kształt hiperbol i .  Często n a  rynku maj ą  miej sce tzw. pułapki ,  czy l i  kresy, 
w których następuj e  wybic ie się cen akcj i ponad l in ie trendu, a następnie powrót do po
przedniej tendencj i .  

Kolej nym narzędziem wykorzystywanym w anal izie technicznej j est kanał trendu. 
Szczególna przydatność kanałów trendu polega na ich wczesnym wykryciu .  Dyspozycj e  
kupna lub sprzedaży należy wydawać w tym czasie, gdy kurs akcj i znaj duje s ię  w kanale 
trendu . Powstaj e  on w ten sposób, że do l in i i  trendu prowadzi się równoległą do niej l in ię 
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zamykającą wszystkie ruchy kursu giełdowego. Przekroczenie wyznaczonego w ten sposób 
pola j est sygnałem transakcyjnym. Dla trendu rosnącego przekroczenie danej linii kanału 
jest sygnałem zmiany kierunku trendu na malejący i konieczności dokonania sprzedaży. 
W przypadku natomiast trendu malejącego przekroczenie górnej l inii  kanału j est zapowie
dzią rynku wzrostowego i j ednocześnie sygnałem kupna. Przykład kanału trendu przedsta
wia rysunek 1 . 1 3 .  

Rys. 1 .  1 2  Ceny akcji spółki Pol ifarb w okresie od stycznia 2000 d o  sierpnia 2000 
z zaznaczonym wachlarzem l i n i i  trendu 

Pol ifarb 
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Źródło : opracowanie własne przy pomocy programu AmiBroker. 

Rys. 1 . 13 Przykład kanału trendu spadkowego 

a 

Źródło : na podstawie (Murphy J. J. , 1 995) .  
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Użytecznym narzędziem w analizie technicznej j est analiza formacj i .  Formacje  sta
nowią pewne powtarzające się układy geometryczne ukształtowane przez l inię kursu. Wie
loletnie obserwacje  i doświadczenie analityków pozwol iły na wyodrębnienie i opisanie 
układów charakteryzujących się stosunkowo dużą regularnością. I dentyfikacja  i wyodręb
nienie tych form pozwala na przewidywanie z dużym prawdopodobieństwem biegu wyda
rzeń w przyszłości (Lechowicz A. ,  Mączka W. ,  1 994)3

2
. 

Formacj e  są powszechnie stosowanymi  narzędziami służącymi do prognozowania 
kierunków trendu. Wszystkie formacje  zostały podzielone na te, które zapowiadają  zmianę 
kierunku trendu oraz te, które zapowiadają  kontynuację  kierunku trendu. 

Formacje  zapowiadaj ące zmianę kierunku trendu charakteryzuj e  stosunkowo długi 
okres trwania. Czas kształtowania się tych formacj i rozciąga s ię od trzech m iesięcy do ro
ku. Tak kształtowane formacje  zapowiadają  z dużym prawdopodobieństwem poprawności 
kierunek zmiany trendu. 

Do formacj i sygnalizujących możliwość zmiany kierunku trendu należą (Głowacki 
M. ,  1 995)33 : 

• głowa i ramiona oraz odwrócona głowa i ramiona, 
• litery V i odwróconej litery V, 
• potrójne dno i trzy szczyty, 
• podwójne dno i dwa szczyty, 
• spodek i odwrócony spodek, 
• szpilka i odwrócona szpilka. 

Formacje  zapowiadające kontynuację  kierunku trendu są to formacje  o dość krótkim 
okresie trwania, tj . od trzech tygodni do trzech m iesięcy. Spełniają  one rolę korekty tech
nicznej przed kontynuacją  kierunku trendu. 

Należą do nich następuj ące formacje (Głowacki M. ,  1 995)34 : 
• trójkątne (symetrycznego trójkąta, wznoszącego się trójkąta, opadającego trójkąta, 

rozszerzającego się szczytu), 
• diamentu, 
• prostokąta, 
• flagi, 
• proporca, 
• klina. 

Przykłady wybranych formacj i przedstawiają  rysunki na następnej stronie. 

Formacje V i odwróconego V są najprostszymi formacjami występującymi na rynku. 
Zarówno występujący w nich spadek, jak i wzrost następuje  pod tym samym kątem .  For

macje  tego typu zaliczane są najbardziej ryzykownych wskaźników giełdowych. Formacja 

V może sygnal izować wzrost cen akcj i zwłaszcza, gdy prawe ramię przebij e  l inię oporu lub 

zapowiada zmianę trendu. Formacja  odwróconego V może zarówno oznaczać spadek cen, 

zwłaszcza, gdy j ej prawe ramię przebija  l inię wsparcia lub j est wyznacznikiem zmiany 

trendu. 

32 Por. : Lechowicz A. ,  Mączka W . :  op.cit . , s .  1 1 8 
33 Podano za Głowacki M . :  op.cit . ,  s. 1 3  
34 Podano za Głowacki M . :  op .cit . ,  s .  1 3  
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Rys. 1 . 14 Przykład formacji odwróconej litery Vdla spółki Boryszew 
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Źródło : opracowanie  własne na podstawie programu AmiI3roker. 

Rys. 1 . 15 Przykład formacji litery Vdla spółki Compensa 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Rys. 1 . 16 Przykład formacji głowy i ramion dla spółki Rafako 

Rafako 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Jest to formacja odwrócenia trendu, którą tworzą trzy lokalne szczyty, czyl i  lewe 
ramię, głowa i prawe ramię. Szczyt głowy powinien być j ednocześnie najwyższym punk
tem całej formacj i .  Najwyższe obroty utrzymują  się w trakcie tworzenia lewego ramienia. 
Ponowny wzrost aktywności obserwowany jest przy szczycie głowy, przy czym obroty 
powinny być n iższe od towarzyszących lewemu ramieniu. Przy tworzeniu prawego ramie
nia wolumen obrotów powinien być najniższy. Ponowny wzrost aktywności obserwowany 
j est przy doj ściu i przebiciu linii szyi .  Potencjalny zasięg spadku wyznacza wysokość gło
wy odmierzona w dół od punktu przebicia linii szyi .  Formacja  głowy i ramion należy do 
j ednej z bardziej wiarygodnych formacj i .  Formacja odwróconej głowy jest formacją od
wrócenia trendu, którą tworzą trzy lokalne dna, czyl i  lewe ramię, głowa i prawe ramię. Dno 
głowy powinno być j ednocześnie najniższym punktem całej formacj i .  Najwyższe obroty 
utrzymuj ą  się przy formowaniu dna lewego ramienia oraz głowy. Nieznaczny wzrost ob
rotów ma miej sce przy punktach stycznych z linią szyi .  Najniższa aktywność notowana j est 
przy dnie prawego ramienia i gwałtowanie wzrasta przy doj ściu i przebiciu linii szyi .  Mi
nimalny zasięg wzrostu wyznacza wysokość głowy odmierzona od punktu przebicia linii 
szyi . 

Formację podwójnego szczytu (rysunek 1 . 1 7) charakteryzuj e  kształt litery "M". Jak 
sama nazwa wskazuj e  tworzy j ą  układ dwóch szczytów, gdzie oddzielaj ące j e  minimum jest 
j ednocześnie punktem wybicia z formacj i .  Na wykresie, dwóm naj wyższym szczytom to
warzyszy wzrost obrotów, przy czym obroty na drugim szczycie są zazwyczaj niższe. Mi
nimum cenowe podkreśla natomiast bardzo wyraźny spadek aktywności. Kolej ny przyrost 
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obrotów może mieć miej sce przy wybiciu z samej formacj i .  Zasięg spadku wyznacza odle
głość pomiędzy l inią dwóch szczytów a naj niższym punktem formacj i odmierzona od 
wspomnianego minimum. 

6 ,8 

6 ,4 

6 ,0 

Rys. 1 . 17 Przykład formacji podwójnego szczytu dla spółki Famot 

Famot 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - j - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _ . 

5 ,8 - - - - - - - - - - - -

5 ,2 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

obroty 

2000 0 1  02 03 04 05 

..... �--, . _, ... . . . . -J-:�� - - - - - - - ::  '1P-� -
�"". -\ , . 

cena akcji . 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

06 07 08 

Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 

Rys. 1 . 18 Przykład formacji podwójnego dna dla spółki KGH M  
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Formację podwójnego dna (rysunek 1 . 1 8) charakteryzuje  kształt l itery "W". Wy
znaczaj ą j ą  dwa i stotne minima, oddzielone lokalnym szczytem,  który wyznacza jednocze
śnie poziom wybicia z formacj i .  Oprócz kształtu, charakterystyczne dla tej formacj i  j est 
również zachowanie wolumenu, który zazwyczaj j est naj wyższy przy tworzeniu pierwsze
go dna oraz przy podej ściu do szczytu. Na drugim dnie obroty są natomiast wyraźnie niż
sze, a ich ponowny wzrost obserwowany jest przy ostatecznym wybiciu z formacj i .  Zasięg 
wzrostu wyznacza odległość pomiędzy l in ią dwóch minimów a najwyższym punktem for
macj i odmierzona od wspomnianego szczytu. 
Kolejną formację  stanowi formacja spodka (rysunek 1 . 19 ) .  

Rys. 1 . 19 Przykład formacji spodka dla spółki Kredyt Ban k  
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 

Jest to formacja odwrócenia trendu, którą stanowi często wielomiesięczna konsol i 
dacja poprzedzona s i lnym trendem spadkowym. Zamiast trendu bocznego przybiera ona 
jednak bardziej zaokrąglony kształt. Jest to wynik  łagodnego wytracania impetu spadkowe
go, po czym po osiągnięciu nowego minimum w obszarze połowy formacj i ,  następuje  
wzrost z sukcesywnie rosnącą dynamiką. Trudnością, j aka poj awia s ię w przypadku forma
cj i spodka jest określenie poziomu wybicia z samej formacj i .  B ardzo charakterystyczne są 
tutaj również zmiany obrotów, które przybierają identyczny kształt z wyglądem samej for-
macJ ! .  

I nny rodzaj formacj i stanowią[ormacje trójkątów (rysunek 1 .20, 1 .2 1 ) . 
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Rys. 1 . 20 Przykład formacji trójkąta zwyżkującego d la  spółki ces 
css 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Rys. 1 . 2 1  Przykład formacji trójkąta zniżkującego d la  spółki Kruszwica 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Formacje  trójkątów występuj ą  zarówno jako formacje  odwrócenia i kontynuacj i  
trendu. Są t o  formacj e naj częściej spotykane, jednocześnie naj mniej pewne. Czynnikiem 
decyduj ącym jest kierunek wybicia względem poprzedzaj ącego ruchu.  Cechą charaktery
styczną dla trójkątów prostokątnych j est horyzontalny przebieg j ednej z l i n i i  (szczytów lub 
dołków), druga l in ia  przebiega wzdłuż malej ących szczytów lub rosnących minimów. Wo
lumen obrotów w trakcie tworzenia samej formacj i powinien maleć .  S i lny przyrost wolu
menu powinien natomiast towarzyszyć wybiciu z formacj i n iezależnie od j ego kierunku. 
Wybicie z trójkąta powinno nastąpić w odległości od połowy do 2/3 odległości od mo
mentu tworzenia trójkąta do j ego wierzchołka. Zasięg ruchu wyznacza wysokość trójkąta 
m ierzona od punktu wybicia .  

Kolejną grupę formacj i stanowią formacje  zapowiadaj ące kontynuacj ę  trendu. 
D o  grupy powyższej zal icza s ię następuj ące rodzaje formacji: klina, flagi, chorągiewki, 
kwadratu, prostokąta oraz diamentu. 

Rys. 1 . 22 Przykład formacji klina rosnącego d la spółki Permed ia 
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Źródło : opracowan ie własne na podstawie programu AmiBroker. 

Kliny (rysunek 1 .22) należą do grupy formacj i kontynuacj i trendu. Okres ich kształ
towania  j est różny od dwóch, trzech tygodni do np. dwóch miesięcy.  Kształt formacj i wy
znaczaj ą  dwie zbieżne l in ie przypominaj ące kształtem formacje  trójkątów, z tą różnicą, że 
obie l in ie  są nachylone w tym samym kierunku,  jednak przeciwnie do poprzedzającego 
trendu. Utrzymujący s ię pierwotnie na wysokim poziomie wolumen obrotów, zazwyczaj 
malej e  od momentu wej ścia w formację .  Ponownie s i lny wzrost aktywności  powinien to
warzyszyć wybiciu .  Kliny zazwyczaj poj awiają  się w połowie s i lnych ruchów cenowych, 
stąd zasięg wzrostu wyznacza wysokość poprzedzającej fal i  m ierzona od punktu wybicia 
z formacj i .  
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Rys. 1 .23 Przykład formacji flagi opadającej dla spółki Oborn iki 
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Zródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 

06 07 

35 

08 

Flagi (rysunek 1 .23 )  są kolej nym przykładem formacj i z grupy kontynuacj i trendu .  
Okres ich kształtowania j est stosunkowo krótki ,  od ki lku sesj i  do trzech, czterech tygodn i .  
Kształt formacj i wyznaczaj ą  dwie równoległe l i n i e  przyjmuj ące nachylenie przeciwne do 
poprzedzaj ącego trendu. Utrzymujący się p ierwotnie na wysokim poziomie  wolumen ob
rotów, zazwyczaj malej e  od momentu wej śc ia w formacj ę .  Ponownie s i lny wzrost aktyw
ności powinien towarzyszyć wyb iciu .  Flagi zazwyczaj poj awiaj ą  s ię w połowie s i lnych ru
chów cenowych, stąd zas ięg wzrostu wyznacza wysokość poprzedzającej fal i  (masztu) mie
rzona od p unktu wybic ia  z formacj i .  

Chorągiewki (rysunek 1 .24) należą d o  grupy formacj i kontynuacj i  trendu.  Okres ich 
kształtowania  j est stosunkowo krótki, od ki lku sesj i  do trzech, czterech tygodni .  Kształt 
formacj i wyznaczaj ą  dwie zbieżne l in ie przypominające kształtem formacj e  trójkątów rów
noramiennych. Utrzymujący się p ierwotnie na wysokim poziomie wolumen obrotów, za
zwyczaj malej e  od momentu wej śc ia w formację .  Ponownie,  s i lny wzrost aktywności po
winien towarzyszyć wybiciu .  Chorągiewki zazwyczaj poj awiaj ą  s ię  w połowie s i lnych ru
chów cenowych, stąd zasięg wzrostu wyznacza wysokość poprzedzającej fal i  (masztu) mie
rzona od punktu wybic ia z formacj i .  

Formacje kwadratów l ub prostokątów (rysunek 1 .25)  powstają,  gdy ceny akcj i 
m ieszczą s ię  w ułożonym poziomo kanale trendowym. Ich s iłę potwierdza również zgod
ność lub n iezgodność kursów i obrotów. 
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Rys. 1 . 24 Przykład formacji chorągiewki opadającej d la  spółki Cersan it 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBrokcr. 

Rys. 1 . 2 5  Przykład formacji prostokąta dla spółki TPSA 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Rys. 1 . 26 Przykład formacji diamentu dla spółki Prozmeat 
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Źródło : opracowan ie własne na podstawie programu AmiBroker. 

Formacje diamentó�v (rysunek 1.26) mogą występować j ako formacj e  odwrócenia 
lub kontynuacj i dotychczasowego trendu. Ostatecznie decyduje  o tym kierunek wybic ia  
z formacj i względem poprzedzającego trendu. Punkty zwrotne w samej formacj i wyzna
czaj ą  l in ie  rombu (diament) . Początek formacj i j est niekiedy mylony z początkiem kształ
towan ia  głowy i ramion. Do połowy d iamentu wolumen obrotów zazwyczaj maleje ,  przy 
czym aktywność n ieznacznie wzrasta w trakcie  lokalnych szczytów i malej e  d la  lokalnych 
min imów. W drugiej połowie, aktywność nieznacznie wzrasta, przy czym wyraźny wzrost 
obrotów ma miej sce przy ostatecznym wybic iu z formacj i .  Zasięg ruchu wyznacza szero
kość d iamentu m ierzona od punktu wybicia .  

W celu dokonan ia poprawnej anal izy i prognozy kursów akcj i konieczne j est posłu
giwanie się ceną połączoną z wartościami obrotów.  Łączenie wartości  obrotów z s iłą trendu 
pozwala na wyc iągnięcie następuj ących wniosków (Głowacki M . ,  1 995 )35 :  

• rynek giełdowy ma duty potencjał gdy występują wysokie wartości obrotów, 
• rynek giełdowy ma mały potencja! gdy występują małe l1/arto.\:ci obrotów. 

Wartości obrotów dla różnych kierunków trendu mają  cechy: 
• w trendzie rosnącym gdy kurs rośnie i obroty rosną, a gdy kurs maleje i obroty maleją, 
• w trendzie malejącym gdy kurs maleje obroty rosną. a gdy kurs rośnie obroty maleją. 

Kolej ną rzeczą, którą należy uwzględn iać przy anal iz ie inwestycj i  w akcje jest ana
l iza fal i cyk l i .  Cykliczność na rynku papierów wartościowych j est przedmiotem badań 

35 Głowacki M . :  op.cit . ,  s. 1 4  
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wielu ekonomistów. Naj ważniej sze dla tego zjawiska wnioski sformułowali Charles H. 
Dow, który j est twórcą teor i i  cykl i  kursów akcj i oraz Ralph N. El l iott, który j est twórcą 
teori i  fal .  Dow uważał, że większość kursów akcj i będzie wykazywała ruch w tym samym 
kierunku co cały rynek. 

Dow wyodrębnił trzy kategorie trendu: główny, wtórny, krótkookresowy. Przed
miotem j ego zainteresowania  były przede wszystkim trendy główne, trwające zazwyczaj 
ponad rok, a nawet k i lkanaście lat. Trend wtórny, czy l i  średniookresowy stanowi korektę 
trendu głównego i na ogół trwa od trzech tygodni do trzech miesięcy. Trendy mniej sze 
krótkookresowe trwaj ą  zwykle n iespełna trzy tygodnie i stanowią krótkie korekty trendu 
wtórnego (Murphy J .  J . ,  1 995)36. Dow wychodzi z założenia, że zmiany kursów większośc i 
akcj i są zgodne z ogólnymi tendencj ami  występuj ącymi na giełdzie .  Gdy panuj e  hossa kur
sy w iększości akcj i (ok. 75%) idą w górę, przy bessie natomiast kursy (ok. 90%) spadaj ą. 

Druga z teor i i  zachowania s ię  rynku papierów wartościowych została stworzona 
przez Ralpha N. El l iotta, który uznał, że pewne cykle występuj ące w przyrodzie mogą po
służyć do opisan ia  cykl i  na rynku giełdowym,  a także do prognozowan ia .  E l l iott ustal ił, że 
trend wzrostowy składa s ię  z p ięciu fal głównych, trend zniżkowy zaś składa s ię z trzech fal 
głównych.  Na podstawie swoich obserwacj i  i przemyśleń stworzył bardzo rozbudowaną 
teorię fal połączoną z c iągiem l iczbowym włoskiego matematyka - Fibonacciego. Ralph 
E l liott zauważył, że kursy giełdowe, a także inne ceny na rynku finansowym wzrastaj ą  
i spadaj ą  według powtarzaj ącego s ię wzoru fal .  

Szerzej na temat powyższych zagadnień traktuj ą następuj ące pozycj e  (Tarczyński 
W . ,  1 99i7 ; Achel i s  S. B . ,  1 99838 ;  Czekała M., 1 99839 ;  Murphy J J. , 19954°; Gate\y E. ,  
1 9994 1 ) .  

1.2.1.3  Wskaźn iki stosowane w nowoczesnej ana l iz ie technicznej 

Z punktu widzenia Głowackiego (Głowacki M . ,  1 995), nowoczesna anal iza tech
n iczna j est to analiza, która wykorzystuj e  technikę komputerową oraz różnego rodzaj u  
wskaźniki ,  które obrazuj ą  stan rynku giełdowego, generując sygnały kupna i sprzedaży. 
B iorąc pod uwagę konstrukcj ę  powyższych wskaźników wyróżnić  można następuj ące ich 
grupy (Głowacki M., 1 995)42: 

• oparte na cenie, 
• oparte na wartości obrotów, 
• łączące elementy ceny i obrotów. 

Wskaźniki  są szeregami czasowymi obl iczanymi na podstawie  wzorów matema
tycznych i podstawowych danych l i czbowych gromadzonych dla papierów wartościowych. 
Powodem tworzenia wszystkich wskaźników j est m . i n . :  wspomaganie uczestników giełdy 

3(\ Zagadnienie to szczegółowo opisał Murphy J .J . : op.cit . ,  s .  24-34 
37 Tarczyński W. : op.cit . , s .  33-67 i 1 50- 1 6 5  
3R AcheIis S.B. : op.cit . , s .  7-25 
39 Czekała M. : op.cit . ,  s .  32-3 8 i 73-78 
40 Murphy JJ.: op.cit . , s .  24- 1 72 
4 1 Gately E.: Cena i czas. Zarys metod analizy technicZ1lej, Wig Press,  Warszawa 1 999, s. 29-54 

i 67- 1 0 1  
42 Por. : Głowacki M . :  op.cit . ,  s .  7 
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w podej mowaniu  decyzj i .  Wskaźniki są konstruowane po to, by przetworzyć i uwypukl ić 
informacj e  zawarte w kurs ie i przedstawić  j e  w okn ie wykresów w postaci graficznej . Nie 
zawieraj ą  one żadnych nowych informacj i ,  są j edynie bardziej przej rzystą i łatwiej szą do 
z interpretowania formą tego samego zagadnienia.  

Ogólny podział wskaźników przedstawia s ię następuj ąco (Głowacki M.,  1 995t3 ; 
• średnie ruchome, 
• momentum, 
• oscylatory , 
• mieszane (łączące elementy ceny i obrotów) .  

W ramach wyżej wymienionych wskaźn ików do analizy decyzj i  inwestycyj nych 
wykorzystuj e  s ię naj częściej średnie ruchome, wstęgę Bo l I ingera, MACO, ROC, Momen
tum, RSI oraz wskaźnik OBY. 

Rys. 1 . 27 Przykład średnich ruchomych dla spółki Agora 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Średnie  ruchome są stosowane do wyl iczenia przeciętnej wartości  kursu lub wskaź
n ika w dowolnie wybranym przedziale czasowym. Ponieważ oryginalny d iagram l in iowy 
cechuje  się z reguły dużą nieregul arnością obl i czeni e  średniej wartości  kursu pozwala na 
sporządzenie wykresu w postaci wygładzonej , a tym samym bardziej czytelnej . Niwelacja  
mniej szych wahań kursu pozwala na wyel i minowanie  fałszywych sygnałów oraz obserwa
cję podstawowego trendu. D iagram średniej powinien być tak wykonany aby typować je
dynie  i stotni ej sze zmiany kursu, sygnal izujące kupno bądź sprzedaż danego papieru warto-

43 Podano za Głowacki M . :  op.cit . ,  s .  8 
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ściowego. Jeżel i  wykres kursu przebij a  krzywą średniej z góry stanowi to sygnał do sprze
daży. Sytuacj a  odwrotna, gdy wykres kursu przec ina krzywą średniej od dołu stanowi 
symptom podj ęcia decyzj i  o zakupie papieru wartościowego . 

Do podstawowych średn ich wykorzystywanych najczęściej w anal izie technicznej 
zal i cza s ię44 : 

• średnią arytmetyczn(b 
• średnią ważon(b 
• średnią wykładniczą. 

Przykłady powyższych średnich dla spółki Agora zawiera rysunek 1 .27 .  
Wstęgi Bol I ingera służą do prognozowania  term inu, w którym zakończy s ię wzrost 

lub spadek notowań giełdowych . 
Przy konstruowaniu  wstęgi Bol I ingera (rysunek 1 .28) bierze s ię  pod uwagę wartość 

przesunięcia czasowego dla danej średniej ruchomej . Wykres powinien zawierać obok l in i i  
kursu akcj i ,  okreś loną średnią ruchomą. Kolej ną czynnością j est obliczenie odchylenia 
standardowego z określonym przesunięciem. Można to zapisać następuj ącym wzorem 
(Tarczyński W. ,  1 997)45 : 

S il _l_ x i (xi - �tn ) 2  t - I i � ll - l+1 

gdzie :  
S il - oznacza kolejną wartość odchylenia standardowego zmieniąjącą s i ę  od  t do I iczby notowań, 
t - oznacza przesunięcie średniej ruchomej .  
X i  - oznacza wartość ceny akcj i  z i-tej sesj i ,  
Xkll - oznacza odpowiednią kolejną wartość (n-tą) t okresowej średniej ruchomej .  

( 1 . 1  ) 

Wartość odchylenia standardowego malej e  w przypadku stabi l izacj i  kursu akcj i ,  a w 
okresach znacznych wahań rośnie .  Obl iczone według wzoru odchylenie standardowe 
umożl iwia narysowanie dwóch l in i i  wzdłuż średniej ruchomej .  Górna powstaj e  przez doda
nie do bieżących wartości średniej ruchomej podwoj onego odchylenia standardowego, dol
na przez odj ęcie .  W ten sposób zostanie utworzony korytarz o zmiennej szerokości .  Z re
guły wykres kursu m ieści się m iędzy wyznaczonymi  l i niam i .  Jedynie  w momentach gwał
townych zmian zdarza s ię ,  iż kurs przecina ramiona wstęgi .  Te wyjątki są n iezwykle  waż
ne .  Gdy cena akcj i przekracza wstęgę z dołu lub z góry teoria sugeruj e  szybki powrót ceny 
do wstęgi . Inwestor otrzymuj e  sygnał kupna w momencie przebicia przez krzywą kursu 
dolnego ramienia wstęgi .  Natom iast wyłamanie się kursu ponad górne ramię  wstęgi impl i 
kuje sygnał sprzedaży akcj i .  Dodatkowo, za sygnały do kupna lub sprzedaży akcj i można 
przyjąć momenty zbl iżania się l i n i i  ceny akcj i do wstęgi czy utrzymywanie się przez dłuż
szy okres ceny na tym samym poziomie oraz ruch ceny odwrotny do tego, który można 
było zaobserwować przed okresem stab i l izacj i cen/6 . 

44 Lechowicz A. ,  Mączka W. : op.cit . ,  s. 1 22 
45 Por. : Tarczyński W . :  op.c it . ,  s. 1 1 8 
46 Dokładną analizę wstęgi Bol I ingera w oparciu o polską giełdę zawarł w swej pracy Tarczyński 

W . :  op .c it . ,  s .  1 1 8- 1 22 .  Z teorytycznego punktu widzenia problematykę tą omówil i  m . in. : Pring M.J . : 
op.cit . ,  s. 1 08- 1 09, Achel is  S .B . :  op.cit . ,  s. 283-285,  Czekała M . :  op.cit . ,  s. 46-47 
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Rys. 1 . 28 Przykład wstąg Bo//ingera dla spółki Agros 
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Źródło : opracowan ie własne na podstawie programu AmiBroker. 

W praktyce wstęgi BoI l ingera są naj częściej wykorzystywane łącznie ze wskaźni 
kam i :  ROC, R S I  i MACD. 

Wskaźnik  MACD (rysunek 1 .29) można okreś l ić  j ako grupę wskaźników, przy wy
l iczeniu których bierze się pod uwagę stosunek średnich wielodniowych krótkoterm ino
wych i długoterminowych. Formalnie MACD wyznacza s ię go według następującego wzo
ru (Tarczyński W . ,  1 997)47 : 

gdzie :  

- - X II 
MACD = X , i - X ,2 lub MAC D = =-

X , 2 

t l  i t2 - oznaczają krok uśredn iania (przy czym zawsze t2 > t l ) '  
X l i , X , 2 - oznacząją średnie wykładnicze t l  i t 2  okresowe. 

( 1 .2 )  

Pierwsza metoda zakłada, iż wartości odwzorowane na krzywej MACD obliczane są 
j ako i loraz średniej krótkoterminowej do średniej długoterminowej . 

47 Por. : Tarczyński W. : op.cit . ,  s. 87 
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Rys. 1 . 29 Przykład l i n i i  MACD d la  spółki BOŚ od grudn ia 1999 roku 
do sierpnia 2000 roku przy kj = 12, k2 = 26, k = 9 d la  l i n i i  sygnału 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 

08 

Krzywa MA CD oscyluj e  wówczas wokół j akośc i ,  która wyznacza l inę równowagi .  
Dużo popularniej szą oraz bardziej rozpowszechnioną j est wyznaczanie l in i i  MACD, j ako 
różnicy m iędzy średnią wykładn iczą krótkoterminową i średnioterminową. L in ia równowa
gi znaj duje się wówczas na poziomie O. Naj częściej przyj muje się k i = 8 ,  k 2 = 1 7 .  Do
datkowo w obu tych metodach wyznacza s ię  l in ie sygnału będącą naj częściej średnią wy
kładniczą 9-cio sesyj ną. W analizie decyzj i  inwestycyj nych ważne j est wzaj emne położenie 
l in i i  MAC D i j ej l ini i  sygnałowej . Każdorazowe wyj ście l i n i i  MACD ponad l inię sygnału 
wskazuje na dogodny moment do zakupu akcj i .  Dodatkowym potwierdzeniem jest przeby
wanie  lub wyj ście tych l in i i  ponad poziom równowagi .  Z kole i  przecięcie l in i i  sygnału 
przez MACD od góry generuj e  sygnał sprzedaży akcj i .  Potwierdzeniem tendencj i  spadko
wej kursów j est wej ście tych l in i i  do obszaru znaj duj ącego s ię poniżej l i n i i  równowagi48 . 

4R Zwróci l i  uwagę na ten problem m. in . : Tarczyński W . :  op.c it . .  s. 87-89, Gately E . :  op.cit . ,  s. 55-
59 , Czekała M. :  op. c i t . .  s .  47-49, Murphy J . J . : op.c it . ,  s .  3 1 2-3 1 3  
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Rys.  1 . 30 Przykład wskaźnika szybkości zmian ROC 
d la spółki g iełdowej Computerland d la k = 5 i k = 10  
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Kolej nym wskaźnikiem stosowanym w ana l iz ie  techn icznej j est wskaźni k  ROC. 
Informuj e  on o tempie  zmian  kursów akcj i .  Wyznacza s ię go za pomocą poniższego wzoru 
(Tarczyński W., 1 997)49 : 

ROC , ( x , 1 = 1 -- - 1  JX I OO% 
\ x ,-k  , 

ROC, - oznacza wskaźni k  szybkości zm i any w okres ie I ,  
x o z n aCla cent; akcj I na l-lej sesj i ,  

x c - ,  - oznacza ceni( akc j i  na sesj i o k wcześn iej szej od I. 

( 1 . 3 )  

'wskaźni ka ROC m ożna okreś l ić poziom wykup i e n i a/wysprzedan i a  rynku 
za� ó wn o  dla  konkretnego papieru wartośc iowego , j ak i d l a  c ałego rynku . Jeże l i  p rzez pe· 
w ien czas cena akcj i oraz ROC rosną to prędzej czy późn iej dochodzi d o  sytu acj i , gdy ry

ulegn i e  "wyczerpan iu" .  Oznacza to, że poteccj a l n i  kupcy zaspoko i l i  j u ż  swoj e  
osłab ien ie  akcj i n a  g iełdz i e . W konsekwencj i t rend vvskaźn ika u lega zmiall i e ,  
k ieru n ku w stosunku do aktual nego . J e s t  t n  ZWIązane  z 

przez j akiś  okres n astępuj e  spadek wskaźn i ka ROC i ceny akcj i to dochodzi  

i odwrotnej - poj aw i e n i a  s ię poziomu 
pragnących sprZedać określone 

akcj i ,  a przec ię c i e l i n i i  wysprzedaży od dołu 
działaj ącego w rynku zb l i żan ie  s i ę  do 

sygnałe m do podj ęc i a  decyzj i o zakup i e bąd:, sprzedaż/D 

/i;!omenfum,  zwane inaczej pędem, 
j na podstawie ś ledzeni a  zmian c e n  Do 

MOMENTUM ,= x , .- x l -k ( l  A l  
gdzie :  
Xl - oznacza cenę akcj i na l-lej sesj i ,  

X'.k - oznacza cenę akcj i z notowania o k poprzedzaj ącego l-tą scs j .; .  

Jak wyn i ka z powyższego wzoru , w c e l u  wyl iczema powyższego \vskaźnika n a l eż) 
od dz is iej szego kursu zamkn ięc i a  odj ąć kurs zamkn i ę c i a  sprzed k d n i .  Wyn i k  j est obrazem 
oscyluj ącym wokół l i n i i  średn iej .  Dodatn i e  wartości  oscylatora p o kazuj ą, że kursy są wyż
sze niż przed k dn iami ,  natom iast wartośc i  ujemne \vskazuj ą  n a  n i ższe w arto ś c i  kursu n i ż  
przed k dn iami .  

4<) Por. : Tarczyński  W. : op.c it . .  s .  79. 

511 Dokładne omówien ie  wskaźnika ROC zawierają prace : Tarczyi1sk i  W . :  op .c i t . ,  s .  78-85 ,  Mur
phy JJ . :  op .c i t . ,  s .  284-286, Czekała M. : op .c i t . ,  s. 5 1 -5 3 ,  Pring M. .f . :  op .c i l . ,  s. 239  i n .  

5 1  Por. : Tarczyński  W. : op .c i t . ,  s .  9 1  
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Wskaźnik momentlllJ1 mierzy prędkość lub s iłę ruchu kurs u .  I nterpretuj ąc \\skaźn i k  
n a leży p am iętać, i ż  naj s i l n iej sze wzros ty kursów akcj i  zachodzą podczas zb l iżan ia  s i ę  do 
punktu zwrotu trendu .  Znacze n i e  tego zj awiska po l ega na  tym, że anal ityk wykresów m oże 
okre ś l ić na bazie przyrostów kursów w j ak i m  stan i e  znaj d u j e  s i ę  trend .  W tej sytuacj i i stot-

j est odpowiedn i e  dobran i e  odstępu czaso wego . O kresy od 5 do 2 0  d n i  wykorzystywane 
do anal i z  krótkotermi nowych .  W przypadku l i n i i  trendu położonej powyżej l in i i  1 00 (na  
odc iętyc h) kurs  wzrósł w stosunku do okresu porówna\vczego, czy l i  mamy do czy n ie n ia 

z trendem wzrostowym .  Wzrost kursu j e st tym s i i n i ej szy . i m  dalej l eży l i n i a  pędu od os i  
Sygnały kupna i sprzedaży generow8ne są w przypadku,  l in ia  pędu p rzec i na 

wokói której waha. Pon ieważ pęd okreś L i  prę dkość wzrostu.  możl iwa j est sytu-
że wskaźn i k  zacznie spada(' w dodatn i m  z e  k u r s  będzie 

maks i m a .  Taka 
li c'ndu .  

z\vana i12:dchodzącej z!Ywm l C  

IVI'Kaźnik momen!um może j z,ko w skaźni k  l m  

będzie wartość wskaźn i ka, tym bardziej vvykupiony pap i e r  wartościowy,  nato · 
znaj d Uj e  wartość pędu,  tym bardz ; ej W 

decyzj i 

u m oi: l i w i aj ącą okreś k n i e  m o mentu 
sil) RSJ. POi  

wartośc i  tego samego waloru.  
Wartość ws kaźn ika R S I  można za pomocą wzoru 

( l O() i RS I = 1 00 - 1 - ---- i ,  i J + I<'S j • I 

śre d n i  wzrosl kursu 7. I d m  RS = ------ .. ---.------ .  

średn i  kursu t d n i  

l u b  sprzedazy 

\v . ,  

( 1 . 5 )  

R S I  p okazuj e ,  j ako oscylator, wewnętrzną ruchu kursu akcj i .  J eś ! i  wartość R S I  
pon iżej 20 ( 3 0 ) ,  m ó w i  s i ę  t1 rynku wysprzedanym . w,Htoś c i  RS l powyże j 80 

można m ów i ć o ryn ku wykup ionym.  Zaleca  s i ę  d l a  l i czen ia  RS ! sto s o wan ie o kresu 1 4  
d n I .  W p raktyce spotyka s i ę  stosowan i e  okresów 9 ,  I I  i 2 5  d n i owych'3 .  

Często wskaźn i k  ten tworzy okre ś l on e  formac j e  n a  wykresach (rys u nek 1 . 3 1 ) , które 
występuj ą  n a  wykre s i e  kursu danego waloru . R S I  wskazuj e  często. duzo wyraźn i ej n i ż  

bazowy,  techniczne poziomy wsparc i a  i oporu .  

' 2  Por. : Tarczyński  W. : op .c it . .  s .  94 
5 3  Dokładne omówien ie  wskaźnika RSI można znaleźć IV następuj acych pracach :  Pring I'vU . :  

o p . c i t . .  s .  1 68- 1 75 ,  Tarczyóski W . :  op .c i! . ,  s .  93-95 ,  Czekała M . :  op . c i t . . s. 57-60, Gate ly  E. : op .c it . , 
s .  59-6 1 
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70% 
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Rys. 1 . 3 1  Przykład wskaźnika RSI d la  spółki g iełdowej Dębica 
od grudnia 1999 do sierpnia 2000 d la  k = 9 

Dębica 
RSI (9) = 67, 55% 

30% - - - - - - - -

OL-------------------------------------------------� 
Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 

Wartość RSI mówi o tym j ak duża j est aktualnie s iła trendu. Na wykresie RS I bar
dzo często zamieszcza s ię  dodatkowo średnią ruchomą wyznaczoną dla wartośc i RS I .  Jako 
sygnał do kupna akcj i przyjmuj e  s ię między innymi przecięcie l in i i  wysprzedania od dołu i 
dywergencj ę  z kursem akcj i w obszarze wysprzedania .  Natomiast za sygnał do sprzedaży 
akcj i przyjąć należy przec ięcie przez wskaźn ik l in i i  wykup ienia od góry i dywergencję  z 
kursem akcj i w obszarze wykupienia .  

Kolejny wskaźnik OBY (on balance volume) opracowany został w 1 963 roku przez 
J. Granv i l l e 'a .  Często nazywany j est wskaźn ikiem bi lansu, s iłą b i l ansu lub  równowagą 
wolumenu .  OBY pokazuj e  napływ i odpływ gotówki z rynku giełdowego . Zakłada, że spa
dek ceny, który j est skutkiem wzmożonej podaży wywołuj e  odpływ pieniądza z giełdy, a 
wzrost notowań spowodowany większą s iłą popytu przyczynia s ię  do napływu p ien iądza na 
rynek danej akcj i . Wskaźnik OBY można wyrazić  następuj ącym wzorem (Tarczyński W . ,  
1 997 ) : 54 

gdzie :  

OBYl - I + 0 ,  d la Z ,  > O lub Z ,  = 0  

OB V, = OBVl - I - O ,  d la Z ,  < O lub Z ,  = 0  

X - X - I 
Z ,  = '  , x I 00%, t = I , 2 ,  . . .  , t  

X H 

X, - oznacza cenę akcj i na t-tej sesj i ,  
O ,  - oznacza wartościowy wolumen obrotów na t-tej sesj i .  

5 4  Por. : Tarczyński W. : op .c it . ,  s .  1 02 

( 1 .7 )  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



"Inwestowanie na rynku kapitałowym" 

Rys. 1 . 32 Przykład wskaźnika OBV d la  spółki Grajewo grudnia 1999 do sierpnia 2000 
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Źródło : opracowanie własne na podstawie programu AmiBroker. 
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Porównując wykres OBY (rysunek 1 .32) danej spółki z wykresem kursów j ej akcj i 
można podj ąć decyzj ę  dotyczącą wej ścia lub wyj ścia z rynku . Jeże l i  l in ia OBY ma ten sam 
trend, co l in ia kursu akcj i to istnieje  prawdopodobieństwo utrzyman ia się określonej ten
dencj i  na rynku. Czasam i zm iany OBY wyprzedzaj ą  zmiany kursu akcj i .  Zmiana OBY ma 
dodatnią wartość, gdy cena zamknięcia j est większa od ceny zamkn ięcia na poprzedniej 
sesj i .  Ujemna wartość OBY występuje  wówczas, gdy ceny akcj i spadły w porównan iu cc
nami zamknięcia na poprzedniej sesj i .  W anal izie nie j est istotne, czy OBY j est uj emne, czy 
dodatnie ,  ważne, by podążało za trendem. Jeże l i  ceny zm ieniaj ą  się w tym samy kierunku, 
a wskaźnik  OBY przełamuj e  swój trend może oznaczać zbl iżającą się zmianę tendencj i  
w kursach.  Dla przykładu, gdy kurs akcj i rośnie, podczas gdy OBY spada, może to  ozna
czać koniec hossy i spadek kursów akcj i w najb l iższej przyszłości .  Natomiast, gdy podczas 
bessy wskaźnik OBY zaczyna rosnąć,  może to oznaczać koniec bessy i nadchodzącym 
wzroście kursów akcj i ,  Dla wskaźn ika OBY nie j est ważna sama j ego wartość, a ksztah 
i kierunek trendu. Anal izę inwestycj i  można rozpocząć w dowolnym momencie, przyj mu
j ąc wartość początkową OBY równą zeru . 

W pracy omówiono w sposób skrócony podstawowe wskaźniki stosowane w anal i 
zie technicznej .  Szerzej na ten temat traktuj ą  następuj ące pozycj e  (Tarczyński W. ,  1 99i5;  
Achel i s  S . B . ,  1 99856 ; Pring M .J . ,  1 99857 ; Murphy J .J . ,  1 99558) .  

Dla  anal izy trendów akcj i wykorzystuje  s ię również indeksy giełdowe. W indeksach 
tych ceny akcj i mogą być ważone wie lkością obrotów przez nie real izowanych lub w po
dobny sposób e l iminowane czy też "wzmacniane" poprzez wartość wskaźnika (Nowak K . ,  
1 998)59 . 

" Tarczyński W , :  op ,cit. . s. 78- 1 20 
5 (;  Achel is  S . B . :  op,cit .  
57 Pring M.L op,cit . , s .  93 - 1 8 1  i 237-276 
sx  Murphy 1.1. : op.cit . , 5 .  234-32 1  
5� Por. : Nowak K.: Polski rynek kapitałowy Wydawnictwo Wyższej Szkoły Bankowej ,  PoznaI1 

1 998 , 5 . 1 75 
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Do naj bardziej znanych indeksów na świecie należą: FTSE 1 00 (Londyn), OAX 
(Frankfurt) , NIKKEI 225 (Tokio) ,  HANG SENG (Hong Kong) ,  RTS (Moskwa), PX50 
(Praga), BUX (B udapeszt) , DOW JONES i S & P 500 (Stany Zj ednoczone) .  Rynek na 
Giełdzie Pap ierów Wartościowych w Warszawie odzwierc iedlaj ą  między innymi :  WIG, 
WIG-20, WIRR, NIF, MIDWIG, TECHWIG.6o 

Warszawski  I ndeks G iełdowy (WIG) j est indeksem dochodowym, czy l i  na zmiany 
j ego wartości  maj ą  wpływ oprócz zm ian kursów akcj i również dochody z dywidend i praw 
poboru . Obejmuje  on akcje spółek, które były notowane na rynku podstawowym.  

WIG 20 obejmuje  akcj e 20 spółek o największym udziale w obrocie i kap ital izacj i  
giełdy, które były notowane n a  rynku podstawowym. Różni  s ię od indeksu W IG tym, że 
j est on i ndeksem cenowym, a n ie dochodowym.  

M I DW I G  obej muj e akcje 40 średn ich spółek, które były notowane na rynku pod
stawowym.  Jest on również indeksem cenowym, czyl i  nie uwzględniającym m . in .  docho
dów z dywidend.  

W I RR j est indeksem dochodowym (podobnie, j ak WIG).  Obej muje on akcje spółek, 
które były notowane na rynku równoległym. 

TECHWIG j est indeksem cenowym . Obejmuje  on akcje spółek z segmentu techno
logii i nnowacyjnych, tzw. SITECłl 

NrF j est indeksem cenowym.  Obejmuje  on akcje narodowych funduszy inwestycyj -

nych .  

1 .2 .2  
Ana l iza fundamenta lna 

1. 2 . 2 .1 Istota ana l izy fundamenta l nej 

Rozwój rynku kapitałowego na świec ie doprowadził do powstan ia dwóch szkół pro
gnozowania rynku akcj i. Podstawą j ednej j est anal iza techniczna, która została omówiona 
w punkcie 1 .2 . 1 n in iej szej pracy, drugiej zaś anal iza fundamentalna. Obie szkoły znajduj ą 
zastosowanie przy ocen ie opłacalności inwestycj i  w akcje  spółek notowanych na G iełdzie 
Pap ierów Wartościowych w Warszawie (Tarczyński W., 1 997)6 1 . 

Jak podaje  J .e .  Ritchi e  (R i tchie J .e . ,  1 997)62, analiza jimdamentalna zajmuje się 
badaniem danych historycznych dotyczących stanu gospodarki, branż i podmiotów gospo
darczych oraz wykorzystaniem ich w celu określenia przyszłego funkcjonowania przed�ię
biorstwa . Anal ityk wykorzystuj e  oczekiwan ia dotyczące zarówno makro j ak i mikroeko
nomi i .  W odniesieniu do oczekiwań makroekonom i i  uwzględnia się tu przyszły stan całej 
gospodarki oraz branży, do której należy dana firma. Natomiast oczekiwania mikroekono-

lill Aktualnie na giełdzie warszawskiej poza wymienionymi indeksami funkcj on uj ą  tzw. indeksy 
branżowe odnoszące się do konkretnych branż, tj . :  Banki, Handel , Budownictwo, Materiały budowla
ne, Szklarski, PrzemysI lekki, Piwny, Spożywczy, Chemiczny, Elektromaszynowy, Telekomunikac ja, 
Informatyka, Drzewny i papierniczy, Farmaceutyczny, Ubezpieczeniowy. 6 1  Por. : Tarczyilski W.:  op. cit . ,  s. 1 69 1i2 Por. : Ritchie J .c. : op.cit . , s. 1 8  
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m iczne to przede wszystkim prognozowanie dotyczące zysków, dywidend oraz wartości  
wewnętrznej spółk i .  

Do określenia atrakcyjności poszczególnych akcj i służy przede wszystkim porów
nanie oczekiwanej stopy zwroty ze względnym poziomem ryzyka inwestycyj nego. Aby 
wyznaczyć powyższe wielkości należy przeprowadzić anal izę finansową konkretnej spółki .  

Analiza finansowa wykorzystuj e nie tylko zależności  określaj ące sytuacj ę  finansową 
firmy w danym momencie, ale również trendy rządzące tym i  zależnościam i  na przestrzen i 
czasu .  Skład i płynność środków przedsiębiorstwa, jego struktura kapitałowa oraz sposób 
wykorzystania dźwigni finansowej, pozycja pod względem konkurencji, zyski przedsiębior
stwa, wszystkie te czynniki są badane w celu określenia wpływu na funkcjonowanie spółki 
w przyszłości (Ritchie J. c . ,  1 997)63 . 

Analiza fundamentalna, w przeciwieństwie do analizy technicznej, opiera się przede 
wszystkim na ocenie  firmy emituj ącej akcje ,  a n ie  na ocenie  aktualnego kursu akcj i .  Fun
damental i śc i  kierują s ię zasadą, która mówi ,  że pierwszym krokiem j est dokładne zbadanie  
rynku, a kolej nym j est inwestowanie  na n im .  W tym ce lu  studiuj ą  wynik i  finansowe spółek, 
prospekty emisyjne, nie zaniedbuj ą  takich czynn ików, j ak sytuacj a  pol ityczna i gospodar
cza kraju  czy kon iunktura międzynarodowa. Pamiętają, że żadne przedsiębiorstwo nie jest 
samotną wyspą - nie działa w oderwaniu od konkurentów ani ogólnej sytuacj i rynkowej . 
Każda spółka posiada własne otoczenie, które stanowi zbiór j ej szans i zagrożeń. Celem j est 
oczywiście wyszukanie takiej spółki ,  która ma dobre podstawy (fundamenty - stąd nazwa 
metody) pomyślnego i trwałego rozwoju .  Rozwój firmy powoduje ,  że j ej wartość jeś l i  nie 
w krótkim, to przynaj mniej w długim okresi e  wzrasta, a wraz ze zwiększeniem wartości  
firmy wzrasta też cena j ej akcj i .  Anal izę fundamentalną naj częściej stosuj e  s ię  d la inwesty
cj i długoterminowych (obej muj ących okres dłuższy n iż 3 m ies iące). O opłacalności inwe
stycj i decyduj ą  wynik i  spółki ,  możliwości j ej rozwoju, pozycja na rynku. Doskonałym wa
riantem byłoby wyszukan ie firm lub branż rozwojowych, które przynoszą zyski ,  a co za 
tym idzie - odpowiednio duże dywidendy oraz wzrost cen akcj i (Baryłko 8 . ,  M ikos 
J . ,  1 994)64 . 

W analizie fundamentalnej należy opierać s ię  na tzw. udokumentowanej przeszłośc i .  
Na podstawie opubl ikowanych sprawozdań finansowych firm, raportów itp. możliwe j est 
przewidzenie  przyszłośc i .  Dążeniem fundamentali sty j est inwestycj a  w takie akcje ,  które 
maj ą  niższy kurs niż wyn ikałoby to z kondycj i finansowej przedsiębiorstw, a więc których 
cena prawdopodobnie wzrośnie .  W praktyce konieczne j est pewne ograniczenie do stałej 
l iczby kryteriów, takich samych w przypadku wszystkich firm, bez względu na ich profil 
czy wie lkość. Nie ma reguły na l iczbę takich kryteriów oceny firmy. Z j ednej strony zbyt 
mała ich l iczba może spowodować, że w anal izie zabraknie i stotnego szczegółu . Z kolei  
przekroczenie  krytycznej l iczby kryteriów prowadzi do utraty czytelnośc i .  Na GPW 
w Warszawie inwestorzy szczególną uwagę przywiązują do zysku netto spółk i .  Jak wynika 
z obserwacj i rynku, w przypadku, gdy firma osiągnęła w danym okresie (roku, kwartale, 
m iesiącu) zysk netto znacznie wyższy niż w takim samym okresie w przeszłośc i ,  to bez 
względu na przyczynę tego wzrostu, prawie zawsze następował wzrost cen j ej akcj i .  Inne 
wyn iki n ie  miały tak wielkiego znaczenia .  Żaden j ednak z czynn ików oceny spółki nie mo
że być anal izowany bez uwzględnienia innych elementów, gdyż mimo swej wagi, rozpa
trywane w oderwaniu nie dadzą pełnej informacj i .  Należałoby dane te porównać z analo-

(,3 Por. : Ritchie J.c.: op.cit. , s .  1 9  
M Por. : Baryłko B . ,  Mikos l. : op.cit. , s .  55-56 
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gicznymi danym i  innych spółek, a także powiązać z innymi danymi ,  takim i j ak, na przy
kład kapitał własny spółki ,  przychody ze sprzedaży netto, zysk brutto, oraz np. z wysoko
ścią inflacj i65 . 

Jak z powyższego wynika, anal iza fundamentalna stanowi j edną z podstawowych 
metod oceny opłacalnośc i inwestycj i  w papiery wartościowe d la  inwestorów, którzy lokują 
pieniądze w akcj e  na dłuższy okres czasu (dłuższy niż trzy mies iące) .  Taki rodzaj analiz 
sprowadza s ię do określenia rzeczywistej (wewnętrznej )  wartości akcj i .  Wartość taka sta
nowi podstawę do porównania z kursem giełdowym, który z kolei wyn ika z relacj i  podaży 
i popytu na akcje w danym momencie .  Podstawowe założenia anal izy fundamentalnej ,  to 
przyj ęcie,  że głównym celem postępowania inwestorów j est maksymalizacj a  dochodów 
oraz, że odchylenia między wewnętrzną wartością akcj i i kursem giełdowym są podstawą 
do podej mowania decyzj i  i nwestycyj nych (Tarczyński W. ,  1 997)66 . 

Jak podaje  J .J .  Murphy (Murphy 1 .  J . ,  1 996)67 , analiza fundamentalna zajmuje się 
gospodarczymi uwarunkowaniami popytu i podaży, które są przyczyną wzrostów, spadków 
lub stabilizacji cen. Przy podejściu fundamentalnym bada się wszystkie czynniki oddziału
jące na cenę danego towaru w celu określenia jego rzeczywistej wartości. Wartość ta uza
leżniona jest od popytu i podaży. 

Inwestor przy podej mowaniu decyzj i  dotyczących zakupu lub sprzedaży akcj i po
równuj e  b ieżącą cenę akcj i na giełdzie z j ej wewnętrzną wartością (rysunek 1 . 3 3 ) .  W przy
padku, gdy wartość wewnętrzna akcj i osiąga wyższy poziom niż j ej cena rynkowa, należy 
podjąć decyzję  dotyczącą zakupu danego waloru (mamy sytuacj ę  n iedowartościowan ia ak
cj i ) .  W odwrotnym przypadku, czyl i  j eże l i  wartość rynkowa j est wyższa n iż  wewnętrzna 
wartość akcj i ,  należy podj ąć decyzję  dotyczącą sprzedaży danego waloru (mamy sytuacj ę  
przewartościowania akcj i ) .  

Powyższą sytuację prezentuj e  rysunek 1 .3 3 ,  gdzie l iterami N i P oznaczono odchy
lenia m iędzy kursem giełdowym a wewnętrzną wartością akcj i .  Obszar oznaczony l iterą N 
informuj e  o n iedowartościowaniu akcj i na giełdzie, P o jej przewartościowaniu .  

Analizując rysunek 1 .3 3  można stwierdzić, iż w okresie od t2 do t3 wewnętrzna 
wartość akcj i kształtuj e s ię  powyżej ceny rynkowej , która j est atrakcyjna dla inwestora Gest 
to sygnał kupna danej akcj i) .  Okres obejmujący przedział od tl do t2 charakteryzuj e  s ię  
n iższą wartością wewnętrzną danej akcj i od jej ceny rynkowej G est to sygnał sprzedaży 
danej akcj i) .  Odcinki od t 1  do t2 i t2 do t3 dotyczą co naj mn iej okresów kwartalnych . 6s 

Jak podaje  J. Socha (Socha J . ,  1 998)69 , źródłami informacyjnymi używanymi w ana

lizie fundamentalnej są: prospekt emisyjny, roczny raport, analizy rynkowe, przygotowane 

przez analityków wskaźniki. W analizie należy wielkości absolutne zamienić na procentowe, 

udziałowe, a następnie sprawdzić odchylenia i trend. 
Oczywiście do przeprowadzenia anal izy fundamentalnej lepsze będą bardziej szcze

gółowe informacj e  i tak raporty nie roczne a okresowe (mies ięczne lub kwartalne), b i lans ,  
rachunek zysków i strat, rachunek przepływów finansowych .  

Wykorzystuj ąc anal izę fundamentalną, należy mieć na uwadze, że  opierając s i ę  na  
wie lkościach z przeszłości ,  prognozujemy zm iany w przyszłośc i .  Podstawowa charaktery-

65 Problematykę tą szczegółowo omówi l i  Baryłko B .. Mikos .J.: op.cit . Ali Por. : Tarczyński W . :  op .c it . ,  s. 1 69- 1 70 
67 Podano za ] .J .  Murphy. : op .c i t . ,  s. 5 liR Zwrócił uwagę na ten problem Tarczyński W . :  op.cit . .  s .  1 70- 1 7 1  
(,y Podano za J .  Socha. : op .c i t . ,  s. 268 
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styka firmy zmienia s ię  w czas ie .  Zmiany te  dotyczą wytwarzanego zestawu produktów, 
ukształtowanej struktury kapitałowej oraz łączenie się spółek. Ważnym problemem jest 
oszacowanie  wpływu tych zm ian na przepływy gotówkowe spółki oraz wartości j ej akcj i .  
Jest t o  możliwe dzięki instrumentom anal izy fundamentalnej .  

Rys.  1 . 33 Kształtowanie się kursu g iełdowego akcji i jej wewnętrznej wartości 

=5-.>< m co c <I> U 

t 1  t2  

- - - - - wewnętrzna wartość akcji 

--- - cena g iełdowa 

Źródło : na podstawie (Tarczyński W. ,  1 997) .  

t3 Czas 

Analiza fundamentalna polega na badaniu czynników ekonomicznych, które wpły
waj ą  na zachowan ie s ię  kursów papierów wartościowych na poziomie :  kraju  i j ego otocze
n ia, branży oraz przedsiębiorstwa. 

Reasumuj ąc powyższe rozważania można powiedzieć, że celem anal izy papierów 
j est selekcj a  i sklasyfikowan ie aktywów finansowych pod względem j akości  inwestycyjnej 
i oczekiwanej stopy zwrotu . Anal ityk papierów wartościowych anal izuje stan gospodarki 
oraz poszczególnych branż do prognozowania zysków, dywidend i wartości wewnętrznej 
konkretnych spółek. Szacunki oczekiwanej stopy zwrotu oraz względnego poziomu ryzyka 
służą j em u  j ako punkty odniesienia dla określenia atrakcyj ności  konkretnego pap ieru war
to$ciowego. Taki sposób analizy inwestycj i  nazywany j est anal izą fundamentalną (Ritchie 
J .e . ,  1 997)70 . 

1.2.2.2 
Ana l iza makroekonomiczna 

Analiza makroekonomiczna stanowi główny element analizy fundamentalnej. Jak 
j uż w pracy p i sano, wykorzystywana j est do badania opłacalności inwestycj i  na giełdzie .  
Zasadniczą j ej wadą j est to ,  że  j est ona  prowadzona na podstawie danych h istorycznych 
a j ej wynik i  są podstawą do budowania przyszłościowych prognoz, stąd j ej znaczenie jest 
bardzo ważne.  

70 Por. : Ritchie J .c. : op.cit . , s .  1 9  
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Analiza makroekonomiczna składa s ię z trzech etapów (Gierszewska G . ,  Romanow-
ska M . ;  1 995/ 1 : 

• analizy sytuacji polityczno - ekonomicznych w kraju, 
• analizy sytuacji monetarnej w kraju, 
• analizy branż. 

I stniej e  bardzo dużo różnorodnych czynników, które wpływaj ą  na kształtowan ie s ię  
kursów na giełdzie pozytywnie  bądź negatywnie .  Uważa się ,  że anal iza sytuacji politycz
no - gospodarczej prowadzi do oceny ryzyka systematycznego, uzależnionego od rozwoj u 
rynku. Często można spotkać s ię z poglądem, iż giełda jest odbiciem zdarzeń gospodar
czych w kraju .  

Najbardziej ogólną miarą aktywności gospodarczej danego kraj u  jest Produkt Kra
j owy Brutto (PKB), który określa łączną wartość dóbr i usług wytworzonych w gospodarce 
tego kraju  (Ritchie J. c . ,  1 997)72. 

Na rysunku 1 .34 przedstawiono tempo wzrostu PKB w poszczególnych kwartałach 
1 998  i 1 999 roku . 

Z rysunku wyn ika, iż wartość PKB w 1 999 roku wynosi 4, l % w porównan iu do 
roku 1 998, gdzie wartość PKB kształtowała s ię na poziomie 4,8%. Osłabienie tempa wzro
stu popytu kraj owego wiązało s ię  ze zmniejszeniem nakładu brutto na środki trwałe . Tempo 
inwestowania było wyższe od wzrostu PKB, ale znacznie n iższe niż w 1 998 roku . Jednak 
Polska w dalszym ciągu j est postrzegana jako atrakcyjny kraj dla inwestorów zagranicz
nych. 

Rys .  1 . 34 Procentowe ujęcie Produktu Krajowego Brutto 
w poszczególnych kwartałach w Polsce 
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71 Gierszewska G. ,  Romanowska M. : Analiza strategiczna przedsiębiorstw. PWE, Warszawa 

1 995 , s .  3 8  
7 2  Por. : Ritchie J .c. :  op.cit . ,  s .  62 
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Korzystne zdarzenia gospodarcze w kraju  są przyczyną tendencj i  zwyżkowej na 
giełdzie i odwrotn ie .  Przeprowadzone badania prowadzą j ednak do innych wniosków, oka
zuj e  się, że kształtowanie się kursów na giełdzie wyprzedza sytuacj ę  gospodarczą w kraju 
od sześc iu do dwunastu mies ięcy. Jest to z pewnością konsekwencj a  cykl icznego rozwoj u  
każdej gospodarki .  Owa cykl iczność rozwoj u polega n a  tym,  i ż  p o  okresie wzrostu gospo
darczego poj awia s ię okres stagnacj i i spadku i odwrotnie, po okresie spadku poj awia s ię  
okres wzrostu gospodarczego. Sytuacj a  taka doprowadza do rozwoj u  gospodarczego kraju .  

Oprócz faz cyklu gospodarczego czynnikami maj ącymi wpływ na cenę kształtowa
nia s ię  akcj i na giełdzie są czynniki związane z sytuacją pol ityczno-gospodarczą danego 
kraju .n 

Wyróżnione powyżej czynniki mają  istotne znaczenie d la  trendów cen giełdowych.  
Mankamentem anali zy sytuacj i po l i tyczno-gospodarczej j est, pomimo równego do

stępu do źródeł informacj i ,  niej ednoznaczność stawianych prognoz. Powstaj ące różn ice 
maj ą  wie lorakie przyczyny (Heese V., 1 996)74 . 

Przy różnorodnym wpływie wyżej wymienionych czynn ików dochodzi często do 
innego oszacowania ich natężenia; trudno przewidzieć, j aki  czynnik będzie miał wpływ 
decydujący.  

Ko lej ny etap anal izy makroekonomicznej obejmuje sytuację  monetarną w kraju .  
Sytuacj a  monetarna zależy od  ki lku czynników, takich j ak: faza cyklu gospodarczego, 
w jakim znajduje s ię  kraj , sytuacj i gospodarczej ,  stopnia niezależności poziomu inflacj i  
oraz działa lności Banku Centralnego. Najważn iej szym elementem anal izy monetarnej j est 
przyrost pieniądza i zmniej szen ie j ego podaży. Kiedy na rynku j est dużo tan iego p ieniądza 
popyt na papiery wartościowe rośn ie i ceny akcj i wzrastają. Natomiast popyt na papiery 
wartościowe spada i malej ą  ceny akcj i ,  gdy na rynku j est mało pieniądza i j est drogi . Wtedy 
zazwyczaj rosną ceny obl igacj i .  

Duży wpływ n a  sytuację  monetarną kraju m a  wysokość stóp procentowych .  Pod
wyższenie stóp procentowych świadczy o złej sytuacj i w gospodarce a tym samym spadku 
zainteresowania  inwestycj ami w papiery wartościowe. Odwrotnie,  obniżan ie stóp procen
towych zachęca do inwestycj i w papiery wartościowe. 

Ogromne znaczenie dla sytuacj i  monetarnej ma poziom infl acj i .  Stopa i nflacj i ,  jej 
tendencja  rozwojowa i prognoza na przyszłość, j est podstawą do oceny sytuacj i monetarnej 
kraju .  Do j ego prognozowania wykorzystuje  s ię  dane h istoryczne oraz zamierzenia strate
giczne rządu. Analizując warunki monetarne bada s ię  podaż pieniędzy, kształtowan ie s ię  
stopy procentowej ,  poziom zadłużenia i rezerwę monetarną. 75 

Kolej nym etapem anal izy makroekonomicznej j est poszukiwan ie wiodących branż. 
Branża obej muje grupę przedsiębiorstw, wytwarzaj ących produkty będące substytutami .  

Celem anal izy branżowej j est wybór branż o dużych szansach rozwoju,  które po
zwalają  na uzyskan ie wysokich dochodów z inwestycj i .  Przeprowadzenie takiego wyboru 
wymaga oceny między innymi następuj ących elementów (Głowacki M . ,  1 995)76 . 

• wra:diwo.�ci branży na czynniki makroekonomiczne, 

73 Szerzej o tym p isze Tarczyński W . :  op.cit . ,  s. 299 
74 Problem ten szczegółowo omawia Heese V . :  Analiza fundamentalna rynku akcji stosowana 

IV hankach niemieckich . Artex, Gdańsk 1 996, s. 26 
7S Szerzej na temat rezerwy monetarnej p i sze Tarczyński W. : op.cit . .  s. 3 00 
71> Podano za Głowacki M . :  Analiza fundamentalna. Bank i Kredyt 7-8/ 1 995 ,  s. 2 
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• fazy cyklu życia branży (wprowadzenie, wzrost, dojrzałość, nasycenie, spadek), 
• stabilności zysków i rentowności branży, potencjału branży (perspektywy rozwoju, 

nowe rynki zbytu, nowe produkty, produkty substytucyjne), 
• struktury popytu (rodzaj odbiorców i ryzyko ich utraty), 
• stopnia konkurencyjności w branży (bariery wejścia i wyjścia), 
• zaopatrzenia w surowce dla branży (sila negocjacyjna dostawców), 
• wpływu na środowisko naturalne. 

Jak z powyższego wyn ika anal iza branżowa pozwala na rozpoznanie głównych 
szans i zagrożeń dla podmiotów w niej działających.  Dzięki temu możliwe j est dokonanie 
prognozy ryzyka i oczekiwanego zysku z inwestycj i  w okreś loną branżę . 

Ważnym czynnikiem, o którym nie wspomniano wcześniej j est rozwój technolo
g iczny, który może spowodować trwałe trendy makroekonomiczne, które w wie loletnich 
okresach powodują, że niektóre branże są bardziej zyskowne niż i nne, np.  od połowy lat 
70-tych do końca 80-tych, dzięki rozwoj owi fizyki ciała stałego nastąpił gwahowny rozwój 
e lektroniki  i inwestycj e  w tę branżę dawały dużo większe zyski niż inne. 

Podobnie,  obecnie rozwój s ieci  e lektron icznych, a zwłaszcza Internetu, spowodował 
o lbrzymi wzrost zainteresowan ia firmami komputerowymi,  pomimo, że często są to firmy 
nowe, nie osiągające dużych zysków. Akcj e  takich firm są zazwyczaj przewartościowane 
a osiągane wyniki często sprzeczne z real iam i ekonomicznymi .  Duże zainteresowanie spół
kami internetowymi miało m iej sce na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie 
w l utym 2000 roku. 

I stotną rolę  w branży odgrywa konkurencja .  Przedsiębiorstwo ustalaj ąc strategię 
maksymal izacj i  zysku musi brać pod uwagę warunki konkurencyj ne, które mogą mu zagra
żać . Rolę wzorca, wobec którego otoczenie, w j akim firma prowadzi swą działalność speł
n iaj ą  wg Michaela E. Portera następuj ące czynniki (Klein P. J . ,  1 999)77 : 

• pozycja przetargowa klientów i dostawców, 
• zagrożenie ze strony nowych firm, 
• zagrożenie ze strony substytucyjnych produktów lub usług, 
• rywalizacja pomiędzy firmami z branży. 

Powyższe czynniki oddziałują na siebie wzaj emnie i wyznaczaj ą  warunki zyskow
nOSCl danego sektora. Od anal ityka oczekuje  się przeanal izowania sytuacj i panującej w 
branży, w której działa dane przedsiębiorstwo, w celu zidentyfikowania tych s ił, które od
działuj ą  (lub mogą oddziaływać) na zdolność firmy do uzyskiwania wysokiej rentownośc i .  
Inaczej j est w przypadku spółek, będących monopol istą na rynku. Ola działalności rozwo
j owej takiej spółki konkurencj a  n ie odgrywa i stotnego znaczenia. 

1.2.2.3 Wskaźnikowa ana l iza rynku 

A naliza wskaźnikowa odgrywa i stotne znaczenie w anal iz ie  fundamentalnej .  
W praktyce j est ona traktowana j ako dział anal izy ekonomicznej ,  zwany anal izą finansową. 
Anal iza finansowa zajmuje s ię metodami ,  procedurami i technikami postępowania ba
dawczego oraz tworzeniem zasad posługiwania się n imi  w badan iach zjawisk należących 

77 Klein P.J . : Wstęp do analizy papierów wartościowych. Liber, Warszawa 1 999, s. 1 20 
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do gospodarki finansowej w przedsiębiorstwie .  Rezultaty takiej analizy maj ą  dużą wartość 
poznawczą i użytkową, zarówno dla kierownictwa firmy, j ak i inwestorów giełdowych. 
Kierownictwo firmy wykorzystuj e  wyniki anal izy do zarządzan ia gospodarką finansową, 
wyboru strategi i  działan ia (anal iza wskaźnikowa pomaga okreś l ić  możliwości firmy), pro
wadzenia b ieżącej działalnośc i .  Z kolei inwestorzy mogą poznać kondycj ę  finansową firmy 
i ocenić j ej wiarygodność, co pozwali  im trafnie podj ąć decyzj e  inwestycyj ne (Tarczyński 
W., 1 997)78 . 

Głównymi źródłami danych są: bilans, rachunek zysków i strat, rachunki przepły
wów pieniężnych. Zaś aktem prawnym, który regu luj e  zasady sporządzania  powyższych 
sprawozdań j est Ustawa o rachunkowości. 

Obl iczone na podstawie danych wskaźniki porównuj e  się z takimi samymi wskaźni
kami dla innych firm, branż, rynku i sprawdza j ak kształtowały s ię  one w czasie dla tej j ed
nej firmy. 

Z punktu widzenia W.  Tarczyńskiego (Tarczyński W. ,  1 997)79 , porównania w cza
sie polegają na odniesieniu wartości wskaźnika do takiego samego wskaźnika wyznaczone
go dla tej samej firmy we wcześniejszym lub późniejszym okresie (w przypadku prognozy) . 
Porównania  czasowe trudno j est zobiektywizować w polskiej rzeczywi stości ,  gdyż Giełda 
Papierów Wartościowych w Warszawie działa od 1 99 1  roku i j est młodą giełdą Jednak ob
serwacj a  tendencj i  wartości wskaźnika w ko lej nych okresach dostarcza informacj i o kie
runkach zachodzących zmian. 

W warunkach Giełdy Papierów Wartościowych w Warszawie łatwiej szy j est sposób 
porównania  w przestrzeni ,  które polegaj ą  na porównywaniu wskaźników j ednej spółki 
z takimi  samymi wskaźn ikami innej spółki z tej samej branży lub z wartościami tych 
wskaźników wyznaczonymi dla całej branży (Tarczyński W. ,  1 997)80. 

Zbyt wysoki lub n iski poziom wskaźnika zwraca uwagę na możliwości wystąpienia 
potencj alnych zagrożeń dla dalszego funkcj onowania  firmy . 

Do podstawowych wskaźników wykorzystywanych w anal iz ie fundamentalnej zli
czyć można: grupę wskaźników rentowności, płynności, aktywności, wskaźniki określające 
sytuację spółki na rynku. Zostaną one omówoine w kolej nych punktach pracy. 

1 . 2 . 2 .3 . 1  W s ka ź n i k i m i e rz ące  re n tow n o ść p r z e d s i ę b i o r stwa 

Wskaźniki rentowności służą do badan ia szybkości zwrotu zaangażowanego w fir
mie kapitału, a co s ię z tym wiąże efektywności działan ia przedsiębiorstwa. W praktyce 
wyróżn ia s ię  n astępujące obszary badania rentowności (Tarczyński W. , 1 997)8 1 : 

• wskaźniki dotyczące rentowności sprzedaży, 
• wskaźniki dotyczące rentowności aktywów (majątku), 
• wskaźniki  dotyczące rentowności finansowej . 

Do badania rentowności stosuj e  s ię  wskaźn ik rentowności  sprzedaży brutto (wrsb) 
i sprzedaży netto (wrsn) (Tarczyóski W. ,  1 997)82 . 

7X Por. : Tarczyóski W. : op.cit . ,  s. 205 
79 Por. : Tarczyóski W. :  op .c it . .  s .  206 XI I  Problematykę tą szerzej omawia Tarczyóski W . :  op.cit . .  s .  205-206 
X I  Tarczyóski W . :  op .c it . .  s .  230  
X2 Tarczyl'lski W . :  op. cit. . s .  23 l ,  Czekala M . :  op.cit . .  s .  1 1 4- 1 1 5  
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wrsb = ____ z_y'---s_k,.-
b_ru_l_to ___ _ 

sprzedaż netto ( 1 . 8 )  

Wskaźnik powyższy m ierzy i określa pol itykę cenową firmy w stosunku d o  kosztów 
produkcj i .  Służy on także do kontro lowan ia i absorbowania wzrostu cen. Im wyższe koszty 
produkcj i  tym niższy wskaźn ik. Oczywiśc ie im wyższy poziom wskaźnika tym lepsza oce
na firmy. 

wrsn = ___ --=z"-ys::..:ck:...:nc:..:e:.c.ll:.::o ___ _ 

sprzedaż netto ( 1 .9) 

Wskaźnik powyższy mierzy zyskowność spółki po uwzględn ieniu wszystkich wy
datków związanych z dostarczan iem towaru lub usług dla k l ientów. Ten wskaźnik infor
muj e, j aka część utargu zamien ia s ię w zysk. Niska wartość tego wskaźnika oznacza, że 
należy więcej sprzedać aby uzyskać określoną kwotę zysku. Wysoka wartość wskaźnika 
j est informacją  o korzystnej kondycj i  finansowej przedsiębiorstwa. Jeś l i  zamiast zysku 
netto podstawimy do wzoru zysk operacyj ny otrzymamy wskaźnik rentowności  operacyj 
nej .  Nie uwzględnia on kosztów operacj i finansowych i podatków. Jeże l i  j est n i sk i ,  spółka 
może mieć kłopoty ze spłatą odsetek od kredytów. Wysoki wskaźnik oznacza że, spółka ma 
możliwości zachowania płynnośc i 83 .  

W anal izie rentowności aktywów badany jest wskaźnik rentowności aktywów netto 
(wra), nazwany inaczej wskaźn ikiem zwrotu z majątku . Wyznacza się go według następu
jącj formuły (Tarczyński W., l 997i4: 

wra = ____ z-""y..,.s_k_n_et_to ___ _ 

aktywa (l .  ](l) 

Wskaźnik powyższy pokazuje  całkowity zysk spółki w relacj i  do wielkośc i inwesty
cj i w aktywa. Informuje  on o wykorzystaniu majątku przez spółkę . Podobnie j ak wiele in
nych wskaźników w anal iz ie fundamentalnej ,  należy go oceniać zarówno w kontekście in
nych podmiotów w branży, j ak i w stosunku do wyn ików wcześniej szych. Jeżel i  jest zbyt 
niski ,  to znaczy, że wykorzystanie majątku spółki jest złe . Tak samo j ak inne wskaźniki 
rentowności ,  im j est wyższy, tym lepiej ,  świadczy to o rozwoju  firmy i efektywnym zarzą
dzaniu swo imi  aktywami .  Najważniejszy dla inwestora j est wskaźnik rentowno�:ci kapitału 
własnego. Jest on re lacją  zysku netto do kap itałów własnych. Informuj e  on czy spółka w 
swojej działalności nastawiona j est na zysk w krótkim okresie ,  czy poprzez inwestycje ,  
osiąganie zysku rozkłada w czas ie. Jeś l i  p lan działania zakłada szybkie generowanie zysku 
j est to pol ityka niekorzystna dla spółki , ponieważ oznacza ona zaniedbanie inwestycj i 
i wątpliwy rozwój spółki .  Anal izując wskaźnik rentownośc i  kapitału własnego, należy 
przede wszystkim ocen ić j ego zmiany w długim okresie .  Wzrost wartości wskaźnika, ozna
cza, że spółka prowadzi właśc iwą pol itykę inwestycyjną (Socha J . ,  1 998)85 . 

H3 Problematyką wskaźników rentowności szczegółowo omówi l i :  Tarczyński W. : op.ciL s. 230-
239, Socha J . : op.cit . , s. 270-272, Baryłko B. ,  Mikos .I . :  op.cit. , s. 66-67 

H4 Por. : Tarczyński W . :  op.cit . , s .  23 1 
Ho Por. : Socha l.: op.cit. , s. 27 1 -272 
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Działalność strategiczna spółki powinna polegać na maksymal izacj i  powyższego 
wskaźnika ponad przeciętną stopę procentową. Wskaźnik n iższy niż stopa procentowa 
oznacza, że bardziej opłaca się inwestować kapi tał w banku, niż i nwestować w spółkę . 
W celu l epszego określenia pozycj i spółki wskaźnik rentowności kapitału porównuje  s ię z 
kosztem kapitału . Jeże l i  wskaźnik j est n iższy n iż koszt kapitału, to spółkę więcej kosztuj e  
utrzymanie kapitału, niż wynosi  j ego rentowność i j est to sytuacj a  niekorzystna. Aby pod
n ieść rentowność kapitału spółka może obn iżyć wie lkość kapitału własnego przez umorze
n ie lub zwiększyć os iągane zyski . Sposobem na zwiększenie zysku dane spółki j est zasto
sowan i e  dźwigni finansowej .  

Efekt dźwign i  finansowej w firmie  można ocen ić  za pomocą wzoru na przyrost 
rentowności kap itału . Ponieważ na poziom wskaźn ika rentowności  kap itału mają wpływ 
różne elementy, a j ego wartość może zależeć zarówno od różnicy m iędzy wskaźnik iem 
rentowności kapitału całkowitego a stopą płaconych odsetek, j ak i od struktury kapitału 
(udz iału kapitału własnego w kapitale ogółem), anal izie poddaj e  s ię  również relacj ę zwaną 
modelem anal izy wskaźn ikowej Du Ponta. Relacj ę tę zaprezentowano na rysunku 1 . 3 5 .  

Rys. 1 . 3 5  Schemat ana l izy wskaźnikowej według D u  Ponta 

Zysk netto 

Kapitał własny 

I 
I I 

Zysk netto Kapitał własny 

Sprzedaż netto Aktywa ogółem 

I 
l I 

Zysk netto Sprzedaż netto 
x 

Sprzedaż netto Aktywa ogółem 

Źródło : na podstawie (Tarczyński W., 1 997) .  

Z formuły Du Ponta wynika, że najważn iej szymi  czynnikami,  które kształtuj ą ren
towność kapitału własnego są: rentowność sprzedaży netto, rentowność aktywów ogółem i 

stopień wspomagania .finansowego czyli struktura kapitału. Znajomość powyższego sche
matu j est n iezbędna w okreś lan iu  przyczyn zmian w rentowności kapitału własnego oraz 
w badan iu  natężenia i s i ły działania okreś lonych przyczyn. 

1 . 2 . 2 . 3 . 2  W s ka ź n i k i o c e n i a j ące  p ły n n o ś ć  i z a d ł u ż e n i e  p r z e d s i ę b i o r stwa 

Płynność finansowa obok zysku j est również ważną cechą charakteryzującąjednost
kę gospodarczą i oznacza zdolność firmy do wywiązywan ia s ię z krótkoterminowych i dłu
goterminowych zobowiązań. Utrata płynności wywołuj e  realną groźbę zachwiania ciągłości 
funkcj onowan ia przedsięb iorstwa. Płynność finansowa spółki oceniana j est na podstawie 
następuj ących m iar: wskaźnika bieżącej płynności, szybkiej płynności i wskaźnika podwyż

szonej płynności. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



58 Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Wskaźnik bieżącej płynności (wb) obl icza się za pomocą poniższego wzoru (Socha 
J. , 1 998)86 : 

wb = ____ a"-k""ty'-w--'-a ..:..b�ie.=żC.\.ąc;..:e ___ _ 
zobowiązania b ieżące ( ! . l I )  

Wskaźnik ten określa zdolność firmy do pokrywania zobowiązań w terminie .  Infor
muje on, w j akim stopniu bieżące aktywa pokrywają  zobowiązania tzn . i le złotówek akty
wów przypada na złotówkę zobowiązań b ieżących. Wartość tego wskaźnika powinna być 
większa od l lub według niektórych specjal i stów oscylować w okolicach 2 .  

Niższy poziom wskaźnika może świadczyć o trudnościach czasowego regulowania 
wymaganych zobowiązań . Natom iast zbyt wysoki poziom tego wskaźnika, wskazuje na 
nadmierne zamrożenie środków obrotowych (Lechowicz A., Mączka W., 1 994)87 . 

I nną miarą płynności j est wskaźnik płynności szybki (ws) (Socha J . ,  1 998)88 : 

aktywa bieżące - zapasy ws = _--'---''--''--'-__ �_-'..L'='< __ 
zobowiązania bieżące ( 1 . 1 2) 

Powyższy wskaźnik pokazuje  stopień pokryc ia zobowiązań krótkoterminowych ak
tywami o dużym stopniu płynności - gotówką, zbywalnymi papierami wartośc iowymi ,  na
leżnościam i .  Od wysokości aktywów bieżących w l iczniku odejmuje  się zapasy, ponieważ 
są one mniej płynne. Wskaźnik ten j est znacznie dokładniej szy, n iż poprzedni .  W praktyce 
za zadowalający przyjmuje się poziom wskaźnika w przedziale 1 ,0 - 1 ,3 .  Oczywiście im 
wyższy poziom tego składn ika tym lepiej .  Jeże l i  wskaźnik przyb iera wartość poniżej l ,  to 
oznacza, że podmiot może mieć trudności w szybkim zaspokojen iu  roszczeń wierzyc ie l i .  

Wskaźnik podwyższonej płynności (wpp) określa poniższa zależność (Tarczyński 
W., 1 997)89 . 

wpp= aktywa bieżące - zapasy - należności 
zobowiązania bieżące ( 1 . 1 3 )  

Określa on  zdolność spółk i  do  spłacenia bieżących zobowiązań z uwzględnieniem 
najbardziej płynnych aktywów, których zdolność do regulacj i  zobowiązań j est natychmia
stowa lub prawie natychmiastowa. D la  tego wskaźnika n ie określa s ię wartości gran icz
nych, ponieważ z jednej strony zupełny brak środków p ien iężnych w danym momencie nie 
musi oznaczać sytuacj i alarmowej ,  ale z drugiej strony ich nadmiar nie j est racjonalny i n ie  
świadczy dobrze o finllie .  

Jednym z podstawowych sposobów wspomagan ia finansowego firmy jest jej zadłu
żenie .  Zadłużenie firmy w gospodarce rynkowej nie j est zj awiskiem negatywnym, lecz spo
sobem na uzupełnienie kap itału zaangażowanego w jej działalnośc i .  

x "  Socha J . : op.cit . , s .  275, pisze o tym również Tarczyński w. : op.cit. , s .  207 
X7 Por. : Lechowicz A., Mączka w.: op.cit . ,  s .  1 06 
88 Socha J. :  op.cit . , s .  275 
89 Pisze o tym m.in. Tarczyński W. : op.cit . ,  s .  208-209 
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Wyróżn ia s ię dwie grupy wskaźn ików wykorzystywanych do oceny zadłużenia fir
my . P ierwsza, to wskaźniki opisujące poziom zadłużenia przedsięb iorstwa, natomiast druga 
to wskaźnik i  pokazujące zdolność przedsiębiorstwa do obsługi długu . 

Ogólny wzór na zadłużenie ma postać (Socha J . ,  1 998)90 : 

zobowiązania wz= ------="'-=-:::..:..:..===-----
aktywa ( 1 . 1 4) 

Wskaźnik pozwala ustal ić stopień zabezpieczenia spłaty całego zadłużen ia  mająt
kiem przedsiębiorstwa. Infonnuje on o udziale kap itału obcego w finansowaniu majątku 
przedsięb iorstwa. Na j ego podstawie można wyciągnąć różne wnioski .  N i sk i  wskaźnik za
dłużenia j est pożądany dla kredytodawców i inwestorów g iełdowych, gdyż oznacza mniej
sze ryzyko i lepsze zabezp ieczenie powierzonych pieniędzy. Jednak właściciele firmy czę
sto dążą do wysokiego wskaźnika zadłużenia, gdyż zwiększenie dochodu kosztem kapitału 
obcego zwiększa ich zyski 9 1 . 

Z punktu widzenia P.1 .  Kleina (Klein P . 1 . ,  1 999)92 , optymalny poziom zadłużenia 
zależy od wielu różnych czynników: perspektywy branży, aktualnej sytuacji firmy, ograni
czeń w zakresie strumieni pieniężnych. Według standardów zachodnich firma j est stabi lna, 
j eże l i  wskaźnik zadłużenia m ieści s ię w przedziale 0 ,57  - 0,67 (Tarczyński W . ,  1 997)93 . 

Następnym wskaźn ikiem jest wskaźnik poklycia obsługi długu.  Informuje on ,  i l e  
razy zysk danej spółki pokrywa roczne spłaty kredytu długoterminowego i odsetki od  n iego . 

Wskaźnik pokrycia obsługi długu (wpd) można przedstawić za pomocą poniższej 
zależnośc i (Tarczyński W. ,  1 997)94 : 

zysk brutto + odsetki wpd = ---�-��----���-raty kapitałowe + odsetki ( 1 . 1 5) 

Na podstawie wyżej wymienionego wskaźn ika można okreś l ić stopień obsługi kre
dytu przez wygospodarowany w przedsiębiorstwie zysk. Wadą omawianego wskaźnika 
j est to, że nie uwzględnia on spłaty samego długu, która j est ważn iej sza dla wiarygodności 
finansowej firmy, n iż spłata samych odsetek. Innym mankamentem tego wskaźnika jest 
fakt, że wiąże koszty odsetek z zyskiem, a jak pokazuje praktyka, zapłata odsetek następuje 
n ie z zysku ewidencyj nego lecz z wpływu gotówki .  

Jak pokazuje  M. Czekała (Czekała M. ,  1 998)95 , wskaźnik obsługi długu jest wskaź
nikiem o charakterze ostrzegawczym. W normalnie funkcjonującym przedsiębiorstwie jego 
wartość musi być większa od l, w przeciwnym razie przedsiębiorstwo nie jest w stanie ob
sługiwać nawet odsetek od długu. 

YII Socha J . :  op.cit . , s .  275 
9 1  Problematykę tą w sposób szczegółowy omawiąj ą  m . in . :  Tarczyński W.; op.cit . ,  s .  2 1 2-2 1 3 , 

Socha .T.: op.cit . ,  s. 275-276, Baryłko B . ,  Mikos .l . :  op.cit . ,  s. 68-69 
92 Podano za Klein P .J . :  op.c it . ,  s .  1 1 6 Y3 Por. : Tarczyński W. : op.cit . ,  s. 2 1 3  
Y4 W pracy omówiono jeden ze wskaźników analizujących zdolność przedsiębiorstwa d o  obsługi 

długu. Pozostałe wskaźniki dotyczące obsługi długu szczegółowo omawia m. in . : Tarczyński W. : 
op.c it . ,  s. 2 1 5-2 1 8, Czekała M . :  op.c it . ,  s. 1 1 8- 1 1 9  

95 Podano za Czekała M . :  op.cit . ,  s .  1 1 9 
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Reasumuj ąc powyższe rozważan ia można stwierdzić, że rosnąca wartość wskaźnika 
j est sytuacj ą  korzystną dla spółki ,  natom iast malejąca w czas ie  wartość wskaźnika oznacza 
n ieefektywne zarządzanie firmą i n iewie lką zyskowność zainwestowanych środków. 

1 . 2 . 2 . 3 . 3  W s ka ź n i k i  o p i s u j ące  a ktyw n e  d z i a ł a n i e p r z e d s i ę b i o r stwa 

O finansowym powodzeni u  firmy decyduje  rozmiar, struktura i wykorzystanie  ak
tywów. W ramach anal izy zarządzania aktywami należy usta l ić ,  czy wie lkość poszczegól
nych rodzaj ów aktywów odpowiada uzasadnionym potrzebom firmy . Jeże l i  poziom akty
wów przekracza uzasadnione potrzeby, ta sytuacja  oznacza niepotrzebne zamrożenie kapi 
tału i zmniej szen ie  ewentualnych zysków z działalnośc i .  Natomiast, j eże l i  poziom aktywów 
j est zbyt niski  w stosunku do potrzeb, wówczas nie pozwala na os iągn ięc ie  odpowiedn iego 
poziomu sprzedaży, a tym samym pogorszenie wyników firmy.  

Do oceny sprawności działania przedsiębiorstwa służą następuj ące grupy wskaźni -
ków (Tarczyński W. ,  1 997)96 : 

• wskaźniki związane z kosztam i wytwarzen ia, 
• wskaźn iki dotyczące rotacj i ,  
• wskaźn iki  dotyczące gospodarowania zasobami .  

J ednym ze  wskaźników, których podstawą są koszty wytwarzania j est wskaźnik ope
racyjności (wo) . Wskaźn ik ten j est bardzo ogólną miarą aktywności przedsiębiorstwa, in
formuj e  o wykorzystaniu zasobów firmy i odpowiada na pytani e :  j ak efektywnie działa 
firma na rzecz obniżenia kosztów. Przedstawia s ię go następującym wzorem (Tarczyński 
W . ,  1 997 )97 : 

koszt własny sprzedaży wo = ___ '-'-'-;..:...:..---''"''-''-_..;:.c.._--'--'-.... ___ _ 

sprzedaż netto ( 1 . 1 6) 

Wyznaczony w ten sposób wskaźn ik  porównuj e  s ię z innymi  firmami w branży . Po
ziom wskaźnika powinien zawierać się w przedziale 0,5 - 0,9. Wartość mniej sza niż 0 , 5  
j est d l a  inwestora giełdowego bardzo korzystna. Świadczy o wysokiej zyskowności firmy . 
Jeże l i  wartość wskaźn ika j est większa od 0,9 j est to sygnał negatywny i informuj e  o tym,  że 
przeds iębiorstwo ma poważne kłopoty z uzyskan iem zwrotu pon ies ionych nakładów. 

Druga grupa wskaźn ików, to wskaźniki rotacji. Wskaźn iki  rotacj i są zależne od 
branży w j akiej firma działa, ponieważ każdą branżę charakteryzuj e  inna specyfika działal 
nośc i .  W tej grupie naj ważniej sze wskaźn iki ,  to wskaźnik rotacji aktywami i wskaźnik rota
cji majątku. Pon iższy wzór przedstawia obl iczanie wskaźn ika rotacj i aktywów (wra) (Le
chowicz A., Mączka W., 1 994)98 . 

sprzedaż netto wra = -----��-����-------
aktywa ogółem ( 1 . 1 7 )  

Ten wskaźnik  charakteryzuj e  s ię n iższymi wartościam i d la  branż o wysokiej kap i 
tałochłonności ,  a wyższymi wartościami d la branż o n i skiej kap itałochłonności .  Poziom 

% Por. : Tarczyński w. : op.cit . ,  s .  2 1 8  
97 Por. : Tarczyński W. : op .c it . ,  s .  2 1 9  
9R Por. : Lechowicz A. .  Mączka W . :  op.c it . ,  s .  1 08 
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tego wskaźn ika informuje  o l iczbie obrotów ogółem lub wzroście o zł, wartośc i sprzeda
ży, która została uzyskana dzięki zaangażowanych w aktywach trwałych i obrotowych 
środkach kapitałowych.  

Innym rodzajem j est wskaźnik rotacji majątku ( wrm) (Socha J . ,  1 998) .
99 

wrm = _____ ---'s:.J:p..:..rz..:...c:..:'d:..::a=ż _____ _ 

przec iętne aktywa ogółem ( 1 . 1 8 ) 

Wskaźn ik powyższy informuj e  z jaką częstot l iwością przeds ięb iorstwo wykorzy
stuje  posiadany majątek. Im wyższa wartość wskaźn ika, tym firma z większą częstot l iwo
ścią dokonuje  obrotu swo im majątkiem.  Sytuacja, gdy przeds ięb iorstwo utrzymuje  wysoki 
wskaźn ik  przez d ługi okres czasu, nie j est zbyt korzystna, gdyż oznacza zamrożenie kapi
tału obrotowego . N i ski  poziom tego składn ika powin ien skłon ić  do szczegółowego badan ia  
struktury majątku obrotowego . Można tu  wykorzystać wskaźn ik i  rotacj i zapasów, należno
ści i środków płynnych 1 00 . 

Kolejną grupę wskaźn ików służących do pom iaru sprawności  działan ia  przedsię
b iorstwa stanowią wskaźniki gospodarowania :::asobami. Są to wskaźn ik i  gospodarowan ia 
potencj ałem ludzk im i środkami trwałymi .  W l iteraturze przedmiotu wyróżnia  s i ę  następu
jące miary gospodarowania  zasobam i (TarczYI1ski W., 1 997) 1 0 1 : 

• miary dotyczące wydaj ności pracy na jednego zatrudnionego, 
• miary dotyczące produktywnośc i środków trwałych, 
• miary dotyczące sfinansowan ia przyrostu środków trwałych z amortyzacj i ,  
• miary dotyczące sfinansowania  przyrostu środków trwałych strumieniem gotówki ,  
• miary dotyczące sfinansowania  przyrostu aktywów strumieniem gotówki . 

1 . 2 . 2 . 3 .4 W y b r a n e  w s ka ź n i k i r y n kowe 

Naj bardziej powszechną grupą wskaźn ików charakteryzuj ących akcje  są  wskaźniki 
rynkOlve . Jednym z elementów tych wskaźn ików jest aktualna cena rynkowa akcj i .  Wskaź
n ik i  rynkowe w pewnym stopniu są połączeniem anal izy technicznej i fundamentalnej .  
Technicznej ,  ponieważ przez włączenie aktualnej ceny j ednej akcj i wskaźnik i  wraz z n ią 
zmieniaj ą  swą wartość;  fundamentalnej ,  gdyż wykorzystuje  s i ę  w n ich takie wielkośc i ,  j ak 
z.ysk, wa rto.Ś'ć księgowa, czy ((V1videnda. 

Zal iczyć można do nich następujące wskaźn ik i  (Czekała M . ,  1 998) 1 02 : 
• p/e, oznaczające cenę do zysku, 
• p/by, oznaczaj ące cenę do wartości księgowej , 
• p/cf, oznaczające cenę do nadwyżki finansowej ,  
• wskaźnik i  dotyczące stopy dywidendy. 

9" Por. Socha 1. :  op .c iL ,  s .  277 1110 W pracy j edyn ic zasygnal izowano problematykę związaną ze wskaźn ikami rotac j i .  Dokładne 
ich omówienie zawierają  następujące prace : Tarczyński W . :  op.c i t . ,  s .  22 1 -223 , Lechowicz A.. Mącz
ka W. :  op .c i t . , s .  1 08- 1 09 ,  Socha J . :  op .c i t . .  s. 277 1111 Szerzej na ten temat traktuje m . in .  praca Tarczyński W . :  op.c i t . .  s .  224-230  1 1 12 P isze o tym Czekała M . :  op .c i t . .  s .  1 42 
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Wskaźnik p/e, inaczej cena/zysk jest miarą określającą wielkość zysku przypadającą 
na j edną akcję  danej spółki .  Wskaźnik ten wyznacza się za pomocą poniższego wzoru 
(Czekała M . ,  1 998) 1 03 : 

rynkowa cena jednej akcji p/c = __ --.:.._L:.:.:.:..:..:,c=...:==:.t.:_ =:::'-'-==-'-. ---

zysk na jedną akcj ę  ( 1. 1 9) 

Obliczając wskaźnik cena/zysk używa s ię ceny rynkowej lub w przypadku sprzedaży 
w ofercie p ierwotnej - ceny subskrypcyjnej . Zysk j est w rzeczywistości zyskiem rocznym 
netto lub zyskiem netto annualizowanym przypadającym na j edną akcję .  Wskaźnik cena do 
zysku określa więc stosunek rynkowej ceny akcj i do rocznego zysku netto spółki przypa
dającego na j edną akcję .  

Wskaźnik ten można rozumieć, j ako l iczbę lat obrachunkowych, w przeciągu któ
rych zysk przypadający na j edną akcję pokryje cenę j ej zakupu. Jeś l i  na przykład wskaźnik 
wynosi  10  - oznacza to ,  że zysk przypadający na j edną akcję w dniu j ej nabycia po dziesię
c iu latach pokryj e  inwestycję .  Wynika z tego, że im niższa wartość wskaźnika - tym lepiej .  
N iski wskaźnik stanowi zachętę d o  nabywania akcj i spółki , j ednak może to wynikać 
z przyczyn koniunkturalnych lub faktu obniżania się zysku netto spółk i .  W takich przypad
kach nabywanie akcj i danej spółki jest wysoce ryzykowne. 

Kolej nym wskaźnikiem rynkowym j est wskaźnik cena/wartość księgowa. Wskaźn ik  
ten wyznaczyć można za pomocą następującego wzoru (Tarczyński W. ,  1 997) 1 04 : 

rynkowa cena jednej akcj i p/by = __ ----'-'=-'-=..:...---"--''''-=-::....L'-=.:.::...LCc::.::..:c''-'- __ wartość księgowa jednej akcj i 

Wskaźn ik powyższy stanowi rynkowe oszacowanie majątku spółki .  Jeże l i  j ego 
wartość j est wysoka, wówczas należy l iczyć się z korektą rynku i w konsekwencj i  - spad
kiem cen akcj i .  Z kolei n iska wartość wskaźnika oznacza, że rynek nie ocenia wysoko 
możliwości takiego wykorzystania majątku, które przyniosłoby odpowiednio wysokie zy
ski . Jego niska wartość może świadczyć również o kłopotach spółki, np. złej strukturze 
majątku. 

Innym ważnym wskaźnikiem j est wskaźnik cena do nadwyżki finansowej p/cf, gdzie 
cf określa nadwyżkę finansową danej spółki .  

Inwestorzy kierujący s ię w swoich decyzj ach inwestycyj nych wartością tego wskaź
n ika preferują strumienie finansowe zamiast zysku netto. W krótkim okresie może to m ieć 
uzasadnienie . W okresie dłuższym należy pamiętać, że środki trwałe ulegają zużyciu i w 
przyszłości może zaj ść kon ieczność ich wymiany. Nie j est więc wykluczone, że spółka po
s iadająca środki trwałe o znacznej wartośc i  w przyszłości będzie musiała ponieść znaczne 
wydatki na ich wymianę (Czekała M. ,  1 998) 1 05 . 

Kolej nym wskaźnikiem rynkowym jest wskaźnik stopy dywidendy (Dividend Yield) . 
Obl icza się go dzieląc wartość dywidendy \\'Ypłaconej lub zadeklarowanej za ostatni rok 
przez aktualną wartość rynkową akcj i .  Zdaniem wielu inwestorów anal ityków, wskaźnik 
stopy dywidendy j est najbardziej obiektywnym wskaźnikiem rynkowym, ponieważ nigdy 

1 1 13 Por. : Czekała M. : op.cit . .  s .  1 42 1 04 Pisze o tym m. in .  Tarczyński W . :  op. cit . , s .  257, Czekała M . :  op.cit . .  s .  1 43 l OS Por. : Czekała M . :  op.cit . .  s. 1 57 
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nie wprowadza w błąd. Ogólnie wiadomo, iż spółka wypłacająca duże dywidendy j est na 
ogół w dobrej kondycj i finansowej 1 06 . 

Reasumując, należy stwierdzić, iż przy podejmowaniu  decyzj i  inwestycyj nych wy
bierać należy takie spółki , które finansują  swój rozwój ze źródeł wewnętrznych, mają usta
b i l izowane zyski i odpowiednią kadrę zarządzającą. Powinny też charakteryzować s ię ta
kim bi lansem, z którego wynika, że spółka j est w niewielkim stopn iu zadłużona, a także 
posiada możliwości prowadzenia elastycznej pol ityki cenowej i dysponuje  możl iwościami 
wdrażania nowych produktów. W celu zmniej szenia ryzyka należy też wybierać spółki ,  
które wykazywały wzrost w ostatnich p ięciu l atach . 

1 . 2.3  Ana l iza portfelowa 
Teoria portfela, której twórcą j est Harry Markowitz (nazywana również teorią Mar

kowitza) , będąca osiągnięciem nowoczesnych finansów dotyczy inwestycj i  w akcje więcej 
n iż j ednej spółki w taki sposób, aby osiągnąć korzyść j ednoczesnego zwiększenia dochodu 
i zmniej szenia ryzyka (Jajuga K. , Kuziak K. , Markowski P., 1 998) 1 07 . Analiza portfelowa 
polega więc na wyznaczeniu optymalnych inwestycj i w celu osiągnięcia maksymalnych 
korzyści z ponies ionych nakładów. Odpowiedn i  dobór portfela akcj i umożl iwia osiągan ie 
zysków przez n iwelowanie spadków cen j ednych akcj i przez wzrost wartości i nnych akcj i 
wchodzących w skład portfela . 

Teoria Markowitza dzięki możliwości budowy portfela inwestycyjnego jest podsu
mowaniem anal izy fundamentalnej i technicznej ,  przy której wykorzystuje  się wyniki oby
dwu tych anal iz .  

1. 2 . 3 .1 Pojęcie stopy zwrotu z inwestycj i 

Podstawowym wskaźn ikiem używanym w teor i i  portfe l a  jest stopa zwrotu . Określa 
ona wie lkość zysku w stosunku do zainwestowanego kap itału . I stnieje  wiele miar stopy 
zwrotu. W praktyce najczęściej stosuje  się stopę zwrotu z inwestycj i  (return of inwestment 
-- ro i ) .  Wyznacza się ją według następującej formuły (Tarczyński W . ,  1 997) 1 08 : 

zysk przed spłatą odsetek, ale po opodatkowaniu  roi = __ ��_��_���_ �����-L�L-�
�� 

____ _ 

kapitał zaangażowany w przedsięwzięcie ( 1 . 20) 

Na podstawie powyższej formuły można zastosować następujący wzór, pozwalający 
wyznaczyć stopę zwrotu z papierów wartościowych (Tarczyński W.,  1 997) 1 09 . 

R = 
C ,  - C H + D , 

, 
C '_ I  

( 1 . 2 1  ) 

106 Opisał to w sposób wyczerpujący Czekała M . :  op.cit . ,  1 60- 1 6 1 ,  Tarczytlski W . :  op.cit . , 258-259, 
Socha J. :  op.cit . , s .  283-284 1 117 Por. : Jajuga K, Kuziak K. ,  Markowski P . :  op.ci t . ,  s . 243 IOX Por. : Tarczyński W. : op .c i t . ,  s. 1 1  1 1 19 Por. : Tarczyński W . :  op .c i t . ,  s. 1 3  
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gdzie :  
R, - oznacza stopę zwrotu w okres ie 1, 
CI - oznacza cenę pap ieru wartościowego w okresie t. 
CI· l - oznacza cenę papieru wartościowego w okresie t- L 
D, _ oznacza dywidendę wypłaconą w t okresie .  

Stopa zwrotu jest zatem funkcją  czasu zależną zarówno od zmian wartości  papierów 
wartośc iowych, jak również od rozpatrywanego okresu czasowego . W rzeczywistości stopa 
zwrotu jest funkcją losową, ponieważ zależy od wielkości ,  które są n ieprzewidywalne .  
Często przy zmiennych losowych ma zastosowan ie teoria prawdopodobieI'lstwa. Tak dzieje  
s ię również w przypadku stóp zwrotu. Maj ą  one okreś lony rozkład prawdopodobieI'lstwa, 
który stanowi zbiór par l iczb (TarczyI'lski W. ,  1 997) :  

(R" P i ) ,  i = I , . . .  , n 
gdzie :  
R; .- oznacza i -ta mozl iwą stopę zwrotu. 
p; - oznacza prawdopodobieństwo wystąpien ia określonej stopy zwrotu R; ,  
n - oznacza i lość badanych przypadków 

Nie j est możl iwe określenie przyszłych stóp zwrotu, ponieważ zależą one od wielu 
czynn ików. Jeże l i  nawet akcje  danej spółki miały najwyższe stopy zwrotu w okresie prze
szłym, to w momencie podej mowan ia decyzj i  nie ma możliwości określenia ich zachowań 
w przyszłośc i .  Ze względu na oczekiwan ia inwestorów, dla których ważne są informacje ,  
przy pomocy których można prognozować zachowan ie w przyszłości podj ęto próbę pro
gnozowan ia zmiany stopy zwrotu i prawdopodob ieI'lstwa j ej wystąpienia .  Aby można było 
prognozować zachowan ie się rynku wprowadzono pojęcie oczekiwanej stopy zwrotu , na 
którą składaj ą  s ię zmienne losowe występuj ące z określonym prawdopodobieI'lstwem.  Po 
wyznaczeniu zbioru możl iwych stóp zwrotu danego pap ieru wartościowego określa s ię 
rozkład oczekiwanej stopy zwrotu na podstawie wzoru (Wierzbicki M. ,  1 995 ) 1 1 0 : 

n 
E(R) = I p x Ri 

i=1  
gdzie :  
E (R)  - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu z inwestycj i , 
p, - oznacza prawdopodobieństwo wystąpien ia i-tej sytuacj i , 
R; - oznacza stopę zwrotu występuj ącą w i -tej sytuacj i , 
n - oznacza l i czbę różnych możl iwych scenariuszy rozwoju .  

( 1 . 22) 

Z powyższego wyrażenia wyn ika, że oczekiwana stopa zwrotu stanowi średnią wa
żoną możl iwych stóp zwrotu . Wagi stanowią prawdopodobieI'lstwa ich wystąpienia .  Praw
dopodobieństwo Pi można wyznaczać zarówno subiektywnie, j ak też na podstawie rachun
ku prawdopodobieI'lstwa. H. Markowitz oparł swoją  teorię na danych statystycznych i zało
żył, że przyszłe wartości stóp zwrotu będą miały analogiczny rozkład, j ak rozkład stóp 
zwrotu w przeszłośc i .  

Oczekiwana stopa zwrotu posiada dwie właśc iwości :  

\ 10  Por. : Wierzbicki W . :  op.cit . , s .  1 1  
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• nie przekracza naj wyższej możliwej do wystąpienia stopy zwrotu, 
• nie j est n iższa niż naj niższa możliwa do wystąpienia stopa zwrotu .  

6 5  

Często zakłada s ię, że  oczekiwana stopa zwrotu ma rozkład normalny . Takie założe
nie nie zawsze znajduje potwierdzenie w praktyce. Założenie rozkładu normalnego dla 
oczekiwanej stopy zwrotu z i nwestycj i  n ies ie  okreś lone korzyści w dalszych analizach . 
Najwięcej informacj i przy powyższej postac i rozkładu oczekiwanej stopy zwrotu inwestor 
otrzymuj e  na podstawie dwóch parametrów, do których zal iczamy oczekiwaną średnią 
arytmetyczną E(R) i oczekiwane odchylenie standardowe S .  P ierwsza zaleta takiego postę
powania  wyn ika z kształtu rozkładu normalnego, który j est rozkładem j ednomodalnym (po
s iada tylko jeden szczyt), co upraszcza anal izy i obliczenia. 

Prawdopodobieństwo dla rozkładu normalnego osiąga zawsze takie same poziomy, 
bez względu na bieżące wartości oczekiwanej stopy zwrotu i odchylen ia standardowego . Ta 
własność rozkładu normalnego pozwala na wyznaczenie atrakcyj nego dla inwestora po
ziomu stopy zwrotu. Do tego celu wykorzystuje s ię  następuj ąca zależność (Tarczyński W. ,  
1 997) 1 1 1 : 

gdzie :  

z 
= 

abs [R - E(R)] 

S 

Z .- oznacza zmienną standaryzowaną dla dane.i stopy zwrotu, 
R - oznacza stopę zwrotu z inwestyc.i i ,  
E (R)  - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu z inwestycj i , 
S - odchylenie standardowe stopy zwrotu . 

( 1 .23)  

Kolejna zaleta używania  rozkładu normalnego wyn ika z założenia, że suma dwóch 
zmiennych o rozkładzie normalnym ma również rozkład normalny. Powyższe założenie 
dotyczy również wariancj i  sumy dwóch n iezależnych zmiennych o rozkładzie normalnym. 
Zaleta ta wykorzystana została w teori i Markowitza, a potem kontynuowana przez Sharpe 'a  
i L intnera. 

Głównym problemem, z którym inwestorzy spotykaj ą  się w praktyce j est oszacowa
nie oczekiwanej stopy zwrotu z akcj i w przyszłośc i .  Oczekiwaną stopę zwrotu obl icza s ię 
wychodząc z założenia, że j eże l i  rozkład j est określony na podstawie danych statystycz
nych (próby), to wartością oczekiwaną jest średnia arytmetyczna ze wszystkich badanych 
stóp zwrotu . Oznacza to, że przyszłe zmiany stopy zwrotu będą zbl iżone do poziomu stóp 
zwrotu z przeszłośc i .  

Rozumowanie takie  sprowadza s ię do używania  następuj ących wzorów na stopę 
zwrotu (Wierzbicki M . ,  1 995) 1 1 2 : 

• przy zastosowaniu  średniej arytmetycznej : 

I I I  Tarczyński W . :  op.cit. , s .  1 6  1 1 2 Por. : Wierzbicki M . :  op.cit . ,  s. 1 3 - 1 4, pisze o tym również Tarczyński W. : op.cit . ,  s. 1 9  

( 1 . 24 ) 
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• przy zastosowaniu średniej geometrycznej : 

n 
R = n n ( l  + Rk) - 1  

k=l 
gdzie :  
Rk - oznacza kolejne stopy zwrotu osiągalne w każdym okresie przez badany walor, 
n - oznacza l iczbę anal izowanych okresów. 

( 1 .25)  

Wykorzystanie  średniej arytmetycznej j est bardziej charakterystyczne dla inwestycj i 
krótkoterminowych, a średn ia geometryczna lepiej sprawdza s ię w inwestycj ach długookre
sowych. 

Przedstawione powyżej równania umożliwiają  j edynie szacowan ie stóp zwrotu. Nie 
zawsze są to prognozy prawidłowe . O tym, j ak może w przyszłości  kształtować s ię stopa 
zwrotu spółki w większym stopniu decyduj ą  aktualne dane niż te z dalekiej przeszłośc i .  
Celowym zatem byłoby wprowadzenie systemu wag dla c iągu czasowego stóp zwrotu. In
nym problemem j est wybór odpowiednich okresów do obl iczeń i wypracowanie  sposobu 
traktowania  danych z okresów nietypowych (s i lne hossy i bessy) . 

1. 2 . 3 . 2 .  Ryzyko i nwestycj i w papiery wartościowe 

Drugim n ierozerwalnie związanym czynnikiem z procesem inwestycyj nym j est ry
zyko. Przy inwestycj i w dany walor naj części ej s ię zakłada określony potencj al ny zysk, ale 
nie bez znaczenia j est również poziom ponoszonego ryzyka. 

Naj częściej bywa tak, że akcje o przewidywanej naj wyższej stopie zwrotu obarczo
ne są największym ryzykiem.  

Ryzyko może mieć dwa aspekty : dodatn i ,  gdy faktyczna stopa zwrotu będzie wyż
sza od oczekiwanej stopy zwrotu i ujemny, gdy faktyczna stopa zwrotu będzie niższa od 
oczekiwanej stopy zwrotu . Im bardziej wrażliwa jest stopa zwrotu danego waloru na zmia
ny czynników zewnętrznych, tym większe ryzyko inwestycj i w dany walor. Ryzyko jest 
odzwierciedleniem zmienności stopy zwrotu. Im większe zmiany tym większe ryzyko. 

Klasycznymi wskaźnikami stosowanymi do opisu ryzyka są: wariancja i odchylenie 
standardowe stopy zwrotu . Są to zatem miary rozkładu stopy zwrotu. 

Wariancj a  stopy zwrotu okreś lona j est za pomocą następuj ącego wzoru (Jaj uga K . ,  
Kuziak K. ,  Markowski P . ,  1 998) 1 1 3 : 

n 
V = I, p  X (ri-d 

i=l 
gdzie :  
V - wariancj a stopy zwrotu, 
Pi - prawdopodobieństwo zreal izowania i-tej możl iwej stopy zwrotu, 
ri - i-ta możliwa do zreal izowania stopa zwrotu, 
r - oczekiwana stopa zwrotu z inwestycj i ,  
n - l iczba możliwych stóp zwrotu. 

1 1 3 Por. : Jajuga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski P. :  op.cit . , s. 228 

( l .26) 
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Jak wynika ze wzoru wariancj a  stanowi średnią ważoną kwadratów odchyleń moż
l iwych stóp zwrotu od oczekiwanej stopy zwrotu, z wagami w postaci prawdopodobieństw 
wystąp ienia możliwych stóp zwrotu. 

Wariancja, j ak widać przyj muj e  wartości  n ieuj emne. Gdy wszystkie  możliwe stopy 
zwrotu w rozkładzie są równe, wówczas wariancj a  os iąga wartość "zero" ,co oznacza brak 
ryzyka. 

Maksymalna wartość wariancj i  j est mniej sza lub równa kwadratowi największego 
odchylenia pojedynczej stopy zwrotu od j ej wartości oczekiwanej . 
B iorąc pod uwagę fakt, że rząd wielkości wariancj i  j est inny niż rząd wielkośc i oczekiwa
nej stopy zwrotu, co może powodować kłopoty w interpretacj i ,  zamiast wariancj i  stopy 
zwrotu częściej stosuje s ię  odchylenie standardowe stopy zwrotu, okreś lane wg wzoru (Ja
juga K . ,  Kuziak K., Markowski P . ,  1 998) 1 14 : 

n 
S = L P x (ri -r)2 i=l 1 . 27 

Jak wyn ika z powyższych zależności odchylenie standardowe stopy zwrotu j est 
p ierwiastkiem kwadratowym z wariancj i  pap ieru wartościowego . 
Odchylenie standardowe stopy zwrotu wskazuj e  na wahania  na plus i minus względem 
przeciętnych możliwych stóp zwrotu od oczekiwanej stopy zwrotu . Im odchylenie standar
dowe j est wyższe tym, ryzyko inwestycj i  j est wyższe . 

Jeże l i  rozkład stopy zwrotu jest normalny lub zbl iżony do normalnego, to odchyle
nie standardowe od stopy zwrotu j est równe długośc i promienia takiego przedziału o środ
ku R (oczekiwana stopa zwrotu) ,  że prawdopodobieństwo, iż  stopa zwrotu należy do prze
działu od R-S do R+S, j est równe 0,6827. 

Z punktu widzenia K. Jajugi , K. Kuziak i P.  Markowskiego (Jaj uga K. , Kuziak K. , 
Markowski P . ,  1 998 ) 1 1 5 , odchylenie standardowe (i wariancja) stopy zwrotu wychodzi 
Z neutralnego rozumienia ryzyka, gdyż przy jego obliczeniu uwzględnia się zarówno ujem
ne, jak i dodatnie odchylenia możliwych stóp zwrotu od oczekiwanej stopy zwrotu (po pod
niesieniu do kwadratu niczym się nie różnią). Czasem zachodzi jednak konieczność trakto
wania ryzyka jako zjawiska negatywnego, a w związku z tym brania pod uwagę jedynie 
ujemnych odchyleń. Wtedy stosuje się inne miary ryzyka, będące odpowiednikami wariancji 
i odchylenia standardowego. Jedną z nich j est semiwariancj a  stopy zwrotu, okreś lana we
dług wzoru : 

SV = i pi x [(ri - rr J 2 ( 1 .28) 
io:::l 

gdzie :  
symbol ,.-" oznacza wzięcie funkcj i, która przyporządkowuje  danej wartości ujemnej tę  samą war

tość, a wartości nieuj emnej - O .  

Relacj e  zysku i ryzyka wybranych spółek na Giełdzie Papierów Wartościowych 
w Warszawie przedstawia rysunek nr 1 .36 .  

1 1 4 Por. : Jajuga K. ,  Kuziak K . ,  Markowski P . :  op.cit . , s. 228 
1 1 5 Podano za Jajuga K., Kuziak K., Markowski P.: op.cit. , s .  229 
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Rys. 1 . 36 Wykres zysk-ryzyko d la  wybranych akcj i 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Z przedstawionego wykresu wyraźnie widać przewagę akcj i B RE nad akcjami B IG .  
Akcj e  maj ą  porównywalny zysk, a l e  ryzyko w przypadku akcj i B IG-u j est prawie dwukrot
n ie  wyższe . Akcj e  spółki PROKOM mają  wysoki zysk ale równocześnie wysokie ryzyko . 

1.2.3.3 Korelacja papierów wartościowych 

Badanie  zachowania rynku opiera się na analizie stopy zwrotu i szacowani u  ryzyka. 
W przypadku, gdy inwestycj a  dotyczy więcej niż jednego waloru wprowadza się dodatko
wo poj ęcie korelacj i  stóp zwrotu. Jest to współczynnik, który określa czy i na i le zmiany 
stopy zwrotu j ednej akcj i są powiązane ze zmianami stopy zwrotu akcj i innej spółk i .  Obl i 
cza s ię  go za pomocą następuj ącego wzoru (Tarczyński W. ,  1 997) 1 1 6 : 

gdzie:  

n I, Pi x{r" -r, )x{r, i -r2 ) 
p 1 2  = ..:;;i=;;..' ---:::--:::----S,xS, ( 1 . 29) 

P l 2 - oznacza współczynnik korelacj i  dwóch papierów wartościowych oznaczonych numerami I i 2, 

Pi - oznacza prawdopodobieństwo wystąpienia określonej stDpy zwrotu akcj i , 
r l i - oznacza możliwe stopy zwrotu pierwszej akcj i (i = 1 ,2,  . . .  ,n), 
r l  - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu p ierwszej akcj i , 
r2i - oznacza możliwe stopy zwrotu drugiej akcj i (i = 1 ,2 ,  . . .  ,m), 
r2 - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu drugiej akcj i ,  
S I  - oznacza odchylenie standardowe pierwszej akcj i ,  
S2  - oznacza odchylenie standardowe drugiej akcj i ,  
n - oznacza l iczbę możl iwych stóp zwrotu. 

1 1 6 Pisze o tym m. in .  Tarczyński W. : op.cit . ,  s. 55 ,  Jąjuga K. ,  Kuziak K . ,  Markowski P . :  op .c it . , 
s. 243 , Jajuga K . ,  Jajuga T.: op.cit . , s. 1 02- 103 
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Ponieważ w praktyce rozkład prawdopodobieństwa dla stóp zwrotu j est n ieokreślo
ny, do wyznaczenia korelacj i  akcj i wykorzystuj e  s ię poniższy wzór (Tarczyński W., 
J 997) 1 1 7 :  

" LP '  x( r1 , � rl )x( r2 1 � r2 ) 1=\ 
0 .30) 

gdzie :  
n - oznacza l iczbę wszystkich badanych stóp zwrotu . 

Współczynniki  kore lacj i  stóp zwrotu akcj i zawieraj ą  s ię  w przedziale <- J ; 1 > . War
tość bezwzględna tego współczynnika wskazuj e  s iłę powiązania  między stopami zwrotu 
akcj i spółek. Im wartość bezwzględna jest większa, tym powiązan ie akcj i spółek jest s i l 
n iej sze . Wartość O oznacza brak zależności pomiędzy stopami zwrotu. Znak współczynnika 
wskazuj e  na kierunek powiązan ia pomiędzy stopam i zwrotu akcj i spółek. Jeśli j est dodatn i ,  
wówczas mamy do  czynienia z kore lacją dodatn ią, co  oznacza, że  wzrostowi (spadkowi) 
stopy zwrotu akcj i j ednej spółki towarzyszy wzrost (spadek) stopy akcj i drugiej spółki ,  na
tomiast jeś l i  j est uj emny, wówczas mamy do czynienia z korelacj ą  ujemną, co oznacza, że 
wzrostowi (spadkowi)  stopy zwrotu akcj i jednej spółki towarzyszy spadek (wzrost) stopy 
zwrotu akcj i drugiej spółk i .  

Stopień ryzyka jest zależny od i lośc i  rodzajów akcj i w portfe lu .  Zależność tę  przed
stawia rysunek 1 . 37 . 

Rys. l . 37 Za leżność pomiędzy i lością akcji w portfelu i związanym z n im ryzykiem 

I lość rodzajów akcj i  

Źródło : na podstawie (Jąjuga K . ,  Jajuga T. ,  1 994). 

Rysunek 1 .3 8  przedstawia przykładową zależność pomiędzy ryzykiem portfela 
dwóch akcj i ,  j ego stopą zwrotu, a i lością udziałów poszczegó lnych spółek w portfe lu .  
Krzywa ograniczona punktami l i 2 przedstawia i lości poszczególnych udziałów w portfelu. 

1 1 7 Por. : Tarczyński W . :  op.cit . ,  s. 5 5  
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Punkt A leżący na krzywej oznacza i lość udziałów akcj i spółk i  I i 2 w portfelu .  Im b l iżej 
leżałby punktu I ,  oznaczałby coraz większy udział akcj i spółki l i odwrotnie .  Mógłby też 
pokrywać się z punktem I lub 2. Oznaczałoby to 1 00% udziału spółki l lub 2 w portfelu .  

Rys . 1 . 38 Przykładowy rozkład udziałów w portfelu złożonym z akcj i dwóch spółek 

f2 2 

::> 
� 
� ro CL .9 (/) 

Ryzyko 

Źródło : opracowanie własne. 

Na krzywej znajdują s ię punkty, których ryzyku odpowiadaj ą  dwie wie lkośc i stopy 
zwrotu. Oczywiście należy kierować się zasadą, że przy danym ryzyku wybiera się skład 
portfela odpowiadaj ący większej stopie zwrotu. Na rysunku 1 . 3 8  widać, że dużo korzyst
n iej byłoby stworzyć portfel złożony z mniej więcej równej wartośc i  akcj i dwóch spółek 
(punkt B) ,  n iż  poprzestać tyl ko na akcjach spółki I (punkt l ) . 

1. 2 . 3 .4 Tworzenie portfe la papierów wartościowych - model Markowitza 

Teoria portfela,  której prekursorem był Harry Markowitz po lega na takim inwesto
waniu w kilka różnych walorów, aby zwiększyć dochód przy j ednoczesnym zmniej szeniem 
ryzyka inwestycj i .  Portfe l  papierów wartośc iowych stanowią posiadane akcje ,  obl igacje 
i inne pap iery wartościowe. Przy tworzeniu portfe la  pap ierów wartośc iowych b ierze się pod 
uwagę następuj ące czynniki (Tarczyński W., 1 997) 1 1 8 : 

• czasookres funkcjonowania portfela,  
• wybór papierów wartościowych, 
• określenie kryterium doboru papierów, 
• wyznaczenie zakresu możliwego ryzyka i zysku, 
• b ieżąca weryfikacj a  składników portfela. 

l i X Pisze o tym Tarczyt'lski W. : op.cit . ,  s. 67-68 
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Tworzenie modelu Markowitza opiera s ię na metodach i lośc iowych przyj mując na-
stępuj ące założenia (Tarczyński W., 1 997) 1 1 9 : 

• stopa zwrotu stanowi m iarodaj ny wskaźnik opłacalności inwestycj i ,  
• znane są rozkłady prawdopodobieństwa możliwych stóp zwrotu, 
• przewidywania inwestorów dotyczące ryzyka są proporcjonalne do rozkładu ocze

kiwanych stóp zwrotu, 
• na działan ia inwestorów wpływająjedynie - stopa zwrotu i prawdopodobieństwo jej 

osiągnięcia, 
• przez inwestorów wyb ierane są i nwestycje posiadające min imalne ryzyko przy jed

nakowej stopie zwrotu lub inwestycj e  charakteryzujące s ię większym przewidywa
nym dochodem przy takim samym ryzyku . 

1 . 2 . 3 . 4 . 1 Sto py  z w ro t u  w p r z y p a d k u p o rtfe l a  p a p i e rów w a rto ś c i ow y c h  

Naj prostszym przykładem portfela j est zbiór dwóch akcj i .  W przypadku dwóch akcj i 
A i B na podstawie wzorów, stopy zwrotu dla każdej z akcj i można wyrazić następuj ąco 
(Tarczyt'lski W. ,  1 997) 1 20 : 

gdzie :  

RA - stopa zwrotu akcj i  A w okresie od t- I do t, 

CAl - cena akcj i A w okresie t ,  

CA,_ I - cena akcj i  A w okresie t- I ,  

DA - dywidenda z akcj i  A w okresie od t- I do t ,  

RB  - stopa zwrotu akcj i B w okresie od t- I do t ,  

CB,  - cena akcj i B w okresie t ,  

CB,_ I - cena akcj i  B w okresie t- I ,  

DB - dywidenda z akcj i  B w okresie od t- I do t. 

Cenę zakupu portfela powyższych akcj i można określ ić  w następujący sposób : 

C - I = CAt - I + CBt - I 
Cenę sprzedaży portfela powyższych akcj i określa s ię za pomocą poniższego wzoru : 

C = CAt + CBt 

Łączna dywidenda okreś lana j est następującym wzorem:  

Dt = DA + Ds 

( 1 . 3 1 )  

Wzór na stopę zwrotu portfela złożonego z akcj i A i B można obl iczyć ze wzoru 
(Tarczyt'lski W. , 1 997) 1 2 1 : 

1 1 9 Por. : Tarczyński W. : op.cit . ,  s. 75-76 1 20 Zwróci l i  uwagę na ten problem: Tarczyński W . :  op.cit . ,  s. 68-7 1 ,  Jajuga K . ,  Kuziak K . ,  Mar

kowski P . :  op.ci t . ,  s. 247-248 , Haugen R.A. : op.cit . , s. 95 in .  1 2 1  Por. : Tarczyński W. : op.cit . ,  s .  69 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



72 

gdzie :  

Frakta lne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

R 
(C - C - ! ) + Dt CAt - !  

R 
CBt - !  

R = = X A +  X B c 
Ct - !  Ct - !  Ct - !  

Re - oznacza stopę zwrotu papierów wartościowych. 

CAt - !  

C - !  
- oznacza procentowy udział wartości akcj i A w całym portfelu. 

CBt - 1  

C - I  - oznacza procentowy udział wartości akcj i B \V całym portfe lu .  

( 1 . 32)  

Udziały poszczególnych papierów w portfelu muszą spełniać poniższe założen ia :  

n 
dl . < 1 > O '" Ui = 1 , a l E . .  _n > Ui _ oraz � 

wówczas stopa zwrotu wielu akcj i określana jest za pomocą następuj ącego wzoru ( Wierz
b icki M. , 1 995 ) 1 22 : 

n 
R = '" ui x Ri c � , 

i= 1  

zaś odchylenie  standardowe : 

gdzi e :  

n n - I  n 
()p = I Ui 2 X ()i 2 + 2 I I Ui X Uj X ()j X ()j X Pij 

i= 1  i=l j=i+ 1  

n - l i czba akcj i w portfelu (ponumerowanych od l do n) ,  
Ri - stopa zwrotu akcj i i ,  
8i - ryzyko (odchylenie standardowe) akcj i i ,  
u i - udział akcj i i \V portfelu, 
P ij - korelacja między akcj ami i oraz j .  

( 1 . 3 3 )  

( 1 . 34) 

Stopa zwrotu portfela złożonego z akcj i j est nie n iższa, n iż naj n iższa stopa zwrotu 
i nie j est wyższa od naj wyższej stopy zwrotu z akcj i wchodzących w skład portfela .  

1 . 2 . 3 .4 . 2  S z a cowa n i e  r y zyka  w p r zy p a d k u p o rtfe l a  p a p i e rów w a rto ś c i o w y c h  

Oszacowanie ryzyka w przypadku portfela złożonego z ki lku akcj i j est procesem 
dość złożonym. W celu j ego określenia należy posłużyć się wariancj ą  portfe la  i zależno
ściami z dziedziny rachunku prawdopodobieństwa. Na ich podstawie ryzyko portfe la  dwu
elementowego obl icza się na podstawie zależności (Tarczyński W., 1 997) 1 23 : 

1 22 Por. : Wierzbicki M. : op. cit . ,  s. 5 1 -53 ,  Tarczyński W . :  op .cit . ,  s. 7 1 -75  1 23 P isze o tym w sposób wyczerpuj ący m . in .  Tarczyński W . :  op .c i t . ,  s .  7 1  in . ,  Wierzbicki M . :  
op .cit. , s .  5 5  i n . ,  Jajuga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski P . :  op.cit . ,  s .  247 in .  
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gdzie :  
bP" - oznacza wariancje  portfela papierów wartościowych, 
UA - oznacza udział w portfelu akcj i A, 
UB - oznacza udział w portfelu akcj i B, 
bA - oznacza odchylenie standardowe stopy zwrotu dla akcj i A, 
bB - oznacza odchylenie standardowe stopy zwrotu dla akcj i B ,  

rAB - oznacza współczynnik korelacj i  między stopą zwrotu akcj i A i B .  

73 

Prowadzenie portfela papierów wartościowych pozwala na osiągnięcie n iższego 
ryzyka dla całego portfela, niż każdej akcj i wchodzącej w j ego skład. Możliwość osiągnię
c ia  takiej własności nosi  nazwę efektu ryzyka portfelowego i j est możliwe do osiągnięcia 
dzięki zmianie udziałów poszczególnych akcj i w portfelu papierów wartościowych. 
Jeże l i  uwzględnimy że, UA+UB = l to : 

Na podstawie powyższego wzoru widać, że wariancj a  portfela papierów wartościo
wych j est funkcją kwadratową udziału akcj i w portfelu .  Graficznym przedstawieniem tej 
zależnośc i  j est parabola (rys .  1 .3 9) .  

Rys. 1 .39 Wariancja portfela papierów wartościowych w funkcji udziału akcji w portfelu 

B 

o 
Źródło : na podstawie (Tarczyński W. ,  1 997). 

Analiza możliwości obniżenia ryzyka całego portfela polega na  sprawdzeniu czy 
zachodzi następuj ąca relacja :  

. { OA OB } fAB < mm - , -
OB OA 
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Przy N akcjach wchodzących w skład portfela, wariancj ę  portfela papierów warto
ściowych wyznacza się na podstawie następuj ącego wzoru (Tarczyński  W. ,  1 997) : 

N N-l N 
8p 2 = I, Ui 2 X 8i 2  + 2 x  I, I, Ui X Uj X 8i X 8j X fij 

i= l  i= l  j=i+l 
gdzie :  
Ui - udział w portfelu akcj i A-
<Si - odchylenie standardowe stopy zwrotu dla akcj i A, 
<Sj - odchylenie standardowe stopy zwrotu dla akc j i  B ,  
rIJ - współczynnik korelacj i  między stopą zwrotu akcj i A i B ,  
N - l iczba akcj i w portfelu .  

0 . 36) 

Ryzyko portfela papierów wartościowych złożonego z wielu elementów N wyzna
cza p ierwiastek kwadratowy z wariancj i  portfela wyznaczonej na podstawie powyższego 
wzoru. 

1 . 2 .3 .4 .3  Z m i e n n o ść z y s k u  i r y zyka  p o rtfe l a  

Stopy zwrotu portfela i ryzyko s ą  wielkościami ,  których wartośc i  zależą od udziału 
poszczególnych akcj i w portfelu oraz wzajemnych korelacj i m iędzy n im i .  W naj prostszym 
przypadku portfel składa się z dwóch akcj i o udziałach UA i UB. Doskonała korelacj a  dodat
n ia  (rys .  1 .40) , występuj e  dla rij = l ,  a wzór na odchylenie standardowe przyj muj e  postać 
(Wierzbicki  M. , 1 995) 1 24 : 

Rys.  1 .40 Przykładowy wykres ryzyko-dochód dwóch akcj i w portfelu 

""O ·0 -5 o o 

A 

Źródło : na podstawie (Wierzbicki M.,  1 995). 

B 

Ryzyko 

( 1 . 37)  

Odcinek AB przedstawia wszystkie portfele, jakie można zbudować na bazie dwóch 
akcj i A i B. Można zauważyć, iż zmniej szenie udziału akcj i A w portfe lu i zw iększen ie 
udziału akcj i B powoduj e  wzrost oczekiwanego dochodu, przy j ednoczesnym wzroście ry
zyka. W zależności od kąta nachylenia prostej zmienia s ię proporcj onalność zmian ryzyka 

1 24 Por. : Wierzbicki M. :  op.cit. , s. 55 
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i dochodu. Zatem ryzyko portfela j est średnim ryzykiem akcj i wchodzących w j ego skład 
ważonym udziałami poszczególnych akcj i . W tym przypadku, j akiekolwiek zm iany udzia
łów akcj i n ie  stwarzają  możl iwości obniżenia ryzyka poniżej najn iższego ryzyka j ednego ze 
składników. 

W przypadku doskonałej korelacj i  uj emnej (rys.  1 04 1 ) , dla fi; = I ,  wzór n a  odchyle
nie standardowe przyj muj e  postać (Wierzbicki M. ,  1 995) 1 25 : 

Rys.  1 .41  Przykładowy wykres ryzyko-dochód dwu akcj i  
w portfelu w przypadku korelacj i  ujemnej 

"O '0 ..c o D o 

o 

Źródło : na podstawie (Wierzbicki M . . 1 995) .  

B 

A 

Ryzyko 

( 1 . 3 8 )  

W przypadku, gdy akcje  j ednej ze  spółek zachowuj ą  s ię zupełn ie odwrotnie do  akcj i 
drugiej spółki odchylenie standardowe n ie  stanowi średniej ważonej z poszczególnych od
chyleń akcj i wchodzących w skład portfela. Na podstawie wykresu (rys .  1 04 1 )  widać, że 
można zbudować portfel o ryzyku mn iej szym od ryzyka każdej z akcj i lub nawet portfel o 
ryzyku zerowym. Ryzyko takiego portfela równe j est zero w przypadku określonych warto
ści udziałów akcj i A i B w portfelu .  Po przekształcen iu  równan ia  

i zastosowan iu zależnośc i :  

1 = UA + UB 

otrzymuj emy zależności na udziały spółek A i B w portfelu w przypadku zerowego ryzyka : 

8B UA = ----

8A + 8s ( 1 . 39) 

m Opisał to m. in .  Wierzbicki M . : op .c i t . ,  s .  56  in . .  Tarczyński W. :  op .c it . . s .  7 1  in . .  Elton E J  . .  
Gruber M.J . :  op.cit .  
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UB = ---

bA + bB ( 1 AO) 

Zależności te zachodzą w punkcie  oznaczonym na wykresie j ako Po. Łamana łączą
ca punkty A i B na wykresie stanowi obraz graficzny możl iwych do zreal izowania  wie lko
ści będących zbiorem przewidywanego dochodu i ryzyka. Jak widać z rysunku zmniej sza
n ie  udziałów spółki A i zwiększanie  udziałów spółki B powoduje  początkowo wzrost ocze
kiwanego dochodu przy j ednoczesnym spadku ryzyka. W punkcie krytycznym (ryzyko = O) 
następuj e  ponowny wzrost ryzyka przy jednoczesnym dalszym wzroście przewidywanego 
dochodu. W punkcie  P I  portfel ponownie osiąga wartość ryzyka równą ryzyku akcj i A i o 
wiele większą oczekiwaną wartość zysku . Przy takim układzie ryzyka i oczekiwanego do
chodu dla akcj i A i B inwestycj e  powinny odbywać się na l i n i i  PO-P I .  

W rzeczywistości korelacj e o wartośc iach - I  i l nie występuj ą. Możliwy j est taki 
dobór udziałów akcj i w portfelu, aby przyniosło to korzyści w postac i spadku ryzyka, przy 
j ednoczesnym wzroście przewidywanego dochodu . 

Istni eje  pewne połączenie  dwóch akcj i ,  które stanowi graniczny punkt do którego 
ryzyko j est obniżane.  Wyznaczenie takiego punktu odbywa s ię  przez znalezienie w przy
padku SB>SA takiej korelacj i , przy której udział firmy B będzie równy O lub w przypadku 
SA>SB ,  takiej korelacj i , przy której udział firmy A będzie równy o. Jako wynik otrzymuj e 
s ię korelacj ę  krytyczną wyrażoną poniższym wzorem(Wierzbicki M . ,  1 995) 1 26 : 

( l A l ) 

Jeże l i  kore lacja m iędzy dwoma firmami przekracza wie lkość krytyczną. to n ie moż
na obniżyć ryzyka portfela poniżej najn iższego ryzyka z pary akcj i .  Sytuacja  powyższa po
kazana została na rysunku 1 A2 .  

Rys.  1 .42 Zbiór możl iwości portfe l i  akcj i fi rm A i B 

"O ·0 .c u o o 

o 

Źródło : na podstawie (Wierzbicki M. ,  1 995) .  

1 2 6  Por. : Wierzbicki M. :  op .c i t . ,  s .  61 in .  

8 

A 

Ryzyko 
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Praktycznie nie j est możliwe wyznaczen ie każdego możl iwego układu ryzyko-stopa 
zwrotu. Możliwe do utworzenia portfele akcj i można w uproszczeniu przedstawić j ako 
zbiór punktów tworzących figurę j aką zaprezentowaną na rysunku 1 .43 . 

Rys. 1 .43 Przybl iżony zbiór możl iwych portfel i  

-o '0 .<:: <.) o o 

B 

o Ryzyko 
Źródło : na podstawie (E lton EJ .. Gruber M. J . ,  1 998) .  

F 

Z diagramu (rysunek 1 .43 ) wyn ika, że inwestorzy powinni  wybierać portfele ,  w któ
rych osiąga się wyższą stopę zwrotu przy j ednakowej wartości ryzyka (np.  punkt B zamiast 
punktu A), lub akcje pos iadaj ące mniej sze ryzyko przy tej samej stopie zwrotu (np.  punkt E 
zamiast punktu F) .  Zatem istnieje  zbiór, który stanowi granicę efektywną możliwości inwe
stycyj nych. W skład tego zbioru wchodzą punkty l eżące pomiędzy portfelem o naj mn iej 
szej możliwej wariancj i a portfelem o maksymalnej stopie zwrotu tworzące tzw. gran icę 
efektywną (Elton EJ . ,  Gruber M. J. ,  1 998) 1 27 . 

1 . 2 . 3 .4 .4  R o d z a j e  p o rtfe l i  i n w e stycyj n yc h  - p o rt fe l e  w i e l u  a kcj i 

H. Markowitz l 28 zaproponował metodę zmniej szania ryzyka portfela papierów war
tośc iowych, polegającą na zwiększaniu  l iczby akcj i w portfelu ,  charakteryzuj ących się róż
nymi stopami zwrotu i ryzykiem . Wzory na oczekiwaną stopę zwrotu i ryzyko takiego port-
fela podano w punkcie 1 .2 . 3 .4 .2 .  

. 

Stopa zwrotu portfela złożonego z wielu akcj i j est zatem średnią ważoną wszystkich 
stóp akcj i wchodzących w skład portfela, a ryzyko portfela zależy nie tylko od ryzyka po
szczególnych składn ików portfela, ale również od kore lacj i m iędzy tymi składnikam i .  Im 
mniej sze korelacje między składnikami tym mniej sze ryzyko portfela .  Zależność powyższą 
przedstawiono na rysunku 1 .44 .  

l 27 Dokładną metodę wyznaczania  granicy efektywnej omówiono między innymi w pracy E1ton 
EJ., Gruber MJ. :  op.cit . , s .  97 in .  l 2X Por. : Tarczyński W. : op.cit . ,  s. 75 
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Rys. 1 .44 Ryzyko portfela w funkcj i różnorodności akcj i w portfe lu 

• • • • •  • •  • • •  H • • • • • • • •  • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  • • • • • • • • •  Ryzyko ryn kowe 

o 1 0  20 30 

Różnorodność akcji 

Źródło : na podstawie (TarezyI1ski W .. 1 997) .  

Z przedstawionego rysunku wynika, że zwiększenie l iczby różnych akcj i w portfelu 
prowadzi do znacznego zmniej szen ia  ryzyka całego portfela .  Jest  to możliwe dzięki takie
mu zachowan iu się rynku, który charakteryzuje  się zmiennośc ią kon iunktur w różnych 
branżach.  Wzrost koniunktury w jednej branży neutral izuje spadek koniunktury w innej .  
I stniej e  j ednak pewne ryzyko, tzw. ryzyko rynkowe, związane z funkcj onowan iem całej 
gospodarki zarówno wewnętrznej j ak i światowej ,  którego j est n iemożl iwe do wyel im ino
wania. 

Henry Markowitz okreś l i ł  na tej podstawie model, który dąży do uzyskania  najn iż
szych wartości ryzyka przy przyjętych ogran iczeniach w postac i funkcj i  (Tarczyński W. ,  1 997) 1 2 9 :  

F = -d x E(R) + o(R) , d la O :::; d :::; 00 

gdzie :  
d - oznacza wskaźn ik skłonności do podejmowania ryzyka. 
E(R) - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu portfela. 
beR) - oznacza oczekiwane ryzyko portfela. 

( J  .42) 

Na podstawie modelu i stnieje  możl iwość wyznaczenie opłacalnego pod względem 
stopy zwrotu i ryzyka portfela, daj ącego maksymalne zyski przy danym poziomie ryzyka 
lub m in imalne ryzyko dla zakładanego poziomu zysków (rysunek 1 .45 ) .  

Na rysunku 1 .45 przedstawiono przykład portfe la złożonego z akcj i firm 
A,B,C.D,E ,F .  Portfe le j ednoskładn ikowe złożone w 1 00% z akcj i j ednej spółki przedsta
wione są przy pomocy zbioru punktów [A.B,C,D,E,F] . Wnętrze i obrzeże figury stanowią 
wszystkie możl iwe do real izacj i  przez inwestora portfe le .  Granicę efektywną (zbiór efek
tywny) stanowi krzywa złożona z punktów położonych m iędzy Pk! i D. Portfele położone 

129 Por. : TarczyI1ski W. : op.c i t . ,  s. 79 
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na tej krzywej mają  naj lepsze wskaźn iki zysk/ryzyko, które oznaczają, że dla danego prze
widywanego dochodu nie można znaleźć portfela o mniej szym ryzyku . 

Rys . 1 .45 Rozkład portfe l i  papierów wartościowych w układzie zysk-ryzyko 

Granica opłacalności 

A 
o 

Ryzyko 

Źródło : na podstawie (Wierzbicki M. ,  1 995) .  

D 

Obszar portfe l i  
możl iwych do real izacj i  

Portfele efektywne tworzą krzywą portfe l i  n iezdominowanych , które dla danej zało
żonej stopy zwrotu min imal izują ryzyko lub maksymal izują oczekiwaną stopę zwrotu dla 
zakładanego ryzyka. Wybrane portfele efektywne mogą znaczn ie różnić  się od s iebie .  
Wszystko zależy od wyboru czynnika decydującego o zachowaniu  s ię inwestora. W zależ
ności  od zakładanych wskaźników ryzyko/zysk krzywą portfel i  efektywnych można po
dzie l ić  na obszary portfe l i  zachowawczych i agresywnych. 

Rys. 1 .46 Mapa ryzyko-zysk przykładowego portfela 
papierów wartościowych z nan iesioną krzywą portfe l i  efektywnych 

zysk ['lo] 
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• 
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·
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Zywiec 
·

Vistula L,-----:..:.c..:c:::.::....---------------.,...-... ryzyko 
7,61 

Źródło : na podstawie programu Kapitał. 
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Portfele zachowawcze są portfelami wybieranymi przez inwestorów, którzy n ie  chcą 
ponosić  zbyt wysokiego ryzyka. Portfele te charakteryzuj e  możl iwość akceptacj i przez in
westora m in imalnego, zakładanego zysku, przy mniej szym wzroście ryzyka. Portfele za
chowawcze leżą zatem na naj bardziej stromym odcinku krzywej portfe l i  efektywnych m ię
dzy punktami Pmin i Pkr . Wzrost zysku akcj i danego portfela powoduje  niewielki wzrost ry
zyka. 

Portfele min imalnego ryzyka charakteryzuj e  najmniej szy poziom całkowitego ryzy
ka (punkt Pmin) . Jest to portfe l ,  dla którego udział poszczególnych akcj i j est tak dobrany, że 
osiągnięto naj n iższe możliwe ryzyko dla tego portfela. Pozostałe ryzyko stanowi ryzyko 
rynku, którego n ie  da s ię wyel iminować przez dywersyfikacj ę  portfela .  Punkt minimalnego 
ryzyka stanowi początek obszaru portfe l i  zachowawczych . Przykładowy portfe l  min imal
nego ryzyka przedstawia tabela 1 . 1 .  

Tabela 1 . 1  Przykładowy portfel m in ima lnego ryzyka 

Nazwa firmy I l ość akcj i  U dział w portfelu 

BSK 28 0 .781 
BWR 779 0 .222 
POLAR 28972 69.252 
VISTULA 3486 4 .044 
WISTIL 1 365 3 . 1 95 
B IUROSYST 4 1 7  0 .730 
FAMOT 1 9743 1 0 .268 
GANT 1 0672 3 .746 
JAROSLAW 21 55 1 .681 
MASTERS 1 5865 2 .856 
TUP 1 6878 3 .224 
Zysk -0 .066 
Ryzyko Sharpe'a 0 .686 
Ryzyko rynk./WIG 0 .021 
Ryzyko spec./WIG 0 .685 
Ryzyko aktyw./WIG 2 .344 
Alfa/WIG -0 .067 
Beta/WIG 0 .009 
Prawdop. straty 53.82 
Wartość portfela 999864 .38 

Źródło : opracowani e  własne. 

Portfel krytyczny j est punktem kończącym obszar portfe l i  zachowawczych (Pkr) . 
Powyżej tego punktu tempo wzrostu ryzyka wraz z wzrostem dochodu występuj e  znacznie 
szybciej n iż w obszarze portfe l i  zachowawczych.  Przyj muje s ię ,  że portfe l  krytyczny sta
nowi punkt w którym pochodna krzywej portfe l i  efektywnych osiąga wartość równą l .  

Portfel  agresywny charakteryzuj e  s ię tym,  iż wybierając go inwestor podej muje ry
zyko os iągnięcia wzrostu dochodu przez powiększenie ryzyka portfela ponad wzrost zysku . 
Jeże l i  więc przy przej śc iu  z jednego portfela do drugiego zysk rośnie  o l punkt procentowy, 
a ryzyko o 2 punkty, to j est to portfel agresywny. Portfele agresywne położone są na krzy
wej opłacalności między punktami Pkr i P max 
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Portfe l  optymalny stanowi punkt na krzywej opłacalności ,  w którym l in ia poprowa
dzona z początku układu współrzędnych j est styczna do l in i i  portfe l i  efektywnych (Pop) .  
Jest t o  portfel o najwyższym dochodzie względnym w stosunku do  ryzyka. Zaletą takiego 
portfela j est osiąganie optymalnego zysku minimal izując ryzyko poniesienia straty. Przy
kład portfela optymalnego przedstawia tabela 1 .2 .  

Tabela 1 . 2  Przykładowy portfel optymalny 

Nazwa firmy I l ość akcj i  Udział w portfelu 

BWR 1 09076 3 1 .086 
B IUROSYST 28972 68.533 
JAROSLAW 488 0 .381 
Zysk 0 .932 
Ryzyko Sharpe'a 5 .021 
Ryzyko rynk./WIG 1 . 1 25 
Ryzyko spec./WIG 4 .893 
Ryzyko aktyw./WIG 5.023 
Alfa/WIG 0 .839 
Beta/WIG 0 .497 
Prawd op. straty 42.64 
Wartość portfela 1 000008 .00 

Źródło : opracowanie własne. 

Portfel rynkowy podobny j est do portfela optymalnego z tym, że do wysokości ry
zyka porównuj e  s ię przyrost zysku ponad stopę zwrotu wolną od ryzyka. Portfe l  otrzymuj e  
s i ę  przez poprowadzenie  stycznej d o  l in i i  opłacalności przez punkt n a  o s i  dochodu odpo
wiadaj ący stopie zwrotu wolnej od ryzyka. Punkt styczności odpowiada portfelowi rynko
wemu.  Przykład portfela rynkowego zawiera tabela 1 . 3 .  

Tabela 1 . 3  Przykładowy portfel rynkowy 

Nazwa firmy I l ość akcj i  Udział w portfelu 

BWR 1 06657 30.397 
B IUROSYST 39773 69.603 
Zysk 0 .938 
Ryzyko Sharpe'a 5.054 
Ryzyko rynk./WIG 1 . 1 22 
Ryzyko spec./WIG 4.928 
Ryzyko aktyw./WIG 5.059 
Alfa/WIG 0.845 
Beta/WIG 0.496 
Prawdop. straty 42 .64 
Wartość portfela 999999.94 

Źródło : opracowanie własne. 
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Kształt zbioru możl iwych portfe l i  z wielu akcj i wchodzących w skład portfe la zale
ży od wzaj emnych korelacj i  między poszczególnymi firmami i przy pewnych układach 
część zbioru może znajdować s ię  w obszarze ujemnego zysku . 

1 . 2 . 3 .4 . 5  Po rtfe l z e l e m e n ta m i  o z e rowym ryzy ku  

Dotąd rozpatrywano portfele złożone j edyn ie z instrumentów obarczonych ryzy
kiem, j ak imi  są akcje .  Na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie istn ieją  również 
instrumenty wolne od ryzyka, j akim i są obl igacje .  Są one często składnikiem portfe l i  inwe
stycyj nych. Portfel  złożony zarówno z instrumentów wolnych od ryzyka, j ak i obarczonych 
ryzykiem można potraktować jako portfel dwuskładnikowy, gdzie j ednym składnikiem jest 
portfel akcj i ,  a drugim - portfel obligacj i .  

Włączenie d o  portfe la walorów pozbawionych ryzyka (obl igacje ,  bony skarbowe 
itp . )  umożl iwia otrzymanie portfela charakteryzującego s ię  większą stabi lnością. Portfe l  
taki staj e  s ię portfe lem dwuskładnikowym, w którym j eden składnik stanowią akcje a drugi 
walory ze stopą zwrotu wolną od ryzyka. Oczekiwana stopa zwrotu i odchylenie standar
dowe (ryzyko) okreś lone są za pomocą następujących wzorów (Jaj uga K . ,  Kuziak K . ,  Mar
kowski P . ,  1 998) 1 30 : 

Rp = uo x Ro + (1 - u ll ) x R  

( 1 .43 ) 

gdzie :  
Rp - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu portfela złożonego z akcj i i instrumentów wolnych od ryzyka. 
Ro - oznacza stopę zwrotu wolna od ryzyka, 
Uo - oznacza udział w portfelu instrumentów wolnych od ryzyka, 
R - oznacza stopę zwrotu portfela akcj i , 
Gp - oznacza ryzyko portfela złożonego z akcj i i instrumentów wolnych od ryzyka, 
G - oznacza ryzyko portfela akcj i .  

Rys. 1 .47 Zbiór możl iwych portfel i  w przypadku 
walorów obarczonych ryzykiem i walorów bez ryzyka 

"O 'o ..c u o o 

CJmin 

Zródło : na podstawie (Wierzbicki M . ,  1 995) .  

Ryzyko 

1 30 Por. : Jajuga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski P . :  op.ci t . ,  s. 263 
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Można powiedzieć, że dochód z portfela j est sumą dwóch cen, którymi są cena cza
su i cena ryzyka. Cena czasu to stopa wo lna od ryzyka, która j est nagrodą d la inwestora 
odkładającego konsumpcj ę  na przyszłość .  Inwestor, który ryzykuje ,  otrzymuje  dodatkową 
premię, która jest ceną ryzyka. 
Zbiór możl iwych portfe l i  złożonych z akcj i i e lementów wolnych od ryzyka przedstawiono 
na rysunku 1 .47 . 

Pogrubiona l in ia stanowi gran icę efektywności  (zbiór portfe l i  efektywnych). Punkt 
Ro odpowiada elementom wolnym od ryzyka. Portfe le złożone z walorów wolnych od ry
zyka i akcj i leżą na odcinku łączącym punkt Ro z dowol nym punktem odpowiadającym 
portfe lowi złożonemu z samych akcj i .  Jak widać z rysunku naj lepszym pod względem in
westycyj nym j est odcinek który j est styczny do gran icy efektywnośc i .  (punkt PM) .  Odpo
wiednikiem matematycznym tego punktu j est wyznaczenie wartości  R i ('j dla których wy
rażenie :  

R - Ro 

O" 
osiąga wartość maksymalną. Rozwiązaniem jest punkt styczności PM, który odpowiada 
portfelowi rynkowemu. Półprosta między punktami Ro i PM stanowi zbiór portfe l i  efektyw
nych, które są bardziej atrakcyjne d la  inwestora niż portfel złożony z samych akcj i - krzy
wa Pmin PM. Zbiór efektywny określa równanie (Jaj uga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski P . ,  
1 998) 1 3 1 : 

gdzie :  

RM - Ro 
R = Ro + X O"  

O"M 

R - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu portfela efektywnego. 
G - oznacza odchylenie standardowe portfela efektywnego. 
RM - oznacza oczekiwaną stopę zwrotu portfela rynkowego, 
GM - oznacza odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela rynkowego . 

( 1 .44 ) 

W punkcie  PM udział walorów wolnych od ryzyka w portfe lu  wynosi  O .  Przy prze
mieszczan iu  się w kierunku punktu Ro po półprostej ( l in i i  rynku kapitałowego) rośnie 
udział e lementów wol nych od ryzyka w portfelu .  

Portfe le  efektywne znajduj ące s ię  na l in i i  rynku kapitałowego złożone są z portfe la  
rynkowego (akcj i )  i e lementów wolnych od ryzyka (np.  obl igacj i ) .  Wzrost elementów wol 
nych od ryzyka prowadzi do spadku oczekiwanego dochodu przy jednoczesnym spadku 
ryzyka całego portfela .  Zwiększanie natomiast portfela rynkowego (akcj i) prowadzi do 
wzrostu oczekiwanego dochodu, ale j ednocześnie rośnie ryzyko g lobalne portfela.  

Punkty leżące po przeciwnej stron ie punktu PM odpowiadaj ą  stanowi ,  w którym in
westor posiada ujemny udział obl igacj i w portfe lu .  Portfe le leżące w tym obszarze odpo
wiadaj ą  tzw. krótkiej sprzedaży, która polega na dopożyczeniu papierów wartościowych 
w celu ich sprzedaży, a następnie ich odkupieniu po n iższej cenie i ich zwrocie .  Jak wynika 

U l Szerzej o tym pisze Jajuga K. ,  Kuziak K. ,  Markowski P . :  op.cit. , s. 265-269, Wierzbicki M . :  
op .cit . , s .  73-79 
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z rysunku, takie  transakcj e  maj ą  lepszą stopę zwrotu, j ednak obarczone są zwiększonym 
ryzykiem. 

1.2.3.5 Inne modele rynku papierów wartościowych 

Analityczny model rynku zaproponowany przez H.  Markowitza jest skomplikowany 
i czasochłonny dla większej i lości  akcj i .  Z tego względu poszukiwano innych, uproszczo
nych model i  portfel i ,  umożl iwiających przewidywan ie zachowań cen papierów wartościo
wych. Naj prostszym i j ednocześnie często używanym przez anal ityków rynku j est j ednow
skaźnikowy model rynku Sharpe'a. 

1 . 2 . 3 . 5 . 1  M o d e l  j e d n o w s ka ź n i kowy S h a r p e ' a  

Ideą modelu Sharpe'a było przekonanie, że wpływ na stopy zwrotu akcj i na rynku 
ma pewien ogólny czynnik kształtujący całą sytuację  rynkową. Sharpe zauważył, że ceny 
wybranych akcj i, przy powtarzaj ących się spadkach na giełdzie malały bardziej niż okre
ślone wskaźniki (np. indeks giełdowy WIG) i odwrotn ie.  Ceny innych akcj i zmieniały się 
wolniej zarówno w przypadku hossy j ak i bessy. 

W anal izie giełdowej takim ogólnym czynnikiem charakteryzującym zachowanie 
całej g iełdy j est indeks giełdowy. Zależność stopy zwrotu akcj i w portfelu przy modelu 
j ednowskaźnikowym określona j est przez równanie regresj i ,  w którym najważniej szym 
elementem j est współczynnik agresywności p. Model j ednowskaźnikowy określony j est 
wzorem (Jaj uga K. ,  Kuziak K . ,  Markowski P. ,  1 998) 1 32

: 

gdzie :  
R � oznacza stopę zwrotu akcj i .  
RM � oznacza stopę zwrotu wskaźn ika rynku. 
a � oznacza współczynnik  równan ia. 
� � oznacza współczynnik agresywności 
(J) � oznacza składnik losowy związany ze stopą zwrotu . 

( 1 .45)  

Równanie określone powyższym wzorem może być wyznaczane zarówno dla poj e
dynczej akcj i ,  j ak i portfela. Równanie  powyższe nosi nazwę "l in i i  charakterystycznej ak
cj i" . Występuj ące w zależności dwie stopy zwrotu są stopami zrealizowanymi lub możl i 
wym i  do zrealizowania, a nie oczekiwanymi .  Stopa zwrotu akcj i w modelu Sharpe'a zależy 
w sposób l in iowy od stopy zwrotu wskaźnika rynkowego (np . WIG-u) i losowo od pozo
stałych czynn ików, których odzwierciedleniem j est współczynnik 0). Współczynnik ten 
zależy od wielu czynników losowych, dlatego j ego oszacowanie nie j est możliwe.  Jeżel i  
stopę zwrotu obl icza s ię w odpowiednio  długim okresie czasu to przyjmuj e  s ię ,  ż e  czynniki 
losowe maj ą  n iewielki wpływ na  rozkład stopy zwrotu i w równaniu  pomij a  s ię  współczyn
nik O) otrzym uj ąc model Sharpe'a w postac i :  

( 1 .46) 

1 32 Opisał to Jąjuga K. ,  Kuziak K., Markowski P . :  op.cit . .  s. 299 in .. Tarczyński W. : op.cit . . s. 1 05 in. 
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Przykładowe wartości ryzyka i współczynników beta i alfa w modelu Sharpe'a za
wiera tabela 1 .4 .  

Tabela 1 .4 Przykładowe wartości ryzyka i współczynników beta i a lfa w modelu Sharpe'a 

vJ I G  
lJ I G2 O 
vJI RR 
B S K  
B vJR 
HP E C TJJRO 
P OL AR 

I S TUL A 
vJ I S T I L  
B E E F S AN 
B I UROS YS T 
F AIWT 
GANT 

HAS TE RS 
TUP 

0 . 6 8 3  
2 . 7 9 2  

- 0 . 0 6 3 
0 . 4 8 1  
0 . 4 3 0  

- 0 . 3 9 2 
0 . 4 1 4 
0 . 0 5 9  

- 0 . 0 2 7 
0 . 3 0 1  

- O . 1 9 5  O . 3 4 3 
- 0 . 2 2 8  - 0 . 3 3 3  

Zródło : opracowanie  własne na podstawie programu Kapitał. 

7 . 9 8 2  
0 . 8 6 6  
2 . 7 0 3  

3 . 5 0 1  
3 . :3 2 9  

0 . 1 4 3  
1 . 0 8 8  

0 . 7 7 5  

2 . 8 8 2  
7 . 4 5 2  

0 . 8 5 4  
2 . 4 7 4  

3 . 4 1 4 
3 . 2 4 3  

Zbyt długie wydłużan ie okresu prognozy może spowodować zmianę wskaźników a 
i � , powoduj ąc zmianę wyn iku rozwiązania uzyskanego z modelu Sharpe'a. Z tego powodu 
należy wybierać odpowiedni przedział czasowy, który m inimalizuje udział współczynnika 
w, ale j ednocześnie  nie powoduj e  zmian pozostałych współczynników. Współczynnik a 
nazywany j est współczynnikiem alfa l in i i charakterystycznej . Najważn iej szym j est j ednak 
współczynnik �, który określa o i le j ednostek wzrośnie stopa zwrotu akcj i , gdy stopa 
zwrotu wskaźn ika rynku wzrośnie o j ednostkę . 

W zależności od wartości  współczynnika � można ocenić akcję pod względem j ej 
ryzyka1 33 . Jeże l i :  

�<O to stopa zwrotu akcj i zachowuje  się przeciwnie niż stopa wskaźnika rynku, j eżel i  
stopa wskaźnika rynku spada t o  stopa zwrotu akcj i rośnie  i n a  odwrót; 

� = O to stopa zwrotu akcj i jest n iezależna od zmian na rynku; 

m Szerzej na temat interpretacj i  wartości współczynnika � traktuj ą  prace : Wierzbicki M . :  op.c iL 
s .  83 -84, Jajuga K. ,  Kuziak K. , Markowski P . :  op.cit . , s .  300-30 1  
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O<�< 1 to zmiany wartości akcj i w małym stopniu zależą od zmiany wskaźnika rynkowego ; 
taką akcję nazywa s ię akcj ą  defensywną; 

� = l to stopa zwrotu akcj i zmienia swoją  wartość o tyle samo co stopa wskaźnika gieł
dowego, współczynnik � j est równy l w przypadku portfela rynkowego ; 

�> 1 to stopa zwrotu akcj i zmienia s ię  znacznie szybciej niż stopa zwrotu wskaźnika gieł
dowego, j est to s i lna reakcja na zmiany zachodzące na giełdzie, portfe l  taki nosi na
zwę agresywnego. 

Model Sharpe'a może być budowany dla portfela wie lu akcj i .  Współczynnik � i a w 
tak im przypadku naj częśc iej wyznacza s ię  ze wzoru (Jaj uga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski P . ,  
1 998) 1 34 : 

gdzie :  
�e - współczynnik � całego portfela, 
n - l iczba różnych akcj i w portfelu, 
Ui - udział akcj i i-tej spółki w portfelu, 

1 1  � c = L U i X � i i = !  
n 

a e  = 2, U iX a i 
i = l  

� ,  - współczynnik agresywności i-tej spółki w portfelu, 
ue - współczynnik U całego portfela. 
Ui - współczynnik u i -tej akcj i .  

( 1 .47 ) 

Współczynniki � określa s ię  na podstawie zachowania akcj i w przeszłości ,  anal izy 
fundamentalnej lub prognoz. Na podstawie rozkładów statystycznych wyznacza s ię  współ
czynniki � i a wg następuj ących wzorów (Wierzbicki M. ,  1 995) 1 35 : 

f3 

gdzie :  

m 
I (R k - R) X (R Mk - RM) 
k =l 

m 
-- 2 I(RMk - RM) 

k= l  

m - określa  l iczbę okresów z przeszłości, z których pochodzą informacj e. Rk - określa stopę zwrotu akcj i w k-tym okresie, RMk - określa  stopę zwrotu wskaźnika rynku w k-tym okresie, 
R - określa średnią stóp zwrotu akcj i ,  RM - określa  średnią stopą zwrotu wskaźnika rynku . 

1 34 Por. : Jajuga K . ,  Kuziak K. ,  Markowski P . :  op.cit . ,  s. 303 
1 35 Wierzbicki M. :  op.cit . , s. 84 

( 1 .48)  
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Wskaźnik � umożl iwia podział całkowitego ryzyka rozpatrywanej akcj i lub portfela 
na część podlegającą redukcj i w proces ie optymal izacj i  portfe la  i część ryzyka związanego 
z samą grą na giełdzie .  Podział ryzyka uzyskuje  się na podstawie poniższego wzoru 
(Wierzbicki M . ,  1 995 ) , 1 36 : 

gdzie :  
O" - globalne ryzyko akcj i lub portfela, 
O"M - ryzyko wskaźn ika rynku (np. indeksu giełdowego). 
O"s - ryzyko składnika losowego. 
� - współczynnik beta waloru lub portfe la. 

( l .49) 

Graficzną prezentacj ę  zależności ryzyka g lobalnego akcj i od poszczególnych skład
ników ryzyka zawiera rysunek 1 .48 .  

Rys. 1 .48 Graficzna prezentacja zależności ryzyka globa lnego akcji 
od poszczególnych składn ików ryzyka 

<ll c tl Akcja % • 
<ll B . . · · · · · · · · · 

g. -;o.:;;,� / ' 
o ,,\0 . /  -"" i'f,O "'. / 
� \l-��� / 

a::: . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

. . . . 

Źródło : na podstawie (Wierzbicki M . ,  1 995) . 

Ryzyko rynkowe 

Pierwiastek składnika (�crM) j est to ryzyko rynku zależne od współczynnika � i sto
py zwrotu wskaźn ika rynkowego, nazywane również ryzykiem systematycznym .  Drugi 
składnik to tak zwane ryzyko specyficzne. Jak sama nazwa wskazuje ,  ta część ryzyka jest 
specyficzna dla jednego waloru. Z matematycznego punktu widzenia ryzyko całkowite 
j est zatem przec iwprostokątną trójkąta prostokątnego, którego dwa pozostałe boki stanowią 
ryzyko rynkowe i ryzyko specyficzne. 

1 . 2 . 3 . 5 . 2  M o d e l  rów n owa g i  ry n k u ka p i t a ł o w e g o  - CA P M  

W teorii modelu CAPM (Capita l  Asset Pricing Model) zakłada s ię .  że każdy walor 
charakteryzuje  się ryzykiem złożonym tylko z części rynkowej ,  związanej ze współczynni
kiem � .  Przy opracowywaniu modelu CAPM, jego twórcy :  W. Sharpe, 1 .  Lintner, J .Moss in 
i 1 .  Treynor sformułowal i  następuj ące założenia, które powinny być spełnione do jego po
prawnego funkcjonowania (Wierzbicki M . ,  1 995 ) 1 37 : 

1 36 Por. : Wierzbicki M .  op.cit . , s. 86 
1 37 Podano za Wierzbicki M . :  op.cit . ,  s .  90-9 1 ;  pisze o tym również: Jajuga K. ,  Kuziak K . .  Mar

kowski P . :  op.c i t . .  s. 306-307, Tarczyński W. : op.c i t . .  s .  1 24 
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• inwestorzy charakteryzują się awersją do ryzyka (godzą się na wzrost ryzyka pod 
warunkiem wzrostu stopy zwrotu) i maksymalizują swoje funkcje użyteczności dłu
gookresowej; 

• inwestorzy mająjednakowy dostęp do wszystkich informacji, które są bezpłatne; 
• oszacowanie przyszłej stopy zwrotu i ryzyka jest jednakowe na podstawie tych sa-

mych informacji; 
• inwestorzy mogą zaciągać i udzielać pożyczek przy stopie wolnej od ryzyka, 
• liczba i rodzaj aktywów na rynku jest stała; 
• wszystkie walory mają idealną płynność; 
• transakcje są nieopodatkowane i nie wiążą się z żadnymi dodatkowymi kosztami (np. 

prowizją lub podatkami); 
• współczynniki f3 akcji są stabilne w czasie. 

Podstawowym wyrażeniem w modelu CAPM j est równanie wyznaczaj ące linię ryn
ku papierów wartościowych, określaj ące zależność między stopą zwrotu a współczynni 
k i em beta. Równanie przedstawia s ię  następuj ąco (Tarczyński W. , 1 997) 1 38 : 

R = Ro + � X (RM - Ro) 

gdzie :  
R - oznacza stopę zwrotu akcj i l ub  portfela, 
Ro - oznacza stopę zwrotu wolna od ryzyka, 
RM - oznacza stopę zwrotu wskaźn ika giełdowego, 
p - oznacza współczynn ik  beta akcj i lub portfela. 

Rys. 1 .49 Rozkład portfel i  ze wzg lędu na stopę zwrotu i współczynn ik  p 
R 

c 

Źródło : na podstawie (Wierzbicki M . ,  1 995) .  

( 1 .50) 

l 3X Por. : Tarczyński W . :  op .c i t . ,  s. 1 22- 1 23 ,  Wierzbicki M . :  op.c it . ,  s. 9 1 ,  Jąjuga K. ,  Kuziak K . .  
Markowski P . :  op.cit . , s .  309 
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Na rysunku 1 .49 przedstawiono rozkład przykładowych portfe l i  papierów warto
śc iowych . Na l in i i  prostej znajduj ą  się portfele A, B ,  D, są to portfele rynkowe o jednako
wym przewidywanym zysku i ryzyku m ierzonym współczynn ikiem beta. Portfel E leży 
powyżej l in i i ,  a więc charakteryzuje  s ię wyższym przewidywanym dochodem i j est atrak
cyj ny dla inwestorów. Wzrost zapotrzebowania na określone akcj e w portfe lu  spowoduje  
wzrost i ch  ceny, a tym samym spadek stopy zwrotu co  spowoduje ,  że  portfe l  taki znajdzie 
s ię na l in i i  równowagi .  Portfel Al leży poniżej l in i i  równowagi i posiada niższą stopę 
zwrotu niż portfe l  A, pomimo, że oba maj ą  ten sam współczynnik �. Inwestorzy pozbywa
jąc s ię tego portfela, zwiększają podaż na rynku, co spowoduj e  spadek ceny, akcja staj e s ię 
bardziej atrakcyjna, a w długookresowej perspektywie następuj e  podniesienie oczekiwanej 
stopy zwrotu. W rezultaci e  tego portfel A l  stanie s ię portfelem A i znajdzie s ię na l in i i  rów
nowagI . 

Portfele, które leżą poza l in ią równowagi w krótszym lub dłuższym okresie czaso
wym pod wpływem mechanizmów giełdowych wracaj ą  do stanu równowagi . Równanie 
l in i i  rynku papierów wartośc iowych jest zatem równaniem równowagi rynku, gdy wszyscy 
inwestorzy dążą do posiadan ia portfe la rynkowego. 

W praktyce i stnieje  wiele czynn ików zakłócających model CAPM. Są to między 
innymi :  n iejednakowy dostęp do informacj i ,  zaburzenia w płynności firm, prowizje  i po
datki ,  emisje  nowych papierów po zróżn icowanych cenach . 

1 . 2 . 3 . 5 . 3  M o d e l  w i e l ow s ka ź n i kowy  

Model wieloindeksowy j est rozszerzeniem modelu j edno indeksowego przy założe
niu ,  że zachowanie akcj i Gej stopa zwrotu) określona zostanie przez większą l iczbę zmien
nych (Wierzbicki  M. ,  1 995) 1 39 W praktyce najczęściej zmienne ogranicza się do:  inflacj i , 
zmian stóp procentowych, wzrostu lub spadku bezrobocia, sprzyj ającej lub niesprzyj aj ącej 
koniunktury światowej .  

Przyj muje s ię ,  że w modelu wieloczynn ikowym, podobnie ,  j ak jednoczynnikowym 
stopa zwrotu akcj i (portfela) zależy w sposób l in iowy od wpływaj ących na nią czynników. 
Rozszerzając równanie modelu jednowskaźn ikowego otrzymuj emy następuj ącą zależność 
(Tarczyński W. ,  1 997) 1 40 : 

gdzie :  
R - oczekiwana stopa zwrotu, 
<X(l, Yk - parametry równania, 
Wk - wskaźn iki objaśniąjące, 

n 
R = ao + L Yk x Wk + Lj k=! 

k - i lość czynników objaśniąj ących, 
Lj - zmienna losowa. 

( 1 . 5 1 ) 

Koncepcj a  powyższego modelu zakłada, że można wyróżn ić szereg czynników, któ
re maj ą  wpływ na określoną stopę zwrotu z akcj i 1 4 1 . 

1 39 Szerzej o tym pisze: Wierzbicki M . :  op .ci t . ,  s. 93 
1 41l Por. : Tarczyński W. : op.c i t . .  s .  1 1 1  
1 4 1 Opisał to m. in .  Tarczyński W. : op.c i t . ,  s. 1 1 1  in .  
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1. 2 . 3 . 6  Ocena efektywności inwestycj i w papiery wartościowe 

Wskaźniki efektywności inwestycj i  pozwalaj ą  na badanie okreś lonej inwestycj i 
w stosunku do innych inwestycj i  i całego rynku . Szczególnie przydatne są do oceny i wy
boru portfe l i  złożonych z wie lu walorów, ale również można je stosować do oceny poje
dynczych akcj i .  Wybrane wskaźniki do badania efektywności inwestycj i  zostaną omówione 
w niniej szym podrozdziale. 

1 . 2 . 3 . 6 . 1  W s ka ź n i k  efe ktyw n o śc i  S h a r p e 'a 

Wskaźnik efektywności Sharpe ' a  j est miernikiem efektywności inwestycj i  bazują
cym na zysku względnym. W założeniu Sharpe dopuszczał zwiększenia ryzyka, j eże l i  wią
że się to z dodatkowym zyskiem i przyjął, że zysk z ryzyka na j ednostkę ryzyka w dobrze 
dobranym portfelu powinien być taki sam, j ak zysk z ryzyka na j ednostkę ryzyka w portfe lu 
rynkowym.  

Wskaźnik efektywności Sharpe 'a  definiuj e  s i ę  następuj ąco (Wierzbicki M. ,  1 995) 1 42 : 

gdzie :  

Ws = 
R - Ro 

O' 

Ws - oznacza wskaźnik efektywności Sharpe 'a, 
R - oznacza stopę zwrotu ocenianego waloru, 
Ro - oznacza stopę zwrotu walorów wolnych od ryzyka, 
(J - oznacza odchylenie standardowe. 

( 1 .52) 

Na podstawie badań i zachowania rynku Sharpe wykazał, że inwestycj e  charaktery
zujące się wyższym wskaźnikiem są bardziej opłacalne. Przykład kształtowania  się współ
czynnika Sharpe 'a  d la  przykładowych inwestycj i zawiera rysunek 1 . 50 .  

Rys.  1 . 50 Zmiany wskaźnika efektywności Sharpe'a d la  przykładowych inwestycj i 

R 

Źródło : na podstawie (Tarczyński W.,  1 997). 

1 42 Por. : Wierzbicki M . :  op.cit . , s. 39  
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Półprosta Wsr  przedstawia wartość współczynnika Sharpe'a w przypadku portfela 
rynkowego, natom iast półproste WS I i WS2 dotyczą dwóch innych portfe l i .  Jak widać z ry
sunku inwestycj a  w portfe l  l daj e  większy dochód za ryzyko, względem j ednostki ryzyka, 
niż inwestycj a  w portfel rynkowy. Natomiast z portfelem nr 2 sytuacj a  wygląda odwrotnie .  

1 .2 .3 .6 .2  W s ka ź n i k  efe ktyw n o śc i  T r e y n o r a 

Swoj ą  koncepcję  oceny efektywności inwestycj i Treynor przedstawił w 1 965 roku . 
Analogicznie j ak w przypadku wskaźn ika Sharpe ' a, wskaźnik  Treynora można stosować 
zarówno do pOlife l i  złożonych z wielu walorów j ak też poj edynczych akcj i .  Treynor swoją 
koncepcj ę  oparł na modelu rynku kapitałowego CAPM, w którym podstawowym wskaźni 
k iem jest współczynnik � wiążący zachowanie pojedynczej akcj i z zachowaniem giełdy . 
Współczynnik ten określa,  j ak powinna zmieniać s ię  wartość akcj i przy zmianach wszyst
kich akcj i notowanych na giełdzie z uwzględnieniem wszystkich dodatkowych zysków 
(dokładniej sze omówienie wskaźn ika � zawiera kolej ny rozdział) . 

Wskaźn ik Treynora wyznacza s ię na podstawie następuj ącego równania  (Wierzb icki 
M., 1 995) 1 43 : 

gdzie:  
WT - oznacza wskaźnik efektywności Treynora, 
R - oznacza stopę zwrotu inwestycj i , 
RII - oznacza stopę zwrotu walorów wolnych od ryzyka. 
p - oznacza współczynnik agresywności inwestycj i . 

( 1 . 5 3 )  

Wskaźnik Treynora porównuj e  dochód osiągany z inwestycj i  względem statystycz
nego zachowan ia się całej giełdy. Na podstawie wskaźnika Treynora za lepszy uznaje  się 
portfe l ,  który os iąga wyższą wartość wskaźn ika tzn . lepszą inwestycj ą  byłby ten portfeL 
którego zachowanie byłoby stabi ln iej sze (mniej sza wartość �) .  

1 .2 . 3 . 6 . 3  W s ka ź n i k  efe ktyw n o śc i  J e n se n a  

Wskaźniki omawiane wcześniej traktowały zmianę wartości  inwestycj i  względem 
parametrów związanych z ich statystyczną zmiennośc ią, dając uniwersalne narzędzia do 
porównywania dowolnych portfe l i  lub akcj i .  Jensen stworzył w 1 968  roku, w oparciu o 
model CAPM, miarę absolutną oceny premi i  za ryzyko. Próbę szacowania rynku podjął na 
podstawie danych h istorycznych z wykorzystaniem przybl iżeń matematycznych. Wskaźnik 
efektywności Jensena obl icza s ię  na podstawie następuj ącego wzoru (Wierzbicki M . ,  
1 995) 1 44 : 

gdzie :  
WJ - oznacza wskaźnik  efektywności .Iensena inwestycj i .  
R - oznacza stopę zwrotu z inwestycj i ,  

1 43 Por. : Wierzbi cki M . :  op.cit . , s.  40 
1 44 Por. : Wierzbicki M . :  op.cit . ,  s .  4 1,  Tarczyński W. : op .c it . ,  s .  1 57 

( 1 . 54  ) 
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Ro - oznacza stopę zwrotu walorów wolnych od ryzyka, 
RM - oznacza stopę zwrotu portfela rynkowego, 
� - oznacza wskaźn ik agresywności mierzony względem RM. 

Rys. 1 . 5 1  Wskaźnik efektywności Jensena w ujęciu graficznym 

R 

Zródło : na podstawie (Tarczyński W. ,  1 997). 

I nwestycje  godne zainteresowania charakteryzuj ą  się wskaźnikiem Jensena wyż
szym od zera (rysunek 1 . 5 1 ) .  W celu wyboru lepszej inwestycj i naj lepiej j est porównywać 
portfe le  o jednakowym wskaźniku �. Im wyższy wskaźnik  Jensena, tym większa część za
chodzących w portfe lu zmian nie zależy od zmian na giełdzie .  W przypadku porównywan ia 
portfe l i  o różnych współczynnikach � ,  wskaźnik Jensena n ie  j est miarą naj właśc iwszą 
i może spełn iać jedynie funkcj ę  pomocniczą. 

W pracy omówiono w wąskim zakresie zagadnienie anal izy portfe lowej .  Szerzej na 
ten temat traktuj ą  następuj ące prace (Jaj uga K . ,  Kuziak K. ,  Markowski P,  1 998 145 ; Wierz
bicki M . ,  1 995 1 46 ; Haugen R. A . ,  1 996 1 47 ; Tarczyński W. ,  1 99i48 ; Elton EJ . ,  Gruber MJ. ,  
1 998) 1 49 .  

1 4 5  Jajuga K . ,  Kuziak K . ,  Markowski P . :  op.cit .  
1 4fi Wierzbicki M . :  op.cit .  

. 

1 47 Haugen R.A. : op.cit .  
1 4X Tarczyński W. : op.cit . 
1 49 Elton E.J. , Gruber M.J . :  op.cit . 
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1 . 2.4 
Podsumowanie 

93 

W rozdziale tym przedstawiono trzy metody anal izy rynku akcj i ,  na których opierają 
się inwestorzy w swoich decyzj ach. Należą do n ich : anal iza techniczna, fundamentalna 
i portfe lowa. Dwie p ierwsze metody zal iczamy do tradycyjnych podej ść w anal izie rynku 
akcj i .  Podstawową teorią funkcj onowan ia nowoczesnych finansów j est anal iza portfelowa, 
zorientowana na maksymal izację  zysku przy założonym poziomie ryzyka. 

Anal iza fundamentalna to inaczej anal iza ekonomiczna spółki na t le branży bądź 
całego rynku. Oparta na niej strategia inwestowania j est naj częśc iej strategią długotermi
nową. Anal iza fundamentalna to proces obejmuj ący k i lka etapów, od anal izy makroekono
m icznej ,  poprzez anal izę sektorową, anal izę finansową spółk i ,  aż do wyceny akcj i .  Aby 
ana l iza fundamentalna była obiektywną, wprowadzono tzw. anal izę wskaźnikową, która na 
podstawie porównania uj edno l iconych wskaźników mikroekonom icznych pozwala  na okre
ś lenie kondycj i  finansowej spółki (Zie lonka P . ,  Tyszka T . ,  1 999 za Bernste in P .L . , 1 998) 1 50 . 

Anal i za techniczna, z kole i ,  jest to strategia krótkoterminowa, inaczej zwana speku
lacyjną. Polega ona na prognozowan iu kursu akcj i  na podstawie dotychczasowych zmian 
j ej cen i obrotów, przy których zm iany te wystąpiły. Jest to metoda dość kontrowersyj na, 
gdyż różn i anal itycy techniczni  na podstawie tych samych przesłanek mogą wyc iągnąć róż
ne wnioski co do kondycj i rynku czy spółki .  Anal iza techniczna b iorąc pod uwagę psycho
logiczne podłoże zmian cen, stanowi mieszankę koncepcj i  racjonalnych i ezetorycznych; 
ignoruje  informacj e  fundamentalne (wskaźn ik i  gospodarcze, dane dotyczące sytuacj i finan
sowej spółek, perspektywy ekonomiczne etc . ) .  Anal ityk techn iczny może więc prognozo
wać kurs akcj i i podej mować decyzje ,  nie wiedząc nawet, j aka jest nazwa firmy (nie mó
wiąc już o j ej rzeczywistej kondycj i finansowej ) .  Uważa s ię powszechnie, że anal iza tech
n iczna była efektywna ki lkadziesiąt l at temu, kiedy przepływ informacj i był bardzo mały 
(Zielonka P . ,  Tyszka T . ,  1 999) 1 5 1 . 

Nowoczesne finanse posługują  s ię bardziej racjonalnymi metodami wyceny walo
rów. B ierze s ię pod uwagę takie parametry, j ak:  ryzyko, stopę zwrotu z inwestycj i .  Anal iza 
inwestycj i spełniaj ąca powyższe wymagania nosi nazwę anal izy portfe lowej .  

Anal iza ta opiera s ię  na trzech podstawowych założeniach (Knap Ł . :  1 997) 1 52 : 
• racjonalności postępowania inwestorów (rational investors) - inwestorzy poszukują 

walorów zapewniających jak najwyższą stopę zwrotu przy optymalnym ryzyku; 
• efektywności rynków (efficient markets) - ceny papierów wartościowych odzwier

ciedlają wszelkie dostępne inwestorom informacje na temat danych walorów, przy 
czym zmiany cen nie są ze sobą powiązane w długim terminie, innymi słowy - rynek 
nie ma swojej pamięci; 

1 50 Por. : Bernstein P.L. : op.ci t . ,  Zielonka P . ,  Tyszka T. : Nowoczesne finanse: efektywność rvnku 

czvfinanse hehawioralne ? Bank i Kredyt 1 1 / 1 999, s. 8 1 5 1  Por. : Zielonka P . ,  Tyszka T. : op.cit . , s. 8-9 1 52 Podano za Knap Ł . :  Teoria chaosu. Nowa koncepcja rynku kapitałowego ma coraz więcej 
zwolenników. Gazeta Bankowa 1 3/03/ 1 997,  s. 4 
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• przypadkowości (random walks) - w związku z prawdziwością dwóch poprzednich 
założeń stopa zwrotu z inwestycji jest wartością przypadkową. 

Jak z powyższego wynika hipoteza rynku efektywnego i związane z n ią modele 
wyj aśniaj ą  potrzebę zastosowania rachunku prawdopodobieństwa i statystki w anal izie ryn
ków kapitałowych. Według tej koncepcj i  rynek j est efektywny, gdy cała dostępna informa
cj a o konkretnym walorze j est natychmiast odzwierc iedlana w j ego cenie (Zie lonka P . .  
Tyszka T . ,  1 999) 1 53 . 

Z punktu widzenia R .A .  Haugena (Haugen R.A. , 1 996) 1 54 , efektywnw:ć rynku ma 
kilka odmian, w zależności od typu informacji, które znajdują odzwierciedlenie w cenach 
papierów warto,ściowych. Jdli rynek jest słabo efektywny, klmy uwzględniają informacje 
zawarte w dotychczasowym przebiegu notowań papierów, które mogą mieć związek z wyso
kością przyszłej stopy zwrotu. W warunkach rynku słabo efektywnego analiza techniczna 
staje się nieprzydatna. Jeśli rynek jest średnio efektywny, ceny papierów warto,ściowych 
odzwierciedlają wszystkie publicznie dostępne informacje. Chodzi tu między innymi o 
sprawozdania finansowe firm oraz dane statystyczne dotyczące całej gospodarki. W warun
kach rynku średnio efektywnego zarówno analiza techniczna, jak i fundamentalna nie są 
przydatne. Aby prześcignąć innych uczestników rynku analityk musi wykorzystywać infor
macje publicznie niedostępne. W skrajnym przypadku rynek jest silnie efektywny. Ceny pa
pierów wartościowych ułtJzględniają wtedy wszystkie osiągalne informacje. Silna efektyw
ność rynku czyni niemożliwym rozróżnienie inwestycji korzystniejszych od mniej korzyst
nych. 

Jak z powyższego wynika, trzy wymien ione wersj e  h ipotezy o efektywności rynku 
stawiaj ą  pod znakiem zapytan ia celowość wysiłków anal ityków techn icznych, którzy za
kładają, że wszystkie informacj e  zawarte w przeszłych ruchach cen i indeksów giełdowych 
są całkowicie odzwierciedlone w bieżących cenach akcj i ,  j ak również anal ityków funda
menta l istów, którzy dokonuj ąc anal iz ekonomicznych prognozuj ą  ceny akcj i .  Prawda na
tomiast j est taka, że ceny akcj i poruszaj ą  się ruchem przypadkowym.  

W l iteraturze przedmiotu przypadkowy ruch cen opisywany j est tzw. ciągłym roz
kładem prawdopodobieństwa, czy l i  rozkładem normalnym.  Graficzną prezentacj ą  j est tzw. 
krzywa Gaussa. Ryzyko inwestycyj ne,  j ak j uż wcześniej pisano, można wyrazić odchyle
niem standardowym od tej krzywej . W związku z powyższym do modelowania stosować 
metody statystyczne oparte na teori i wielkich l iczb. W praktyce, przy tworzeniu portfela,  
określa s ię  racj onalne (z punktu widzenia statystyki) strategie minimal izowania ryzyka czy 
maksymalizacj i  zysku. Dokonuj e  się tego według teori i  zakładaj ących idealny, symetrycz
ny rozkład stóp zwrotu na giełdzie .  Tymczasem, j ak pokazuje praktyka, zachowanie rze
czywistych kursów znacznie odbiega od teor i i ,  rozkład stóp zwrotu j est niesymetryczny, 
a wartości  znacznie  odbiegające od średniej są w rzeczywistości zdecydowanie bardziej 
prawdopodobne, n iż wynika z rozkładu normalnego (Wolny K. ,  1 997) 1 55 . 

Jak z powyższego wyn ika aktualne teorie wyceny rynku akcj i są zbyt uproszczone. 
Podstawowe narzędzie matematyczne wykorzystywane w tym celu to równania l in iowe, 
wykorzystywane również w naukach finansowych. To podej ście opiera się na założeniu, że 
wszystkie rozpatrywane zjawiska mają  charakter przyczynowo-skutkowy; wszystkie sys-

1 53 Szerzej o tym p iszą Zielonka P., Tyszka T. : op.c it . ,  s. 9- 1 0, Bernstein P .L . ,  op .c it. 
1 54 Podano za Haugen R.A. : op.cit . , s .  732 
1 55 Por. : Wolny K . :  Chaos rządzi giełdą. Gospodarka. Businessman 64/7/ 1 997 
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temy (w tym również rynki kapitałowe) zmierzaj ą  do równowagi ,  a natura j est przewidy
walna i uporządkowana. Zasady te nie dają  s ię  zastosować do prognozowan ia rynku akcj i .  
N a  rynkach tych zależności n i e  s ą  l in iowe, daj e  s i ę  zauważyć dość często występowanie 
sprzężeń zwrotnych .  Charakterystyczną cechą, którą daj e  s ię zauważyć, anal izując rynki 
kapitałowe j est wrażl iwość na zmianę warunków początkowych . Za przykład może posłu
żyć niepokój panujący na B l iskim Wschodzie, a później kryzys rosyj ski miały poważny 
wpływ na funkcjonowanie rynków finansowych we wszystkich kraj ach. N ikomu do tej po
ry nie udało się stworzyć nie l in iowego modelu funkcjonowania rynku kapitałowego. 

B iorąc pod uwagę powyższe argumenty można uznać, że j edną z nowszych koncep
cj i opisu rynku kapitałowego j est teoria chaosu. 

Wybrane elementy teori i  chaosu omówione będą w rozdziale drugim niniejszej pracy. 
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2 .  
Wybrane elementy teori i 

chaosu determ in istycznego 

W obszarze światowych rynków kapitałowych występuj e  szereg złożonych zjawisk 
gospodarczych charakteryzujących się dużą dynamiką zmian, nie podlegających prostym 
prawom statystyki matematycznej oraz nie dających się wytłumaczyć prawami ekonomii. 
Dotyczy to również analizy cykli koniunkturalnych w gospodarce oraz cykli giełdowych na 
rynkach kapitałowych. Zmiany zachodzące podczas tych cykli są naj częściej nieperiodycz
ne. Opis tego typu badanych zjawisk zawiera dużą ilość specyficznych zmiennych, które 
mają  strukturę niel iniową ze skomplikowanymi powiązaniami między tymi zmiennymi 
(wielowymiarowość i nieliniowość układów) . O wielu lat podejmowano próby opracowa
nia układów i odkrycia powiązań miedzy poszczególnymi zmiennymi wpływającymi na 
zachowanie układu. Próby te kończyły się zwykle na powstaniu złożonych struktur lub 
układów równań często nierozwiązywalnych ze względu na skomplikowaną ich budowę . 

Możliwości wykorzystania komputerów do wielokrotnych iteracj i struktur opisa
nych układami różnicowymi oraz rozwój matematyki spowodował przeniesienie modeli 
statystycznych na płaszczyznę nowych dyscyplin naukowych - teorii chaosu i analizy 
fraktalnej . 

W teorii chaosu przyj muje się, że złożoność zjawisk może być przyczyną znacznie 
różniącego się w czasie zachowania układów (wykładniczym rozbieganiem się traj ektorii 
w przestrzeni fazowej )  o podobnych portretach fazowych w początkowych fazach cyklu. 
Zjawiska dynamiczne mogą zatem być opisane modelami dynamicznymi, których nieregu
larność zależy od stopnia ich nieliniowości .  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



98 Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

2.1 
Zjawisko chaosu deterministycznego 

Jak pokazuj ą  przykłady w dalszej CZęSCI opracowania, teoria chaosu może być 
z powodzcniem stosowana do badania n ie l iniowych, dynamicznych układów ekonomicz
nych, opisanych równaniami różniczkowymi lub różnicowymi ,  a grafika i iteracj e  kompu
terowe umożl iwiaj ą  anal izę tych równań. 

Układ dynamiczny j est w ujęciu matematycznym zbiorem odwzorowań podzbioru 
W przestrzen i  l iczb rzeczywistych R na zbiór dowolnych obiektów matematycznych S 
(Zie l iński  1 . ,  S . ,  2000) 1 . Odwzorowanie takie będące funkcją czasu i warunków początko
wych jest odwzorowaniem deterministycznym w przestrzen i  stanów układu dynamicznego 
i może być zapi sane w różnej postaci .  Odwzorowania n ie l in iowe opisywane są najczęściej 
równaniami różniczkowymi w postac i dx/dt = f(x) lub różn icowymi postac i Xn+ l  = f(x,, ) ,  d la  
XE X e R" .  

Chaos deterministyczny wiąże s ię z nieregularnym ruchem w układzie n ie l in iowym, 
determinowanym prawami dynamiki ,  przy znanej wcześniej szej histor i i  układu. Przewidy
wania zachowania układów chaotycznych są praktycznie niemożliwe, ponieważ dla bardzo 
zbl iżonych warunków początkowych ze względu na n ie l in iowość, mogą być d iametraln ie 
różne zachowania  danego układu.  Ze względu na taką właściwość systemów w przestrzeni 
fazowej możliwe jest rozsądne prognozowanie zachowania układu j edynie w krótkich od
stępach czasowych . Układy chaotyczne są zjawiskiem pośrednim m iędzy układami rozwią
zywalnymi a zjawiskami całkowicie stochastycznymi .  Klasyfikacj a  określonego układu do 
j ednej z tych grup zjawisk nie j est do końca wyraźna i często zmienia s ię  wraz ze zmianą 
parametrów samego układu .  

System uważa s ię za determin istyczny, j eże l i  nie zawiera zmiennych losowych . Za
chowanie systemu dynamicznego j est natomiast stochastyczne j eżel i  przej śc ie z jednego 
stanu do drugiego związanie j est wyłącznie ze zjawiskiem losowym.  Układy chaotyczne 
charakteryzują  się obiema powyższymi cechami oraz: 

• nie l in iowością, 
• występowaniem zachowań n ieregularnych, 
• występowaniem dziwnego atraktora o wymiarze fraktalnym, 
• występowaniem wrażl iwości na stany początkowe. 

Według H .G .  Schustera (Schuster H. G . ,  1 993i , można wyróżnić co najmniej trzy 
scenar iusze dochodzenia do chaosu w układach dynamicznych .  

P ierwszy scenariusz został odkryty w prostych równaniach różnicowych, w których 
kolej ne iteracj e  oscyluj ą  pomiędzy wartościami stabi lnymi .  L iczba tych wartości wzrasta 
do nieskończoności przy zmian ie parametrów równania, co oznacza przej śc ie do chaosu. 
Rys .2 . 1 i lustruj e  zachowanie s ię  układu dynamicznego opisanego równaniem logistycznym 
podanym pod rysunkiem 2 . 1 .  

I Por. : Zie l iński J .S .  (red . ) :  Inteligentne systemy w zarządzaniu. Teoria i praktyka. PWN, War
szawa 2000, s. 249 2 Schuster H.G. : Chaos deterministyczny. Wprowadzenie. PWN, Warszawa 1 993 ,  s. 1 7  
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Rys.  2 . 1  Scenariusz dojścia do chaosu w równan iu  log istycznym zn+l = rZn (1 - z n ) 
a) 

• n 
e) 

b )  

� ----�----------------------.. n 

c) /\ 1\ ; 7\ ;" /1  . . . . . . . . . . . 
/ V vv vv v!'\/il 
----------------------------.. n 

d )  

----------------------------.. n 

Źródło : (Nazarko J . ,  Siemieniuk N . ,  l\1osdorf R. ,  1 999, s. 1 56) .  
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Analizując rysunek 2 . 1  można stwierdzić, że wraz ze zmianą parametru r kolejne 
iteracj e  równania skupiają  się w pobliżu j ednego (rys . 2 . I .a), dwu (rys. 2 . I .b) lub czterech 
(rys. 2 . I .c) punktów zbieżności .  W przypadku, gdy parametr r przekroczy wartość krytycz
ną, kolejne iteracj e  równan ia staj ą  się chaotyczne (rys . 2 . I .d) . Rys . 2 . I .e prezentuj e  d iagram 
punktów stałych równania logistycznego w funkcj i parametru r .  

Drugi scenariusz nos i  nazwę scenariusza intermitencji, występuj e  w przypadku, gdy 
regularne rozwiązanie równania przerywane j est przypadkowo rozłożonym sygnałem cha
otycznym. Średnia l iczba tych przerwań wzrasta wraz ze zmianą parametrów równani a, aż 
do osiągnięcia stanu chaotycznego. 

Trzeci scenariusz dochodzeni a  do chaosu związany j est z występowaniem tzw. 
dziwnych atraktorów, tzn . specj alnych obszarów w przestrzen i  fazowej ,  wokół których 
skupiają  się kolejne iteracj e  równań opisujących dane zjawisko. Takimi zbiorami są np. 
zbiór Julii lub Mandelbrota (Schuster H.G. ,  1 993l 

Zjawisko chaosu występuj e  n ie  tylko w układach opisanych równaniami różn ico
wymi ,  ale również w układach opisanych równan iami różniczkowymi .  Przykładem takiego 
zachowania się j est ruch wahadła z napędem lub cyrkulacj a  c ieczy w doświadczeniu Be
narda, opisanym modelem Lorenza (Schuster H.G. , 1 993{ Rys .  2 .2  i lustruje wahania 
szybkośc i  cyrkulacj i  c ieczy w zachodzącym pomiędzy dwiema płytami o różnej temperatu
rze zjawisku Benarda. Na rys .  2 .2 ,  a również pokazano proces os iągania przez układ stanu 
stacj onarnego. Analizując rys . 2 .2  można stwierdzić, że wzrost różnicy temperatury pomię
dzy płytami prowadzi do nieregularnego (chaotycznego) zachowania s ię układu (rys . 2.2 b). 

3 Por. : Schuster H.G. : op .cit . . s .  1 45- 1 49 
4 Szerzej tę problematykę rozwinął Schuster H.G. : op.cit . ,  s. 226-228 
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a) 

Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Rys .  2 . 2  Wahania szybkości cyrkulacj i  cieczy w zjawisku Benarda 
opisanym modelem Lorenza : a) r = 15, b) r = 30 

(------------------------------------------.. t 

Źródło : (Mosdorf R. ,  1 997, s. 1 1 6) .  

Stosowane w ramach teori i chaosu determin istycznego metody pozwalaj ą  na j ako
ściowy opis zachowań układów dynamicznych . W takich przypadkach możliwe j est mode
lowanie  okreś lonych zachowań układów dynamicznych na podstawie  uproszczonego mo
delu danego zjawiska (np . ekonomicznego), dla którego formułuj e  się równania różnicowe. 

2. 1 . 1  

Wybra ne przykłady prostych zjawisk 
chaosu determi n istycznego 

Krach na rynkach finansowych pod koniec 1 987 roku zapoczątkował rewolucj ę  
w zastosowaniu  teorii chaosu w dziedzinie finansów. Wielu ekonomistów zaczęło myśleć 
poważnie o wykorzystaniu  teor i i  dynamiki  nie l iniowej i teor i i  chaosu do przewidywania 
zachowań rynków kapitałowych .  

W paragrafie tym podjęto próbę przytoczenia wybranych przykładów prostych zja
wisk chaosu deterministycznego (wykorzystywanego do modelowania zjawisk  ekonomicz
nych) . 
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2.1.1.1 Równanie (odwzorowan ie) logistyczne 

Równanie różnicowe o postac i :  

Cn+1 = Pcn ( l - cn) Cn E [0, 1 ]  (2. 1 )  

j est równaniem nie l in iowym j ednowymiarowym i może zostać zobrazowane w sposób po
kazany na rysunku 2 .3 . 

Równanie  logistyczne może zostać wykorzystane do modelowania zjawisk ekono
micznych. Załóżmy że Cn j est ceną akcj i z przedziału O- l USD.  Odpowiednia koniunktura 
na rynku powoduj e  zwiększenie popytu na akcje danej spółki, co spowoduj e  w konsekwen
cj i wzrost j ej ceny. Szybkość wzrostu kursu akcj i definiuj e  współczynnik p. Wartość akcj i 
po czasie t+ l będzie więc rosła zgodnie z równaniem : 

Cn+1  = P Cn l 
Wraz ze wzrostem popytu działa mechanizm podaży powoduj ący spadek cen w tem

pie Cn+I = P c2n . 
Na tej podstawie można zbudować przybliżony model zmiany kursu ceny akcj i 

w funkcj i popytu i podaży w postaci równan ia logistycznego Cn+I = P Cn ( 1  - cn), który od
daj e  zarówno skutki zmiany ceny spowodowane aktywnością kupuj ących, j ak i sprzedaj ą
cych . Gdy popyt j est zbyt mały wartość akcj i zmierza do zera. Przy wyższym popycie dają
cym, np. wzrost na poziomie współczynnika p = 2 następuj e  równowaga m iędzy popytem 
i podażą a cena dąży do stałej wartości i usta la się na poziomie 0.5 USD (rys .  2 . 3 ) .  

Rys. 2 . 3  Przykład graficznej prezentacj i  zmiany ceny akcj i 
opisanej równan iem log istycznym przy współczynn iku wzrostu cen p = 2 

i wartości początkowej akcji Co = 0 . 1 5  

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Chaos. 
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Odwzorowanie przedstawione jest w formie trzech elementów:  paraboli y = p c ( 1  - c) ,  
prostej spełniającej równanie Cn+ 1 = Cn oraz krzywej złożonej z odcinków łączących kolejne 
wartości punktów odwzorowania. Kolejne wartości Cn+ 1 odwzorowania otrzymuje  s ię przez 
przecięcie prostej Cn+ 1 = Cn l inią poziomą przechodzącą przez punkt położony na parabol i  y 
= p c ( l  - c) odpowiadający wartości Cn o  Odwzorowanie (2 . 1 )  przy p = 2 i wartości począt
kowej Co = 0. 1 5  osiągnęło stan ustalony (równowagi) przy wartości c = 0 . 5 .  

Odwzorowanie logistyczne może osiągnąć punkt stały ty lko, gdy wartość bez
względna pochodnej odwzorowania w punkcie przecięcia prostej Cn+ 1 = Cn z parabolą y = p c 
( l  - c) j est mniej sza od j ednośc i .  W przypadku przedstawionym na rysunku 2 . 3  wartość 
bezwzględna I f(c = 0 .5 )  I j est zawsze mniej sza od l n iezależnie od wyboru punktu po
czątkowego, a ciąg j est zbieżny do punkty stałego c = 0 . 5 .  

f(x) = -4c +2  więc f(O) = 2 oraz f(0 . 5 )  = O 

Należy porównać I f( c )-0.5 1 i I c-0.5 1 , I f( c )-0.5 1 = 1 2c( 1 -c) -0.5 1 = 2 1 c-0. 5 1 I c-O. 5 I 
j eżel i więc c E (O, l )  to 2 1 c-0 .5 1 będzie zawsze mniej sze od 1 n iezależnie od wartości C .  

Przy umiarkowanych wartośc iach p kolej ne ceny dążą do stabi lnych wartośc i .  Jeżel i  
natomiast występuj e  większy popyt na poziomie np. p = 3 . 3 wówczas system obrotu ak
cjami zaczyna wykazywać oscylacje między dwiema cenami .  Rynek zachowuje  się n iere
gularnie .  Kiedy podaż wykazuje się wyższym współczynnikiem wzrostu następuj e  opóź
nione zachowanie rynku. Gdy cena akcj i dochodzi do naj niższej możliwej wartości , zaczy
na wzrastać popyt, który powoduje  ponowny wzrost cen . 

Rys 2 .4 Oscylacja cen przy współczynn iku popytu p = 3 . 3 .  
m iędzy c = 0 .82 (sprzedaż) a c = 0.48 (zakup) 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Chaos. 
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Dla wartości parametru p = 3 . 3  zachowanie układu się zmienia. Pochodna odwzo
rowania w punkcie przecięcia s ię prostej z parabolą wynosi I f(O.6969) I >  l .  Ruch po kilku 
odwzorowaniach przej ściowych staj e  s ię  n iestabi lny i oscyluj e  między dwiema wartościami 
tak, że C,,+2 = c". 

Dalsze powiększanie  współczynnika wzrostu p prowadzi do poj awienia s ię  oscylacj i  
m iędzy 4 ,  1 6  a następnie 32 cenami (wartościami) konkretnej akcj i , przy których następują  
zmiany zachowań na rynku. Gdy wie lkość współczynn ika p osiąga wartość 3 ,7S  system nie 
j est w stanie  ustal ić i utrzymać właściwej ceny i zaczyna fluktuować w pozornie przypad
kowy, chaotyczny sposób . 

Rys. 2 . 5  Iteracja odwzorowania log istycznego d la  ruchu chaotycznego przy p = 3 . 8  

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Chaos 

Dalsze zwiększanie parametru p powoduj e  powstanie następnych b ifurkacj i i pro
wadzi do ruchu chaotycznego (rys .2 . S ) .  Zachowanie się odwzorowania logistycznego dla 
różnych wartości  parametru p przedstawiono na d iagramie  bifurkacyjnym rys. 2 . 8 . Zacho
wanie układu staj e  s ię chaotyczne przechodząc poprzez szereg punktów w których nastę
puj e  podwojenie okresu (hifurkacja rozwidleniowa) . Przebieg podwajania okresu charakte
ryzuje się poprzez wskaźniki ,  które przy pewnych ograniczen iach nie są zależne od rodzaj u  
odwzorowania.  

Jednym z takich wskaźników jest nazwana od nazwiska odkrywcy, l iczba Feigen
bauma, która oznacza i loraz różnicy między kolej nymi wartościami odwzorowania 
w punktach bifurkacj i (Baker G., Gol lub l ,  1 998)5 : 

5 Por. : Baker G. ,  Gol lub 1. : Wstęp do dynamiki układów chaotycznych, PWN, Warszawa 1 998, s. 88 
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'U = \ im Pn - P n-I "" 4,66920 1 
1l�<><> P n+ I - Pn 

Rys. 2 .6  Cykl iczne przebiegi oscylacyjne odwzorowania log istycznego. 
Okres oscylacj i  wynosi 4 i występuje między wartościam i  

c = 0 .3688, c = 0 .8212 ,  c = 0 .5170, c = 0 .8814 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Chaos. 

(2 .2) 

Diagram bifurkacj i przedzielony j est nieskończoną ilością (rys. 2 . 8) okien, w któ
rych występuj ą  zachowania okresowe. Ksztah kolejnych iteracj i odwzorowania logistycz
nego determinuj e  rodzaj e  zachowań. Wykres zachowań przy trzech różnych parametrach p 
został przedstawiony na rysunku (2 .7) .  W punktach oznaczonych zielonymi strzałkami (rys .  
2 .7b) wykres trzeciej iteracj i j est styczny do przekątnej Cn+3 = Cno Są to punkty, które są 
punktami stałymi na początku okna, do których przyciągane są inne początkowe wartości c .  
Dla wartości parametru p = 3 .3 odwzorowanie logistyczne demonstruj e  oscylacje między c 
= 0.48 i c = 0.82. Przy większych wartościach parametru odwzorowania prosta przecina 
krzywą w trzech parach punktów. Wartość pochodnej (nachylenie krzywej) w j ednym 
punkcie z każdej pary j est na tyle duża, że punkty traj ektorii w kolej nych iteracjach odda
laj ą  się od siebie. 
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Rys . 2 . 7  Wykresy trzeciej iteracj i  równan ia  log istycznego z nan iesioną trajektorią 
oraz obraz zmian wartości Cn wraz ze wzrostem n d la  różnych wartości parametru p; 

a) p = 3 .828, b) p = 3 . 30, c) P = 3 . 857 

a) 

x 

y 

b) 

,JL-------"->! 

x 

L-__________________ � y 

e) 

/ 
x 

y 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Dynamie Solver. 
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Jeże l i  wartość parametru p nie j est dostatecznie duża to w pozostałych trzech punk
tach wartość pochodnej j est mniej sza niż I więc, punkty te staj ą  się atraktorami .  Przy war
tościach p przekraczających 3 . 84 1 nachylenia krzywej odwzorowania  3 -c iego rzędu staj ą  
s i ę  zbyt duże aby układ pozostał stabi lny .  

Rys.  2 .8  Diagram bifurkacyjny odwzorowania log istycznego 
i odpowiadający mu przebieg wykładn ika Lapunowa 

Logistic map (bifurcation d iagram) 

Logistic map ( l iapunov exponent) 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Dynamie Solver. 

Mimo, że modelowanie zachowań na rynku papierów wartościowych za pomocą 
równania logistycznego nie j est w pełn i  rea l istyczne, to pokazuj e  j ak złożone wyn iki poja
wiaj ą  s ię  nawet w przypadku tak prostego systemu nie l in iowego. Można sobie łatwo wy
obrazić j ak złożone są systemy n ie l iniowe, takie j ak rynk i  kapitałowe czy zjawiska atmos
feryczne . 

Systemy takie wrażliwe są również na zmiany warunków początkowych. Jeże l i  po
traktuj emy równanie logistyczne j ako model prognostyczny, okaże s ię ,  że n ieznaczna 
zmiana wartości p będzie powodować bardzo dużą zmianę ceny w czasie t+n (rys. 2 .7  a i c), 
szersze ujęcie tego zagadnienia zawiera (punkt 2 .2 .2 .7) niniej szej pracy. 

2.1.1.2 Atraktor Henona 

Klasycznym przykładem poj awienia s ię  chaosu w układach op isanych równaniami 
różn icowymi j est zachowanie s ię  iteracj i ,  tak zwanego dwuwymiarowego odpowiednika 
równania logistycznegl) postaci (Mosdorf R., 1 997)6 : 

6 Por. : Mosdorf R . :  Dynamiczny model wrzenia na podstawie metody chaosu deterministycznego. 
Wydawnictwa P .B . ,  B i ałystok 1 997, s. l I S 
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(2 . 3  ) 

Ko lejne iteracj e  równania  (2 . 3 )  tworzą tak zwany atraktor Henona pokazany na ry
sunku 2 .9 .  

Główną cechą układu j est rozciąganie i składanie powierzchni odwzorowania. D la  
pewnych wartości parametrów a i b trajektorie punktów płaszczyzny są n ieograniczone, 
albo przyc iągane są przez pewien atraktor w kształc ie l itery U. Na atraktor ten składaj ą  s ię 
j edna na drugą strukturalne warstwy. Ponieważ dla I b I < l j akobian tego równania j est 
równy odwzorowani u  o postaci (2.4) (Schuster H. G . ,  1 993 )7 , 1 [- 2ax 1 ]1 deI b " O 

= I bl (2 .4 ) 

to odwzorowanie  ma  własność zmniej szania powierzchni .  W rezultacie n ieskończonej i lo
ści odwzorowań otrzymuj emy atraktor Henona, którego rozmiar wynosi  zero . 

Przestrzeń fazowa pokazana na rys .  2 .9 pokazuj e  uporządkowaną strukturę. Podob
nie j ak w grze w chaos punkty poj awiaj ą  się w przestrzen i  w na  pozór chaotyczny sposób. 
Ich porządek poj awiania się może być różny, ale w rezultac ie zawsze otrzymuje  s ię atraktor 
Henona. System ma dwa stopnie swobody. Każda kolejna wartość x zależy od poprzedniej 
wartości x oraz y, a wartość y związana jest z poprzednią wartością x .  

Rys .2 .9  Atraktor Henona i powiększen ia zaznaczonych obszarów 

.. . .  - . . . 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Dynamie Solver. 

Eksperymenty komputerowe pokazuj ą,  że atraktor Henona w dużym powiększeniu  
wygląda j ak i loczyn kartezj ański zbioru Cantora i odcinka. 

7 Por. : Schuster H.G. : op.cit . , s .  1 1 6 
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Rys. 2 . 10 Zachowan ie układu Henona w zależności od wartości pa rametrów a i b 

2 ,-----------------------------------------, 
N ieogran iczony 

b 

-2 +-------,-------,-------,-------,-----� 

-4 
a 

Źródło : opracowanie własne na podstawie (Sprolt. .r. c . .  http : //www. sprott .physics .wisc .  edu). 

Rys.  2 . 1 1  Diagram bifurkacyjny (a) i wykładn ik  Lapunowa (b) mapy Henona 

a) 

b )  

-- ._-�-� 

Źródło : opracowanie  własne z wykorzystaniem programu Dynamie So lver. 
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Odwzorowanie Henona j est fraktalem, podobn ie j ak większość atraktorów układów 
chaotycznych .  Charakteryzuj e  się równ ież lokalnym samopodobieństwem, a j ego wymiar 
Hausdorfa przy parametrach b = 0 .3  i a = l A  wynosi D '" 1 .26 1 (Schuster H .G . ,  1 993l 

2 .1.1.3 Model Lorenza 

Zjawisko konwekcj i odpowiedzialne j est za wiele ważnych zj awisk atmosferycz
nych.  Badania konwekcj i wiążą się z chęcią odkryc ia przez człowieka prawidłowości dają
cych możl iwość przewidywania zjawisk pogodowych .  Prognozy pogody sporządza s ię dziś 
na podstawie danych statystycznych oraz skompl ikowanych układów równań różniczko
wych cząstkowych ,  które opisują modele matematyczne cyrkulacj i  atmosfery. 

Jak dowodzą badania przeprowadzone w niniej szej pracy, prawidłowości  powyższe 
można stosować również do prognozowania zjawisk ekonomicznych.  

a) 

e) 

Rys . 2 . 12 Atraktor układu  Lorenza 

d) 

a) atraktor w płaszczyźn ie (-x, z), b) atraktor w przestrzeni 3 -wymiarowej (x, y, z), c) atraktor 
w płaszczyźnie (y, z), d) przebieg zmian współrzędnej z trajektori i układy 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystan iem programu Dynamie Solver. 

Do rozwiązywania tych równań wykorzystywane są komputery o dużych mocach 
obl iczeniowych. 

x Por. : Schuster H.G. : op.cit. , s .  1 1 6 
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Około roku 1 900 Henri Benard (Stewart 1 . ,  1 994)9 przeprowadził szereg doświad
czeń i odkrył, że podgrzewanie dolnych warstw c ieczy powoduj e  wytworzenie w c ieczy 
komórek konwekcyjnych w kształcie  p lastrów m iodu. Opracowany przez B .  Saltzmana 
model i równania go opisuj ące posiadały całkowicie n ieregulame i nieokresowe rozwiąza
nia .  

W 1 96 1  roku Lorenz pracuj ąc nad układem 12 równań różniczkowych zauważył, że 
są one wrażl iwe na zmianę warunków początkowych, dając d iametralnie różne wyniki  przy 
niewielkiej zmianie wartośc i wej ściowych.  Wrażl iwość tą Lorenz nazwał "efektem motyla" . 

Lorenz przebudował układ zachowując tylko trzy ze zmiennych, które j ego zdaniem 
miały największy wpływ na kształt rozwiązań otrzymuj ąc klasyczny dziś model w postaci 
(Zawadzki H . ,  1 996) 1 0 : 

a) 

b) 

jx = -oX + oY 
: = -xz + rZ - Y  
Z = -bX + XY 

(2 .5)  

Układ ten zachował wrażl iwość na n iewielkie zmiany warunków początkowych . 

Rys.  2 . 1 3  Efekt motyla . Zmiana w czasie współrzędnej x trajektori i  u kładu  Lorenza 
w za leżności od warunków początkowych ( 10,10,10)  (rys. a)  i ( 10 . 1 ,  10, 10) (rys. b) 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Dynamie Solver. 

9 Szerzej tę problematykę rozwinął Stewart J. : Czy bóg gra w kości. Nowa matematyka chaosu. 

PWN, Warszawa 1 996, s .  1 58- 1 60 
10 Por. : Zawadzki H . :  Chaotyczne systemy dynamiczne. AE, Katowice 1 996, s. 1 56 
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Typowymi wartościam i  parametrów pokazanych w równaniu (2 .5) :  są: r = 28,  a = 1 0  
i b = 8/3 . W przypadku takich parametrów traj ektorie układu (2 . 5 )  posiadąją następujące 
właściwości :  

• są przyciągane przez ograniczony obszar przestrzeni fazowej ; 
• wykonuj ą  ruch nieregularny krążąc wokół j ednego z punktów stałych, a następnie 

przenosząc się w pobl iże drugiego punktu, wykonuj ą  ki lka pęt l i ,  po czym przenoszą 
s ię  z powrotem w oko l ice punktu p ierwszego ; l i czba obrotów i momenty przemiesz
czania między punktam i  są n ieregu larne i losowe; 

• d la  punktów l eżących b l isko siebie po n iedługim czas ie całkowicie s ię rozbiegają  
i wykonują  zupełn ie  różne i lości obrotów wokół punktów stałych. 

Traj ektoria zatem j est wrażl iwa na warunki początkowe, j est chaotyczna i j est przy
ciazana przez obszar przestrzeni fazowej (atraktor), którego przekroj e  posiadaj ą  struktury 
samopodobne podobne do zbioru Cantora. Analogicznie j ak przy zbiorze Cantora obj ętość 
tego obszaru kurczy się do zera. Zbiór charakteryzuj e  się niecałkowitym wymiarem Haus
dorffa, który j est mniej szy od trzech i równy dla tego układu Ok '" 2.06.  

Lorenz poszukiwał j akiej ś  prawidłowość w stworzonym przez s iebie modelu .  Wy
brał zmienną z i narysował krzywą złożoną z j ej wartości  szczytowych. M imo n ieregular
nych przedziałów czasowych otrzymał okreś loną krzywą (rys . 2 . 1 4) .  Na podstawie tej 
krzywej można przewidywać wartośc i następnego maksimum zmiennej z, zakładając, że 
zna s ię wartość j ej obecnego maks imum. Przewidywania te okazuj ą  s ię krótkoterminowe 
z racj i właściwości zwężających i rozciągających układu, które powoduj ą  " wzmocn ienie" 

błędów w kolej nych krokach przekształcenia (efekt motyla) . 

Rys. 2 . 14 Kolejne maksyma zmiennej z w modelu Lorenza 

50 ,-------------------------, 

Zn+1 40 

30 �,-________ _.--------� 
30 

Źródło : na podstawie (Schuster H .G . ,  1 993) .  

40 
Zn 

50 

W modelu Lorenza stan układu wyznaczaj ą  mierzalne zmienne. Podobnie w wielu 
zjawiskach n ie l iniowych ro lę tą spełn iaj ą  fizyczne czynnik i  j ak :  temperatura, c iśnienie itp . ,  
które są  wypadkową reakcj i układu na inne siły zewnętrzne .  W przypadku otoczen ia ryn
kowego istniej ą  czynniki  praktycznie nie podlegające pomiarowi .  Według E. Petersa (Pe
ters E. E . , 1 997) 1 1  siły wprawiające w ruch rynek są raczej globalnymi charakterystykami 
łączącymi czynniki fundamentalne i techniczne. Punkty w przestrzen i  fazowej oddalają  s ię 

I I  Peters E.E. : Teoria chaosu a rynki kapitałowe. Wig Press ,  Warszawa 1 997 ,  s. 1 8 1  
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na skutek nastroj ów na rynku (czynn iki techniczne), a zb l iżają się (dążą do atraktora) 
w wyni ku oceny wartości  spółk i ,  czyl i  czynn ików fundamenta lnych . 

Jeżel i  zatem rynki kapitałowe są n ie l in iowymi  systemam i  dynamicznymi ,  należy 
oczekiwać (Peters E. E. 1 997) 1 2 : 

• Występowania długoterminowych korelacji i trendów (efekty sprzężenia zwrotnego); 
• Kapryśnego zachowania rynków (poziomy krytyczne) w pewnych warunkach i pew

nych okresach; 
• Występowania szeregów czasowych stóp zwrotu, które na coraz mniejszych odcin 

kach będą zawsze wyglądać podobnie i będą mieć te same charakterystyki staty
styczne (struktura fraktalna); 

• Zmniejszania się trafności prognoz w miarę powiększania się ich perspektywy cza
sowej (wrażliwość na :::miany warunków poc:::ątk01�ych) . 

Wiele razy zachowan ia i nwestorów wskazywały, że działają  on i  nic zawsze racj o
nalnie w sposób uporządkowany i systematyczny. Bodźce zewnętrzne n ie  raz powodowały 
bądź to załaman ia rynku bądź to hossy nie zawsze uzasadnione ekonomiczn ie .  

2 . 1 . 2  
Wybrane przykłady występowania chaosu 

2 .1 .2 .1  Bifurkacje 

W prostych modelach matematycznych zachowan ia inwestycyj ne sprowadzają  się 
do prostych l in iowych równań różniczkowych z jednym rozwiązaniem.  Rynki natomiast 
n ie  są uporządkowane ani proste, są dynamiczne i n ie l in iowe. 

W praktyce układy dynamiczne opisane są równaniam i  różniczkowymi ,  z j ednym 
lub większą i lością parametrów. Parametry te reprezentują  zazwyczaj różnorodne czynniki  
zewnętrzne maj ące wpływ na funkcjonowanie danego układu .  W wie lu  przypadkach powo
duj e  to również zmianę j akościową układu dynamicznego. Zmienia się l i czba, rodzaj 
atraktorów takiego systemu lub j edno i drugie .  Mówi s ię  wtedy, że w systemie nastąp iła 
b ifurkacj a, co oznacza rozdwoj en ie  się czegoś, rozgałęzienie, rozszczepienie j akiej ś  całości 
na dwoj e  (Zawadzki H. ,  1 996) 1 3 . Najczęśc iej teorię b ifurkacj i omawia s ię  na przykładzie 
odwzorowan ia  odcinka j ednostkowego w siebie w zależności od parametru p odwzorowa
ma. 

Jeże l i  punkt Xo należy do odcinka {O, l] i j est punktem stałym dla odwzorowan ia f to 
punkt ten j est (Kurdewicz J. , 1 993) 1 4 : 

• stabi lny lub j est atraktorem j eżel i  I f'(xa) 1 < / ;  
• n iestabi lny lub j est repi lerem j eże l i  I f'(xo) I > J ;  
• neutralny j eżel i  I f'(xo) I = l .  

1 2 Podano za Peters E.E. : op.ci t . ,  s .  1 0  
1 3 Por. : Zawadzki H . :  op.cit . , s .  68 1 4 Por. : Kudrewicz l.: Fraktale i chaos. WNT, Warszawa 1 993 ,  s .  63 
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Orbita odwzorowani a  f złożona j est z punktów stałych odwzorowań g będących n
krotną iteracją  odwzorowania  f. Orbita j est stab i lna, niestabi lna lub neutralna w zależności 
od zachowania  s ię punktów orbity, które są punktami stałymi odwzorowania  g.  

Odwzorowani e  f było zależne od parametru p.  Jeże l i  dla pewnej wartości  parametru 
Po punkt lub orbita przechodzi ze stanu przyciągania  (staj ąc się neutralną d la  Po) do stanu 
odpychania (brak stabi lności strukturalnej )  to wartość parametru Po j est zwana wartością 
b ifurkacyj ną· 

Punktem bifurkacj i może być tylko taki punkt Po, dla którego zachodzi j eden z na
stępujących warunków f(x, Po) = x i f'(x, Po) = ±l lub n-ta i teracj a f'(x, Po) = x i (f') ' (x, Poj 

= ±l dla n > l .  

Rys. 2 . 1 5  Schemat bifu rkacj i  węzeł-s iodło w zależności o d  zmian parametru p 

punkty stabi lne 

x p 

Źródło : na podstawie (Kudrewicz 1. , 1 993 ) .  

W zależności od wartości pochodnej odwzorowania d la  parametru Po  w układzie 
może wystąpić b ifurkacj a  styczna, transkrytyczna i widłowa dla pochodnej + l oraz bifur
kacja podwajania okresu dla pochodnej - l .  

Bifurkacj a  typu węzeł�siodło j est b ifurkacj ą  ogólną, ponieważ punkty stałe leżą na 
gładkim j ednowymiarowym obiekcie geometrycznym w przestrzeni  złożonej z przestrzeni 
fazowej i przestrzeni  parametrów.  Kombinacja minimum i maksimum prowadzi do zjawi
ska b istab i lności gdzie w pewnym przedziale parametrów i stniej ą  dwa stabi lne atraktory 
z jednym n iestabi lnym między n imi .  

B i stab i lność charakterystyczna j est np. d la  histerez w wie lu rzeczywistych fizycz
nych i technicznych układach. Histereza j est to zjawisko zależności aktualnego stanu ukła
du od stanów w poprzedzających chwi lach czasowych. H istereza towarzyszy takim proce
som, jak zmiany namagnesowania ferromagnetyków (histereza magnetyczna) , 
odkształcanie sprężyste c iał rzeczywistych (histereza sprężysta) lub zmiany po laryzacj i 
ferroelektryków (histereza d ie lektryczna) . H istereza to krzywa zamknięta, występuj ąca w 
wie lu układach technicznych . Pęt la ta j est bardzo subtelnym zjawiskiem, zarówno szkodl i 
wym j ak i n iepożądanym. H istereza występuj e  również często w innych układach dyna
m icznych.  Powodem występowania  h isterezy w zjawiskach spoza technik i  wydaj e  się być 
inercj a  układów. Na wykresie h istereza przybiera ksztah podobny do dużej l itery S, a w 
zasadzie dwóch takich l iter złączonych początkami i końcami z jednocześnie rozciągniętym 
środkiem. Wszystkie zjawi ska dające s ię opisać tą krzywą, zachodzą w pewnym zamknię-
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tym cyklu .  Krzywa kreślona j est od początku wyznaczonego przez lewy dolny punkt l itery, 
następnie stan oznaczający wykonanie, os iągnięcie celu, czy l i  prawy górny punkt i z wraca 
do początku. Pętla h isterezy powstaj e  zatem zawsze podczas przechodzenia przez stany 
ekstremalne i j est zjawiskiem powszechnym, dlatego często n iezauważanym. Drugim po
wodem j ej n iespostrzegania j est to, że wprowadzany efekt uboczny bywa n ieznaczny. Przez 
efekt uboczny rozumiemy różnicę wyn ikaj ącą z faktu, iż droga od początku do celu j est 
odmienna od drogi powrotnej . 

Rys. 2 . 16 Schemat bifu rkacj i  podwajan ia  okresu : 
a )  superkrytycznej ,  b) subkrytycznej w zależności od zmian parametru p 

a) 

Orbity 

l ... stab i lne 
o okres ie 2 

t 
Punkty stabi lne . . . . . . . . . . . .  Punkty n iestabi lne 

Po r ... Orbity 

t stab i lne 

P1 o okres ie 2 

I • . p  X Xo Po P1 

b) 
Orbity 

n iestabi lne i 
o okresie 2 r � 

Punkty stab i lne . . . . . . . . . . . . . . . Punkty n iestabi lne 

Orbity i l 
niestab i lne � o okresie 2 

. p  ·x I I 
Xo P 1  Po 

Źródło : na podstawie (Kudrewicz 1., 1 993 ) .  

To zjawisko zachodzi j eżel i  przesuwa s ię parametr odpowiednio wolno poza prze
dział b istab i lnośc i .  K iedy punkt przechodzi przedział b istab i lności p ierwotny atraktor zani 
ka w b ifurkacj i węzeł-s iodło i system nagle przechodzi do następnego atraktora. Przesuwa
nie parametru w innym k ierunku nie powoduj e  żadnego efektu gdy przedział b i stabi lności 
j est powtórnie  przekraczany. Opuszczenie przedziału b istab i lności na drugim j ego końcu 
powoduje ,  że system nagle przechodzi w kierunku nowo utworzonego atraktora. 

Bifurkacje rozwidleniowe są możliwe w systemach dynamicznych z inwersją  lub 
odbiciem symetrycznym. Równanie ruchu w tych układach pozostaj e  n iezmienne przy 
zmianie znaku przestrzen i  fazowej zmiennych. Przykładem j est n ienapędzane wahadło . 
Zwykle taki system ma symetryczny punkt stały (lub cykl graniczny) . 
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Bifurkacj e  rozwidleniowe są bifurkacj am i  ogólnymi ,  a takie symetryczne rozwiąza
nia zmieniaj ą  stabi lność układu.  

Gdy bifurkacyjne rozwiązanie nie posiada pełnej symetr i i  równania ruchu, to zjawi 
sko takie nazywane j est "złamaną symetrią" . Rozwiązanie  ze  "złamaną symetrią" n ie  poj a
wia s ię  samodzielnie ponieważ "złamana symetria" generuj e  nowe rozwiązanie gdzie sy
metria j est również "złamana" . Z tego powodu zawsze dwa punkty stałe ze złamaną syme
trią  rozwidlaj ą  się na raz w punkcie bifurkacj i .  Dwa są albo stab i lne (superkrytyczna b ifur
kacja rozwidleniowa) lub n iestab i l ne (subkrytyczna b ifurkacja rozwidleniowa) . 

Rys .  2 . 17 Schemat bifurkacji transkrytycznej w zależności od zmian parametru p 

Źródło : opracowanie własne. 

� � t 
------.,.../. . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

! · i  1 
p 

Bifurkacja transkrytyczna powstaj e  wówczas, gdy w przestrzeni  złożonej z prze
strzeni fazowej i przestrzeni  parametrów dwa różne gładkie obiekty geometryczne złożone 
z punktów stałych przecinają  s ię .  W punkcie przecięcia punkty stałe zmien iaj ą  swoj e  wła
sności stabi lnośc i .  Znaczy to, że niestabi lny punkt stały staje  s ię stabilny i na odwrót. Za
uważmy, że poza punktem bifurkacj i l iczba punktów stałych nie zmieniła s ię ,  przeciwnie 
do bifurkacj i węzeł-s iodło, gdzie dwa stałe punkty poj awiaj ą  s ię lub znikają. 

Podobnie j ak podczas zmiany parametrów punkt równowagi może trac ić stab ilność, 
tak stabilne okresowe orbity mogą trac ić swoj ą  stabi lność pod wpływem zm iany parame
trów. 

B ifurkacj a  styczna dla orbit okresowych jest podobna do bifurkacj i węzeł-s iodło w 
punkcie stałym i nazywana j est dlatego bifurkacj ą  węzeł-siodło orb ity okresowej .  B ifurka
cję taką charakteryzują następujące własności :  

• przed bifurkacj ą  system dynamiczny porusza s ię  po stabilnej okresowej orbicie od
zwierciedlaj ącej nieprzerwane oscylacje ;  

• w punkcie b ifurkacj i okresowa orbita staj e  się słabo stabilna i traj ektoria zaczyna 
oddalać s ię od warunków c iągłej oscylacj i ; 

• po bifurkacj i  orbita okresowa zanika i trajektoria rozbiega s ię .  

W zależności od doboru odwzorowania  dynamika układu określona za pomocą ta
kiego odwzorowaniem może być mniej lub bardziej skomplikowana. Jednym z prostszych 
odwzorowań j est odwzorowanie postac i (Baker G . ,  Gol lub J . ,  1 998) 1 5 : 

(2 .6) 

15 Por. : B aker G. ,  Gol lub J . :  op .cit . , s. 84 
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Kolej ne wyrazy tworzą c iąg { XO, X l .K2,XL Xn Xn+ l , ' "  } ,  którego zachowanie bada s ię 
ze względu na zmianę wartości parametru p oraz jak zachowuj ą  s ię  kolej ne wyrazy c iągu 
przy wzroście i lości iteracj i n .  

Rys . 2 .18 Rozkład wyrazów ciąg u  d la  odwzorowan ia  kwadratowego (2 .6) 
w funkcj i zmiany parametru p (d iagram bifurkacj i )  

-0 , 1  - - - - , - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - , - - - - - - - , - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

0 ,67 

, I , 
I , 
I , 
I 
, 

, . 
I , , 

, 
I 
I 
I 

� 

3 3 ,45 3 ,54 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Dynamie So lver. 

p 

Jeże l i  wartość parametru p należy do przedziału [O, l ]  to d la  dowolnego punktu po
czątkowego Xo należącego do odcinka j ednostkowego ciąg określony równan iem (2 .6) j est 
zbieżny do O. Jeś l i  wartość parametru p j est z przedziału ( l ,  3) to ciąg j est zbieżny do XII = 

l - l/p gdy n � 00, Dla p = 3 punkt stały odwzorowania (2 .6) trac i stabi lność i pojawia s ię 
okresowa orbita o okresie 2 (następuje  bifurkacj a  podwoj en ia  okresu) , Dla p z przedziału 
(3, l + Y 6) orbita przyciąga punkty odcinak j ednostkowego za wyj ątkiem XII -7�' który jest 
punktem stałym .  W przypadku p = l + Y 6 orbita okresowa trac i stabi lność i poj awia s ię 
stab ilna okresowa orbita o okres ie 4, która przyciąga wszystkie punkty odcinka j ednostko
wego za wyj ątkiem punktu stałego i orbity o okresie 2. Jak widać z rys .  2 . 1 8  i stn iej e  n ie
skończony c iąg punktów b ifurkacj i podwojenia okresu, którym odpowiada nieskończony 
c iąg parametrów{ PO,P, 'p2'p3, . . .  'pIl, Pn+ f, " .  }. W punktach tych orbita o okres ie 2k traci stabil
ność i poj awia s ię okresowa orbita o okres ie 2k+ ' .  Zj awisko kolej nych bifurkacj i podwaj a
nia okresu  stabi lnej orbity nosi nazwę kaskady Feigenbauma. 

C iąg punktów b ifurkacj i ma granicę w punkcie (Kurdewicz J. 1 993 ) 1 6 : 

1 6 Por . :  Kudrewicz J . :  op ,cit . , s ,  67 

p_ = l im p" "" 3 .56995 
11 --7 00 

(2 ,7 )  
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W przypadku ciągu zbieżnego można okreś l ić  tzw. szybkość zbieżności  (Kurdewicz 
J .  1 993 ) :  

u-' = l im p� - p" ", 0 .2 1 4 1 693 
1I�.--.a Pc<> - P n-I 

(2 . 8 ) 

W przypadku gdy p > p= istniej ą  w których żadna z orbit okresowych nie j est stabi l 
na,  a atraktory składają  s ię z domkn iętych odcinków (Kurdewicz J .  1 993) 1 7 . 

Rys. 2 . 19 Rozciągn ięty fragment wykresu bifu rkacj i  z rys. 2 . 18  
z wyraźn ie widocznymi oknam i  i punktam i  podwajan ia  okresu w oknach 

(wartości parametrów są wartościam i  przyb l i żonym i )  

3 .625 3,636 3,828 3 ,857 

3 ,841 

Źród ło :  opracowan ie własne z wykorzystan iem programu Dynamie So lver. 

Dla pewnych wartości parametru p występują  przedziały, w których atraktorem j est 
okresowa orbita co widać na diagramie bifurkacj i w postac i tzw. okien. Okien takich j est 
nieskończona i lość .  W punkcie bifurkacj i (początek okna) powstaj e  para orb it okresowych 
o pewnym okresie .  Wraz ze wzrostem parametru p przy pewnych wartościach występują  
kolejne  b ifurkacj e  podwojenia okresu aż  do wartości T x n w punkcie końca okna. 

2 .1. 2 . 2  Zjawisko i nterm itencj i  i turbu lencj i  w układach dynamicznych 

W wielu rzeczywistych układach dynamicznych zaobserwowano zjawi ska, które 
charakteryzują się długimi  okresami regularnych zachowań przerywanych w sposób losowy 
dłuższymi lub krótszymi  okresam i o n ieregularnych przebiegach.  Częstotl iwość występo
wania zakłóceń zwiększa się wraz ze wzrostem czynnika zewnętrznego i powoduj e  ciągłe 

1 7 Szersze ujęcie zagadnienia bifurkacj i zawarto w pracy Kudrewicz .J.: op.cit . ,  s. 63-68 
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przej śc ia od zachowań regularnych do chaotycznych. Poj awienie s ię  sygnału o takich wła
snościach nazywane j est intermitencj ą. 

Jako p ierwsi  zasadę przechodzenia układów poprzez intermintecj e  do zachowań 
chaotycznych badali Pomeau i Mannevi l e .  Podstawą były rozwiązania numeryczne układu 
równań różniczkowych modelu Lorenza (Zawadzki H . ,  1 996) 1 8 . 

jx = oY - oX 
: = -xY + rX - Y  
lZ = -XY - bZ 

(2 .9) 

Zachowanie się zmiennej Y w zależności od wartości parametru r przedstawia rys .  2.20. 

Rys. 2 . 20 Czasowy przebieg zmiennej Yw modelu  Lorenza (2 .5 )  
w zależności od  wartości parametru 

Źródło : opracowanie  własne z wykorzystaniem programu Dynamie Solver. 

Dla pewnych wartości  parametru r<ri Y(t) wykonuje  stabi lny ruch okresowy . Przy 
pewnej wartości progowej ri stabi lna okresowość przerywana jest przez okresy zachowania  
chaotycznego, których częstość występowania rośnie wraz ze  wzrostem parametru r pro
wadząc aż do ruchu całkowicie chaotycznego. 

Stabi lne zachowanie układu odpowiada stab i lnemu punktowi stałem u  odwzorowania 
Po incarego dla r<ri' Powyżej tego progu punkt stały może utracić stabi lność na trzy sposo
by. Ze względu na te trzy przypadki Pomeau i Manevi l le  wyróżni l i  trzy rodzaje intermiten
CJ I .  

I X  Por. : Zawadzki H . :  op.cit . ,  s. 1 56 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



"Wybrane elementy teorii chaosu determin istycznego" 1 19 

Model Lorenza wykazuje interm itencj ę  typu I dla której wartość własna z l inearyzo
wanego odwzorowan ia Poincare staj e  się większa od j edności przecinaj ąc okrąg jednost
kowy w punkcie  + l .  

Rys.  2 . 2 1  Zachowan ie wartości własnych odwzorowan ia  Poi ncare 
w przypadku i ntermitencj i  typu I 

Im A 

+1 
--ł---t--+-ł----. Re A 

gdzie ;  
Im A. - oznacza część uroj oną wartości własnej zlinearyzowanego odwzorowania  Poincare, 
Re A. - oznacza część rzeczywistą wartości własnej zlinearyzowanego odwzorowania Poincare. 

Źródło ; opracowanie  własne. 

Przej śc ie układu do chaosu następuj e  przez bifurkacj ę  typu węzeł-s iodło, w której 
dwa punkty stałe (stab i lny i n iestab i lny) łączą s ię w punkci e  bifurkacj i .  

a>O 
a=O 
a<O 

Rys. 2 . 22 Powstawan ie  i ntermitencj i  typu I 
w odwzorowan iu  log istycznym Xn+ l  = (P+O') (xn _ x2n) 

x 

Źródło ; na podstawie (Schuster H .G . ,  1 993) .  

o a 

Odwzorowanie nie ma dla r> ri stabi lnych punktów stałych natomiast przej ście tra
j ektori i  przez wąską szcze l inę między odwzorowaniem a prostą o równaniu  Xn+ f = Xn 

W pewnym otoczeniu punktu Xi powoduje  powstan ie obszarów laminarnych. Po wyj śc iu  ze 
szcze l iny ruch staj e  s ię  chaotyczny do czasu ponownego znalezien ia s ię  traj ektor i i  w pobl i 
żu punktu Xi. 
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Intermitencj a  typu II powstaj e  wówczas, gdy dwie zespolone wartości własne jedno
cześnie  przecinaj ą  okrąg j ednostkowy. 

a) 

Im A 

Rys. 2 .23 Intermitencja typu II 
b) 

Re f. 

a) zachowanie s ię wartości własnych odwzorowania Poincerćgo w przypadku i ntermitencj i  
typu II ;  b) schematyczny przebieg trajektori i i odwzorowania  Poincarego 

Źródło : na podstawie (Schuster H. G . ,  1 993) .  

e) 

a) 

Im A 

Rys . 2 . 24 Intermitencja typu 111 
b) 

�-+---+---+----. Re A 

a) zachowanie s ię wartości własnej odwzorowania  PoincanSgo w przypadku intermitencj i  typu 
III; b) przebieg traj ektori i  i odwzorowania  Poincarego: c)  wartości kolej nych wyrazów od
wzorowania w funkcj i  wzrostu l iczby i teracj i 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Dynamic Solver. 
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Przej ście do chaosu w przypadku intermitencj i  typu II okreś lane j est przez bifurka
cj ę H opfa. W układach z czasem ciągłym cykl graniczny może ulegać bifurkacj i rozpoczy
nając oscylację z "kanciastą" częstotl iwością, która spowodowana j est przez uroj oną część 
pary wartości własnych przecinąjących okrąg j ednostkowy. W układzie dyskretnym orbita 
bifurkacyj na jest generalnie quas iokresowa za wyjątkiem, gdy argument pary przecinaj ą
cych wartości  własnych osiągna 2 n. Interminecja  typu II nie została stwierdzona (wg po
siadanych danych) w eksperymentach z rzeczywistym i  układami .  

I ntermitencję  typu III po raz p ierwszy (Schuster H.G . ,  1 993) 1 9  zaobserwowali w 
1 983 roku Dubois ,  Rubio i Berge w konwekcj i Benarda, obserwując modulacj ę wiązki 
światła przechodzącego przez małe prostokątne naczynie .  I ntermitencj a  typu III poj awia s ię  
wraz z bifurkacj ą  podwąjania okresu. Część rzeczywista wartości własnej przecina granicę 
stabi lności w punkcie - l .  Sygnał rozbiega się ,  aż do momentu gdy ampl ituda osiąga dużą 
wartość i sygnał trac i swą regul arność. 

Turbulencj e  wiążą s ię z powstawan iem n ieregu larnych zjawisk chaotycznych (nie
przewidywalnych) w różnych układach fizycznych . Zjawiska turbu lencj i  obserwuje  się za
równo w przestrzeni kosmicznej j ak równ ież w naj głębszych punktach oceanów. Od wielu 
turbulencj a  lat j est ważnym poj ęciem w wielu dziedzinach nauki .  Ma ona ważne znaczenie 
d la  praktycznych zagadnieI1 inżynierskich ponieważ może doprowadzić do szeregu niepo
żądanych skutków (np. zniszczenia  ruroc iągów, katastrof lotn iczych, itp . ) .  Zjawisko po
wyższe można również wykorzystywać w badaniach ekonomicznych. 

Turbulencj e  naj częściej kojarzy się z gwałtownym i burzl iwym ruchem c ieczy l ub 
gazów. W obszarach turbu lentnych następuj ą  chaotyczne i nieprzewidywalne zmiany pa
rametrów układu.  Skutkami turbulencj i  w atmosferze ziemskiej są między innymi różnego 
rodzaj u  zj awiska atmosferyczne (cyklony, tornada itp . )  powstające na skutek konwekcj i 
cząsteczek powietrza. Turbulencj a  n ie  j est związana tylko z niekorzystnymi zjawiskami 
atmosferycznymi .  Z przykładam i turbulencj i  spotykamy się każdego dnia, wystarczy od
kręcić kran aby woda wypływająca z dużą prędkością stanowiła strumieI1 turbulentny, ob
serwować dym z papierosa czy też odczuwać wiatr na twarzy. 

Badania turbu lencj i  maj ą  na celu znalezienie j ak naj mniej skompl ikowanych mode l i  
matematycznych tego zjawiska. Teoretyczne prace nad uniwersalną, małej ska l i  strukturą 
turbulencj i  mogą być zasadn iczo podzielone na dwa główne kierunki . P ierwszy kierunek 
wiąże się z i stnieniem obszernego zbioru model i  zachowań, których próby porównania na 
zgodność z danymi eksperymentalnymi daj ą  ważne informacj e  o kaskadowej lub staty
stycznej naturze przepływów turbulentnych. 

Drugie podej ście opiera s ię  na równaniach mechaniki płynów. Typowo uznaj e  s ię ,  
że mechanika płynów j est klasyczną teorią przepływów i sprowadza s ię  do budowy teore
tycznych metod przepływu w celu wyl iczenia właściwych danych statystycznych . Jest to 
j ednak bardzo trudne. M imo wielu wysiłków i l at badaI1 nie udało się dotychczas znaleźć 
dostatecznie dobrego opisu turbulencj i .  

D o  tej pory istniej e  również bardzo ogólna definicj a  turbulencj i , która określa to 
zjawisko j ako "nieuporządkowane zachowanie  przepływu w przestrzeni  i czas ie" nie tłu
macząc co oznacza "nieuporządkowane zachowanie" . 

1 9  Pisze o tym Schuster H.G. [w. : ]  Chaos deterministyczny. Wprowadzenie. op.cit. , s. 1 08- 1 09 
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Rys . 2 .25  Przykładowe wahan ia szybkości przepływu w funkcj i czasu 
mierzone podczas turbulencj i  

1 5  

u;-
:R ::::J 

O 0 ,01  0,02 

t (s) 

Źródło : na podstawie (Zawadzki H., 1 996). 

Dobrze znana teoria zachowań dla statystyki ruchów małych rozmiarów była sfor · 
mułowana w 1 94 1  roku przez Kołmogorowa na bazie idei kaskad . W ostatnich latach oka
zało s ię ,  że teoria ta wymaga gruntownych poprawek. W prowadzonych badan iach podsta
wowym celem było zrozumienie małych rozmiarów struktur występuj ących w turbulencj i .  
Najważniej szą rzeczą aby okreś l ić  strukturę małych rozmiarów j est znalezienie struktural
nej funkcj i .  Jest to równoważne do określenia funkcj i wiążącej zmiany szybkości cząstek w 
ruchu turbulentnym w dwu różnych punktach przestrzeni .  Opis zjawiska za pomocą mate
matycznej koncepcj i  fraktal i  i modelu mult ifraktalnego d la  inercyjnego zakresu zjawiska 
wydaj ą  się być dobrym opisem turbulentnej kaskady. 

I stniej e  wiele układów pozostaj ących w stan ie stabi lności do czasu, gdy zewnętrzne 
czynnik i  powoduj ą  utratę stabi lności wprowadzając układ w drgania  lub nadaj ąc układowi 
cechy ruchu chaotycznego . 

W ostatnich l atach i stni eje  wiele i nterpretacj i  i war iantów modelu turbulencj i ,  z któ
rych jednym z najc iekawszych jest model mult ifraktalny. W tym modelu funkcja struktu
ralna ma największe znaczenie .  Jest ona odpowiednikiem funkcj i  kore lacj i  fluktuacj i pręd
kości w dwu różnych oddzielnych punktach przestrzeni .  Funkcj a  strukturalna może być 
zmierzona i j ej zachowania mogą być porównane z rezultatami eksperymentalnymi .  Wy
daj e  się, że mult ifraktalny model daj e  dobry opis kaskady turbu lencj i  mimo, że porównanie 
funkcj i struktural nej z wyni kami eksperymentów wymaga wie lu  pomiarów skompl i kowa
nej strukturaln ie  funkcj i .  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



"Wybrane elementy teori i  chaosu determin istycznego" 123 

2 . 1 . 2 . 3  Kryzysy 

Kryzysami nazywane są zderzenia między chaotycznym atraktorem a współistnieją
cymi z nim niestabilnymi punktami stałymi lub orbitami okresowymi (Schuster H.G.  
1 993)20 . Zderzenia takie powoduj ą  nagłe zmiany w atraktorze . Kryzys można zaobserwo
wać w oknie d iagramu bifurkacyj nego z okresem potrójnego odwzorowania logistycznego, 
w którym trzy stabi lne i trzy n iestabi lne punkty stałe powstaj ą  w wyniku b ifurkacj i typu 
węzeł-s iodło. Punkty stałe po przej ściu do obszaru chaotycznego natychm iast odpychają  
traj ektorie w taki sposób, że  zachowanie w obszarach między pasmami stają  s i ę  chaotyczne . 

2 . 1 . 2 .4  Dziwne atraktory, frakta le, odwzorowanie zwężające 

Defin icja  dziwnego atraktora ulega c iągłej ewolucj i  i n ie j est do końca jednoznacz
na. Trudno j est sformułować j ednoznaczną defin icj ę  matematyczną, którą można zastoso
wać w anal izie danych eksperymentalnych . 

Atraktor chaotyczny (dziwny) j est zb iorem stanów w przestrzen i stanów układu, któ
ry posiada bardzo charakterystyczne właśc iwośc i :  

• zbiór j est zbiorem przyciągającym się ,  tak że system startujący z warunkami począt
kowymi  z basenu przyciągania ostateczn ie kor'lczy s ię w zbiorze, 

• zbiór ma skomplikowaną strukturę geometryczną. 

P ierwsza cecha mówi, że trajektorie startujące z basenu przyciągania n iezależnie od 
zaburzeń krążą po całym atraktorze nigdy go nie opuszczając .  

Dziwny atraktor j est wrażl iwy na warunki początkowe . W przypadku zmn iej szan ia  
s ię obj ętości nie wszystkie długość zmniej szają s ię i punkty, które znaj dowały s ię na 
atraktorze wystarczająco b l i sko s iebie, będą oddalały s ię wykładniczo w miarę upływu cza
su ( Schuster H .G . ,  1 993)2 1 . 

Cecha mówiąca o skomp l ikowanej strukturze geometrycznej e l im inuje  ze zbioru 
dziwnych atraktorów zbiory, które są sumą skor'lczonej l iczby izolowanych punktów prze
strzen i  (punkt, zbór punktów), oraz gładkie elementy k-wymiarowe . .  

Część naukowców uznaje ,  że dodatkową cechą "dziwnych atraktorów" jest to, że ich 
rozmiar nie j est l iczbą całkowitą. Inaczej mówiąc dziwne atraktory maj ą  tzw. wymiar frak
talny - są fraktalam i .  

Jeże l i  mówimy o "rozmiarze" to  mamy naj częściej na myś l i  j eden z dwu przypad-
ków: 

• trój -wymiarową przestrzer'l eukl idesową, 
• l iczbę zmiennych układu opisuj ącego system dynamiczny. 

W przypadku n ieregularnych obiektów geometrycznych poj ęcie "rozmiaru" wymaga 
nowego podej ścia .  

Jeże l i  weźmiemy obiekt umieszczony w przestrzen i  eukl idesowej D i zmniej szymy 
j ego l i n iowy rozmiar lir w każdym kierunku w przestrzeni  to j ego rozmiar (długość, pole 
powierzchni ,  objętość) zmniej szy s ię N = rD razy w stosunku do oryginalnego. 

20 Schuster H .G . :  op .c i t . ,  s .  1 86 2 1  Szersze ujęcie zagadnienia zawarto w pracy Schuster H .G . : op.c it . ,  s . 1 45- 149 
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Rys. 2 . 26 Zmiana rozmiaru w przestrzen i  eukl idesowej D-wymiarowej 

r = 2 

0 = 1  0 = 2  0 = 3  

D 
N = 2  

N = 4  

I'\. I'\. I'\. I'\. I'\. I'\. I'\. I'\. 
[I'\. 1"'- " I'\. I'\. 

r = 3 f-I --+-+-----1 11'\.11'\.[1'\. 
N = 3  II'\. I'\. I'\. I'\. 

N = 9  I'\. 
N = 27 

Źródło : opracowanie własne. 

Po przekształceniu logarytmicznym obu stron równania otrzymujemy: 

log (N) = log (ro) skąd D = log (N)/log (r) (2 . 1 0) 

Element D otrzymany tym sposobem nie musi mieć rozmiaru wyrażonego l iczbą 
całkowitą, jak to ma miej sce w geometri i eukl idesowej .  Może być ułamkiem w geometrii 
fraktalnej . Takie podejście do "rozmiaru" nazwane jest od nazwiska niemieckiego mate
matyka Felixa Hausdorffa wymiarem Hausdorffa. 

Dziwne atraktory są zatem zbiorami,  których wymiar Hausdorffa nie j est l iczbą cał
kowitą. 

Wymiar fraktalny nie musi zawierać się w przedziale (O, l ). Za pomocą odpowied
niej metody można przekształcić euklidesowy kwadrat we fraktal , którego wymiar fraktal
ny będzie równy 1 . 8928. W każdym z poniższych przykładów każdy kwadrat będzie po
dzielony na dziewięć kwadratów o równych rozmiarach (r1 = 1 /9) .  Iteracja  przeprowadzana 
j est n-razy. Aby przedstawić punkt eukl idesowy (rys. 2 .27 a) zachowuj emy tylko jeden 
kwadrat w każdej iteracj i  (NI = Nn = l). W następnym przykładzie (rys. 2 .27 b )  zatrzymu
j emy tylko trzy najwyższe kwadraty w każdej iteracj i .  (N I = 3 N2 = 9). Dzięki temu proce-
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sowi odkrywamy eukl i desową l in ię  o wym iarze jeden. Ostatn ią eukl idesową figurą, która 
wywodzi się z tego przykładu jest płaszczyzna (rys .  2 .27 c). Aby to osiągnąć zatrzymuj emy 
wszystkie kwadraty we wszystkich i teracjach.  

Rys. 2 . 27 Demonstracja wymiaru frakta lnego na przykładzie kwadratu eukl idesowego 

a) b) c) d) e) 

• 

Źródło : opracowanie własne. 

W celu otrzymania figury o wym iarze fraktalnym będziemy zachowywać tylko dwie 
części w górnym lewym i dolnym prawym rogu w każdej iteracj i (rys .2 .27 d) (N 1 = 2 N2 = 

4) .  W związku z tym w drugiej kolej ności D = In(2) / In(3 ) = 0 .63 09.  Z drugiej strony, je
żel i  usuniemy tylko środkową część w każdej iteracj i j ak na rys .  2 .27 e to (N 1 = 8 N2 = 64) .  
Ten przykład daj e  rozmiar fraktalny równy 1 . 8928 .  

Naj prostszymi przykładami "dziwnych atraktorów" są zbiory będące atraktorami 
układów iterowanych odwzorowań 

Poniżej przedstawiono zasadę tworzenia oraz obraz bardziej złożonego atraktora 
tzw. krzywej Kocha po trzech krokach i teracj i .  

Rys. 2 .28 Przykład konstrukcj i  krzywej Kocha 

In i tiator 
Lenght = 1 

Generator 
Lenght = 4/3 

Level 2 
Lenght = 1 6/9 

Level 3 
Lenght = 64/27 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Fractal Explorer. 
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Krzywą, która nie ma stycznej w żadnym należącym do niej punkcie H. von Koch 
przedstawił w 1 904 roku (Zawadzki H. 1 996).  Konstrukcj a  krzywej Kocha przedstawia s ię 
następuj ąco.  Zaczynamy od l ini i  prostej - inicj atora. Inicj ator dzie l imy na trzy równe czę
ści ,  a w miej sce środkowej wstawiamy trójkąt równoboczny z którego usuwamy podstawę. 
W ten sposób otrzymuj e się podstawowy element konstrukcj i tzw. generator, który służy 
j ako podstawa do kolej nych operacj i .  Powtarzamy więc tą konstrukcję  w ten sposób, że 
każdy odcinek figury dzie l imy na trzy równe części i w m iej sce środkowego wstawiamy 
generator. 

Krzywa Kocha ma wymiar topologiczny równy l i j est atraktorem IFS  okreś lonym 
za pomocą układu równań : [ l  r' JC l [ J x www' J = A B I X J + C (2 . 1 1 )  y ",.wy L o  E ly F 
gdzie :  p - prawdopodobieństwo iteracj i  z parametrami przedstawionymi poniżej .  

0 . 16 6 6 6  0 . 2 8 8 6 1  0 . 0 0 0 0 0  0 . 2 5 0 0  - 0 . 16 6 6 6  0 . 2 8 8 6 1  0 . 2 8 8 6 1  0 . 16 6 6 6  0 . 6 6 6 6 6  0 . 0 0 0 0 0  0 . 2 5 0 0  

Wym iar samopodobieństwa krzywej Kocha wynosi  D, = log4/log3 z 1 . 2 6 1 9  i jest 
równy wymiarowi Hausdorffa. 

Na rysunku poniżej przedstawiono kolejne klasyczne przykłady atraktorów (fraktal i )  
nazywane odpowiednio :  trójkątem S ierpińskiego (a), dywanem S ierp ińskiego (b), gąbką 
(kostką) Mengera (c). Każdy z tych zbiorów jest w sens ie topologicznym krzywą i na wy
miar topologiczny równy j ednośc i .  Każdy ze zbiorów jest również atraktorem IFS  układów 
złożonych z jednakowym współczynnikiem prawdopodobieństwa. 

Przykładowo trójkąt S ierpińskiego j est atraktorem IFS  złożonym z trzech układów 
równań postaci (2 . 1 1 ) z parametrami przedstawionymi poniżej : 

o . � o o o o  0 . 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0  o . � o o o o  o . � o o o o  0 . 0 0 0 0 0  0 . 3 3 3 3  
o . � o o o o  0 . 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0  o . � o o o o  0 . 2 5 0 0 0  0 . 5 0 0 0 0  0 . 3 3 3 3  
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Rys.  2 . 29 Przykład trójkąta Sierpińskiego, dywanu  Sierpińskiego, gąbki Mengera 

b) 

Źródło : opracowanie własne z wykorzystaniem programu Fractal Explorer. 

127 

Dywan S ierpińskiego i gąbka Mengera składaj ą  się odpowiednio z 8 i 20 podo
b ieństw o tym samym współczynniku prawdopodobieństwa równym 1 /3 . Wymiar Haus

dorffa każdego z tych zbiorów wynosi  odpowiednio log3/log2 "" 1 . 5 850  (trójkąt), log8/log3 
"" 1 . 8927 (dywan) , log20/log3 "" 2.7268 (gąbka) . 

Fraktale (atraktory) omówione powyżej miały niecałkowity wymiar Hausdorffa. N ie 
jest to j ednak regułą. W 1 890 roku Peano, a następnie w 1 89 1  roku Hi lbert podali przykła
dy krzywych o całkowitym wym iarze Hausdorffa. Krzywe te przechodzą przez każdy 
punkt płaszczyzny kwadratu. Na rysunku 2 . 30  pokazano proces konstrukcj i krzywej przed
stawionej przez Hilberta. 
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Rys. 2 . 30 Przykład krzywej H i l berta 

Źródło : (Hayes B . . 1 999: www.sigmaxi .org) .  

Kolej nym przykładem występowania  chaosu j est odwzorowanie zwężaj ące. Odwzo
rowaniem afinicznym na płaszczyźnie j est przekształcenie, które punkt o współrzędnych (x, 
y) przekształca w punkt o współrzędnych (x ', y ') takich, że (Kurdewicz J . ,  1 993 )22 : 

[x ' ] = [a b][X ] + [c] = [ax + bY + c] y d e y t dx + ey + t 
(2 .  J 2) 

F igura, która zostaj e  przekształcona według takiego odwzorowania posiada nastę-
pujące własności (Kurdewicz J . ,  1 993)23 : 

• zmienia swoj e  położenie na płaszczyźnie,  
• zostaj e  rozciągnięta lub ściśn ięta w j ednym z kierunków, 
• powiększa lub zmniej sza swój obszar, 
• zostaj e  obrócona o pewien kąt, 
• gdy ae-bd<O zostaj e  lustrzanie odbita względem pewnej os i .  

Przesunięcie danej figury opisuj e  układ określony wzorem (2 . 1 3 ) .  

Zmianę rozmiaru danej figury opisuj e  układ określony wzorem (2. 1 4) .  

2 2  Por. : Kudrewicz J . :  op.cit . ,  s. 20-22 
23 Por . :  Kudrewicz 1 . :  op.cit . , s .  20 

(2 . 1 3) 
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(2 . 1 4) 

Odwzorowanie j est zwężające j eże l i  wartości r i t zawierają się w przedziale (O, J) .  
Gdy wartości r i t są ujemne otrzymuj e  się odbicie lustrzane względem odpowiedn iej osi . 

Obrót uogóln iony danej figury opisany jest układem okreś lonym wzorem 2 . 1 5 .  

[X ' ] = [COS(<I>I) - Sin(<I>2J][X] = [x . cos(<I>IJ - y .  Sin(<I>2J] 
y cos(<I>IJ sin(<I>2J y x · sin(<I>I) - y · cos(<I>2) 

(2 . 1 5 )  

Odwzorowanie afiniczne j est odwzorowaniem zwężaj ącym, jeś l i  każdy odcinek ule
gaj ący przekształceniu j est krótszy n iż  przed przekształceniem. 

Odwzorowanie  f nazywamy zwężającym w przestrzen i  metrycznej (P, fJ), j eżel i  
(Kurdewicz J . 1 993)24 :  
l )  dla każdego XEP i stniej e f(x) EP , 
2) d la dowolnych XI,X2 E P istnieje  l iczba O ::; (J' ::;1 taka, że fJ[ f(XI), f(X2)] ::; (J' fJ(Xj ,X2) 

j est to tzw. warunek Lipschitza. 
Punkt stały odwzorowania f j est rozwiązaniem równania x = f(x=). Zgodnie z twier

dzeniem B anacha (Kudrewicz J .  1 993i5 odwzorowanie zwężające ma w przestrzeni me
trycznej (P, fJ) dokładnie j eden punkt stały x= (atraktor) będący granicą pewnego ciągu 
{XO,Xj ,X2, " " X", X/I+ I ,  . . . . } ,  gdzie Xo E P i X/I+ I  = f(x/I) (tzn. e lement X/I+ I  uzyskuj e  się przez prze
kształcenie elementu X/I odwzorowaniem .f) . 

W przestrzen i  (np. dwuwymiarowej )  fraktali definiuj e  s ię  tzw. metrykę Hausdorffa. 
Niech X i Y będą zwartym i  n iepustymi  podzbiorami przestrzeni  P. W przestrzeni istn ieją  
dwa elementy x i y takie,  że  XE X a yE Y. Odległości między zbiorami X, Y określają  wyra
żenia (Kudrewicz 1 . 1 993)26 : 
odległość zbioru X od zbioru Y: 

o(X, Y) = max { o(x ,  Y) ;  x E X } 
X 

odległość zbioru Y od zbioru X :  

gdzie :  

o(X, Y) = max { oCy, Y) ; y E Y }  

Y 
o(x, Y) j est odległością elementu x od zbioru Y, 
o(y, X) j est odległością elementu y od zbioru X. 

Wyrażenie m(X, Y) = max (o(X, Y), o( Y, X)} nazywa się metryką Hausdorffa. Prze
strzeń P z metryką Hausdorffa j est przestrzenią metryczną zupełną i nosi nazwę przestrzen i  
fraktalnej .  

W przestrzen i  metrycznej zupełnej (P, m) można zdefiniować układ iterowanych 
odwzorowań ( IFS - Integrated Function System) . Zbiór tych odwzorowań zwężających 
nazywa się układem iterowanych odwzorowań i oznacza się {X; f j,  f 2, f3, . . . .  · f II }. 

24 Por. : Kudrewicz 1 . :  op.cit . , s. 23 25 Por. : Kudrewicz 1 . :  op.cit . , s. 22 2(, Por. : Kudrewicz J . : op.cit . , s. 25 
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Rys. 2 . 3 1  Od ległości m iędzy zbioram i  o(X, Y) i o(Y, X) 

Zródło : opracowanie własne. 

Granica X= ciągu określonego przez złożenie iterowanych odwzorowań zwężaj ących 
zgodni e  z M. Barnsleyem nazywana j est atraktorem lub i naczej determin istycznym frakta
lem.  

W celu uproszczeni a  metody IFS ,  która wymaga pamiętania dużej i lości punktów w 
czasie  iteracj i stosuj e  s ię tzw. metodę probab i l istyczną, która polega na przyporządkowaniu 
układowi odwzorowań zwężaj ących {X; f I,  f 2 ,  f 3, . . . .  · f n } pewnych prawdopodob ieństw 
PhP2 . . . . . . .  · "Pn takich że PI +P2+, . . . . . .  · +  Pll = l .  

Układ taki zapisuj e  s ię  w postac i :  {X; f h f 2, f 3, . . . .  · f n; Pf,P2, . . . . . . .  , Pn } i nazywany 
j est układem iterowanych odwzorowań probabl istycznych (w skrócie I FSP) .  

Idea odwzorowania IFSP j est bardzo prosta. Należy wybrać dowolny element c "  
należący do przestrzeni X,  w której okreś lony j est zbiór iterowanych odwzorowań (f f,  f 2 ,  f 
3, . . . .  · f II) ' z których każde występuje  z odpowiadaj ącym mu prawdopodobieństwem (P I,P2' 

P3, . . . . . . .  'Pn). Następnie przekształcić  e lement eo wylosowanym odwzorowaniem fm i naryso-
wać w przestrzeni element, który j est obrazem eo w wylosowanym odwzorowani u  e l  = 

f,i eJ W ten sam sposób otrzymuj e  s ię  kolej ny element en będący obrazem elementu en- 1 
przez j edno z wylosowanych odwzorowań fi z prawdopodobieństwem Pi, które jest n ieza
leżne od poprzednich losowań. 
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Rys.  2 . 32 Liść paproci - atraktor układu  IFSP opisanego u kładem czterech odwzorowań 
(2 . 1 1 ) o współczynn ikach przedstawionych pon iżej 

0 . 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0  0 . 16 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0  0 . 0 0 0 0 0  0 . 0100 
0 . 8 5 0 0 0  0 . 04 0 0 0  - 0 . 04 0 0 0  
0 . 2 0 0 0 0  - 0 . 2 6 0 0 0  0 . 2 3 0 0 0  

- 0 . 15 0 0 0  0 . 2 8 0 0 0  0 . 2 6 0 0 0  

0 . 8 5 0 0 0  
0 . 2 2 0 0 0  
0 . 24 0 0 0  

0 . 0 0 0 0 0  
0 . 0 0 0 0 0  
0 . 0 0 0 0 0  

Źródło : opracowan ie własne z wykorzystaniem programu Fractal Explorer. 

1 .  6 0 0 0 0  0 . 8 5 0 0  
1 .  6 0 0 0 0  0 . 0 1 0 0  
0 . 44 0 0 0  0 . 0 1 0 0  

Rys. 2 . 3 3  "Gałązka" - atraktor układu IFSP opisanego u kładem czterech 
odwzorowań (2 . 1 1 )  o współczynn ikach przedstawionych na następnej stron ie 
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f 0 . 3 8 1 0 0  0 . 4 3 0 0 0  0 . 4 3 0 0 0  - 0 . 3 8 7 0 0  0 . 2 5 6 0 0  0 . 5 2 2 0 0  0 . 3 3 3 3  
0 . 44 1 0 0  - 0 . 0 9 10 0  - 0 . 0 0 9 0 0  - 0 . 3 2 2 0 0  

- 0 . 4 6 8 0 0  0 . 0 2 0 0 0  - 0 . 113 0 0  0 . 0 15 0 0  
0 . 4 2 19 0  
0 . 4 0 0 0 0  

Źródło : opracowanie własne z wykorzystan iem programu Fractal Exp lorcr. 

2. 2 
Ana l iza fra kta l n a  

0 . 5 0 5 9 0  O .  B n  
0 . 4 0 0 0 0  o . n n 

Poniżej omówiono ki lka podstawowych pojęć przydatnych w badan iu układów dy
nam icznych :  przestrzeń fazową, istn ienie atraktorów i przekrój Poincarego . 

2 . 2 . 1  
Ana l iza fraktalna układów dyna m icznych 

2 . 2 . 1 . 1  Przestrzeń fazowa 

Graficzna interpretacj a  danych jest bardzo ważna w przypadku n ie i in iowych syste
mów dynamicznych. Umożliwia ona zobrazowanie l iczby rozwiązań, która w wielu przy
padkach j est bardzo duża lub nawet n ieskończona. Wiele spośród systemów chaotycznych 
( lub uważanych za chaotyczne) posiada n ieskończoną l iczbę rozwiązań w przestrzen i  o 
okreś lonym wymiarze . Portrety zachowań takich systemów są przyciągane do pewnego 
obszaru przestrzeni ,  a zbiór możliwych rozwiązań ma wymiar n iecałkowity (fraktalny). 
Obserwowanie danych odbywa się poprzez naniesienie zmiennych systemu na układ 
współrzędnych i zaznaczenie punktów odpowiadających wartościom tych zmiennych w 
danej chwi l i  czasowej .  Powstaj e  w ten sposób wykres,  który j est portretem fazowym (tra
jektorią zmian) w przestrzeni fazowej , której wymiar zależy od l i czby zmiennych koniecz
nych do opisania systemu. 

Ważną własnością traj ektori i  j est to,  że trajektorie n ie przecinaj ą  s ię ,  co wyn ika z 
faktu,  że poprzednie i przyszłe stany układów determin istycznych są określone jednoznacz
nie przez stan układu w danej chwi l i .  

2 .2 .1 .2  Atraktory 

A traktor j est zbiorem w przestrzeni fazowej ,  który ma tą własność, że każdy punkt 
pozostaj ący w j ego pobl iżu zbl iża się do n iego w czasie zmierzaj ącym do nieskończoności .  

Atraktor nie może być podzielony na mniej sze podzbiory nawet gdyby każdy z nich 
zachowywał opisaną własność.  
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.. Aby więc zbiór A przestrzeni n-wymiarowej był atraktorem mus i  charakteryzować 
się następuj ącymi cecham i (Kurdewicz J . ,  1 993 )27 : 

., A. j est zbiorem n iezm ienn iczym : każda trajektorIa, która startuj e w A pozostaje  w A 
przez cały czas, 

.. A przyciąga wszystkie trajektorie, które startuj ą wystarczająco b l i sko A .  
" A j est zb iorem m i n ima lnym Najprostszym i przykładam i atraktorów są punkty i cy

kle gran iczne, a le  są równ ież atraktory o wielu wym iarach frakta! nych . Je,�e l i  system 
dynam iczny pos iada więcej n i ż  j eden atraktor poszczegó lne obszary przyc iągan i a  
oddzielone są od s ieb ie  zbiorami  które n ie zmierzaj <, do żadnego z atrakto
rów. Takie zbiory punktów noszą l' azwę separatrys .  

Rys .  2 . 34 Schematyczny portret fazowy posiadający dwa atra ktory 

Separatrysa 
A l  - cykl grani czny , A l  - punkt krytyczny. T I  - trajektorie z basenu przyciągani a  atraktora A l  
T2 - trajektorie z basenu przyc i ągan i a  alraktora Al 

Źródło :  na podstawie (Zawadzki H . ,  1 996). 

Atraktory mogą występować w różnych rodzaj ach układów dynamicznych . Jednym 

z naj prostszych tego rodzaj u  układów j est zachowani e  wahadła tlumione�"" l.:tóre można 

opisać następuj ącym równaniem różn iczkowym (Baker G ,  Go l l ub  1 . ,  1 9° ' 

d 2e de . 
-- + - + Slll e = o 
dt " dt 

Typowe trajektorie ruchu przedstawiono na rysunku 2 .35 . 

27 Pisze o tym Kudrewicz l . :  op.c i t . ,  s. 5 8  in .  
2R Por. : Baker G . ,  Gollub l . :  op .ci t. , s. 27 

( 2  J 6 )  
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Rys. 2 .35  Portret fazowy tłumionego wahadła, 
kierunki zakreskowan ia wskazują baseny przyciągan ia  

\ \ , '- I \ \ 
'I - I�\ 

\ 

\ 
/ \ \ :/11 I \ f '\ I \ \ \ 

\ ! ' I �I ! ;4 I � , 
Ik J i/ i \ � , / \ 
\\ ' !  I \\) / / �i \ 

v- ,/ / \ I \ " \ \ --- "-

I / \  

� 
\\ 
\ \ / , \ , 

� 
Źródło : opracowanie własne z wykorzySlankm programu Dynamics So lver. 

"-
\ 

Człon tłumienia powoduje ,  że w punktach o współrzędnych (±nJT, O) pojavvily s ię  

atraktory j ako punkty stabi lności ,  w których prędkość fazowa wahadła (0 spada do (J,  
W punktach tych zachodzą następujące zależnośc i :  

r de = w = o  j �� , ldr= -w - sm e = o  
( 2 1 7 ) 

Aby zbadać zachowanie  wahadła w pobl iżu punktu krytycznego można wykorzystać 
przybl iżenie l i niowe i zastąpić każdy z członów nie l in iowych równania różn iczkowego 
odpowiedni m  przybl iżen iem l in iowym . 
W przypadku równania ruchu wahadła tłumionego układ równaI1 : 

I

de - = w  dl dw , dr = -W- SIn e 
(2 , 1 8 ) 

po zastosowan iu przybl iżenia l in iowego otrzymuj e  postać (Saker G, Go l lub l "  1 998)29 : 

w przypadku n parzystego i 

w przypadku n nieparzystego. 

29 Por. : B aker G . .  Gollub J . :  op.cit . , s .  28 

r de = w  l dl dw - = -w- (8 - nrc) dl l d8 - = 0)  dl 
dw - = -w + (8 - n:n:) dl 

( 2 , 1 9) 

( 2 .20) 
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Zastępuj ąc w obu równaniach człon (8-nn) za pomocą członu L18 odzwierc iedlają
cym zmianę kąta w stosunku do punktu krytycznego równania d la  płaszczyzny fazowej 
równania przybiorą postać : 
dla n parzystego 

dla n nieparzystego l d�8 
- = w dt dw -= -w+�8 dt 

(2 .2 1 )  

(2 .22) 

Stosując podstawienie L18 = Ait i w = B/·t otrzymuj e  s ię układ dwu par równań 
j ednorodnych, dla których warunkiem istn ienia nietrywialnego rozwiązania j est znikanie 
wyznacznika w równaniach na A i B .  Na tej podstawie istniej ą  dwa równania (Baker G . ,  
Gollub J . , 1 998 )30 : 

A.2+A+ l = O dla n parzystego A.2+A- 1 = O dla n nieparzystego 

Jeże l i  n jest parzyste to A. są sprzężonymi l i czbami zespolonymi posiadającymi 
ujemne części rzeczywiste z czego wynika, że l\8 i (j) zmierzaj ą  do atraktora punktowego 
zwanego ogn iskiem po traj ektori i  w kształcie sp iral i .  

W przypadku n nieparzystego równanie ma rozwiązanie w postaci p ierwiastków 
rzeczywistych A. o różnych znakach.  Traj ektorie fazowe zmierzające do punktu krytycznego 
są stab ilne,  a traj ektorie  n iestab i lne oddalaj ą  się od n iego tworząc punkt krytyczny w for
mie s iodła. 

W przypadku wahadła z napędem ruch można opisać układem równań p ierwszego 
rzędu w postaci (Baker G,  Gol lub J . ,  1 998)3 1 : 

d8 w . 8 - =  - - - Sin + g cos <P dl q d8 - = 00  dt d<p = 00  l dl D 

(2 .23)  

Równania  powyższe otrzymano na podstawie równia d28/dt2+(d8/dt)/q+sin8 = 

gcosWot, w którym wprowadzono zmienną Wo w celu przekształcenia układu n ieautono
m icznego w układ autonomiczny, w którym zmiennymi dynamicznymi są 8, w i  1jJ. 

Rysunek 2 . 36  przedstawia ruch słabo napędzanego wahadła w dwu- i trój wymiaro
wej przestrzen i  fazowej . 

30 Por. : Baker G . ,  Gollub J . :  op.cit . ,  s. 28 
3 1  Por. : Baker G. ,  Gollub J. :  op.cit . ,  s .  25 
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Rys 2 .36 Trajektorie ruchu i atraktor wahadła z napędem 

Źródło : opracowan ie  własne z wykorzystaniem programu Dynamics So lver. 

Po zakończeniu się stanu przej ściowego układ przeszedł w stan ustalony. Powstała 
zamknięta orbita, która j est j ednowymiarowym atraktorem - cyklem granicznym.  

W klasycznej ekonometri i zakłada s ię ,  że  systemy gospodarcze są systemami zrów
noważonymi (atraktor punktowy) lub oscyluj ą  wokół stanu równowagi (atraktor w form ie 
cyklu granicznego) .  Na podstawie obserwacj i  rzeczywistych procesów gospodarczych 
można zauważyć, że maj ą  one charakter cykl i nieokresowych (brak określonej długości 
cyklu i skali czasowej) .  Cykle tego rodzaj u  występują  w n ie l in iowych układach dynamicz
nych. 

2 . 2 .1 .3  Przekrój Poincare 

Analiza układów wielowymiarowych z czasem c iągłym nastręcza wie le trudnośc i .  
Henry Poincare opracował metodę pozwalaj ącą na anal izę złożonych układów fazowych 
n-wymiarowych z czasem ciągłym poprzez anal izę pewnego związanego z n imi  systemu z 
czasem dyskretnym. Zastosowan ie tej metody pozwala na redukcj ę  wymiarów przestrzeni  
stanów oraz zastosowanie znacznie prostszych metod numerycznych, a tym samym kom
puterów do badania tych zjawisk. 

Weźmy pod uwagę dwuwymiarowy układ mający stab i lny cykl graniczny, czy l i  
atraktor okresowy . 

Rys. 2 . 37 Schematyczny przekrój Poinca re - kropki w u kładzie cyklu g ran icznego 

Źródło : na podstawie (Sterwart I . , 1 996). 
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Trajektorie przecinamy w poprzek odcinkiem. Każdy punkt wychodzący z odcinka 
j eżel i  nie znajduj e się na cyklu gran icznym zgodnie z własnośc ią basenu przyc iągan ia zbl i 
ża s ię  do atraktora. Zachowanie układu ś ledzi s ię w regu larnych odstępach czasowych 
(próbkowan ie stroboskopowe) .  Odwzorowan ie odcinka śc iska go wokół punktu, w którym 
przec ina on cykl gran iczny. Na tej podstawie można stwierdzić ,  że jeże l i  i stn ieje  odcinek 
prostej przecinający traj ektorię układu, tak i że każdy punkt wychodzący z niego powraca 
do niego to istn ie je  co najmniej jeden atraktor okresowy, który przechodzi przez ten odci 
nek. 

Taki rodzaj odcinka zwany jest przekrojem Poi ncare, a związane z nim odwzorowa
nie odwzorowaniem Poincare . 

Podobną ideę można zastosować w przestrzen i  zastępuj ąc odc inek płaszczyzną. N ie 
można jednak podać ogó lnej zasady wyznaczan ia przekroju  Poincare oraz odwzorowan ia, 
które pasowałoby do każdego układu równań różn iczkowych. 

Rys .  2 . 38 Odwzorowan ie Poi ncare d la  układu w przestrzeni 3-wymiarowej 

v 
x 

z 

:>k 
Źródło : na podstawie (Zawadzki H .. 1 996). 

Weźmy system opisany autonomicznym układem równań w postac i wektorowej .  

). 
X = [(x) (2 .24 ) 

gdzie :  
A oznacza. że dany uklad traktowany j est w przestrzen i l i czb zespolonych. 

Załóżmy, że układ opisany tym układem ma rozwiązan ie  okresowe !/J(t,xo) n iezero
wym okres ie .  Trajektorię okresową dla tego rozwiązan ia oznaczono 50" 

Przekrojem PoincaJ'e pola wektorowego określonego przez równan ie (2 .24) w prze
strzeni o fi wymiarach będzie każda / l - f  wym iarowa płaszczyzna AE M3 przechodząca 
przez punkt x() i transwersalna do trajektor i i  S" w punkc ie  Xo 32 .  

32 Transwersalna. oznacza przecinaj ąca \ V  poprzek, przebiegaj ąca poprzeczn ie, poprzeczna (Słow
nik wyrazów obcych, PWN, Warszawa 1 980) .  
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Traj ektoria wychodząca z punktu Xo powraca do tego samego punktu po okres ie T. Z 
założenia wyn ika, że trajektorie wychodzące z punktów leżących w bl isk im otoczeniu v 
punktu Xo po upływie czasu t z T przetną płaszczyznę A w pobl iżu xo. 

Odwzorowanie  P, które wszystkim punktom x z otoczenia v przyporządkowuje  
punkt P(x) jego pierwszego powrotu do innego niewielkiego otoczenia punktu Xo nos i  na
zwę odwzorowania  Poincare (Zawadzki H. ,  1 996)33 . 

Przekrój Poincare stosuj e  s ię do wyznaczenia (n- J )  -wymiarowego dynamicznego 
systemu, tzn .  mapy Poincare c iągłego przepływu w przestrzen i  n-wy m iarowej .  Odwzoro
wanie Poincare jest używane do ś ledzenia okresowego lub quas i-okresowego systemu dy
nam icznego. Zakłada się, że przekrój Poincare A j est częśc ią płaszczyzny, która jest 
umieszczona w przestrzen i  fazowej 3 -wymiarowej ciągłego systemu dynamicznego tak, że 
zarówno orbita okresowa j ak i atraktor chaotyczny przecinaj ą  przekrój Poincare . 

Odwzorowanie Poincare może być zdefiniowane j ako dyskretna funkcja p: A -7 A, 

która opisuj e  kolejne przecięcia trajektori i 3 -wymiarowego strumienia z A .  
Istn iej e  ki lka ważnych powiązań m iędzy 3 -wymiarowym strumieniem, a odpowia

dającym odwzorowaniem Poincare . Cykl C systemu, który przecina przekrój Poincare A w 
punktach q (q :2 J )  j est powiązany z punktem okresowym c = C n A = plJ( e) odwzorowania 
Poincare p, to c jest krytycznym punktem odwzorowania  plJ. Ponadto charakterystyki sta
bi lne są dziedziczone przez punkt krytyczny: stab i lny, niestab i lny lub cykle s iodłowe . D la
tego wiele charakterystyk okresowego lub quas i-okresowego systemu dynamicznego mogą 
wywodzić się z odpowiedniego odwzorowania Poincare . 

Punkt Xo j est punktem stałym odwzorowania p i odpowiada trajektori i  okresowej 
S(xo) o okresie T. Punkt okresowy o okres ie  q tego odwzorowani a  odpowiada trajektori i  
okresowej tego układu, której każdy punkt przechodzi przez otoczenie v punktu Xo na  
płaszczyźn ie Poincare q-krotn ie .  Podstawowy okres tej traj ektori i będzie w przybl iżeniu 
równy qT. 

Rys.  2 . 39 Schematyczny model odwzorowania Poincare 

p 

Trajekloria faz_
ow�a_--t- _ _ _  ��(��� ' p(l+ T)) 

(q(I) , p(l)) 

q p 

Źródło : opracowanie własne .  

W przypadku układu n ieautonomicznego, okresowo zmiennego opisanego równa
niami różniczkowymi postaci 

). 
X = f(x ,  t) (x, t) E M" x M 

33 POf. : Zawadzki H. :  op.cit . ,  s. 75 

(2 .25) 
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płaszczyzna przekroj u  j est stroboskopowym34 obrazem zmian. Rozpatruj e  s ię stan systemu 
w czas ie  próbkowania  z okresem równym T. Jeże l i  T j est okresem ruchu to d la każdej tra
j ektori i  płaszczyzna przekroju  zawiera punkty przestrzen i  fazowej (q(t), p(t)), (q(t+ T), 
p(t+ T)), (q(t+2T), p(t+2T)) itd . Jeże l i  system ma j eden stopień swobody wtedy można wy
znaczyć sekwencj e  punktów przestrzeni fazowej na płaszczyźnie (q, p). 

Jeże l i  układ opisany równaniam i (2 .30)  j est okresowy to : 

f(x ,t) = f(x , t+ T) (2 .26)  

W celu przekształcenia układu opisanego równaniami (2 . 1 4) w układ n+l równań 
autonomicznych należy wprowadzić dodatkową funkcj ę  a(t) = 27fIT t (Zawadzki H . ,  
1 996)35 . 

(2 .27) 

Przestrzeń stanów stanowi zbiór M" x ZI - tzw. cyl indryczna przestrzeń stanów. 
Rozwiązan iem układu j est funkcj a  wektorowa (Zawadzki H., 1 996)36 . 

2m (m(t,  t o ,  x o ) , ) 
T(mod 2n) 

UJ (t, to, xo) j est rozwiązan iem układu z warunkiem początkowym UJ (to) = xo. 

(2 .28)  

Przekrój Poincare układu opisanego równan iami (2. 1 4) definiowany j est j ako płasz
czyzna A taka że : 

Ano = { (x , n) E Mil x ZI przy n = no } (2 .29) 

Natomiast odwzorowani e  Poincare p: A --7 A określa wzór (Zawadzki H . ,  1 996)37 : 

p (x, no) = (m (to + T, x , to), no (2 . 30) 

Zatem odwzorowanie  p przyporządkowuj e  wszystkim punktom przekroj u  ADo punkt 
z przekroj u  ADo, w którym znaj dzie s ię on po czasie T. 

2 . 2 . 2  

Ana l iza frakta lna da nych eksperymenta l nych 

Złożoność zjawisk na rynkach kapitałowych powoduje ,  że nie j est możliwe wykry
c ie wszystkich zmiennych wpływających na zachowanie układu . .  Opisywane przez równa
nia modelowe dziwne atraktory rzadko zdarzaj ą  się w rzeczywistości ,  niemniej j ednak na 

34 Próbkowanie stroboskopowe oznacza badanie zachowania układu poprzez obserwacj ę  zmian 
w stałych, krótkich odstępach czasowych. 

35 Por. : Zawadzki H . :  op .ci t., s .  76 
3(, Por. : Zawadzki H . :  op.c i t . ,  s .  77 
37 Por. : Zawadzki H. : op.cit . ,  s .  77 
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i c h  podstawie  można stwi erdzić czy system j est l in i owy, czy chaotyczny. Ponieważ wykry
c i e  wszystkich zm iennych op isuj ących układ j est mai o rea lne ,  ce lowym staj e  s i ę  budowan i e  
przestrzen i  fazowej na podstawie  mn iej szej l i czby zm iennych i danych z przeszłych okre
sów czasowych .  

2 . 2 . 2 .1 Rekonstrukcja atraktora 

Konstrukcj a  przestrzen i  fazowej j est prosta w przypadku i stn i en i a  równań op i sują
cych dane zj awiska i znaj omośc i wszystk ich zm iennych związanych z systemem.  W przy
padku n ieznaj omości  zm iennych systemu na podstawi e  efektów można przeprowadzić re
konstrukcj ę przestrzen i  fazowej . 

Dav id  Rue l l e  opracował metodę rekonstrukcj i przestrzen i  fazowej na podstaw ie  j ed
nej zmiennej dynam icznej .  Pozostałe wym iary zastępowane są opóźn ionymi  odpowiedn i · 
kami obserwowanej zmiennej .  

Rys . 2 .40 Zrekonstruowany atra ktor Henona z zaznaczeniem ki l ku kolej nych iteracj i  
w cel u  pokazan ia  n ieregu la rnego charakter ruchu 

33 

32 

34 

Źródło : opracowan i e  własne z wykorzystan iem programu Dynamie So lver .  

Jeże l i  przyj miemy, że drugie z równań mapy Henona (2 . 3 )  można zap isać w postac i 
Yll = b XIl. 1 .  t o  mapa t a  może być przedstawiona z a  pomocą równan ia  kwadratowego z j edną 
zmienną. 

(2 . 3 l )  

Parametr b j est m iern ikiem kurczen ia  s i ę .  Mapa Henona j est naj bardz iej ogó lną 
2-wymiarową kwadratową mapą z taką własnością, że kurczenie s ię  j est n iezależne od x i y .  

N i e l i n iowe systemy są zatem zbiorami wzajemnych zależnośc i ,  a b ieżące wartości  
każdej ze zmiennych powstaj ą  na skutek transformacj i wartośc i  poprzedn ich .  W równan i u  
Henona zarówno Xt+ 1 j ak też Yt+ 1 zależą od poprzedn ich wartośc i  x i y .  Wykładn ik  zm iennej 
powoduje ,  że układ j est n i e l i n iowy, a także dynam iczny. 
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Rue l l e  przeprowadził dowód matematyczny i wykazał, ż e  zrekonstruowana prze
strzeI1 fazowa charakteryzuje  się identycznym(z prawdziwą przestrzen ią fazową dwóch 
zmiennych) wym iarem fraktalnym oraz rozkładem wykładn ików Lapunova. Na tej podsta
w ie  można stwierdzić ,  że przestrzeI1 fazową można zrekonstruować bez znajomości  równaI1 
ruchu na podstawie  danych eksperymenta lnych . Dane eksperymenta lne  kon ieczne są do 
usta len ia  i nformacj i  potrzebnych do rekonstrukcj i np .  właśc iwego opóźn ien ia  czasowego. 
I nformacj ę  o i lośc i  wym iarów atraktora zastępuj e  s i ę  przez um ieszczen ie  g o  w przestrzen i  
o l i czb ie wymiarów wyższej n i ż  o n  sam (np .  płaszczyzna umieszczona dowo ln ie  w prze
strzen i  trzy wym iarowej ma w dalszym c iągu dwa wym iary) . Atraktor j ako n i e l i n i owy 
układ dynamiczny zachowuj e  swój wym iar przy zwi l,"kszan i u  wym iaru poj emnościowego 
ponad wym iar fraktalny ponieważ punkty są skore lowane i zagęszczają  się w okreś lonym 
m iej scu przestrzen i n i ezależn ie od wym iaru . Jeże l i  wil,"c rekonstruuj e  się atraktor o wym i a
rze wyższym od wym iaru właśc iwego atraktora wybór odpowiedn iego wym iaru n i e  stano
wi prob lemu .  

Oszacowan ie  odpowiedn iego opóźn ien ia  czasowego można dokonać na podstawie 
równani a  (Peters E.E J 997)3X : 

gdzie :  
m - oznacza wymiar po jemnościowy. 
T - oznacza przesun ięc ie  czasowe. 
Q - oznacza średn i  okres orbitalny. 

m X T = Q  ( 2 . 32 )  

Opóźnien ie  czasowe j est procentową częśc ią orb ity przypadaj ącą na każdy wymi ar .  
Z tego względu na ten i loraz okres orbita lny n ie  u lega zmian ie  w wyższych wym iarach .  
Średn i okres orbita lny można otrzymać na podstawie  anal izy R/S wyznaczając moment 
czasowy, w którym następuj e  zan ik  kore l acj i  m iędzy przeb iegami czasowymi ,  szerzej na 
ten temat traktuje  ( punkt 2 . 2 . 2 .4 l .  

Rekonstrukcj a  atraktora po lega zatem na eksperymenta lnym wypróbowan i u  różnych 
reguł w ce lu  znalezien ia  naj bardziej odpowiadaj ącej rzeczywistośc i  i daj e  nam możl iwość 
ob l i czan i a  wymiarów fraktal nych oraz m ierzen ia  wrażl iwośc i na zmiany warunków po
czątkowych .  

2 . 2 . 2 . 2  Ana l iza Fouriera 

Zmiany stanu układu dynam icznego w czas ie ,  op isywane są przez funkcj e czasu F(t) 
w przypadku czasu c i ągłego lub szeregu czasowego w przypadku próbkowan ia  w regu lar
nych odstępach czasowych .  Każdą funkcj ę  zależną od czasu F(t) można zastąp i ć  superpo
zycją  j ej składowych okresowych .  Rozkład funkcj i F(t) na  składowe nosi nazwę rozkładu 
widmowego. 

W zależności od charakteru funkcj i F(t) można ją przedstawić  na  dwa sposoby. 
Funkcj ę okresową można zastąp i ć  złożen iem zbiorem funkcj i o częstot l iwośc iach będących 
całkowitymi  wie lokrotnościam i częstot l iwości  podstawowej . Z łożen ie l i n i owe tych funkcj i 
nos i  nazwę szeregu Fouriera. 

3M Por. : Peters E.E. : op .c i t . ,  s l 52 
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Jeże l i  F(t) j est funkcj ą  okresową o okresie T tzn . F(t) = F(t+nT) to częstości wszyst
kich składowych są całkowitymi wielokrotnościam i częstości podstawowej l /T = Wc,/2n. 
Szereg Fouriera w postaci zespolonej przybiera postać (Saker G .L . ,  Gol lub J .P,  1 998)39 :  

F( l)  = i (a " e ",",, , l ) (2 . 33 )  

gdzie :  

an - oznacza ampl itudę n-tej składowej o częstości nm". 

Wartość ampl itudy można otrzymać za wzoru (Saker G .L . ,  Gol lub J . P ,  1 998to: 

OJ n/w. ,  
a ll = � f F( l )e-IllW.,t 

2JT _'/ ,", 
(2 . 34) 

Częstszym zjawiskiem są j ednak funkcj e  n ieokresowe, dla których widmo wyraża 
się przez oscylacje z kontinuum częstośc i .  Widmo takie nosi nazwę transformaty Fouriera. 
Taki rodzaj reprezentacj i  funkcj i zmiennej w czasie ma szczególne znaczenie w przypadku 
dynamicznych układów chaotycznych. Transformata Fouriera stanowi ogólną postać szere
gu Fouriera. Ponieważ przyj muje s ię ,  że okres T funkcj i  F(t) może być nieskończenie wiel
ki ,  funkcj a  F(t) może zostać opisana nawet jeżel i  nie j est okresowa. W przypadku funkcj i 
n ieokresowych dyskretny zbiór częstości składowych staj e  s ię  c iągłym zbiorem częstości 
widmowych .  Amplituda składowej a" zamieniona zostaj e  transformatą Fouriera a( (0)0(0. 

Szereg Fouriera przekształca s ię w transformatę Fouriera w wyniku transfornacj i :  
T � oo , 

a" � a(m)d(j) (2 . 35 ) 
Transformata Fouriera a( (O) j est często w postaci zespolonej ,  wówczas definiuj e  s ię  

funkcj ę rzeczywistą tzw. widmo mocl i : 

S( (O) = 1 a( (O) 12 (2 . 36) 

Za pomocą transformaty Fouriera analizować można przebiegi czasowe, których 
własności n ie znamy. Jeże l i  przebieg czasowy j est skomplikowany to wyznaczenie trans
formaty Fouriera jest skompl ikowane . 

2.2.2.3 Funkcja a utokorelacj i  i współczynn ik  autokorelacj i  n ie l in iowej 

Przebiegi chaotyczne ze względu na "efekt motyla" szybko tracą informację  o swoim 
stanie początkowym. Informacj ę  o przyszłym stan ie układu wyraża s ię  w postac i współ
czynnika autokorelacj i niel iniowej i otrzymuj e  s i ę  na podstawie obserwacj i przeszłych za
chowań układu. Jest on analogiczną miarą do funkcj i autokorelacj i ,  którą stosuj e  s ię w 
przypadku układów l in iowych. Podstawowa różnica między tymi dwoma wyznacznikami 

39 Por. : Baker G . ,  Gol lub 1 . :  op.cit . , s. 37 40 Por. : B aker G . ,  Gol lub J . :  op.ci t . ,  s. 3 8  
4 1  Por. : Baker G . ,  Gol lub J . :  op.ci t . ,  s .  40 
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po lega na tym, że współczynnik j est m iarą statystyczną i okreś la prawdopodobieństwo 
znalezienia się układu w przyszłych okresach czasowych w tym samym obszarze przestrze
ni stanów. Funkcja autokorelacj i  j est natomiast zależną od czasu miarą dopasowania  
kształtu sygnału w systemach l in iowych. 

Przy rekonstrukcj i atraktora ze współczynnika autokore lacj i  korzysta s ię  w celu wy
znaczenia odpowiedniego opóźnienia czasowego, które mus i  być na tyle duże aby próbka 
sygnału dawała nowe informacj e  i na ty le krótkie aby informacj e  n i e  przestały być zależne. 
Optymalne opóźnienie czasowe występuj e  przy min imalnej wartości współczynnika auto
kore lacj i .  Współczynnik autokore lacj i określa równan ie (Z ie l iński J . ,  S. 2000t2: 

(2 .37) 

gdzie :  
Px ( x )  i Py (y )  - oznaczają prawdopodobieństwa. że  obserwowane wartości x i y z sekwenc j i  X i Y poja

wią się. 
p xy (x, y) - określa wspólne prawdopodobieństwo. że x i y poj awią s ię j ednocześnie .  

Przewagą zastosowania współczynn ika autokore lacj i n ie l iniowej jest to, że uwzględnia 
ono zaniki okresowości ,  które mogą być zagubione przy stosowan iu metod l in iowych oraz 
zmiany okresów wahań które są całkowicie pomij ane w metodach l i n iowych .  

2 .2 . 2 .4  Ana l iza przeska lowanego zakresu Rj5 

Alternatywna metoda określenia opóźnienia czasowego ,. polega na wyznaczeniu 
wykładnika Hursta. Jeże l i  badamy układ o wielu stopniach swobody to zazwyczaj zakła
damy, że występuj ące w tym układzie zmiany maj ą  charakter błądzenia przypadkowego 
(charakter ruchów Browna). B adaj ąc zmiany stanu wody w sztucznych zbiornikach wod
nych Hurst testował to założenie i stwierdził, że wahan ia poziomu wody nie tworzą szeregu 
czasowego, w którym zakres wahań j est proporcjonalny do t l /2 Gest tak w przypadku ru
chów Browna) . Dzieląc zakres wahań przez odchylenie standardowe obserwacj i  stworzył 
bezwymiarowy wskaźnik H. Ten rodzaj anal izy nazywa się anal izą przeskalowanego zakre
su (rescaled range analysis), w skrócie anal izą RlS (Peters E. E . ,  1 997)43 . 

Wykładnik Hursta wyznacza s ię  następuj ąco. Dane pomiarowe (w postaci kolej nych 
próbek) dzie l i  się na przedziały o stałej i lości punktów równej N, co pokazano na rys .  2 .4 1 .  

D la  każdego z pokazanych na rys .2 .4 1 przedziałów definiuj emy szereg postaci (Pe
ters E. E . ,  1 997)44 : 

Ti =I (X j -;ZN ) = i x j - i . ;ZN ' 
gdzie :  

� I  i==1 

Tj - oznacza skumulowane odchylenie w N próbkach, 
Xi - wartość próbki w chwili j ,  

x N - średnią arytmetyczną danych dla N próbek. 

42 Por. : Zieliński J . S . :  op.cit., s. 254 
43 Opisał to Peters E.E. :  op.cit., s. 64 in. 
44 Por. : Peters E.E. : op.cit. , s.  65 

(2 . 38) 
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Rys . 2 .41  Zasada wyznaczan ia  wykładn i ka H ursta tj':.,:. " .. 
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Źródło : opracowan ie własne. 

Dla  szeregu (2 .34)  d l a  każdego z przedziałów ob l iczamy w ie lkość R zwaną zakre-
sem:  

R = max(Tj ) - min(Tj ) (2 . 39) 

oraz odchylen ie  standardowe S .  

Wie lkość R/ S  charakterystyczną d l a  całego szeregu czasowego wyznaczamy j ako 
średn ią  arytmetyczną R/S wyznaczonych dla wszystkich  przedziałów o długośc i  N .  

D la  ko lej nych wartośc i  N buduj e  s i ę  wykres pokazany na  rys .  2A2 .  
Współczynn ik  kierunkowy stycznej do wykresu In(R/S) w funkcj i I n(N) okreś l a  

wartość współczynn ika H .  W praktyce współczynn ik  stycznej zastępuj e  s i ę  współczynni
k iem k ierunkowym prostej regresj i okreś lonej d l a  danego przedziału zm ian l i cznośc i prze
działów N. Jeże l i  l iczba N obej m uj e  zbyt dużą l i czbę punktów pom iarowych wówczas pro
ces przypom ina błądzen ie  przypadkowe (zan ika pam ięć długookresowa - pamięć pomiędzy 
ko lej nymi  przedziałami ) .  Punkt ten odpowiada kresowi natura lnego okresu układu fizycz
nego (ry s . 2A2 - log(N* » . W punkc ie  N

* 
krzywa I n(R/S) zmienia nachy len ie  co pokazano 

na  rys . 2A2 ,  dla sygnałów o charakterze stochastycznym H = 0 .5 . 
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Rys. 2 .42 Wykładn ik  Hursta 

log (R/S) 

log (N*) 

Źródło : (Nazarko J. , Siemieniuk N., Mosdorf R., 1 999. 5 . 1 57) .  

145 

Wielkość N
* 

pozwala na określenie wie lkości przesun ięcia czasowego 1 konieczne
go przy rekonstrukcj i atraktora. Wielkość 1 wyznacza s ię  z zależności : 

gdzie :  

N' 
1 = -

n 

n - wymiar zanurzenia rekonstruowanego atraktora 

(2 .40) 

Z punktu widzen ia l .Zie l ińskiego (Ziel iński l . S . ,  2000t5 , minimalny wymiar wnu
rzenia jest minimalną liczbą geometrycznych współrzędnych potrzebnych do wiernego od
zwierciedlenia całego atl'aktora. Jest to też liczba stopni swobody (liczba niezależnych 
zmiennych) potrzebnych do reprezentacji dynamicznego systemu. 

Wykładnik  Hursta można stosować w anal izach różnych szeregów czasowych przy 
niewielkiej i lości założeń dotyczących badanego systemu. Na j ego podstawie możl iwe staj e  
s i ę  odróżnienie szeregów losowych o d  n i e  losowych.  Rozróżnia s i ę  trzy klasy wie lkości 
wykładnika Hursta (Peters, E,E 1 997)46 : 

• H = 0,5 przy którym szereg czasowy j est l osowy, 
• OS H < 0,5 szereg czasowy jest antypersystentny lub ergodyczny ("powracający do 

średniej ") ,  
• 0,5 < H < 1  szereg czasowy jest persystentny czyl i  wzmacniaj ącym trend . 

• 5 Zacytowane za .T .Z ie l i6ski :  op .c i t . ,  s. 255  
46 Pisze o tym E.Peters : op.ci t . , s .  67 
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Rynk i  kap itałowe są właśn ie  szeregam i persystentnym i i są fraktalami .  Zdarzen ia  są 
skore lowane we wszystkich skalach czasowych co powoduje ,  że prawdopodobiel1stwa wy
stąp ien ia  dwóch następuj ących po sob i e  zdarzell z tym samym znakiem n ie są równe,  
a wym iar fraktalny rozkładu prawdopodob iel1stwa wyraża s i ę  l i czbą m ieszczącą s ię w 
przedz ia le  m iędzy I i 2 .  W szeregach czasowych,  d la  których wykładn i k  Hursta zb l iża s i ę  
do j ednośc i coraz więcej następuj ących po sobie obserwacj i ma  ten sam znak. Wraz ze 
wzrostem H l i n i a  staj e  s i ę  coraz g ładsza, w system ie  j est mn iej szumu,  uwidaczn iaj ą  s i ę  
trendy, rosną odchylen i a  od średniej .  Wykładn ik  Hursta j est m iernik iem złożonośc i  szeregu 
frakta lnego .  

W wyn iku zastosowan ia  anal izy RJS do różnych rynków kap itałowych można wy
kazać, że maj ą  one strukturę fraktalną, a obecność cykl i n ieokresowych świadczy, że są one 
zjawiskami nie l i niowym i .  

2 .2 . 2 . 5  Entropia kore lacyjna Kołmogorowa 

Poj ęc i e  entro p i i  zostało wprowadzone przez analogię do układów termodynam icz
nych ,  w których entropia termodynam iczna j est miernik iem stopn ia  n ieuporządkowan i a  
danego układu .  Analog iczn i e  entrop ia  Kołmogorowa m ierzy stop ie ll chaotyczności  układu 
dynamicznego, j est więc proporcjona lna do szybkośc i utraty informacj i o stanie  układu. 

Entrop ię  Kołmogorowa K wyznacza się na podstawie  zachowania traj ektor i i  x(t) 
w d-wy m iarowej przestrzen i  fazowej . 

(2 .4 1 ) 

W ce lu  okreś l en i a  zachowan ia s ię  punktów przestrzeń dz ie l i  s i ę  na wyc ink i  o wie l 

kośc i  y d ,  a następn ie  bada s i ę  stan układu w odstępach czasu równych t.t .  Zakładamy, że 
p rawdopodob ie l1 stwo tego, że x w chw i l i  t = O należy do wyc inka Po wynos i  Ppo. analo
gicznie prawdopodob ieństwo, że x w chwi l i  t = nt.t należy do wyc i nka Pn wynos i  Ppn' 
Łączne prawdopodobi e l1stwo stanu położenia punktu w dowolnej chw i l i  wynos i Ppo . . .  pn .  
Na podstawie wzoru Shanona (Schuster H.G. ,  1 993)47 wie lkość 

Kn = - L Ppo . .  · pn  I n  Ppo . . .  pn  (2 .42)  

przy znanych prawdopodobie l1 stwach Ppo  . . .  pn j est proporcj onalna do okreś l en ia  położen i a  
punktu na trajektori i z dokładnośc ią v .  Różn ica Kn+ 1  - Kn mierzy ubytek i n formacj i o s tan ic  

układu m iędzy chwi lami czasowym i  t = (n+ I )  t.t, a t = nt.t. 
Entrop ię  Kołmogorowa okreś la  się j ako średn ią prędkość ubytku i nformacj i  o stan ie  

układu i wyraża wzorem (Schuster H .G . ,  1 993 )4H : 

-17 Por. : ScJwstcr H . G. : o p . c i t . , s .  l i R 
-IX Por. : S c h u sler H . G . :  o p . c i t . .  s .  l i R  
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Granica  V� O powoduje ,  że wartość K n i e  zależy od sposobu wyboru podziału przc

strzen i  fazowej .  Natomiast w przypadku układów dyskretnych krok czasowy 6t = 1 więc 

gran i ca  przy 6t�O j est pomij ana .  
W ana l iz ie  własności  układu dynam icznego i stn iej ącego w dowo ln i e  wym iarowcj 

przestrzen i  fazowej wprowadza s ię  pojęc i e  entrop i i  korelacyj nej , wyrażonej za pomocą 
poniższego wzoru, który sformułowano na podstawie  wzoru (2 .43 ) :  

K )  = - lim l im � ln - v --> O  N -->= N ( 2 .44 ) 

Wie lkość L; PI� P'_ , j est łącznym prawdopodobie l'lstwem znalezien ia  traj ektor i i  

układu w wyznaczonym obszarze przestrzen i  fazowej . Wie l kość K l  j est do lną gran icą en
trop i i Kołmogorowa. Warunek K1>O jcst  warunkiem dostatecznym i s tn i en ia  chaosu w ba
danym układzie .  

Entrop ia  Kołmogorowa j est j edną z naj ważn i ej szych m iar charakteryzuj ących cha
otyczne zachowan i e  s i ę  układu dynam icznego. K j est równe zero d l a  ruchu regu larnego, 
K>O dla ruchu wykazuj ącego wlasności  chaosu determ i n istycznego i K j est n iesko l'lczone 
dla układu l osowego. Wie lkość K dla układów j ednowymiarowych j est równa wykładni 
kowi Lapunowa zaś d l a  układów wie lowymiarowych j est równa uśredn ionej sum ie  dodat
n i ch wykładn ików Lapunowa. 

2 . 2 . 2 . 6  Wymiar  frakta lny i korelacyjny 

Traj ektor ie ukladu chaotycznego w przestrzen i  fazowej n ie tworzą żadnego poj e
dynczego ob iektu geometrycznego takiego, j ak okrąg lub  torus, tworzą natomiast ob iekty 
nazywane dziwny m i  atraktoram i ,  których struktura przypom ina strukturę fraktala. Wym iar 
frakta l ny op isuje ,  w j ak i  sposób układ wypełn ia swoj ą  przestrzel'l i j est skutk iem wszystkich 
czynników wpływaj ących na ten układ . 

Naj częśc i ej ob iekt um ieszcza s i ę  w przestrzen i ,  której wym iar j est w iększy n iż wy
m iar fraktałny ob iektu . Przestrzel'l taką nazywamy wymiarem poj emnośc iowym lub  topolo
g icznym .  Um i eszczen i e  ob iektu fraktal nego w wym iarze poj emnośc iowym większym od 
j ego wym iaru fraktal nego n i e  powoduj e  zm iany ich wym iaru. Wymiar frakta l ny zależy od 
sposobu wypełn ian i a  przez ob iekt lub szereg czasowy swoj ej przestrzen i .  Aby wyznaczyć 
wym iar fraktalny d la  danej struktury na leży zm ierzyć , j ak zagęszcza s i ę  ona w przestrzen i .  

D la  danych eksperymenta lnych wyznacza s i ę  wym iar kore lacyj ny D2 ,  który defi 
n i uj c  wyrażen i e  postac i (Schuster H .  G . ,  1 993)49 : 

4� Por. : S c J1Uster H . G . :  op.c i t . , s. J 3 3  

D o  = l i m -
I
- In L; p : - 1 ..... 11 In I i (2 .45 ) 
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(2 .46) 

gdzie : 
e - oznacza funkcj ę  skokową Heavis ide'a określającą i lość par punktów atraktora, których 
odległość j est mniej sza od I 

Wielkości K2 i D2 powiązane są zależnością (Schuster H .  G . ,  1 993) :  

l im !im In C �  ( I ) = Do  In I + nK,  I--)( ) 11 ---7<X> - - - (2.47 ) 

gdzie :  
n - wymi ar zanurzenia  

Obl iczenia funkcj i Cil) wykonuj e  s ię d la 't okreś lonego w oparc iu  o zależność 
(2 .40) .  Przykładowe wyn iki obl icze!'1 funkcj i C2( 1)  pokazane są na rys .2 .43 . 

Rys. 2.43 Wyznaczan ie  wymiaru frakta lnego w oparc iu o funkcję I n  C2( 1 )  

� -
� -

I ,----
I-
I I 

'-----------. In  ( I ) i n 
2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

Źródlo :  na podstawie (Mosdorf R. ,  U lbrich R. 1 998) .  

Wymiar fraktalny obl icza s ię  wyznaczaj ąc wal10Ść współczynn ika kierunkowego 
prostej regresj i przechodzącej przez środkową cześć krzywej In C20) . 

Dla sygnału stochastycznego wymiar fraktalny rośn ie  wraz z wymiarem zanurzen ia .  
Jeże l i  badany sygnał ma charakter chaosu determ inistycznego, to wie lkość współczynn ika 
kierunkowego prostej regresj i zdąża do wielkości stałej D2, Określa ona wymiar kore lacyj 
ny  badanego atraktora. Na rys .  2 .43 pokazano przykładowy układ krzywych I n  C2(l) 
w funkcj i  ln( l )  oraz zmiany wymiaru korelacyjnego w funkcj i wymiaru zanurzenia. 
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Wyznaczenie wymiaru korelacyj nego przeprowadza s i ę  d l a  wym i aru zanurzen iowe
go M>2D+ I ,  gdzie D jest wymiarem korelacyj nym rozpatrywanego atraktora (Parker, L.O.  
Chua;  1 987) .  

Na wykresie funkcj i I n  C� ( l ) ( In  I )  d la  ustalonego I ,  wie lkość K2 można wyznaczyć 

j ako różnicę  m iędzy w ie lkośc i am i  In C�- I  - In C �  . Na rys .  2 .44 pokazano zmiany entrop i i 

K2 w funkcj i wym i aru zanurzen ia .  Wraz ze wzrostem wymi aru zanurzen ia  wartość entrop i i  
K2  zdąża do wartośc i  stałej . 

Rys. 2 .44 Zmiany entrop i i  K2 w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
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N ie zawsze wyn ik i  ob l iczeń funkcj i I n(C(l)) s ą  takie ,  j ak pokazano to n a  rys . 2 .43 . 
W przypadku, gdy w układzie poj awiaj ą  s i ę  szumy stochastyczne, przebieg funkcj i In(C(I))  
może być bardziej złożony od pokazanego na  rys .  2 .45 . Na rys .  2 .45  pokazano zmiany 

funkcj i In (C( I ) )  dla szeregu czasowego postac i :  Xn = s in(O . l n)+a, gdzie a oznacza zmienną 
losową o rozkładz ie  równom iernym . Na  wykres i e  In(C( I))  widoczne są dwa obszary ozna
czone cyfram i r i n. Obszar II występuj e  dla mn i ej szych wartośc i I i odpowiada przypad

kowym zmianom wartośc i  Xn. związanym z występuj ącym szumem a. Obszar l występuj e  
d l a  większych wartośc i  I i związany j est z długookresowym i  zmianami Xn. związanym i z 
fun kcj ą  s in (O .  I n) .  D la  danych eksperymentalnych funkcj a  In(C( I ) )  może m ieć przebieg 
jeszcze bardziej skomp l i kowany niż pokazany na rys . 2 .45 . 

Wym iar fraktalny j est ważną informacj ą  o systemie ,  pon ieważ umożl iw ia  usta len ie  
m i n ima lnej l i czby zm iennych dynam i cznych potrzebnych do op i san ia  u kładu .  Jednocześn i e  
wym iar fraktalny stanowi  dolną granicę l i czby możl i wych stopn i  swobody. 

Rynki : amerykańsk i ,  n iemieck i ,  i brytyj ski  maj ą  wym iar fraktalny m ieszczący s i ę  
w przedzia le  między 2 i 3 (Peters E .  E . ,  1 997io. Wyni ka stąd, że  do op i su  tych rynków wy
s tarczą trzy zmienne .  W przypadku rynków bardziej złożonych np. j apońskiego (wymiar 
ti"aktalny  3 ,05)  do op isan i a  j ego zachowań potrzebna j est w iększa i l ość zm iennych.  

5 1 \  Por. : Peters E.E. : op .c i t . ,  s .  1 65 
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Rys. 2 .45 Zmiany funkcj i Cz( l )  i wymiaru korelacyjnego Dz 
dla szeregu czasowego Xn = s in(O . l n)+cy - CY 

I I  

I n  ( I )  

4 

3 

2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  

Źródło : na podstawie (Mosdorf R .. Ulbrich R .. 1 998) .  

2 .2 . 2 . 7  Wykładn iki Lapunowa 

Chaotyczne systemy dynamiczne wyróżn ia duża wrażl iwość na warunki początko
we.  Na skutek tej własnośc i  początkowo b l i sk ie  trajektorie wykładn iczo s i ę  rozbiegaj ą  w 
SkOllczonym przedzia le czasowym.  Ważnym sposobem wyznaczan ia wraż l iwości  układów 
na warunk i  początkowe j est anal iza widmowa Lapunowa, która umożl iwia  wykrywanie 
obecnośc i tej właści wośc i w sygnałach eksperymentalnych i układach dynam icznych .  

Dla danych pomiarowych w postac i szeregu czasowego: 

(2 .48)  

n i emożl iwe j est wyznaczen ie  wszystkich współczynn ików Lapunowa. Możl iwe j est nato
m iast wyznaczen ie  wartośc i  największego wykładn ika Lapunowa. W tym przypadku na 
atraktorze zanurzonym w D wym iarowej przestrzen i  wyb iera s i ę  dwa punkty od ległe od 
s ieb ie  o co najmn i ej j eden okres orb ita lny .  Od ległość tych punktów wynos i  L(Ti ) '  Następn ie 
ob l i czana j est od ległość wybranych punktów po upływie pewnego czasu ewo lucj i .  Nowa 
od ległość pary punktów wynosi L'(Ti+ 1 ) ' Naj większy wykładn ik  Lapul10wa ob l iczany j est ' 1 . 

według wzoru (Peters E . E . ,  1 997) : 

gdzie :  
m - oznacza wymiar po jemnościowy, 
'[ - oznacza opóźn ienie czasowe. 

5 1 Por. : Peters E.E. : op .c i t . ,  s .  1 56 

(2.49) 
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Wyznaczenie największego wykładn ika Lapunowa możl iwe j est w przypadku, gdy 
znane są takie charakterystyki atraktora, j ak wymiar fraktalny, średn i  czas orbitalny oraz 
opóźn ien ie czasowe . Dla długich szeregów czasowych wyn ik i  ob l iczeń wartości LI dążą do 
stab ilnej wartości ,  która jest oszacowan iem wie lkości najw iększego wykładn ika Lapunowa. 
Na rys .2 .46 pokazano przykładowe wyn iki ob l i czeń wykładn i ka Lapunowa w funkcj i czasu 
ewo l ucj i  d l a  chaotycznego szeregu czasowego generowanego przez układ trzech równań 
różn iczkowych. 

Rys .2 .46 Zmiany wartości największego wykładn ika La punowa 
wyznaczonego z zależności (2 .45) w funkcj i czasu ewolucj i  układu 

Li 
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0 , 1 2  

0 ,08 

0 ,4 

O �--------r--------'----. 
° 500 

Źródło :  (Nazarko .l.. S iemien i uk  N . ,  Mosdorf R ..  1 999. s . 1 56 ) .  

Do wyznaczen ia największego wykładn ika Lapunowa potrzebne j est co najmniej 
l On punktów pomiarowych oraz lOn- I okresów orb ita lnych . 

Wyznaczen ie największego wykładn ika Lapunowa możl iwe j est w przypadku, gdy 
znamy wymiar frakta l ny atraktora. Natomiast do wyznaczenia wymiaru fraktalnego atrak
tora kon ieczna j est znajomość wie lkości opóźn ienia czasowego - wie lkości n iezbędnej do 
rekonstrukcj i  atraktora. 

A lgorytm wyznaczan ia współrzędnych ko lejnych punktów atraktora pokazany jest 
na rysunku 2 .47 . 

::s :Sil I: ::s c-
O; E ::s z 

2 
3 
4 
5 
6 

Rys . 2 .47 Algorytm rekonstrukcj i atraktora d la przesun ięcia 't 
Wym iary z a n u rzen i a  atraktora 

X l 
Xz 
X3 
X4 
Xs 
X6 

2 3 4 5 6 
X l +4t X l +5t 
X2+4t XZ+5t 
X3+4t X3+5t 
X4+4t X4+5t 
X5+4t X5+5t 
X6+4 t X6+5t 

Ź, ród ło : (' DrZicowan ic  w l asne .  
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Obraz atraktora w n wymiarowej przestrzeni  zależy od opóźn ienia czasowego t. Na 
rysunku 2 .48 pokazano przykład wpływu wie lkości t na kształt atraktora w przestrzeni 
trójwymiarowej . W przypadku, gdy opóźnienie czasowe j est zbyt małe, atraktor u lega 

"spłaszczen iu" (rys .2 .48 a), co powoduje ,  że dalsza anal iza jego struktury j est niemożl iwa. 
Na rys .  2 .48b pokazano wygląd atraktora w przypadku właśc iwego doboru t .  Wyniki obl i 
czeń przedstawione na rys. 2 .48 pokazują, że dobór wie lkości opóźnienia czasowego ma 
bardzo duże znaczenie w anal iz ie własnośc i atraktora. 

gdzie :  

Rys . 2 .48 Rekonstrukcja atraktora z szeregu czasowego 
X n = si n (O . l · n r) + cos(O . 3 · n r) + a 

G - oznacza szum o rozkładzie równomiernym a) 1: = l ,  b) 1: = 85 

Zródło :  opracowanie własne. 

Anal izę rozpoczyna się od wyznaczenia opóźn ienia czasowego. W tym celu wyl icza 
s ię funkcj ę  autokore lacj i określoną zależnością 

(2 .50) 

W ielkość opóźnienia czasowego t wyznacza się z warunku C(t)",0 .5xC(0). Wy
kładni k  Lapunowa wskazuje ,  czy zachowanie układu dynamicznego j est chaotyczne .  Moż
na go zdefin iować równ ież w postac i (Schuster H .  G . ,  1 993)52 : 

(2 .5 1 ) 

Parametr toN we wzorze (2 .5 1 )  jest N krotnym złożeniem funkcj i f występującej 
w równani u  opisującym zachowanie układu dynamicznego. Jest on miarą zmiany odległo
ści pomiędzy dwoma początkowym i punktam i (zo) i (zo+1) , które ewo luują  przez N iteracj i .  
Współczynnik Lapunowa j est również miarą utraty informacj i o układzie w jednej iteracj i 
(Schuster H .G . ,  1 993 )53 . W przypadku, gdy ",>0, o układzie dynamicznym mówimy, że 
jego zachowan ie jest chaotyczne. 

Jeże l i  dla układu dynamicznego wyznaczy s ię jednakowy punkt startu dwukrotnie, 
to wykładnik Lapunowa wyznaczy średni  wzrost błędów pom iędzy wartościami punktu dla 
okreś lonego czasu T. Wykładnik ob l icza s ię d la  każdego wymiaru, j eże l i  któryś z wykład-

52 Por. : Schuster H .G . :  op .c i t . ,  s. 35 
53 Zwrócił uwagę na ten problem Scł1Uster H.G . :  op.cit . ,  s . 35  in .  
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ników równy j est O ,  wówczas do opisania systemu wystarczą zwykłe równania różn iczko
we. Jeże l i  którykolwiek z wykładników Lapunowa układu j est większy od zera, to przyj 
muj e  s i ę ,  że  układ j est chaotyczny. 

2.2.3 
Podsumowanie 

W rozdziale omówiono wybrane zagadnienia teoretyczne związane z n ie l in iowymi 
i niestacj onarnymi układami dynamicznymi .  Omówiono między innymi przestrzeń fazową, 
atraktory i ich podstawowe własnośc i ,  a także narzędzie teoretyczne, zwane j ako przekrój 
Poincare . Przytoczono również przykłady prostych zjawisk chaosu deterministycznego, 
takie j ak, odwzorowanie logistyczne, atraktor Henona i model Lorenza w celu lepszego 
przybl iżenia czyte lnika do zagadnień związanych z dynamiką nie l in iową układów. Op isano 
również d iagram b ifurkacyjny, zjawisko intermitencj i  i turbu lencj i  w układach dynamicz
nych, kryzysy, j ak również dziwne atraktory i fraktale .  Znaj omość powyższych zjawisk 
pozwala bardziej ogó lnie spoj rzeć na dynamikę układu .  W dalszej części rozdziału skon
centrowano się na wybranych metodach dotyczących identyfikacj i  i wykrywania chaosu w 
systemach . Metody powyższe podzie l ić  można na metody k lasyczne i metody oparte na 
twierdzeniu Takensa. Wśród metod klasycznych omówiono anal izę Fouriera, funkcję  auto
kore lacj i  i współczynn ik autokorelacj i  n ie l in iowej i wykładnik Hursta. Z drugiej grupy 
metod scharakteryzowano wykładniki Lapunowa, dzięki którym można ocenić wrażl iwość 
układu na warunki początkowe, jeden ze sposobów obl iczania wymiaru fraktalnego (wymiar 
kore lacyjny) i entropię Kołmogorowa, jak również rekonstrukcj ę  atraktora. 

Podsumowując można stwierdzić, że wyznaczenie największego wykładnika Lapu
nowa możliwe jest w przypadku, gdy znamy wymiar fraktalny atraktora. Natomiast do wy
znaczenia wymiaru fraktalnego atraktora konieczna j est znaj omość wie lkości opóźnienia 
czasowego - wielkości n iezbędnej do rekonstrukcj i atraktora. 

W rozdziale tym wykazano, że wiele metod stosowanych w ramach teor i i  chaosu 
determ in istycznego, pos iada właśc iwości ,  które pozwalaj ą  ująć j akościowo i i lościowo ce
chy dynamiki n ie l in iowej . Własności tych pozbawione są tradycyj ne metody anal ityczne. 
Pokazano również, że n ie l in iowe efekty wywołane zjawi skiem chaosu deterministycznego 
występują  w wie lu układach dynamicznych z różnych dziedzin, z fizyką i ekonomią na 
czele. 

Tak szczegółowe omówienie zagadnień teoretycznych związanych z teorią chaosu 
było świadomym posunięciem autora. Pozwol iło to bowiem wprowadzić czytel nika w ko
lejny rozdział pracy związany z empiryczną stroną zagadnienia, a m ianowicie zastosowa
niem wybranych metod anal izy danych eksperymentalnych do identyfikacj i chaosu deter
min istycznego w funkcj onowan iu spółek notowanych na Giełdzie Pap ierów Wartościo
wych w Warszawie .  
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3 .  
Ana l iza fra kta l nych właściwości 
polskiego ryn ku ka pitałowego 

Notowania cen akcj i spółek n a  G iełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie n ie  
odbywały się regularnie, szczególn ie w początkowej fazie rozwoju giełdy. Przeprowadze
nie anal izy fraktalnej wymagało stworzenia szeregu pokazującego zmiany ich wartośc i  
w poszczególnych dniach. Przyj ęto, że dla dni ,  w których nie wyznaczano wartośc i  akcj i 
spółek na polskiej giełdzie, wartość ich j est równa wartośc i  ostatniego notowania. Sposób 
postępowania pokazano w oparc iu o wartości indeksu WIG (tabela 3 . 1 ) . 

Tabela 3 . 1  Wyznaczan ie  wartości WIG d la  dn i  n ie  objętych notowan iami  

Data WIG Si 

94 0 1  24 1 5 846.30 
94 0 1  25 1 6 808. 60 0 .0607 
94 0 1  27 1 8 2 1 8.30 0 .0839 
94 0 1  31 1 6 88 1 .00 -0.0734 
94 02 0 1  1 5 227.90 -0 .0979 
94 02 02 1 5 227.90 -0 .0979 brak danych 
94 02 03 1 4 871 .50 -0.0234 
94 02 04 1 4871 .50 -0.0234 brak danych 
94 02 05 1 4871 .50 -0.0234 brak danych 
94 02 06 1 4 871 .50 -0.0234 brak danych 
94 02 07 1 6 1 37 .50 0 .0851 
94 02 08 1 6 8 1 7 .90 0 .0422 
94 02 09 1 6 8 1 7 .90 0 .0422 brak danych 
94 02 1 0  1 7 300.20 0 .0287 

Źródło : opracowanie własne. 

Wyznaczony w ten sposób szereg czasowy posłużył do budowy szeregów czaso
wych pokazujących zm iany wartości WIG na Giełdzie Papierów Wartościowych w War
szawie w przedziałach czasowych o stałej l iczbie dni .  

W analizie rynków stosuj e  s ię logarytmiczne stopy zwrotu, zap isane następującą 
zależnością (Peters E. E . ,  1 997)1 : 

gdzie: 
SI - oznacza logarytmiczną stopę zwrotu w okresie t ,  
PI - oznacza cenę w okresie t .  

I Por. : Peters E.E. ,  op.cit . ,  s .  84 

(3 . 1  ) 
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Jednak stosowanie stóp zwrotu do anal izy wymiaru fraktalnego nie daje  zadawalają
cych rezultatów. Dlatego anal izuj e  s ię ceny akcj i  ale po wye l iminowaniu trendu, zgodnie 
z zależnością (Peters E .  E., 1 997i : 

Si = In(Pi )  - (a · i + constant) 

gdzie: 

S i  - oznacza szereg czasowy o wyel iminowanym trendzie, 
Pi . . oznacza wyj ściowy szereg czasowy, 
i - oznacza l iczbę obserwacj i .  

El iminację trendu można także osiągnąć stosując anal izę widma mocy szeregu, 
usuwaj ąc pierwsze j ego częstot l iwości ,  lub e l iminując l in ię regresj i Y = AX+B . 

W celu uwzględnienia inflacj i można ana l izować szereg postac i (Peters E .E . ,  1 997l 

Si = In(� ) - (a · l n(CP!) + constant) 

gdzie :  
ep! - oznacza indeks cen konsumpcyjnych 

W zależności od tego jak imi danymi dysponuj e  s ię stosuje  się j eden lub drugi wzór. 
Dobór wzoru na podstawie którego przeprowadzona zostan ie obróbka danych jest śc iś le 
związany z rodzaj em i charakterem szeregu, którym się dysponuje .  Często wykorzystuje  się 
k i lka metod obróbki danych, j ak na przykład e l im inacja regresj i l in iowej p lus wyc inanie 
p ierwszych częstotl iwości widma mocy badanego szeregu . 

3.1 
Właściwości fraktalne polskiego rynku 

kapitałowego z wykorzystaniem 
analizy indeksu WIG 

W przypadku anali zy indeksu WIG zastosowano dwie metody przygotowywania 
danych eksperymentalnych, przeznaczonych do później szej anal izy fraktalnej . Obie metody 
mają  na celu e l iminację trendu w badanym szeregu . Porównan ie otrzymanych rezu ltatów 
analizy fraktalnej pozwol i  wybrać j edną, naj lepszą metodę do przygotowan ia danych ,  wy
branych do anal izy fraktalnej ,  wybranych spółek notowanych na polskiej giełdzie .  

Pierwsza metoda polega na badaniu  szeregu czasowego zwrotów i ndeksu WIG. Na 
odcinku czasowym (i-T, i )  stopa zwrotu defin iowana jest następująco (Weron A. , Weron R. ,  
1 998t:  

2 Sformułowano na podstawie Peters E . E  . .  op .  cit . .  s .  1 6 1  
3 Podano za Peters E.E. , op.c i t . ,  s .  1 6 1  
4 Por. : Weron A. ,  Weron R. :  Jnżynieria jinansowa. Wycena instrumentów pochodnych. Symulacje 

komputerowe. Statystyka rynku, WNT, Warszawa 1 998,  s. 283 
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S '  l 

gdzie :  
Pl - oznacza wartość indeksu WIG w dniu i .  

p - P I l - i:  

157 

( 3 . 2) 

Druga metoda wykorzystuj e  fourier'owską anal izę widma mocy i usuwan ie p ierw
szych składowych częstot l iwości d la  badanego szeregu . 

D la  zobrazowan ia powyższych metod oraz anal izy fraktalnej wybrano szereg cza
sowy notowań WIG z okresu od 1 6 .04. 1 99 1  do 1 6 . 1 1 .2000. Dane przed obróbką przedsta
wiono na rysunku 3 . 1 .  

Rys. 3 . 1  Szereg czasowy notowań WIG w okresie 16 .04 . 199 1 - 16 . 1 1 . 2000 

22868,4004 

1 1 75 1 ,8520 

635 ,3000 � .. "", . .:::==-'=':::==--�------,--------,---------, 
1 876 1 752 2627 3503 

Źródło : opracowanie własne. 

W przypadku szeregu czasowego zwrotów indeksu WIG zgodnie ze wzorem ( 3 .2 )  

d la 1: = 7 ,  otrzymano szereg czasowy tygodniowych przyrostów S i ,  który nic zawiera wy
raźnego trendu, co i lustruje rysunek 3 . l a . 

s ,  

0 ,0986 - - - - - - - -

Rys . 3 . 1a Szereg czasowy przyrostów notowań WIG 
w okresie 16 .04 . 1991 - 16 . 1 1 . 2000 (dane tygodn iowe) 

-o , 1 052 ��---...:....,...---:.....L-----.,...----==----.------..___ ... 
1 1 25 250 375 500 

Źródło : opracowanie własne. 
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Wykorzystując anal izę fourier' owską uzyskano również szereg czasowy indeksu 
WIG pozbawiony trendu,  co i lustruje  rysunek 3 . 1  b. 

Rys. 3 . 1 b  Szereg czasowy notowań WIG w okresie 16 .04 . 1991 - 16 . 1 1 . 2000, 
pozbawiony trendu, przez usun ięcie pierwszych trzech składowych częstotl iwości 

widma mocy danego szeregu (dane tygodniowe) 

1 1 32 1 ,3733 

1 423,9084 1----:::;:::::----;--lIjHt----.?rrt;;h-t�t'T_;__�--_t--

I -8473 ,5565 f-------,------,------,,----------, 
1 1 26 251 376 501 

Źródło : opracowanie własne. 

Widmo mocy szeregu czasowego notowań WIG w okresie 1 6 .04 . 1 99 1  - 1 6 . I 1 .2000 
przedstawia rysunek 3 .2 .  

3 1 79,3981 

2384,5486 

1 589,6991 

794,8495 

o 
0,002 

Rys. 3 . 2  Widmo mocy szeregu czasowego notowań WIG 
w okresie 16 .04 . 199 1 - 16 . 1 1 . 2000 (dane tygodn iowe) 

0 , 1 2375 0 ,24750 0 ,74052 

Źródło : opracowanie własne. 

0,49501 
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Wynik i  analizy dla obu postaci szeregów czasowych wskaźnika WIG pokazano na 
rysunkach 3 .3 i 3 .3a .  W tabel i  3 .2 pokazano porównan ie wartośc i wykładn ika Hursta dla 
różnych rynków kapitałowych. W tabel i  3 .2 zamieszczono również wyznaczone w oparc iu 
o anal izę RJS długości cykl i  długookresowych zmian wartości odpowiednich wskaźników. 
Dane dla innych giełd niż giełda polska, podano na podstawie pracy (Peters E .  E. , 1 997)5 . 

Tabela 3 . 2  Wartości wykładn i ka Hursta d la  wybranych rynków kapitałowych 

Badany indeks 

WIG (na podstawie szeregu przyrostów) 
WIG (na podstawie szeregu po usunięciu trzech pierw-
szych czę stotliwości) 
S&P 500 
MSCI Niemcy 
MSCI Japonia 
MSCI Wielka Brytania 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys .  3 . 3  Wykładn ik  H ursta dla szeregu 
czasowego przyrostów notowań WIG 
w okresie  16 .04 . 1991 - 16 . 1 1 .2000 

(dane tygodn iowe) 

I n(R/S) 

3,6825 

3 , 1 706 

2,6586 

3 , 1 466 

Wartość wykła d n i ka Cykl w m iesiącach 
H ursta 

0,70 56,9 
0 ,88 5 1 ,6 

0 ,78 48 
0,72 60 
0 ,68 48 
0 ,68 30 

Rys. 3 . 3a Wykładn ik  H ursta dla szeregu 
czasowego notowań WIG 

w okresie 16 .04 . 199 1 - 16 . 1 1 . 2000, 
po usun ięciu trzech p ierwszych częstotl iwości 

(dane tygodn iowe) 

In(R/S) 

4,6649 

4 ,0255 

3,3861 

H=O ,5 +- 4j 
,88 +-./" " :';  H=o7 ' !  . 

2,7467 /// . 
� .  ; In(N*) 

1 ,6346 -ł--""'---.,..----...----r'-�___,� In (N) 2, 1 074 In (N) 
3,0445 3 ,8067 4 ,6 15 1  5 ,4 1 6 1  6 ,2146 3,0445 3 ,8067 4 ,61 5 1  5 ,41 6 1  6 ,2 1 66 

Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie własne. 

Na rysunku 3 .4 podano przykładowe zmiany zmiennej losowej w przypadku, gdy 
wykładn ik  Hursta j est równy 0,9 i 0 ,5 , 

5 Por . :  Peters E.E. , op.cit . , s. 9 1  
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Rys. 3 .4 Zmiany wartości zmiennej losowej d la  H = 0,9 i H = 0, 5 

Źródło : opracowanie  własne.  

Gdy wykładn ik Hursta j est mniej szy, tym szereg jest bardziej chropowaty (bardziej 
przypadkowy). Wyższa wartość H oznacza mniej sze ryzyko, ponieważ w takim szeregu jest 
mn iej szumu. N iemniej j ednak z akcj ami  o wysokim wykładniku Hursta związane jest 
większe ryzyko gwałtownych zmian . Jak wynika z tabe l i  3 .2 ,  inwestowanie na rynku po l 
skim j est obciążone mniej szym ryzykiem niż na rynku j apońskim . 

Dowodem na to są raporty i anal izy zagran icznych ośrodków i instytucj i  pozytywn ie 
oceni aj ące zmiany zachodzące w polskiej gospodarce i przedstawiaj ące pomyślne per
spektywy jej dalszego rozwoju .  Oceny te świadczą o rosnącej konkurencyj ności Polski i 
stanowią sygnał d la inwestorów zagranicznych o atrakcyjności naszego kraju jako miej sca 
inwestowania. Według szacunków zachodnich anal ityków polska gospodarka jest zdo lna 
wchłaniać roczn ie 1 0  mld USD bezpośrednich inwestycj i zagran icznych. Zdaniem "Eco
nomist Inte l igence Un it" do końca 2000 roku do Polski powinno napłynąć łącznie około 22 
mld USD zagranicznych inwestycj i  bezpośrednich. Pojawiły s ię  też szacunki przewidujące, 
że do końca 2000 roku rozmiary skumulowanych inwestycj i  zagranicznych w Polsce osią
gną około 30  mld  USD, natomiast w nowym tysiąc lec iu polskiej gospodarce będzie po
trzebny napływ inwestycj i  zagranicznych na poziomie 1 2- 1 5  mld USD roczn ie (Oles iński 
Z., 1 998{ 

W wyniku przeprowadzonej ana l izy RlS indeksu WIG, wartość wykładn ika Hursta 
wskazuj e  na występowan ie chaosu determ in istycznego w przypadku obu badanych szere
gów czasowych. Jednak w zależności od doboru metody konstrukcj i szeregu otrzymano 
różne wyn iki ,  dla identycznych notowań WIG.  Dla szeregu przyrostów Si zbudowanego 
zgodnie ze wzorem (3 .2) otrzymano niższą wartość wykładnika Hursta równą 0,7 oraz 
dłuższy cykl równy 56,9 mies iąca. W przypadku szeregu, z którego wyel iminowano 3 
p ierwsze częstot l iwości ,  wykładnik Hursta os iągnął wartość 0 , 88 .  Odnotowano n ieco krót
szy, n iż w poprzednim przypadku, cykl wynoszący 5 1 ,6 mies iąca. Tak wysoka wartość 
wykładnika Hursta może świadczyć o s i l nym zdeterm in izowaniu  danych w szeregu czaso
wym, co w przypadku stosunkowo młodej j eszcze polskiej g iełdy, raczej nie może mieć 
m iej sca. Podważa to wiarygodność wyn ików otrzymanych na podstawie szeregu przygoto
wanego przy pomocy anal izy fourier'owskiej - wyniki są zbyt idealne. Znacząco bardziej 
wiarygodne są natomiast wyn iki otrzymane na podstawie szeregu przyrostów wartości no
towań WIG. Wykładnik Hursta równy 0,7 można odczytać j ako poprawną wartość, biorąc 

fi Szersze ujęcie dotyczące inwestycj i  zagran icznych w Polsce można znaleźć w :  Olesiński Z. 
(red . ) :  Bezpośrednie inwestycje zagraniczne w Polsce, PWE, Warszawa 1 998 
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pod uwagę młody wiek G iełdy Pap ierów Wartościowych w Warszawie .  Również cykl dlu
gookresowy równy 56,9 mies iąca jest bardziej prawdopodobny. D latego też pozostałe obl i 
czen ia (zawarte w rozdziale 3 .2) wykonane zostały w oparc i u  o szereg przyrostów S i .  

Anal iza wpływu wie lkości T na wartość wykladn ika Hursta pozwala wyznaczyć za
kres występowan ia pam ięc i  krótkoterm inowej .  Przeprowadzone ob l iczenia wykladn ika d la  
różnych wartośc i T zam ieszczono w lanci i 3 .3 ,  nalom iast rysunek 3 .5 i lustruje zmiany wy
kladn ika Hursta w funkcj i T. 

Tabela 3 . 3  Zmiany wartości wykładn ika H w funkcj i 1: 
Wiel kość p rzedziału cza s u  1: Wykła d n i k  I l oś ć  da n ych 

( d n i )  H u rsta 

1 0 ,67 2288 
3 0 ,68 762 
5 0 ,69 457 
7 0 , 7 1  326 
9 0 ,72 253 
1 1  0 ,74 207 
1 3  0 , 74 1 75 
1 5  0 ,75 1 5 1 
1 7  0 ,78 1 33 
1 9  0 ,78 1 1 9  
2 1  0 ,74 1 08 
23 0 ,79 98 
25 0,77 90 
27 0 ,80 83 
29 0 ,79 77 
31 0 ,83 68 
33 0,79 64 
35 0 ,86 60 
37 0 ,78 57 
39 0 ,79 54 

Na podstawie danych WIG z o k resu od 1 6 .04. 1 997 do 2 1 . 07 . 1 997 

Zró d l o :  (Nazarko J., S i c m i e n i u k  N" MosclorJ' R . . 1 999) 

O kres (dn i )  

1 2 1 8  
390 
225 
1 66 
1 30 
1 06 
89 
79 
68 
61  
54 
50 
46 
43 
40 
35 
33 
31 
30 
28 

O kres ( l ata) 

3 ,34 
3 , 2 1  
3 ,08 
3 , 1 8  
3 , 2 1  
3 , 1 9  
3 , 1 7  
3 ,25 
3 , 1 7 
3 , 1 8 
3 , 1 1 
3 , 1 5  
3 , 1 5  
3 , 1 8 
3 , 1 8 
2 ,97 
2 ,98 
2 ,97 
3 ,04 
2 ,99 

Początkowy spadek wartośc i  H dla wielkośc i T<20 dn i  można tl umaczyć występo
wan iem pamięc i  krótkoterm inowej pom iędzy zm ianami cen dla T<20. 

W tabel i  3 .4 podano wartośc i  wym iaru kore lacyj nego otrzymanego dla wybranych 
rynków kap itałowych. Waliośc i  tego wym iaru d la i nnych giełd niż giełda po lska podano na 
podstawie pracy (Petcrs E. E.,  1 997{ Z uwagi na n iewie lką l iczbę danych obl iczen ia  dla 
WIG przeprowadzono dla T = 7 .  Rysunki 3 .6 ,  3 .6a, 3 .6b i 3 .6c przedstawiają  wymiary ko
re lacyjne  dla szeregów WIG tworzonych dwoma, wyżej omówionym i metodami .  

7 Por. : Peters E.  E .  , op.e i t . ,  s .  1 65 
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Rys. 3 . 5  Zmiany wartości wykładn ika Hursta w funkcj i '( 

0.9 

0.85 

� 0,8 t 
:::l I 'E 0,75 

-o ł 0,7  

0 ,65 

1 3 5 7 9 1 1  13  15  17  19  2 1  23 25 27 29 3 1  33 35 37 39 

Dni 

Na podstawie danych WIG z okresu od 1 6.04. 1 997 do 2 1 .07 . 1 997 

Źródło : (Nazarko J., Siemieniuk N., Mosdorf R., 1 999) 

Tabela 3.4 Wymiar korelacyjny dla wybranych rynków kapitałowych 

Badany i n deks 

WIG (na podstawie szereQu przyrostów) 
WIG (na podstawie szeregu po usunięciu trzech pierw-
szych czę stotliwości) 
S&P 500 
MSCI Niemcy 
MSCI Japonia 
MSCI Wielka Brytania 

Źródło : opracowan ie własne. 

Rys.  3 . 6  Krzywe I nC2( 1 )  dla szeregu 
czasowego przyrostów notowań WIG 
w okresie 16 .04 . 1991 - 16 . 1 1 . 2000 

przy '( = 7 

-0 ,0050 

- 1 , 5490 

-3,0929 

-4,6369 

-6, 1 809 1-----'T'-----'!"'�=..."""I' 

- 1 4,9409 - 1 1 ,3802 -7, 8 1 94 -4,2586 -0,6987 

Źródło : opracowanie własne. 

Wymiar trakta lny L iczba zmiennych 

2,47 3 
2 ,74 3 

2,33 3 
2,41 3 
3,05 4 
2 ,94 3 

Rys.  3 . 6a Wymiary korelacyjne d la  szeregu 
czasowego przyrostów notowań WIG 
w okresie 16 .04_ 199 1 - 16 . 1 1 . 2000 

przy '( = 7 

3,00 - _ . .. -- - - -- - .. - _. .. .- .... -- .. - - --

,r-- II_��/. I' 
2,25 - - --1--'I"'-ro':t"T1': 

I 
1 ,50 )t 
0,75 

0 4-����L+�����L4 

1 2 4 6 8 1 0  1 2  1 4  1 6  1 8  20 
Źródło : opracowanie własne. 
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Rys .  3 .6b  Krzywe InC2(1) dla szeregu 
czasowego notowań WIG w okresie 

16 .04 . 199 1 - 16 . 1 1 . 2000, z usun iętymi 

Rys. 3 . 6c Wymiary korelacyjne d la  szeregu 
czasowego notowań WIG w okresie 

16 .04 . 199 1 - 16 . 1 1 . 2000, z usun iętym i  
3 p ierwszym i  częstotl iwościami ,  przy 1: = 7 3 pierwszymi częstotl iwościami ,  przy 1: = 7 

3,00 

2,25 

1 ,50 

-4 ,6369 
0,75 -

-6, 1 809 

-7,0885 -2 ,5721 1 ,9942 6 ,4605 1 0 ,9768 
o ,-,.-··ł---'---1i-'--ł-'--ł-'L-J---'---I---'---ł-'-+-'L-J--L.·J 

1 2 4 6 8 1 0  1 2  1 4  1 6  1 8  20 

Źródło : opracowan ie  własne. Źródło : opracowan ie  własne. 

Wymiar korelacyj ny określa m inimalną l iczbę zmiennych, która w sposób pełny 
charakteryzuj e  dany układ. lm l iczba ta j est mniej sza, tym układ j est prostszy, im większa, 
tym bardziej złożony. Jeże l i  l iczba zmiennych przekracza 9 można mówić o tzw. mu l ti 
fraktalu .  Dane zamieszczone w tabel i  3 .4 ,  wyraźnie wskazuj ą  na występowanie chaosu de
terministycznego, w badanych szeregach czasowych WIG. Zarówno na podstawie szeregu 
przyrostów, j ak i szeregu po usunięciu trzech p ierwszych częstotl iwości ,  można ocen ić zło
żoność szeregu notowań WIG - składa s ię on z trzech zmiennych. Podobne wynik i  anal izy 
fraktalnej obserwuj emy dla rynków niem ieckiego i brytyj skiego, co oznacza podobieństwo 
polskiego rynku kapitałowego, do o wiele starszych rynków zachodnich . 

W tabe l i  3 .5 podano wyniki obl iczenia wartośc i wykładn ika Lapunowa dla wybra
nych rynków kapitałowych. Z uwagi na niewielką l iczbę danych obl iczenia d la WIG prze
prowadzono dla 1: = 7. Wartość wykładnika Lapunowa dla innych giełd n iż giełda po lska 
podano na podstawie pracy (Peters E. E., 1 997) .  

Tabela 3 . 5  Wykładn i k  Lapunowa d la  wybranych rynków kapitałowych 

Badany i ndeks Wykładnik  Lapunowa Cykl w miesiącach 
biUmiesiąc 1 /wykła d n i k  L Czas utraty 

i nformacji 

WIG (na podstawie szeregu przyrostów) 0 ,0046 biU7dn i  (1 10,0046)*7/30 = 50,7 
WIG (na podstawie szeregu po usunięciu 0 ,0051 biU7 dni (1 /0,0051 )*7/30 = 45,8 
trzech pierwszych częstotliwości) 
S&P 500 0 ,0241 1 /0 ,0241 = 41 ,5 
MSCI Niemcy 0 ,01 68 1 /0 ,01 68 = 59,5 
MSCI Japonia 0 ,0228 1 /0 ,0228 = 43,8 
MSCI Wielka Brytania 0 ,0280 1 /0 ,0280 = 35,7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Wykładnik Lapunowa mówi o tym, w j akim tempie trac imy informacj e  o układzie .  
Na przykład d la  S&P 500 w ciągu jednego mies iąca trac imy 0 . 024 1 b ita - jeś l i  na początku 
nasza informacja  o układzie wynos i  l b i t, wówczas po 4 1 ,5 mies iącach strac imy całkowic ie 
informacj ę  o układzie . Można też powiedzieć, że po 4 1 . 5 mies iącach system trac i pam ięć 
o warunkach początkowych .  Według danych otrzymanych na podstawie szeregu przyro
stów, d la  W IG  system trac i informację  po około 50 ,7  mies iącach ,  co odpowiada długośc i  
okresu 4 ,22  l ata. 

Wyn iki obl iczeń wykładn ika Lapunowa dla polsk iej gie łdy obarczone są błędem 
z uwagi na n iewie l ką l iczbę danych pomiarowych .  Jednakże porównan ie wyn ików obl iczeń 
wykładn i ka Lapunowa pokazanych w tabe l i  3 . 5 ,  z wyn ikam i obl iczeń długości d lugookrc
sO\vego cykl u pokazanych w tabel i  3 .2 wskazują na poprawność uzyskanych wyn i ków. 

Uzyskane rezu l laly anal izy indeksu WIG zb l iżone są do wyn ików uzyskanych d l a  
szeregu czasowego i ndeksu WIG od 1 6 .04 . 1 99 1  roku do 2 1 .07 . 1 997 roku (Nazark ( ) J . ,  
S iemien iuk N . ,  MosdOt'f R . ;  1 999),  c o  pokazuje ,  i ż  w tym okres ie n ie nastąp i l a  jakości owa 
zmiana dynam ik i  polskiego rynku kapitałowego . 

3 . 2  
Identyfi kacja chaosu determ i n istycznego 

w fu n kcjonowa n i u  wyb ra nych spółek notowa nych 
na Giełdzie Papierów Wa rtościowych w Wa rszawie 

Do badań prowadzonych nad spólkami gie łdowym i wygodnie j est użyć klasyfi kacj i 
sektorowej . Ten podział, m imo iż stał s ię  powszechny, rzadko można dostrzec w pracach 
o tematyce związanej z ana l izą frakta lną polsk iego rynku kap itałowego . K lasyfikacj ę  po
wyższą przedstawia tabe la 3 .6 .  

Tabela 3 .6  Klasyfikacja sektorowa polskiego rynku kapitałowego 

M akrosektor Podsektory 

Przemysł Spożywczy, Lekki , Drzewny, Chemiczny, Materiałów budowlanych , Budown ictwo, 
Elektromaszynowy, Meta lowy, I nne 

F inanse Banki , Ubezpieczen ia ,  I nne 
Usługi Handel, Telekomunikacja, Informatyka , I nne 

Źródło :  http ://lvww.gpw. com . pllgpw/kłasyfi kac ja . html 

W zależnośc i od podsektora danego makrosektora obejmuje  on różną l iczbę spółek. 
N ie można j ednoznaczn ie stwierdzić czy istn ieją  j akieś zależnośc i pomiędzy spółkam i  
oprócz zakwa l ifikowan ia ich d o  jednego podstektora . C o  więcej sytuacj a  podobn ie wyg ląda 
w przypadku makrosektorów - dotychczas n ie  stw ierdzono, że wszystkie spółki z maro
sektora przemysł charakteryzuje  taki sam wym iar fraktałny lub też wykładn ik  Hursta. N ie
wątp l iwie j est to bardzo interesujące zagadnienie ,  warte dokładnej ana l izy, lecz należy tu 
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podkre ś l i ć  fakt, że aby ana l iza była godna zautan ia  na leżaloby zgromadzić dużą i równą 
i l ość danych g ie łdowych aby szeregi czasowe dla wszystkich spółek zawierały przynaj m
n i ej j eden pełny cykl  (j e ś l i  taki i stn iej e  - a j ak wykazuj ą  nowoczesne badan ia ,  kwest ią  wy
kryc i a  natural nego cyk lu  j ak iegokolwiek 7j awi ska, jes t  ty l ko zgromadzenie odpowiedn i o  
dużej l i czby danych (Peters E . E . ,  1 997 d, a co z a  tym idz ie ,  d l a  większośc i  spółek oznacza 
to długi  okres czasu i stn ien ia  na g i ełdzie) .  W przypadku po l sk iej ,  młodej i wc iąż j e szcze 
rozwij aj ącej s i ę  g iełdy, j est to praktyczn ie n i emoż l iwe - wie l e  spółek za krótko i stn iej e ,  
w i ęc  cyk l  ich notowal1 j est bardzo krótki . J ednakże wyn ik i  przeprowadzonej anal izy dowo
dzą o występowan i u  zj aw iska chaosu determ i n i stycznego na po l sk iej g i e ldz ie ,  j est to podej ·  
śc ie  a l ternatywne wobec badaJ] ( Jaj ugi K . ,  Pap l i  D . ,  1 997t którzy w swoim artyku le  
przedstawi l i  argumenty świadczące o braku i stn i en ia  wym iaru fraktal nego d l a  j ak i ej kol
wiek badanej przez n i ch ,  po l sk iej spó l k i  g i e łdowej .  Autorzy podkreś l i l i  j ednak możl iwość 
b l ędnośc i swo ich ob l iczel] ze wzgh"du na l iczbę danych, która mogla okazać się n iedosta
lecz na.  

Aby dla poszczegó lnych badanych spółek akcyj nych po l sk iej g ie łdy otrzymać j ak 
naj dokładn i ej sze wyn ik i  anal i zy frakta lnej n ie można ogran iczyć l iczby danych do pewnej ,  
wspó l ne j  d l a  wszystkich szeregów czasowych i l ośc i - w za leżnośc i o d  daty poj awien ia  s i ę  
spółki na giełdzie l iczba ta j est większa lub mn iej sza. Ana l i za op iera się na notowan iach 
cen akc j i .  Ostatn ie  dane dla \vszystki ch  badanych spółek g iełdowych pochodzą z dnia 1 7  
czerwca 1 998r .  N i e  jest to rozwiązan ie  doskonałe , umożl iw ia  j ednak wykryc ie  wym iaru 
fraktal nego tam gdzie j est to możl iwe ... okrojen i e  danych do tej samej l i czby mogłoby za
fałszować wyn ik i  badali .  

Po e l i m i nacj i z szeregów czasowych trendu ob l iczone zostaly wym iary kore lacyjne  
d la  wym i arów zanurze n i a  od I do 2 0 .  Istotnym e lementem anal i zy  j est wyznaczen ie  odpo

wiedniego przesun ięc ia  czasowego T, n iezbędnego do rekonstrukcj i atraktora. Ob l i czen i a  

były prowadzone d l a  T = 7 (z uwagi na n iewie lką l i czbę danych d la  n iektórych spó lek ) ,  

a następn ie  d la  T wyznaczonego zgodn i e  ze  wzorem (2 .40) .  W przypadku większośc i  spó l 
ck wyn ik i dla  tych T różn i ly s i ę  znacząco .  Ana l iza tego zjawiska pozwala wyznaczyć za
kres występowan ia pam ięc i  krótkoterminowej .  

Tabela 3 . 7  zawiera k lasyfi kacj ę  wybranych d o  ana l i zy frakta lnej spółek notowanych  
na G i ełdz ie  Pap ierów Wartośc iowych w Warszawie .  Do anal i zy wytypowano spół ki ,  które 
naj d łużej funkcjonuj ą  na po l sk iej g i ełdzie .  

Na podstawie  przeprowadzonych ob l i czel] można dokonać n ie tyl ko oceny ogó l nych 
praw rządzących całym makrosektorem,  ale również, d l a  w iększośc i  spó lek z konkretnego 
podsektora (gdzie zakwa l i fikowano co naj m n iej 2 spółk i )  zbadać i stn i en i e  j ak ichko lw iek  
reguł w iążących ten  podsektor. J est to  badan ie  będące odpowiedn ik i em k lastrowan ia .  
Oczywiśc ie  równ ie  i stotne j est zbadan i e  każdego szeregu czasowego oddzie l n i e .  Wykryc ie  
wym iaru fi"akta l nego d la  której ko lwiek ze spółek g ie łdowych to w zasadz ie  pr iorytet tej 
szeroko zakreś lonej ana l i zy .  

x Por. : Pelers E,E. , op.c i t .  
< )  J ajuga K . ,  Papla D. :  Teoria chaosu I I '  analizie finanso wych szeregów kaso l\'ych - aspektr Ii'ore

tyccni' i badan ia i'1IIJ1irrc::.ne. V Ogóln opolskie Seminariul1 l  Naukowe, nI.  D.\'nomiczn e modele ekon o

metrrcz,ne. 9- 1 1  wrześn ia  1 997, Toruń, s .  5 - 1 6  
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Tabela 3 .7  Klasyfikacja wybranych do ana l izy spółek g iełdowych, wg sektorów 

Makrosektor Podsektor S półki 

PRZEMYSŁ Spożywczy Agros, Animex, Okocim, Rolimpex, Sokołów, Żywiec 
Lekki Próchnik ,  Vistula 
Drzewny Swarzędz 
Chemiczny Jelfa ,  Polifarb-CW, 
Materiałów budowlanych I rena 
Budownictwo Budimex, Exbud , Mostostal-Exp 
Elektromaszynowy Kable, Rafako, Tonsil 

FINANSE Banki Amerbank, BIG, BPH,  BRE, BŚK, Kredyt Bank PB I ,  WBK 
Ubezpieczenia Warta 

USŁUGI  Telekomun ikacja Elektrim 
I nformatyka Computerland, Optimus 

Źródło : http ://www.gpw.com.p l/gpw/klasyfikacja .html 

3 . 2. 1 
Ma krosektor PRZE MYSŁ 

Makrosektor Przemysł dostarcza największej l i czby badanych spółek. Jest to uwa
runkowane mnogością podsektorów przemysłu. Spółki akcyjne makrosektora Przemysł są 
j ednymi z najdłużej funkcjonujących s ię na polskiej giełdzie . Duża i lość danych sugeruj e  
więc, ż e  można oczekiwać wiarygodnych wyników, opartych na anal izie tego sektora. 

3 . 2 . 1 . 1  Podsektor PRZEMYSŁ SPOŻYWCZY 

W ramach podsektora wybrano do analizy następujące spółki : Agros, Animex, Okocim, 
Rol impex, Sokołów, Żywiec (tabela 3 . 8) .  Jest to dosyć duża l iczba. W tabe l i  3 . 8 przedsta
wiono również i l ość anal izowanych danych dyskretnych d la  poszczególnych spółek. 

Tabela 3 .8  Wybrane do ana l izy spółki sektora przemysłu spożywczego 

Spółka Liczba danych (tygodniowych) 

Agros 1 90 
Animex 1 87 
Okocim 383 
Rolimpex 243 
Sokołów 305 
Żywiec 403 

Źródło : opracowanie własne.  

Widoczna j est znaczna różn ica i lości danych : Animex - spółka z najmniej szą i l ością 
danych, ma ich ponad dwa razy mniej n iż Żywiec - spółka z największą i lością danych. 
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Dlatego też trudno j est porównać szeregi czasowe odpowiadające konkretnym spółkom. 
Zestawien ie tych szeregów czasowych (dla niektórych spółek wraz z danymi oryginalnymi 
- bez wyel iminowanego trendu) przedstawiają  rysunki 3 . 7  - 3 . 1 4 .  

Rys . 3 . 7  Agros - dane oryg ina lne z trendem 

1 20 1 
1 00 
80 
60 

20 j 
o l� -.�������� 

Źródło : opracowan ie własne. 

Rys. 3.9 Animex - dane oryg ina lne 
z trendem 

14 
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2 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys . 3 . 1 1  Okocim - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 8  Agros - szereg czasowy 
przyrostów cen d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys. 3 . 10 Animex - szereg czasowy 
przyrostów cen d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 1 2  Rol impex - szereg czasowy 
przyrostów cen d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys . 3 . 1 3  Sokołów - szereg czasowy 
przyrostów cen d la  1: = 7 
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Źród ło :  opracowan ie  własnc. 

Rys.  3 . 14 Żywiec - szereg czasowy 
przyrostów cen d la  1: = 7 
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Źródło : opracowan ie wlasnc .  

Powyższe szeregi czasowe są w zasadzie bardzo do s i eb ie  podobne, choć największe 
podob ieIlstwo można zauważyć d l a  szeregów spó lek Okoc im  i Żywiec - z pewnośc ią  ma 
na to wplyw najw iększa l iczba danych v"laśn ie  d la  tych spó lek .  N ie op i eraj ąc s i ę  na żad
nych ob l i czen iach - ty l ko ocen i aj ąc szeregi czasowe można spodziewać s i ę ,  że przynajm

n i ej n iektóre zawierają  co najmn i ej j eden pe lny cyk l .  Przeprowadzając ob l iczen ia  d la  L = 7 
otrzymano wynik i  zestawione w tabeli 3 . 9 .  

Tabela 3 . 9  Wykładn ik  H ursta d l a  wybranych spółek sektora przemysłu spożywczego 

S półka Wykła d n i k  H u rsta Długość c y k l u  Dłu g ość c y k l u  L iczba da nych 
w m i es iącach w latach (tyg o d n i owyc h )  

Aaros 0 ,6 1 0  1 9 ,7  1 ,6 1 90 
Animex 0 ,737 2 1 ,3 1 ,8 1 87 
Okocim 0,637 43 ,6  3 ,6  383 
Rol imoex 0,564 29 ,8 2 ,5  243 
Sokołów 0 ,655 5,3 0 ,4 305 
Żywiec 0 ,689 44 ,5 3 ,7 403 

Źród ło : opracowan i e  własne.  

W iększa i lość danych pozwala  dokladn i ej okre ś l i ć  d ługość cykl u .  Zwyk le ,  j ak to 
w idać w powyższej tabe l i ,  owocuj e  to j ego wyd lużen i em .  Wyj ątk iem są j edyn i e  Sokołów 
i Agros .  N ie można j ednak uznać tej zależnośc i za regu lę .  Należy wziąć pod uwagę trudnośc i 
w wyznaczen iu  wykładn ika Hur sta. Graficzną prezentacj ę  otrzymanych wyn i ków stanowią 
rysunki 3 . 1 5 - 3 . 20.  
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In (RIS) 

Rys. 3 . 1 5  Anal iza R/S 
dla spółki Agros dla 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

In (R/S) 

Rys. 3 . 1 7  Anal iza R/S 
dla spółki Okocim d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 19 Anal iza R/S 
d la spółki Sokołów dla 't = 7 

In (RJS) 

In (N) 

In (N) 

In (RIS) 

Rys. 3 . 16 Anal iza R/S 
dla spółki Animex d la 't = 7 

H=O,5 �/ 

In (N) 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys .  3 . 18 Anal iza R/S 
dla spółki Rol impex d la 't = 7 

In (R/S) H=O,5+---: 

In (N) 

Źródło : opracowanie własne. 

I n  (RIS) 

Rys. 3 . 20 Anal iza R/S 
dla spółki Żywiec d la 't = 7 

H=O,5 +--� 

In (N) I n  (N) 

Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie własne. 
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Wykładnik Hursta n ie  zawsze j est łatwy do wyznaczenia .  Naj trudniej szym do wy
znaczenia był wykładnik Hursta dla szeregu czasowego odchyleń notowań cen akcj i Oko
cimia.  Krzywa j est dosyć gładka; brak charakterystycznego skoku, załamania  wykresu. 
Wartość punktu N

*
, w którym krzywa In(R/S) zmienia nachylenie (za tym punktem dla sy

gnałów o charakterze stochastycznym H = 0 . 5  (Peters E., 1 997 r), okazała się n iezmiernie 
trudna do oszacowania przy pomocy używanego w tym celu oprogramowania.  

W celu wyznaczenia wymiaru fraktalnego określono wymiary korelacyjne dla wy
miarów zanurzenia od l do 20. Wymiar fraktalny j est pewną l i czbą D, do której zbiegają  
wszystkie wymiary korelacyjne d la  danego szeregu czasowego. Rysunki 3 .2 1 ,  3 .23 ,  3 .25 , 
3 .27,  3 .29,  3 .3 1 zawieraj ą  wykresy układów krzywych InC2(l) w funkcj i In(l) ,  natomiast 
rysunki 3 .22, 3 .24, 3 .26, 3 .28 ,  3 . 30, 3 .32 to ilustracj a wyznaczonych na ich podstawie 
zmian wymiaru korelacyj nego w funkcj i wym iaru zanurzenia dla spółek badanego pod
sektora, zebranych następnie w tabel i  3 . 1 0, którą i lustruj e  rysunek 3 . 3 3 .  

I n  C2 (1) 

Rys. 3 . 2 1  Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Agros d la  1: = 7 

Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys. 3 .22  Wymiary korelacyjne 
d la spółki Agros dla 1: = 7 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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In C2 ( 1 )  

Rys.  3.23 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Animex d la  1: = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

I n  C2 (1) 

Rys.  3 .25  Krzywe InC2( 1) 
d la spółki Okocim d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 24 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Animex d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys. 3 . 26 Wymiary korelacyjne 
d la  spółki Okocim d la  1: = 7 

D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 14 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .27 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Rol impex d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys .3 .29 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki Sokołów dla 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 28 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Rol impex d la 't = 7 

D 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys .3 .30 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Sokołów dla 't = 7 

D 
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Źródło : opracowanie własne. 
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In C2 ( 1 ) 

Rys. 3 . 3 1  Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Żywiec dla 't = 7 

"---+ I n ( l )  

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .32  Wymiary korelacyjne 
d la spółki Żywiec d la 't = 7 

D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 . 10 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la wybranych spółek sektora spożywczego d la 't = 7 

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
AQros 0,91 3 1 ,6 2 , 1 6 2 ,66 3 3 ,35 3 ,95 4 ,04 4 ,21 
Animex 0,92 1 ,6 2 , 1 3 2 ,51 2 ,96 3 ,25 3,7 3 ,54 4 , 1 1 
Okocim 0 ,935 1 ,72 2 , 36 2,84 3 ,32 3 ,64 3 ,67 4 , 1 1 4 ,49 
Rolimpex 0,891 1 ,68 2 , 1 4  2,58 3 ,03 3 ,41 3 ,35 4 , 1  4 , 1 1 
Sokołów 0 ,902 1 ,7 1  2,46 2,99 3 ,39 3 ,85 4 ,07 4 ,51 4 ,54 
Żywiec 0 ,883 1 ,58 2 , 1 2 2,6 2 ,84 3 ,22 3 ,68 3 ,85 4 , 1 9  

Nazwa 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  
Agros 4,38 4,75 5 , 1 6  5 , 1 8 5,37 5 ,78 5 ,39 5 ,93 5 ,94 
Animex 4 ,29 4 ,74 4 ,81 4 ,71  5 ,53 5 ,76 5 ,81  5 ,75 5,84 
Okocim 4 ,56 4 ,91 4 ,94 5 , 1 8  5 ,59 5 , 1 6 5 ,7 5 ,67 5 ,38 
Rol impex 4 ,51 4 ,43 4 ,76 4 ,3 4 ,79 5 ,34 4 ,55 5 ,4 1  5 ,54 
Sokołów 5 , 1  5,03 5 ,52 5,2 5,28 5,38 5 ,04 5 , 1 1 5 ,48 
Żywiec 4,34 4 ,87 4,66 4,69 4,63 4,83 5 ,09 5 ,02 5 ,04 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys .3 .33 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la wybranych spółek sektora spożywczego dla't = 7 

2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  1 2  1 3  14 1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  20 

Wymiar zanurzenia 

B azując na powyższych obl iczeniach i porównaniach, wymiar fraktalny można wy
znaczyć j edynie dla Żywca i Sokołowa. Wyraźnie widoczne j est zdążanie wymiarów kore
l acyjnych wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia do pewnej charakterystycznej l i czby. 
L iczba ta, będąca wymiarem fraktalnym, wynosi  w przypadku Sokołowa około 5 . 5 ,  a w 
przypadku Żywca zawiera s ię  między 4 .6  a 5 . 1 .  Szeregi czasowe spółek Agros, Animex i 
Okocim nie wykazuj ą  tendencj i  do stab i l izacj i wymiarów korelacyj nych wraz ze wzrostem 
wymiaru zanurzenia .  Nie można więc mówić tu o wymiarze fraktalnym. Przyczyną takiego 
zachowania się danych może być, w przypadku p ierwszych dwóch spółek, zbyt mała l iczba 
danych (Agros i Animex cechuj e  naj krótszy szereg czasowy w całym sektorze przemysłu 
spożywczego), natomiast w przypadku Okocimia mamy do czynienia z bardzo długim cy
klem. C iekawą sytuacj ę  obserwuj emy w przypadku spółki Rol impex: mimo małej l iczby 
danych (243 )  i wykładniku Hursta równego 0 . 564, wym iary korelacyj ne w funkcj i wymiaru 
zanurzenia stabi l izują s ię  na pewnym poziomie, który można byłoby okreś l ić  j ako około 
5 . 5 ,  j ednak od wymiaru zanurzenia  1 8,wymiary korelacyjne znów zaczynaj ą  rosnąć .  

Kolej nym krokiem anal izy j est próba wyznaczenia wymiaru fraktalnego przy użyci u  
punktu N*, okreś lonego poprzez wyznaczenie wykładnika Hursta. Metoda t a  pozwol i  okre
ś l ić  najbardziej odpowiednie dla każdego szeregu czasowego 't (poprzednio przyj ęto 't = 7 
dla wszystkich szeregów czasowych). Jeże l i  możliwe będzie wyznaczenie wymiaru fraktal
nego, to będzie on dużo bardziej wiarygodny. Niestety, przy użyciu  tej metody, często nie 
j esteśmy w stanie wykreśl ić  odpowiedniej l iczby krzywych InC2(l)  w funkcj i In(l) ,  co 
sprowadza obliczenia  do zbyt małej l iczby wymiarów korelacyj nych, aby wyznaczyć wy
m iar fraktalny. Rysunki 3 .34 - 3 .45 i tabele 3 . 1 1 - 3 . 1 2  stanowią zestawienie otrzymanych 
wartośc i  't, j ak też wymiarów korelacyj nych i innych pomocniczych danych (spodziewany 
wymiar fraktalny, punkt cyklu i l iczba danych) . W przypadku szeregów czasowych spółek 
Agros,  Animex i Sokołów, krzywe InC2(l)  w funkcj i In(l), wyznaczono przy użyciu  innej 
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metody (fast 200 punktów) niż w przypadku pozostałych szeregów (norma! 70 punktów) . 
Dlatego też wykresy krzywych są mniej gładkie .  Nie powoduj e  to jednak zmniej szenia  do
kładności obliczeń. 

I n  C2 ( 1 )  

Rys. 3 .34 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki Agros d la 1 = 196 

... ... ... ... .. . . .. .. ... ... ... ... ... ... ... .. .. .. m ;ff··· · . . ... ... .. . 
/ , l O 

/ I 'i" 1 ,1 J' I 
J / ( 

==.5f!:.=-:� ____ --+ In ( l )  

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 .36 Krzywe InClC l) 
d la spółki Animex d la  1 = 168 

I n  C2 ( 1 )  

... ... ... ... ... . . .. .. .. m . . . .. .. ... .. .. . .. m m /F 
/ t/lilii t l, f llJ ,-I fi I 

/ ! il I / l i' 

���---+ In( l )  

Źródło : opracowanie własne. 

2 

Rys.  3 .35  Wymiary korelacyjne 
d la spółki Agros d la  1 = 196 

D 
.--

.-- .--
-

.--

l--

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .37 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Animex d la 1 = 168 

D 

� 
� f--r--
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .38 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Okocim d la  1: = 441 

In C2 ( I ) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - -� /Itf- - - - - -/ / �l / f fi! 
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/' 
l i! . , / . 

b���::::::� __ _+ I n ( I )  

Źródło : opracowanie  własne. 

Rys. 3 .40 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Rol impex d la 1: = 3 1 5  

I n  C2 ( I )  

- - - - - - - - - - - - - - - - - -� 

//4t--- -
/ /l/l I I ' 1------- /_. __ . 1  

t::=====:::::2:::::.. __ --+ I n ( I )  

Źródło : opracowanie własne .  
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Rys. 3 .39 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Okocim d la 1: = 441 
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Źródło : opracowanie  własne .  

3 

2 

Rys. 3 .41  Wymiary korelacyjne 
dla spółki Rol impex d la 1: = 3 1 5  

D 

-
- -

Źródło : opracowanie  własne. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



"Anal i za frakta lnych właściwości polskiego rynku kapitałowego" 

Rys. 3 .42 Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki Sokołów d la  1: = 35 

.1tI •••• --'----+ In ( l )  

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 .44 Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki Żywiec d la  1: = 336 

I n  C2 ( 1 ) 

Źródło : opracowanie własne. 

In ( I )  
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Rys. 3 .43 Wymiary korelacyjne 
d la  spółki Sokołów d la  1: = 35 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .45 Wymiary korelacyjne 
d la  spółki Żywiec d la  1: = 336 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Nazwa 

AQros 
Animex 
Okocim 
Rol impex 
Sokołów 
Żywiec 

Nazwa 

Agros 
Animex 
Okocim 
Rol impex 
Sokołów 
Żywiec 

Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Tabela 3 . 1 1  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la wybranych spółek sektora spożywczego dla't wg tabel i 3 . 1 2  

1 2 3 4 5 6 7 8 
0 ,946 1 ,58 2 , 1 8 2,59 2,57 2,82 2 ,55 
0,951 1 ,63 2,05 2,62 3,01 3 ,09 3 , 1 7 2 ,28 
0,938 1 ,83 2,49 2,92 3 ,08 2,88 
0 ,932 1 ,76 2,37 2 ,83 3 ,07 2,3 
0 ,91 4 1 ,7 2 ,36 2,76 3 , 1 4  3,55 3 ,85 3 ,94 
0,897 1 ,61  2 ,22 2 ,74 3 , 1 5  3 ,55 3 ,54 2 ,38 

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  

4,9 4,69 5 , 1 2 4,8 5 , 1 9  5,53 5,49 5,2 

Źródło : opracowanie własne. 

9 1 0  

3 ,81  4 ,32 

1 9  20 

5,24 5,52 

Tabela 3 . 1 2  Wartości 't oraz i nne dane d la spółek sektora przemysłu spożywczego 

Nazwa Liczba Oczekiwany 't (w d n iach) Liczba P u n kt cykl u Wykładnik  
zmiennych wym iar danych (w tygod- H ursta 

fraktalny (tygod- n iach) 
n iowych) 

AQros 3 2 .5 - 2.9 1 96 1 90 86 0 ,61 0 
Animex 4 3 . 1 - 3 .3 1 68 1 87 93 0 ,737 
Okocim 3 2.8 - 3 . 1  441 383 1 90 0 ,637 
Rol impex 3 2 .3 - 3 . 1  3 15  243 1 30 0,564 
Sokołów 6 4.6 - 5 .5 35 305 23 0 ,655 
Żywiec 4 3 .5 - 3.6 336 403 1 94 0 ,689 

Źródło : opracowanie własne. 

Zgodnie z wcześniej szymi przypuszczeniami ,  jedynie szereg czasowy Sokołowa 

pozwol ił wyznaczyć 20 krzywych, InC2(1) w funkcj i In( l) .  Pozostałe szeregi czasowe po

zwoliły na wyznaczenie krzywych, jedynie do co naj wyżej 8 wymiarów zanurzenia. Spo

wodowane j est to dużym przesunięciem czasowym dla tych szeregów. Nie można j edno

znacznie stwierdzić, że j est to l iczba wystarczająca do wyznaczenia wymiaru fraktalnego, 

niemniej j ednak zawiera się on Geśl i  istniej e) w przedziale :  2 . 3  - 3 . 1  dla spółek Agros, 

Okocim, Rolimpex; 3 . 1  - 3 .6 dla Animexu i Żywca. Najwyższy wymiar fraktalny wyzna

czono dla szeregu czasowego spółki Sokołów - między 4 .6 a 5 . 5 .  W porównaniu do wyni

ków otrzymanych dla 't = 7 wymiar fraktalny j est taki sam tylko dla Sokołowa. Dla pozo

stałych spółek nie można mówić o porównywaniu wymiaru fraktalnego, gdyż w przypadku 
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't = 7 ,  nie można go było wykryć. Wyjątek stanowi szereg czasowy Żywca - tu wymiar 
fraktalny dla 't = 7 wyniósł 4 .6  - 5 . 1 ,  lecz dla 't = 48 już j edynie około 3 .5 - 3 .6 .  Ogólnie 
można powiedzieć, że dla sektora przemysłu spożywczego charakterystyczny j est wymiar 
fraktalny od 2 .5  do 3 .5 gdy przesunięcie czasowe j est wyznaczane przy wykorzystaniu 
punktu N* otrzymanego przy wykreślaniu wykładnika Hursta. 

6 

5,5 

5 
>- 4,5 c .� 

4 o ro 
� 3,5 o "", 
ro 3 
'E 2,5 >-s: 2 

1 ,5 

1 j 
0,5 [ 

1 2 

Rys.  3 .46 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
dla spółek sektora przemysłu spożywczego 

Okocim 

Żywiec ' 

3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  1 2  1 3  14 1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  20 

Wymiar zanurzenia 
Źródło : opracowanie własne. 

3 . 2 . 1 . 2  Podsektor PRZEMYSŁ LEKKI 

Dla powyższego podsektora zbadano następujące spółki giełdowe : Próchnik oraz 
Vistula. Jest to dosyć mała l iczba. Z tego względu twierdzenie o charakterystycznym wy
miarze fraktalnym dla tego sektora nie może być wiarygodne - nawet zgodne wyniki dla 
szeregów czasowych powyższych spółek akcyjnych nie mogą świadczyć o istnieniu jakiej 
kolwiek reguły, mogą j edynie sygnal izować możliwość istnienia takiego związku. Również 
całkiem różne wymiary fraktalne, j ak też n iemożność ich wyznaczenia, nie mogą być pod
stawą do twierdzenia, że sektor przemysłu lekkiego nie j est charakteryzowany przez pe
wien z góry określony wymiar fraktalny, bądź też specyficzny wąski zakres przyjmowa
nych wymiarów fraktalnych . 

Tabela 3 . 1 3  I lość danych d la spółek sektora przemysłu lekkiego 

Spółka Liczba danych (tygodniowych) 

Próchnik 426 
Vislula 298 

Źródło : opracowanie własne. 
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Różnica danych w szeregach czasowych tych dwóch firm s ięga 1 2 8  punktów. Jest to 
stosunkowo duża l i czba. Jednak w zależności od specyfiki danych uzyskane wynik i  mogą 
okazać się bardzo wiarygodne a nawet podobne. Tygodniowe (T = 7)  szeregi czasowe, po 
wyel im inowan iu  trendu, dla spółek Próchn ik  i V i stula przedstawiają  rysunki 3 .47 i 3 .48 , 
graficznie wyznaczony wykładn ik Hursta widoczny jest na rysunkach 3 .49-3 . 50 ,  natomiast 
tabel a  3 . 1 4  stanowi zestawi enie otrzymanych wyników: 

0 ,5 
0 ,4 
0, 3 
0 ,2  
0 , 1 

Rys. 3.47 Próchn ik  - szereg czasowy 
przyrostów d la  1: = 7 

O 1.I1ł+Il1WIJlW-IIIII 
-0 , 1 
-0,2 
-0 ,3 j 
-0 ,4 

� � � � � � � � � � m � � � � � � � � � � g � 
� � � � � N N N N N M M M M M � �  

Źródło : opracowanie  własne. 

Rys. 3 .49 Anal iza Rj5 
d la  spółki Próchn i k  d la  1: = 7 

In (RIS) 
H=0,5"--� 

Rys. 3 .48 Vistu la - szereg czasowy 
przyrostów d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 50 Anal iza Rj5 
d la  spółki Vistu la d l a  1: = 7 

In (N*) I n  (N) I n  (N*) I n  (N) 

Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie własne.  

Tabela 3 . 14 Wykładn ik  Hursta d la  spółek sektora przemysłu lekkiego 

Spółka Wykładnik  H ursta Długość cykl u Długość cyklu  L iczba danych 
w m iesiącach w latach (tygodniowych) 

Próchnik 0 ,689 42,9 3 ,6 426 
Vislula 0,653 28,2 2 ,35 298 

Źródło : opracowanie  własne. 
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Obl iczen ia  wskazują, że szeregom czasowym o wyższym współczynni ku Hursta 
towarzyszy dłuższy cykl. Jednak dysponujemy zbyt małą l i czbą szeregów odpowiadających 
notowaniom cen akcj i spółek sektora przemysłu lekkiego, by wniosek ten uznać za regułę . 
Tymczasem obl iczenia  wykonane d la przemysłu spożywczego n ie wykazały identycznej 
tendencj i wzrostowej cyklu w zależnośc i  od współczynn ika Hursta. Zatem takie zjawisko 
można by uznać za charakterystyczne tylko dla spółek sektora przemysłu lekkiego, gdyby 
poparte było identycznymi wyn ikami dla jeszcze co najmniej k i lku spółek giełdowych .  
Przedstawione dane zachowały tę samą cechę, c o  szeregi czasowe spółek sektora przemy
słu spożywczego . Dokładność wyznaczonego cyklu rośnie wraz ze wzrostem i l ości danych 
którymi dysponujemy. Ze względu na charakter danych (rys. 4 1 ,  42), a co za tym idzie 
równ ież krzywych anal i zy RlS (bardzo gładkie, szczególn ie  d la  V i stu l i ,  bez charaktery
stycznego załamania przy punkc ie zmiany wartośc i  współczynn ika k ierunkowego krzywej) ,  
wykładn ik Hursta był trudny do wyznaczenia i może odbiegać od rzeczywistej wartośc i .  
W przypadku spółki Próchn ik, z e  względu na większą l i czbę danych oraz, precyzyjn iej n iż 
dla spółki V i stula, wyznaczony wykładnik Hursta (a więc także cykl) ,  można spodziewać 
s ię ,  łatwo wyznaczalnego wymiaru fraktalnego. Rysunki 3 . 5 1  - 3 . 54 i tabela 3 . 1 5  przed
stawiają  wyn iki  anal izy wymiarów korelacyjnych d la  1: = 7 .  

Rys. 3 . 5 1  Krzywe InC2( 1 )  
d la  spółki Próchn ik  d la " = 7 

In C2 ( 1 ) 

Źródło:  opracowanie  własne. 
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Rys.  3 . 52 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Próchn ik  d la " = 7 

D 

1 2 3 4  5 6 7 8  9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 17 1 8 19 20 

Źródło : opracowanie  własne. 
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I n  C2 ( 1 ) 

Rys. 3 . 53 Krzywe I nC2( 1 )  
d la spółki Vistu la d l a  't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

6 

5 

4 

3 

2 

Rys.  3 . 54 Wymiary korelacyjne 
d la  spółki Vistu la d la  't = 7 

D 

1 2 3 4  5 6 7  8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 14 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 
Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 . 1 5  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora przemysłu lekkiego d la 't = 7 

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Próchnik 0 ,889 1 ,63 2 , 1 8  2,69 2,92 3 , 1 8 3 ,38 3 ,46 3 ,46 
Vislula 0 ,983 1 ,7 2,45 2 ,83 2,9 3 , 1 9  3 ,29 3 ,51  3 ,71 

Nazwa 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  
Próchnik 3 ,86 3,8 3,8 3,92 3,82 3,79 3,98 4,26 3,91 
Vislula 4 ,05 4,72 4,8 5 ,05 4 ,56 5 ,21 5 ,25 5 ,22 5 ,48 

Źródło : opracowanie własne. 

1 0  
3 ,56 
4 ,28 

20 
4 , 1 3 
6 ,26 

Otrzymane wyniki stanowią potwierdzen ie wcześniej szych przypuszczeń � anal iza 
fraktalna szeregu czasowego notowań spółki Próchn ik pozwol i ła wykryć stabi lny wymiar 
fraktalny wynoszący około 4 (między 3 . 5 a 4.2). Wyn ik  ten można uznać za zadawalający � 

już od s iódmego wym iaru zanurzenia, wymiar kore lacyj ny stab i l izuje s ię ,  przestaj e  gwał
townie rosnąć i zbiega do l iczby 4 (ale n ie j est j ej równy, co wskazuj e  na istn ienie chaosu) . 
Natomiast w przypadku spółki Vistula obserwujemy stab i l izacj ę  wym iarów korelacyj nych 
na poziomie między 4.5 a 5.5 dla wymiarów zanurzenia 12 � 1 8 , po czym następuj e  po
nowny, dosyć gwahowny wzrost ich wartośc i .  Nie można zatem jednoznacznie  określ ić 
wymiaru fraktalnego d la tego szeregu czasowego. Może to być związane z n iewystarczają
cą do zastosowania anal izy fraktalnej l iczbą danych (mniej o 1 28 tygodni niż w przypadku 
danych Próchnika), bądź też świadczy o braku takiego wymiaru. I stotne j est sprawdzenie 
na i le wymiar fraktalny, wyznaczony przy przesunięciu czasowym '(*7 i optymalnym dla 
danego szeregu czasowego, odbiega od otrzymanych powyżej wartośc i .  Wyniki tych dzia-
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łań dla obu spółek giełdowych przedstawiono na rysunkach 3 .54 - 3 .58 ,  po czym zestawio
no w tabelach 3 . 1 6  i 3 . 1 7 .  

Rys. 3 . 55  Krzywe InC2( 1) 
d la spółki Próchn ik  d la '[ = 322 

I n  C2 ( 1 ) 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 56 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki Vistu la d la '[ = 287 

I n  C2 ( 1 ) 

I n  ( I )  

E====�� __ -+ I n ( l )  

Źródło : opracowanie  własne. 

4 

3 

2 

Rys. 3 . 55a Wymiary korelacyjne 
d la spółki Próchn ik  d la  '[ = 322 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .57  Wymiary korelacyjne 
d la spółki Vistu la d la  '[ = 287 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Nazwa 

Próchnik 
Vislula 

Frakta lne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Tabela 3 . 16 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora przemysłu lekkiego d la T wg tab .  3 . 1 7  

1 2 3 4 5 6 7 
0 ,934 1 ,76 2 ,3 2 ,27 3 ,38 3 ,42 3 ,82 
0 ,947 1 ,73 2,29 2,77 3 , 1 5 3 ,46 3,37 

Źródło : opracowanie własne. 

8 9 
4 ,02 3 ,85 

x x 

Tabela 3 . 1 7  Wartości '[ oraz inne dane d la spółek sektora przemysłu lekkiego 

Nazwa Liczba Oczekiwany '[ (w dn iach) Liczba P u n kt cykl u 
zmien nych wymiar danych (w tygod-

fraktalny (tygod- n iach) 
n i owych} 

Próchnik 4 3 .4 - 4. 1  322 426 1 87 
Vislula 4 3 . 1 - 3 .5  287 298 1 23 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 58 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanu rzen ia 
d la  spółek sektora przemysłu lekkiego 

Wykładnik  
H ursta 

0 ,689 
0 ,653 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1  12 13 1 4 15 16 17 18 19 20 

Wymiar zanurzania 

Źródło : opracowanie własne. 

W przypadku anal izowanych danych można było wyznaczyć j edynie 9 krzywych 
InC2(!) dla szeregu czasowego notowań cen akcj i spółki Próchnik oraz 7 w przypadku spół
ki Vistula. Pociąga to za sobą niemożność wyznaczenia większej liczby wymiarów korela
cyjnych niż dziewięciu w pierwszym wypadku i s iedmiu w drugim. Kiedy spodziewamy się 
trzech lub czterech zmiennych, ilość ta w zupełności wystarcza (wyznaczana jest z zależno-
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ści 2 * liczba zmiennych + 1 )  i tak też j est w tym przypadku. Czy jednak na podstawie obli
czonych wymiarów korelacyjnych można określić wymiar fraktalny? Jest to tym trudniej 
sze, i m  mniej krzywych InCz(l), gdyż mniej sza ich i lość (czasami nawet mniejsza od wy
maganej przedstawioną powyżej zależnością) powoduj e  brak wyraźnej stabil izacj i  wartości 
kolejnych wymiarów korelacyjnych, czyli innymi słowy, powoduj e  trudności w wyznacze
niu wymiaru fraktalnego. Dziej e  się tak, ponieważ dla niskich wymiarów zanurzenia wy
miar korelacyjny j est bl iski właśnie danemu wymiarowi zanurzenia. Z tej przyczyny ob
serwuj emy gwałtowny wzrost wartości wymiaru korelacyjnego wraz ze wzrostem wymiaru 
zanurzenia. O stabilizacj i i zdążaniu do pewnej liczby D, mówić można dopiero od około 4 
wymiaru zanurzenia, dlatego też dysponując j edynie 6 krzywymi InC2( 1 ) ,  wymiar fraktalny 
j est niekiedy n iezmiern ie trudno określić .  Można podać j edynie jego przybliżoną wartość 
(zakres) zwykle obarczoną dużym błędem. 

Na podstawie przeprowadzonych obliczeń można zaproponować metodę zwiększa

nia wiarygodności otrzymanego wymiaru fraktalnego dla dużych przesunięć czasowych 1", 
powodujących zmniej szenie ilości możl iwych do wykreślenia krzywych InC2( 1 ) .  Metoda ta 
ma sens zastosowania głównie w przypadku dysponowania niewielką l iczbą danych (krót
kimi szeregami czasowymi). Dla długich szeregów czasowych (na przykład dane giełdowe 

z kilkunastu - kilkudziesięciu lat) zwiększanie 1" nie powoduje  utraty danych a jedynie od
powiednie, pożądane rozwinięcie atraktora. 

Wszelkie obliczenia prowadzono dla 1" = 7 i 't obliczonego przy pomocy punktu cy

klu (wtedy były to różne wartości 1", zwykle dosyć wysokie). Wróćmy na chwilę do uza
sadnienia wykonywania obliczeń, dla danych tygodniowych - tę wspólną dla wszystkich 
szeregów czasowych wartość przesunięcia czasowego wybrano ze względu na stosunkowo 
małą l iczbę danych, a także dlatego, iż na początku istn ienia polskiej giełdy notowania od
bywały się co tydzień. Jest j ednak j eszcze j edna przyczyna: taka wartość (a nie niższa) 
gwarantuje  wyeliminowanie pamięci krótkoterminowej . Mając to na względzie można są
dzić, że przynajmniej początkowy przebieg wzrostu wymiaru korelacyjnego wraz ze wzro
stem wymiaru zanurzenia będzie podobny przy obydwu obranych wartościach przesunięcia 
czasowego, dla danego szeregu odchyleń notowań cen akcj i danej spółki giełdowej . Jeżel i  
wykres zmian wartości wymiaru korelacyjnego będzie istotnie różny (kształtem i warto

ściami) dla obu 1", oznaczać to będzie możliwość występowania pamięci krótkoterminowej 

m imo przyjęcia stosunkowo dużej wartości 1" = 7, lub też błędnie przeprowadzonej anal izy 
RlS .  W przypadku jakiegokolwiek podobieństwa (a szczególnie kształtów wykresów) moż
na sądzić, że wymiar fraktalny - jeśl i  wymiary korelacyjne wykazują tendencję  do stabi l i 
zacj i i dążenia do pewnej l iczby D - istnieje  i można go poprawnie określić na podstawie 
otrzymanej l iczby krzywych InCz(l), a co za tym idzie, na podstawie otrzymanych wartości 
wymiarów korelacyjnych, mimo ich niewielkiej ilości. O wymiarze fraktalnym będą decy
dowały wymiary korelacyjne od wymiaru zanurzenia równego liczbie zmiennych do wy
miaru zanurzenia będącego podwojoną l iczbą zmiennych danego układu. 

Powyższą teorię i lustrują rysunki 3 .59  i 3 .60.  Rysunek 3 .59 przedstawia sytuacj ę, 

gdy obie wartości 1" są stosunkowo niskie (7 i 35 - spółka Sokołów) . Wyraźnie widoczne 
j est podobieństwo kształtu rozkładu wartości wymiarów fraktalnych w obu przypadkach .  
Należy zwrócić uwagę, że  d la  początkowych wartości wymiarów zanurzenia wymiar kore

lacyjny zarówno dla wykresu 1" = 7 jak i 1" = 35 przyjmuje bardzo podobne wartośc i .  Można 
się zatem spodziewać, że wymiar fraktalny rzeczywiście istnieje ,  wynosi około 5 . 5  i został 
poprawnie wyznaczony. Wart wyróżnienia j est fakt, że 1" nie zmienia wartości wymiaru 
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fraktalnego. Również w przypadku spółki Próchnik (rys. 3 .60), dla której analiza przy t ::: 7 
wykazała stabi lny wymiar fraktalny równy około 3 .9 ,  można obserwować zauważoną 
wcześniej własność. Przy t = 322 widać duże podobieństwo kształtu wykresu, do kształtu 
analogicznego wykresu przy t = 7. Wartości początkowo rosną a przy piątym wymiarze 
zanurzenia zaczynają powoli zbiegać do l iczby około 4 (wymiaru fraktalny jest l iczbą za
wierającą się w przedziale 3 . 5  - 4. 1 ) . Dlatego też, mimo braku większej niż 9 ilości wymia
rów korelacyjnych (przy t = 322) można twierdzić, na podstawie sformułowanej poprzed
nio reguły, że wymiar fraktalny istniej e  i wynosi około 3 . 5  - 3 .9 dla obu wartości t. Co 
więcej ,  świadczy to o poprawnie wykonanej analizie RlS jak też o dobrze dobranej wartości 
przesunięcia czasowego, eliminującego pamięć krótkoterminową. 

Rys. 3 . 59 Wymiary korelacyjne w funkcj i 
wymiaru zanurzenia 

d la spółki Sokołów przy t ::: 7 i t ::: 35 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 .60 Wymiary korelacyjne w funkcj i 
wymiaru zanurzenia 

d la spółki Próchn ik przy t ::: 7 i t = 322 
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Źródło : opracowanie własne. 

W przypadku spółki Vistula oba wykresy rosną w początkowej fazie, jednak dla t ::: 7 
stabi lizacja  następuje  znacznie później i jest bardzo krótkotrwała. Również dla t ::: 287 ob
serwuj emy podobną sytuację - stabilizacja  wymiaru korelacyjnego przebiega tylko na 
pewnym odcinku, następnie obserwujemy jego ponowny wzrost. Nie można więc wyzna
czyć wymiaru fraktalnego dla żadnej z obranych wartości przesunięcia czasowego. Przypa
dek Rolimpexu wskazuje  ogromne różnice kształtu i wartości wykresu, co sprowadza nas 

do twierdzenia o błędnie dobranym t lub błędnej analizie RlS. Podsumowując - dla szere

gów czasowych dla których już dla t = 7 można określić wymiar fraktalny, będzie to zwy

kle możliwe również dla wyższych wartości t, co więcej ,  wymiar fraktalny dla dużych 
wartości przesunięć czasowych będzie zwykle bliski wymiarowi fraktalnemu dla t mniej 
szych (w przypadku przeprowadzanych obliczeń d la  t = 7), mimo niewielkiej ilości krzy
wych InCz(l) .  
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Rys.  3 . 6 1  Wymiary korelacyjne w funkcj i 
wymiaru zanurzenia 

d la spółki Vistu la przy 't = 7 i 't = 287 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .62 Wymiary korelacyjne w funkcj i 
wymiaru zanurzenia 

d la spółki Rol impex przy 't = 7 i 't = 3 1 5  
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Źródło : opracowanie własne. 

Dla całego sektora przemysłu lekkiego nie można zauważyć specyficznych tylko dla 
n iego właściwości ,  takich j ak na przykład pewien charakterystyczny wymiar fraktalny . Co 
prawda dla szeregu czasowego notowań Cen akcj i spółki Próchnik udało się go ustalić, lecz 
mniej satysfakcjonujące wyniki osiągnięto w przypadku V istuli  - spółki , która funkcjonuj e  
n a  giełdzie znacznie krócej niż poprzednia. Jednakże współczynnik Hursta d l a  obu tych 
spółek okazał się różny od 0 . 5  (co jest wartością charakterystyczną dla sygnałów stocha
stycznych) i wyniósł odpowiednio 0 .689 dla Próchnika i 0 .653 dla Vistul i .  Wyższa wartość 
tego współczynnika w przypadku Próchnika wskazuje ,  że inwestowanie w akcje tej spółki 
j est mniej ryzykowne .  Fakt wykrycia wymiaru fraktalnego w postaci l iczby ułamkowej , 
wskazuj e  także na to, że atraktor dla badanego szeregu czasowego j est atraktorem dziw
nym, co sugeruje  występowanie zjawiska chaosu deterministycznego. 

3 .2 . 1 . 3  Podsektor PRZEMYSŁ DRZEWNY 

Jako reprezentanta tego sektora wybrano, do analizy fraktalnej , notowania cen akcj i 
spółki Swarzędz, ze względu na największą l iczbę danych spośród wszystkich spółek tego 
sektora, wymienionych na stronie głównej GPW. Liczba ta to 208 tygodni .  W porównaniu 
do l iczby danych Próchnika (426) j est to stosunkowo mało - ponad połowa mniej punktów 
w szeregu czasowym. Pamiętając o tym, jak łatwo wyznaczony został wykładnik Hursta i 
wymiar fraktalny dla Próchnika - czyl i  spółki o największej i lości  danych, można sądzić, 
że tu wyniki mogą okazać się mniej dokładne . 208 punktów może sugerować mniej szą pre
cyzję  w określaniu cyklu dla spółki Swarzędz. 
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Rys. 3 .63 Swarzędz - szereg czasowy 
przyrostów d la 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 .64 Anal iza R/S 
d la spółki Swarzędz d la  1: = 7 

In (RIS) 

In (N)  

Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 . 18 Wykładn ik  Hursta d la Swarzędza - spółki sektora przemysłu d rzewnego 

Wykładnik  H u rsta Długość cyklu Długość cyklu  Liczba danych 
w m iesiącach w latach (tygod n i owych) 

0 .66 23.4 1 .9 208 

Źródło : opracowanie własne. 

Wykładnik Hursta okazał się trudny do wyznaczenia - krzywa w anal izie RlS była 
dosyć gładka, bez charakterystycznego załamania, co sprawiło, że odcinek o współczynni
ku k ierunkowym 0.5 (charakterystycznym dla sygnałów stochastycznych) nie został wy
znaczony dokładnie .  Istniej e  duże prawdopodobieństwo, że wynik przeprowadzonej anal izy 
fraktalnej będzie obarczony błędem. 

Rys. 3 .65  Krzywe InC2( 1) 
d la  spółki Swarzędz d la 1: = 7 

In C2 ( 1 ) 

Źródło : opracowanie własne. 
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2 

Ry. 3 .66 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Swarzędz d la 1: = 7s 

D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 14 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .67 Krzywe InC2(1 )  
d la spółki Swarzędz dla 't = 7 

In C2 ( 1 ) 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .68 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Swarzędz dla 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 . 19 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
spółki sektora przemysłu drzewnego d la 't = 7 

Swarzędz 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Jlórn� 0,84 1 ,28 1 ,7 1  1 ,56 1 ,94 2 ,31 2 ,09 2,87 2 ,61 
dolny 0 ,957 1 ,73 2 ,43 2,75 2,83 3 ,02 3 ,39 3 ,34 3 ,84 

Swarzędz 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  
górny 2 ,25 2,5 2 ,31 2 ,78 2 ,4 3,33 2 ,69 2 , 1 1 2 ,66 
dolny 4 ,26 4,01 4 ,42 4 , 1 8 4,77 4 ,72 6,61 5 ,52 5 ,43 

Źródło : opracowanie własne. 
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1 0  
2 ,54 
3 ,89 

20 
2 ,48 
5,3 

Charakterystyczną cechą dla tej spółki j est możliwość rozróżnienia dwóch frag
mentów wykresu krzywych InC2(l), dla których uzyskuje  się różne wyniki analizy fraktal
nej .  Obszar dolny, pokazany na rys .3 .67 odpowiada przypadkowym zmianom wartości, za 
które odpowiedzialny jest szum . Za długookresowe zmiany badanych wartości odpowiada 
obszar przedstawiony na rys .  3 .65 .  W związku z tym, dla dolnego obszaru nie można wy
znaczyć wymiaru fraktalnego - wymiary korelacyjne nie zbiegają  do pewnej ,  ustalonej 
wartośc i .  Dla części górnej (powyżej obszaru uzależnionego od szumu), można zauważyć 
szybką, lecz dosyć chwiejną stabil izację  wymiarów korelacyjnych. Od około szóstego wy
miaru zanurzenia można mówić o wymiarze fraktalnym zawierającym się między 2 . 1 a 2 . 8 .  

Podobnych wyników spodziewać s i ę  można przy 't * 7 .  Ciekawym aspektem sprawy jest 
pojęcie szumu. W przypadku danych eksperymentalnych uzyskanych przy pomocy urzą
dzeń pomiarowych, za szum można uznać błędy wynikające na przykład z zakłóceń powo
dowanych przez te urządzenia. Warto jednak zastanowić się co można uznać za szum 
w przypadku danych giełdowych. Żadne urządzenia pomiarowe nie mają  tu wpływu na 
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notowania cen akcj i ,  a co za tym idzie nie wpływają na postać szeregu czasowego . Jako 
jedyne źródło szumu można więc uznać sztuczne manipulowanie cenami akcj i, co w przy
padku początków działania polskiej giełdy miało z pewnością miej sce (jest to zresztą natu
ralne zjawisko na początku funkcjonowania każdej giełdy) . Jeże l i  j ednak takie działanie 
powtarza się w czasie powoduj e  zakłócenie naturalnego cyklu dla danej spółki. Powstaje  
pytanie czy anal iza fraktalna może wykazać opisane powyżej działania. Odpowiedź jest 
twierdząca - j ako przykład podano szereg czasowy Swarzędza, w którym stwierdzono 
szum i dwa obszary na wykresie krzywych InC2(l) .  Pierwszy obszar - dla największych 1 -
pozwala wykryć wymiar fraktalny, a więc wskazuje  na istnienie chaosu deterministyczne
go, drugi obszar - dla mniej szych I - jest całkowicie przypadkowym, sztucznym szumem. 

W przypadku wysokiego 't okazało się, że szum został wyel iminowany. Bardzo 
prawdopodobne jest twierdzenie, iż manipulacja cenami akcj i odbywała się j edynie krót
koterminowo (naj prawdopodobniej na początku funkcjonowania tej spółki na giełdzie) 
a obliczone na podstawie wzoru (2.40) przesunięcie czasowe wynoszące 238  dni sprowadza 
szum do niezwykle niskiego, praktycznie nieistotnego dla analizy poziomu. Zabrakło więc 
powodu by ponownie wyróżniać dwie strefy wyznaczania wymiaru fraktalnego. 

Rys. 3 .69 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Swarzędz d la 1: = 238 

=-"'�-"'=="--------+ In( l ) 

Źródło : opracowanie własne .  
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Rys. 3 .70 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Swarzędz d la 1: = 238 
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Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 .20 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
oraz inne dane d la spółki Swarzędz 

n 

1 2 3 4 5 6 Liczba Oczekiwany 't (w d n iach) 
zmiennych wym iar fraktal n y  

0 ,9 1 9  1 ,55 1 ,97 2,39 2,34 2 ,53 3 2 ,3 - 2,5 238 

Liczba danych P u n kt cykl u Wykładnik  H ursta 
(tygodniowych) (w tygodn iach) 

208 1 02 0,66 

Źródło : opracowanie własne. 
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Ponieważ wymiar fraktalny stab i l izuj e  się w zakresie trzech ostatnich wymiarów 
korelacyj nych, można przypuszczać o błędzie w j ego szacowaniu .  Jednak j ego wartość wy
nosząca około 2 . 5  zgadza się z poprzednimi obl iczeniami ,  przeprowadzonymi dla 't = 7 .  
Stosuj ąc zdefiniowaną w poprzednim podrozdziale metodę można stwierdzić, czy i n a  i le 
ten wynik jest wiarygodny. Zestawienie otrzymanych wymiarów korelacyjnych w funkcj i 
wymiaru zanurzenia d la 't = 7 i 't = 238 przedstawia rys . 3 .7 1 .  

Rys. 3 .7 1 .  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia d la  spółki Swarzędz 
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Źródło : opracowanie  własne. 

Widoczna j est dosyć duża, j ak dla początkowych wymiarów zanurzenia, rozbieżność 
między wartościami wymiarów korelacyj nych dla 't = 7 i 't = 23 8 .  Jednak dokładne prze
ana lizowanie kształtów wykresu pozwala zauważyć ich ogromne podobieństwo. Przebieg 
wykresu dla 't = 238  rośnie do czwartego wymiaru zanurzen ia (dla 't = 7 krzywa rośnie do 3 
wymiaru zanurzenia) po czym przechodzi w stan stabi l i zacj i .  Dla szóstego wymiaru zanu
rzenia można zauważyć pewien wzrost wymiaru korelacyj nego, lecz porównując do wykre
su dla 't = 7, będzie to j edynie tymczasowe odchylenie nie mające wpływu na wynik anali
zy. Obie krzywe stab i l izuj ą  się na podobnym poziomie wynoszącym około 2 . 5 ,  zatem l icz
bę tę można uznać za wymiar fraktalny. Mimo iż analiza RlS była obarczona błędem, nie 
okazał się on istotny, aczkolwiek zawsze pozostan ie wątpliwość, czy to nie ten błąd wyge
nerował chaos w badanym układzie trzech składowych. 

3 . 2 .1.4 Podsektor PRZEMYSŁ CHEMICZNY 

Do analizy fraktalnej wybrano dwie spółki sektora przemysłu chemicznego : Jelfa 
oraz Pol ifarb-CW. W przypadku Jelfy podano wykres zarówno danych oryginalnych jak 
i szeregu czasowego przyrostów siedmiodniowych (rys .  3 .72 i 3 .73 ) .  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



192 Frakta lne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Rys. 3 .72 Jelfa - dane orygina lne z trendem Rys.  3 .73 Jelfa - szereg czasowy 
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Źródło : opracowanie własne, Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .74 Pol ifarb-CW - szereg czasowy 
przyrostów cen dla 1" = 7 
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Źródło : opracowanie własne, 

Już wzrokowe porównanie szeregów czasowych Jelfy i Polifarbu-CW pozwala 
stwierdzić duże ich podobieństwo. Odchylenia cen szeregu Jelfy mieszczą się w mniej szej 
skali wartości i szereg zawiera co prawda mniej danych, ale dla obu spółek można spo
dziewać się wykrycia naturalnego cyklu w trakcie analizy RJS . 

Tabela 3 . 2 1  I lość danych dla spółek sektora przemysłu chemicznego 

S półka Liczba danych (tygodn iowych) 

Jelfa 258 
Pol ifarb-CW 3 1 7  

Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys .  3 .75 Anal iza Rj5 
dla spółki Jelfa d la 1: = 7 

In (R/S) 

Rys. 3 .76 Anal iza Rj5 
dla spółki Pol ifarb-CW dla 1: = 7 
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In (N*) In  (N) In (N*) In  (N) 
Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie własne.  

Tabela 3.22 Wykładnik Hursta d la spółek sektora przemysłu chemicznego 

S półka Wykładnik H ursta 

Jelfa 0 ,620 
Pol ifarb-CW 0,61 6 

Źródło : opracowanie własne. 

I n  C2 ( I )  

Rys. 3 .77 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Jelfa d la 1: = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Długość cyklu Liczba danych 
w latach (tygodn iowych) 

2 ,20 258 
3 ,06 3 1 7  

Rys. 3 .78 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Jelfa d la 1: = 7 

D 

1 2 3 4  5 6 7 8  9 10 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 
Źródło : opracowanie własne. 

Wcześniej sze przypuszczenia potwierdziły się - dla obu szeregów czasowych wy
kryto cykl, o około rocznej różnicy długości . Ponieważ kształtem wykresy przyrostów były 
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bardzo zbl iżone, to różnica ta wynika z ilości danych. Polifarb-CW ma o 59 punktów 
w szeregu czasowym więcej ,  co daj e  około 1 . 1  roku dłuższego istnienia spółki na giełdzie -
dlatego też jej cykl j est o około 0 .8  roku dłuższy. Jako mniej ryzykowną należy jednak 
uznać Jelfę, ze względu na wyższy wykładnik Hursta. Różnica wykładników Hursta dla 
obu wybranych spółek sektora przemysłu chemicznego wynosi 0 .004 i jest tak niewielka, 
że można ją uznać za błąd pomiarowy. Dopiero wyznaczenie wymiaru fraktalnego pozwol i  
dokładniej wnioskować o rynkowej atrakcyjności akcj i badanych firm. 

Rys. 3 .79 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Pol ifarb-CW dla 1: = 7 
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Rys. 3 .80 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Pol ifarb-CW dla 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie własne.  

Tabela 3.23 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora przemysłu chemicznego d la 1: = 7 

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 
Jelfa 0 ,9 1 8  1 ,66 2 ,25 2,6 2 ,89 3 ,32 3 ,54 3 ,7 
Pol ifarb-CW 0 ,854 1 ,68 2 ,2 2 ,49 2 ,96 3 ,09 3 , 1 6 3 ,43 

Nazwa 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7 1 8 
Jelfa 4 ,34 4,38 4,6 4 ,44 5,04 4,65 5 , 1 3 5 ,51 
Pol ifarb-CW 4 ,08 4 ,56 4,62 5,32 5 , 1 2 5,36 5,32 5 ,38 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .81  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
d la spółek sektora przemysłu chemicznego d la 1: = 7 

2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  20 

Wymiar zaurzenia 

Źródło : opracowan ie własne. 
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Na podstawie powyższych wyników nie można wykryć wymiaru fraktalnego w sze
regu czasowym Jelfy. Przyczyną niepowodzenia mogła być niedostateczna l iczba danych, 
aczkolwiek j est to mało prawdopodobne, gdyż dokładnie wyznaczono stosunkowo długi 
cykl . Inną przyczyną porażki mógł być duży poziom szumu w danych (co to j est szum dla 
danych giełdowych mówiono w poprzednim podrozdziale), co spowodowało ich znie
kształcenie, a co za tym idzie, duże zniekształcenie atraktora. Jeżeli przyjmie się tę wersję ,  
to  analiza fraktalna d la  dużej wartości przesunięcia czasowego powinna wyeliminować ten 
mankament obliczeń, jako że nie udało się wydzielić dwóch obszarów na rys .3 .77 .  Jeśli 
chodzi o Polifarb-CW, to mimo bardzo podobnego przebiegu wykresu (wymiarów korela
cyj nych w zależności od wymiaru zanurzenia) jak w przypadku poprzedniej spółki (wymia
ry zanurzenia 1 - l 3) ,  od 14 wymiaru zanurzenia obserwować można stabilizację  krzywej na 
poziomie 5 . 3  - 5 .6 .  Średnią l iczbę z tego przedziału (5 .393)  można uznać za wymiar frak
talny dla spółki Polifarb-CW, a z racj i części ułamkowej tej liczby, można twierdzić, że 
atraktor j ej odpowiadający j est atraktorem dziwnym co sugeruj e  występowanie zjawiska 
chaosu deterministycznego. W związku z otrzymanymi wynikami można uważać, że 
mniej sze ryzyko straty pociąga za sobą j ednak kupno akcj i Polifarbu, a nie, j ak mogło zda
wać się wcześniej ,  Jelfy. Pełną odpowiedź można będzie jednak sformułować dopiero po 

analizie szeregów czasowych dla 't wyznaczanych na podstawie wzoru (2.40). 
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I n  C2 ( I )  

Rys . 3 .82 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Jelfa d la ,", = 203 

'"'"'--""'"'-'--'''---'-'---''-''''''-'--------. In ( I) 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys.  3 .84 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Pol ifa rb-CW d la ,", = 280 

I n  C2 ( I ) 

L.!..IC..:'="�'-".!.....'-"--'---___ ---, I n ( I )  

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .83 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Jelfa d la ,", = 203 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .85 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Pol ifa rb-CW dla ,", = 280 

D 

f---
� 

-

� 

f--

Źródło : opracowanie własne .  

Tabela 3 .24 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora przemysłu chemicznego d la ,", wg tab .  3 .25  

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 
Jelfa 0 ,93 1 ,67 2,3 2 ,73 2 ,97 3 ,5 3 ,42 3 ,53 
Pol ifarb-CW 0,922 1 ,65 2 ,24 2,62 3 ,08 3 ,46 3 ,45 3 , 1 9  

Źródło : opracowanie  własne. 

n 

n 

9 
3 ,81  

x 
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Tabela 3 .25  Wartości 1: oraz inne dane dla spółek sektora przemysłu chemicznego 

Nazwa Liczba Oczekiwany 1: (w d n iach) Liczba P u n kt cykl u Wykładnik 
zmiennych wymiar danych (w tygod- Hu rsta 

frakta lny (tygod- niach) 
n iowych) 

Jelfa 4 3 ,4 - 3,5 203 258 1 1 5  0 ,620 
Pol ifarb-CW 4 3 , 1  - 3,4 280 3 1 7  1 60 0,61 6 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3. 86 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia d la sektora przemysłu 
chemicznego, wraz z powiększeniem wykresu dla 1: = 203 (Jelfa)  i 1: = 280 (Pol ifarb-CW) 

>. c 

6 

5,5 

5 

4 ,5 

'(f 4 ro 
� � 3,5 
ro 'E 3 
� 

2,5 

2 

1 ,5 

r 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1  12 1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  19 20 

Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne. 

Liczba otrzymanych krzywych InC2(l) (9 Jelfa i 8 Polifarb-CW) jest w zasadzie wy
starczająca dla obu spółek. Dla tak małej l iczby obl iczonych wymiarów korelacyjnych 
wymiar fraktalny - j eś l i  istniej e  - powinien być szczególnie wyraźnie widoczny i łatwy do 
określenia. Innymi słowy wymiary korelacyjne powinny szybko zdążać do liczby będącej 
wymiarem fraktalnym. Ponieważ ta część anal izy miała, ze względu na wielkość przesunię
cia czasowego, wyeliminować ewentualny szum w przypadku szeregu czasowego Jelfy, nie 

ma sensu porównywani e  wykresów wymiarów korelacyjnych dla 1: = 7 (uzależniony więc 

przekłamany przez domniemany szum) i 1: = 203 (niezależny od szumu). Przeprowadzone 

dla 1: = 203 obliczenia, pozwol iły wykryć wymiar fraktalny wynoszący około 3 .48 (średni 
wymiar korelacyjny dla wymiarów zanurzenia 6-8 - dziewiąty nie był brany pod uwagę ze 
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względu na specyfikę krzywej) .  Po raz kolejny można więc zauważyć zjawisko chaosu de

terministycznego na polskiej giełdzie .  Szereg czasowy Polifarbu-CW dla 't = 280 pozwolił 
wykryć wymiar fraktalny wynoszący około 3 . 3 - 3 .5 .  Jest to wartość dużo mniej sza niż w 

przypadku obliczeń dla 't = 7 (wymiar fraktalny około 5 . 5), niemniej j ednak wskazuje na 
występowanie chaosu, lecz nie potwierdza zdefiniowanej wcześniej reguły potwierdzania 

poprawności wyniku. Przyczyny mogą być trzy : wyznaczono zbyt wielkie 't na skutek błę
du już w fazie analizy RlS, sformułowana reguła j est błędna lub szereg czasowy spółki Po
lifarb-CW stanowi od niej odstępstwo. Co do dwóch ostatnich teorii - odpowiedź da dopie
ro analiza wszystkich sektorów giełdy, więc z wnioskami należy chwilowo powstrzymać 
się. Wracając do tematu ryzyka inwestowania w akcje jednej z badanych spółek, można 

powiedzieć, że jest ono praktycznie j ednakowe. Wysokie wartości 't (eliminujące szum 
i pamięć krótkoterminową) wykazały zależność układu od czterech składowych w przy
padku obu badanych szeregów czasowych. Sektor przemysłu chemicznego, na podstawie 
przebiegu zmian cen akcj i Jelfy i Polifarbu-CW, cechuje zjawisko chaosu deterministycz
nego, o wymiarze fraktalnym około 3 . 5 .  

3 .2.1 . 5  Podsektor PRZEMYSŁU MATERIAŁÓW BUDOWLANYCH 

Do analizy fraktalnej wybrano tylko j edną spółkę tego sektora, a mianowicie firmę 
Irena. Jej szereg czasowy zawiera 385  tygodniowych danych, z więc spółka ta istnieje  już 
około 7 lat na giełdzie papierów wartościowych. 

Rys .  3 .87 Irena - dane oryg ina lne z trendem 

:�� 
25 

20 

1 5  

1 0  

5 

Źródło : opracowanie własne. 
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·0 , 1  

·0,2 

·0,3 

-0,4 
-0,5 

Rys .  3 .88 Irena - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

Na początku swego funkcjonowania na giełdzie, Irena miała niskie ceny akcj i .  Po 
pewnym czasie nastąpił gwałtowny skok cen akcj i tej spółki - wtedy też odchylenia (przy
rosty) cen były największe . Okres później szy to stabil izacj a  ceny, małe jej odchylenia, aż 
do gwałtownego spadku wartości akcj i do poziomu prawie równego początkowemu. Jednak 
ten skok nie zaowocował większymi odchyleniami, co ilustruj e  rys .3 . 8 8 .  Można jednak na 
tej podstawie spodziewać się wykrycia j ednego pełnego cyklu. Wyniki analizy przedsta
wiono na rysunku 3 . 89 .  
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Rys. 3 .89 Anal iza R/5 d la spółki Irena d la 1 = 7 

In (R/S) 

In(N*) In(N) 

Źródło : opracowanie własne. 

Wykładnik Hursta okazał się bardzo trudny do wyznaczenia - nie ma charaktery
stycznej dla sygnałów stochastycznych wartości współczynnika kierunkowego 0 .5 ,  więc 
został wyznaczony na podstawie załamania na krzywej i wyniósł około 0 .73 3 .  Taka war
tość świadczyłaby o bardzo niskim ryzyku przy inwestowaniu w akcje tej spółki . Należy 
pamiętać, że powyższy wynik może być obarczony błędem. Dalsza analiza to obliczenie 
optymalnej wielkości 1 ,  która wykorzystuje  wartość punktu cyklu .  W tym przypadku punkt 
ten to 1 26 ,  a więc czas jednego pełnego cyklu wyznaczono jako 28 . 9  miesiąca czyli  inaczej 
2 .4 roku. Dalszą część analizy przedstawiają rysunki 3 .90 - 3 .93 oraz tabele 3 .26 i 3 .27 .  

I n  C2 ( 1 ) 

Rys. 3.90 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Irena d la 1 = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

4 

3 

2 

Rys. 3 .91  Wymiary korelacyjne 
dla spółki Irena d la 1 = 7 

D 

1 2 3 4  5 6 7  8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3.92 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Irena d la 1: = 217 

4 

3 

2 

Rys. 3 .93 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Irena d la 1: = 2 1 7  

D 

-.--r- -
.-- c-,- -r--

r-
r-

-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1  12 1 3  

Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie  własne. 

I rena 

1: = 7  
1: = 2 1 7 

Irena 

1: = 7  
1: = 2 1 7 

Tabela 3 .26 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la sektora przemysłu materiałów budowlanych 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0,933 1 ,65 2,24 2 ,55 3 ,01 3,5 3 ,68 3,72 
0 ,9 1 6  1 ,69 2 ,21 2 ,71  3 ,02 3 , 1 6 3 ,25 3 ,51  

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  
4 ,47 4 ,35 4,2 4,64 4 ,23 4,32 4 ,59 4 ,36 
4 ,02 3 ,46 3 ,8 

Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3.27 Wartości 1: oraz inne dane dla spółki sektora 
przemysłu materiałów budowlanych - Irena 

9 
3 ,84 
3 ,78 

1 9  
4,44 

n 

1 0  
4,36 
4,05 

20 
4 ,31 

1: (dni)  Liczba Oczekiwany Liczba danych P u n kt cykl u Wykładnik  
zmien nych wym iar fraktalny (tygodniowych) (w tygodn iach) Hursta 

7 5 4,3 - 4 ,6 385 1 26 0 ,733 
2 1 7  4 3 ,4 - 3,5 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .94 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółki sektora przemysłu materiałów budowlanych 
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Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne. 

Mimo wcześniej szego problemu z wyznaczeniem wykładnika Hursta, dalsza część 
analizy dała wyjątkowo dobre wyniki .  Dla tygodniowego przesunięcia czasowego wymiary 
korelacyjne wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia bardzo szybko Uuż od 1 0  wymiaru za

nurzenia) zaczęły oscylować wokół l iczby 4 . 38 .  Analiza tego samego szeregu przy 1: = 2 1 7  
dała podobny rezultat (wymiar fraktalny jest nieco niższy - wynosi  około 3 .77), co pozwala 
twierdzić, że błąd popełniony przy wyznaczaniu wykładnika Hursta nie był duży, a różnica 
wartości wymiarów fraktalnych j est nim powodowana. Ponieważ wspomniana różnica wy

nosi j edynie 0.268, oznacza to wyel iminowanie pamięci krótkoterminowej j uż dla 1: = 7 .  
Dane spółki Irena s ą  także świetnym przykładem i lustrującym sformułowaną uprzednio 
regułę potwierdzania poprawności i wiarygodności przeprowadzonej analizy fraktalnej dla 

wysokich 1:.  Mamy tu do czynienia z wyjątkowo si lnym przej awem zjawiska chaosu deter
ministycznego. 

3.2.1.6 Podsektor BUDOWNIC1WO 

Jest to naj l iczniej szy pod względem i lości zaklasyfikowanych do niego spółek gieł
dowych. Ich liczba to przeszło 3 8  różnych firm. Duża ilość firm sektora przemysłu budow
lanego świadczy o wciąż jeszcze dużym zapotrzebowaniu, szczególnie na mieszkania. 
Analiza sektorów budowlanego i bankowego jest bardzo interesująca, bowiem walory tych 
firm wzbudzaj ą  największe zainteresowanie wśród inwestorów prywatnych, spodziewają
cych s ię niskiego ryzyka inwestowania w prężnie działające i wciąż rozwijające się firmy. 
Czy ryzyko to jest rzeczywiście niskie można przekonać się na podstawie anal izy fraktal
nej .  Do badań sektora przemysłu budowlanego wybrano trzy spółki :  Budimex, Exbud oraz 
Mostosta-Exp. Liczbę analizowanych danych powyższych spółek przedstawia tabela 3 .28 .  
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Tabela 3.28 I lość danych dla spółek sektora budownictwo 

S półka Liczba danych (tygodniowych) 

Budimex 2 1 2  
Exbud 426 
Mostostal-Exp 368 

Źródło : opracowanie własne. 

W przypadku Exbudu dysponujemy jednym z naj dłuższych szeregów czasowych 
spośród wszystkich spółek giełdowych. Nieco mniej danych posiada szereg Mostostalu
Exp, lecz j est to też stosunkowo duża l iczba. Jedynie Budimex odstaje  od nich pod tym 
względem - j ego szereg jest prawie dwukrotnie krótszy. Nie musi to j ednak mieć dużego 
znaczenia dla analizy fraktalnej , jeśl i  dane nie zawierają  zniekształcającego szumu a obej 
muj ą  choć jeden pełny cykl . Rysunki 3 .95 ,  3 .97, 3 .99 przedstawiaj ą  oryginalne dane z tren

dem, natomiast rysunki 3 .96, 3 .98, 3 . 1 00 i lustrują szeregi czasowe przy "t = 7 dla wymie
nionych w tabeli nr 3 .28 spółek. 

40 

35 

30 

25 

20 

1 5 

1 0 

5 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło : opracowanie  własne. 

Rys. 3.98 Exbud - szereg czasowy 
przyrostów cen d la "t = 7 
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Rys. 3 .99 Mostostal -Exp -
dane oryg ina lne z trendem 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 100 Mostosta l -Exp - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Ceny akcj i Budimexu były dosyć stabilne, a ich odchylenia w kolej nych notowa
niach niewielkie. Może to spowodować trudności w wyznaczeniu cyklu . Jeśli chodzi o 
Exbud, to odchylenia cen okazały się duże - cena akcj i tej spółki ma tendencję  do wzrostu 
- tu również analiza RlS będzie trudna. Natomiast dla szeregu czasowego Mostostalu-Exp 
można zaryzykować stwierdzenie, że dane zawierają  co naj mniej dwa cykle. Rysunki 
3 . 1 0 1 ,  3 . 1  02, 3 . 1 03 ilustrują analizę RlS, a tabela 3 .29 zawiera j ej wyniki dla spółek bada
nego sektora przemysłu. 

I n  (RlS) 

Rys. 3 . 101  Anal iza Rj5 
dla spółki Budimex dla 1: = 7 

H=O,57 __ 

'-'----------'-----'4 In (N) In (N*) 
Źródło : opracowanie własne. 

In (RIS) 

Rys. 3 . 102 Anal iza Rj5 
d la spółki Exbud d la 1: = 7 

H=O,596 +-;-=_ 

c=:...-________ --'--_ In (N) In (N') 
Źródło : opracowanie własne .  
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Rys. 3 . 103 Anal iza R/S 
dla spółki Mostostal-Exp d la 't = 7 

In (RlS) 

uz::'---_________ --L-. In (N) In  (N*) 
Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 .29 Wykładn ik Hursta dla spółek sektora przemysłu budowlanego 

Spółka Wykładnik  H u rsta Długość cyklu Długość cykl u Liczba danych 
w miesiącach w latach (tygodniowych) 

Budimex 0 ,570 1 0  0 ,83 2 1 2  
Exbud 0,596 48,2 4 ,02 426 
Mostostal-Exp 0 ,71 4 53,7 4 ,47 368 

Źródło : opracowanie  własne. 

Według powyższych obl iczeń, najn iższe ryzyko powinno wiązać się z inwestowa
niem w akcje spółki Mostostal-Exp - wykładnik Hursta dla j ej szeregu czasowego j est naj 
wyższy i wynosi 0 .7 1 4 . Jednak dane były trudne do anal izy a krzywą w anal izie RlS ce
chował brak charakterystycznego odcinka o współczynn iku kierunkowym 0 . 5 .  W zasadzie 
krzywa składa się z trzech różnych odcinków, co pokazano na rys . 3 . 1 03 .  Może to oznaczać 
istnienie dwóch podukładów rządzących badanym szeregiem czasowym, o różnych wymia
rach fraktalnych. Nie udało się j ednak stwierdzić ich istnienia na podstawie przeprowadzo
nej anal izy, być może ze względu na zbyt małą i lość danych jak dla tak złożonego układu 
dynamicznego, na co wskazywałby długi ,  prawie 4 . 5  letni cyk l .  W przypadku B udimexu 
dane charakteryzują  się bardzo n iskim wykładnikiem Hursta, b l iskim wartości typowej dla 
sygnałów stochastycznych - około 0 . 57 .  Również cykl j est bardzo krótki i wynosi zaledwie 
1 0  miesięcy. Mogła na to mieć wpływ stosunkowo mała l iczba danych . Exbud, tak jak Bu
dimex charakteryzują  się długim, czteroletn im okresem.  Można by uznać to za regułę dla 
badanego sektora, od której j ednak odstępstwem j est krótki ,  niespełna roczny cykl Mosto
stalu-Exp. Jeś l i  idzie o wykładnik Hursta, to j est on stosunkowo n iski i wynosi około 0 .596 .  
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Rys. 3 . 104 Krzywe InCil) 
d la spółki Bud imex dla 't = 7 

In C2 ( 1 ) 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 106 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Exbud d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 105 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Budimex dla 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 107 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Exbud dla 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 108 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki Mostostal -Exp d la 1: = 7 

Rys. 3 . 109 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Mostosta l -Exp d la 1: = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rysunki 3 . 1 04 ,  3 . 1 06,  3 . 1 08 i lustruj ą  wykresy krzywych InC2(1) , a rysunki 3 . 1 05 ,  
3 . 1 07, 3 . 1  0 9  przedstawiają  wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia, dla bada
nych spółek sektora przemysłu budowlanego. Otrzymane wyniki zestawiono także w tabeli 
3 . 30, na podstawie której sporządzono wykres 3 . 1 1 0 . 

Nazwa 
Budimex 
Exbud 
Mosloslal-Exp 

Nazwa 
Budimex 
Exbud 
Mosloslal-Exp 

Tabela 3 . 30 Wymiary korelacyjne w funkcj i wym iaru zanurzenia 
d la spółek sektora przemysłu budowlanego 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0 ,906 1 ,74 2 ,31 2 ,9 3 ,2 3 ,62 3 ,86 4 ,2 
0 ,929 1 ,73 2,22 2 ,54 2,86 3 , 1 6  3 , 1 9 3 ,38 
0 ,95 1 ,76 2,4 2,84 3 ,21 3 ,47 3 ,86 4 , 1 5 

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  
5,2 5,62 5 ,56 6 ,02 5,97 6 , 1 3 6 ,59 6 ,47 
3 ,79 3 ,93 3 ,94 4 ,25 4 ,32 4,29 4 , 1 2 4,47 
5 , 1 7 5,08 5 ,08 5 ,48 5,27 5 ,73 6,2 5 ,6 

Źródło : opracowanie własne. 

9 1 0  
4,5 4 ,86 
3 ,5 3 ,44 
4 ,48 4,52 

1 9  20 
6,77 6 ,86 
4 ,51 4,26 
5 ,74 6,23 
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Rys. 3 . 1 1 0  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
d la spółek sektora przemysłu budowlanego 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Analizując rysunek 3 . 1 1 0  można stwierdzić,  że w przypadku badanego sektora trud
no wykryć wymiar fraktalny dla poszczególnych spółek. Wymiary korelacyjne Budimexu 
rosną wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia. Nie daj e  się wyróżnić nawet fragmentu 
krzywej , na podstawie którego można by mówić o wymiarze fraktalnym . Przyczyną takiego 
stanu rzeczy może być bardzo niski wykładnik Hursta - około 0 .57 ,  j ak również cykl - za
ledwie 1 0  miesięcy. Wpływ na te wartości mogła mieć stosunkowo mała l iczba danych. 
Wyniki uzyskane dla Mostostalu-Exp są nieco lepsze, mimo iż na ich podstawie również 
nie można mówić o wymiarze fraktalnym dla szeregu czasowego tej spółki .  Jednak wzrost 
wymiarów korelacyjnych nie j est tak szybki i zdecydowany jak w przypadku Budimexu. 
Nie pozwala to j ednak na to by mówić o wymiarze fraktalnym. Taka postać wyników ana
l izy może być uwarunkowana wcześn iej szą, dosyć problematyczną analizą RlS . Jeśl i  idzie 
o Exbud, to j est on j edyną spółką badanego sektora, dla której można w przynajmniej przy
bl iżony sposób określ ić  wymiar fraktalny. Anal izując otrzymane wyniki nie sposób nie 
zauważyć, że powyżej 1 1  wymiaru zanurzenia dla kolejnych trójek tych wymiarów obser
wować można przyjmowanie przez wymiar korelacyjny pewnej wspó lnej wartości .  Rysu
nek 3 . 1 07 pozwala stwierdzić, że wymiary korelacyjne od 14 wymiaru zanurzenia zaczy
nają  przyj mować wartości już tylko z przedziału 4 .25 - 4 .5 1 ,  co pozwala twierdzić że j est 
to przedział zawierający wymiar fraktalny. Średnia wymiarów korelacyjnych z tego prze
działu dała l iczbę 4 .32 ,  zatem można przyjąć tę wartość j ako wyznaczony wymiar fraktal
ny. By potwierdzić poprawność otrzymanych wyników należy przeprowadzić obl iczenia 
dla przesunięcia czasowego 1, wyznaczonego na podstawie wzoru (2 .40), dla każdej z ba
danych spółek sektora przemysłu budownictwa oddzielnie. Rysunki 3 . 1 1 1 , 3 . 1 1 3 ,  3 . 1 1 5  
przedstawiają  krzywe InC2(l), rysunki 3 . 1 1 2 ,  3 . 1 1 4, 3 . 1 1 6  to wykresy wartości wymiarów 
korelacyjnych w funkcj i wymiaru zanurzenia dla poszczególnych spółek. W tabel i  3 . 3 1 
i 3 .32 zawarto zestawienie otrzymanych wyników. Rysunek 3 . 1 1 7 j est graficzną i lustracją 
tabeli 3 .3 1 .  
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Rys. 3 . 1 1 1  Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Budimex dla 't = 49 

In C2 (1) 

=---+ ln(1) 
Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 1 13  Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Exbud dla 't = 364 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys. 3 . 1 12 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Bud imex dla 't = 49 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Źródło : opracowanie własne. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



"Analiza fraktalnych właściwości polskiego rynku kapitałowego" 209 

Rys. 3 . 1 1 5  Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Mostostal-Exp d la 't = 564 

Rys. 3 . 1 16 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Mostostal-Exp d la 't = 564 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło : opracowanie  własne. 

Tabela 3 .31  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
dla spółek sektora przemysłu budowlanego dla T wg tab .  3.32 

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 
Budimex 0 ,929 1 ,7 1  2 ,33 2 ,92 3,42 3 ,82 4,2 4,37 
Exbud 0 ,9 1 8  1 ,69 2 ,25 2 ,7 3 ,03 3,5 3 ,54 3 , 1  
Mostosta-Exp 0 ,949 1 ,7 1  2,39 2 ,65 2 ,65 

Nazwa 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  
Budimex 5 , 1 1 5,6 5,41 5,32 5,28 5,54 5 ,86 5,9 
Exbud 
Mostosta-Exp 

Źródło : opracowanie własne. 

n 

9 1 0  
4,62 5 ,03 
2,85 

1 9  20 
5,64 5,52 

Tabela 3 .32 Wartości 't oraz inne dane dla spółek sektora budownictwo 

Nazwa Liczba Oczekiwany 't (w d n iach) Liczba P u n kt cykl u Wykładn i k  
zmiennych wym iar danych (w tygod- Hursta 

fraktalny (tygod- niach) 
n i owych) 

Budimex 6 5 ,03 - 5 ,63 49 21 2 44 0 ,570 
Exbud 4 3,03 - 3 ,54 364 426 21 0 0 ,596 
Mostosla-Exp 3 2 ,4 - 2,65 564 368 234 0,7 1 4  

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 1 17 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora budownictwo 
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Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne" 

Otrzymane wyniki wyjątkowo trudno zinterpretować i porównać . Ponieważ akcje 
spółek tego sektora przemysłu budzą żywe zainteresowanie, istniej e  podejrzenie o manipu
lacj e  ich cenami przez wielkich inwestorów. To zaburza naturalny cykl i powoduje  poja
wianie s ię szumu przekłamującego dane, poprzez ich zn iekształcanie .  Tłumaczyło by to 

otrzymane, prawie całkowicie rozbieżne wyn iki .  I tak na przykład dla Budimexu przy "( = 7 
nie można było okreś l ić wymiaru fraktalnego, a już przy "( = 49 jest to możliwe � wymiary 
kore lacyjne stabi l izują się na poziomie 5 . 3  � 5 .9  już od dwunastego wymiaru zanurzenia. 
Nie ma żadnych przesłanek wskazujących na to, by uznać że nie j est to wymiar fraktalny. 
Wartość przesunięcia czasowego wzrosła w tym przypadku jedynie siedmiokrotnie .  Co 
prawda niewielka l iczba danych (2 I 2) w szeregu czasowym Budimexu (zakładając j ego 

zaszumienie) mogła być przyczyną mało satysfakcjonującego wyniku dla "( = 7 . Dopiero 
minimal izując udział szumu w danych, a więc zwiększając przesunięcie czasowe, można 
było wyznaczyć wymiar fraktalny. Należy także zwrócić uwagę na fakt, iż do dwunastego 
wymiaru zanurzenia dla obu przesun ięć czasowych krzywa na rysunku 1 09 ma bardzo po
dobny przebieg. Świadczy za takim właśnie rozumowaniem. Również na podstawie szere
gu czasowego Exbudu, mimo naj dokładniej szej w tym sektorze anal izy RlS, nie wygene

rowano zadawalających wyników. Dla małej wartości "( udało się wyznaczyć wymiar frak
talny, lecz w przypadku dużej wartości przesunięcia czasowego (364) było to niemożliwe. 
Wartości wymiarów korelacyj nych rosną do 6-7 wymiaru zanurzenia po czym n ieoczeki
wanie zaczynają maleć . Dlatego też mówienie o wymiarze fraktalnym 3 . 5 wyznaczonym na 
podstawie j edynie dwóch wymiarów korelacyjnych (odpowiadaj ących wymiarom zanurze-
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nia 6 i 7) nie ma sensu. Porównuj ąc otrzymane wyniki  dla obu wartości 1:,  zauważyć można 
podobieństwo krzywych jedynie dla pierwszych sześciu wymiarów zanurzenia. D latego też 

na podstawie metody uwiarygodniania otrzymanych wyników dla dużych wartości 1:, sfor
mułowanej na początku pracy, można twierdzić, że wyznaczenie wymiaru fraktalnego dla 
Exbudu nie jest możliwe. Ciekawe jest to, że szereg czasowy tej firmy cechowała jedna 
z największych i lości punktów, a m imo to, nie uzyskano zadawalającego wyniku .  Inaczej 
przedstawia się sytuacja  w przypadku Mostostalu-Exp. Już na etapie anal izy RJS pojawił 
się p ierwszy problem: nie można było dokładnie wyznaczyć wykładnika Hursta. Następn ie 

dla 1: = 7 nie zauważono zbiegan ia wymiarów korelacyjnych do pewnej wartości ,  przeciw
nie,  wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia wartośc i te rosły . Obliczenia dla 1: = 5 64 ,  mimo 
iż wykazują istnienie wymiaru fraktalnego równego około 2 .6 ,  nie mogą być brane pod 
uwagę, ze względu na zbyt małą i lość wymiarów korelacyj nych (udało się wykreślić j edy
nie 5 InC2(l), a dla trzech zmiennych ich i lość powinna wynosić co naj mniej 7) . 

Reasumując - mimo ciągle rosnącego zainteresowania akcjami  spółek badanego 
sektora przemysłu, inwestowan ie w nie, j est dosyć ryzykowne, szczególnie z powodu n ie
możności wykrycia j akichkolwiek praw rządzących notowan iam i cen akcj i spółek tego 
sektora. Na podstawie przeprowadzonych badań można stwierdzić jednak występowan ie 
zjawiska chaosu determin istycznego dla notowań cen akcj i spółek sektora przemysłu bu
dowlanego. 

3 . 2 . 1 .7 Podsektor PRZEMYSŁ ELEKTROMASZYNOWY 

Do badań sektora przemysłu elektromaszynowego wybrano trzy spółki :  Kab le, Ra
fakQ oraz Tonsi l .  Spółki Kable i Tons i l  są jednymi z najdłużej funkcjonuj ących na giełdzie 
papierów wartościowych. Notowania cen akcj i Rafako rozpoczęły się nieco później i z tego 
też powodu szereg czasowy tej spółki j est około 1 ,5 raza krótszy n iż pozostałych spółek 
zebranych w tabeli nr 3 . 3 3 .  

Tabela 3 . 3 3  I lość danych d l a  spółek sektora przemysłu elektromaszynowego 

Spółka Liczba danych (tygodniowych) 

Kable 426 
Rafako 275 
Tonsil 426 

Źródło : opracowanie własne. 

Anal iza danych powyższych spółek, ze względu na długość ich szeregów czaso
wych, powinna dać bardzo dokładne wyn iki .  Rysunki 3 . 1 1 9 - 3 . 1 2 1  przedstawiają  szeregi 
czasowe badanych spółek po wyel iminowaniu trendu, dla spółki Kable dołączono rysunek 
3 . 1 1 8  przedstawiający dane z trendem. 
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Rys. 3 . 1 18 Kable 
dane orygina lne z trendem 
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Źródło : opracowanie własne. 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0 , 1  

Rys.  3 . 120 Rafako - szereg czasowy 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 1 19 Kable - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Analizując rysunek nr 3 . 1  1'8 ,  można stwierdzić, że dla spółki Kable, bardzo prawdo
podobne j est wyznaczenie co naj mniej j ednego pełnego cyklu (a nawet dwóch). Wyraźnie 
widoczne są obszary niskich cen akcj i na początku i na końcu wykresu. Przypuszczenie to 
potwierdza rysunek 3 . 1 1 9 . Również w przypadku spółki Tonsi l  (rys.  3 . 1 2 1 )  można spo
dziewać się podobnego wyniku. Trudności w wyznaczeniu cyklu wystąpiły w przypadku 
szeregu czasowego spółki Rafako (rys .3 . 1 20) ze względu na n ieregularność odchyleń cen. 
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Rys. 3 . 122 Anal iza R/S 
dla spółki Kable d la  't = 7 

In (RIS) 

Rys. 3 . 123 Anal iza R/S 
d la spółki Rafako d la 't = 7 
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uz:::=--________ ----'� I n (N)  
In (N*) 

"------------'---- I n (N) 
In (N*) 

Źródło : opracowanie własne. 

I n  (RIS) 

Rys. 3 . 124 Anal iza R/S 
d la spółki Tonsi l  d la 't = 7 

<==-----------'--+ I n (N)  
In (N*) 

Źródło : opracowanie własne. 

Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 . 34 Wykładn ik Hursta dla spółek sektora przemysłu elektromaszynowego 

S półka Wykładnik  H u rsta Długość cykl u Długość cykl u  Liczba danych 
w miesiącac h  w latach (tygod n i owych) 

Kable 0 ,700 48 4 426 
Rafako 0,557 29,4 2,4 275 
Tonsil 0 ,665 48 4 426 

Źródło : opracowanie własne. 

W przypadku wszystkich badanych szeregów czasowych nie było trudności z wy
znaczeniem wykładnika Hursta - bez problemu udało się wyznaczyć odcinek krzywej w 
analizie RlS, o współczynniku kierunkowym 0 . 5  charakterystycznym dla sygnałów stocha
stycznych. Wykładnik Hursta był naj wyższy w przypadku spółki Kable, co oznacza, że 
inwestycj a  w akcje tej spółki n iesie ze sobą naj mniej sze ryzyko. Jako najbardziej ryzykow-
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ną w tej kwesti i spółkę należy uznać Rafako - tu wykładnik Hursta był najmniej szy i wy
niósł j edynie 0 . 557 .  Ten sam wykładnik dla Tonsilu był dosyć wysoki - wynosił 0 . 665 . 
Uwagę zwraca równa długość cyklu dla spółek o tej samej l iczbie danych czy l i  firm Kable 
i Tonsi l ,  oraz równocześnie wysoka i zbl iżona w ich przypadku wartość wykładnika Hur
sta. Ogólnie anal izę RJS można uważać za dokładną i przede wszystkim satysfakcjonuj ącą 
- wysokie wartości współczynnika Hursta wskazują na występowanie zjawiska chaosu de
terministycznego, co jeszcze wyraźniej uwidoczni dal sza część anal izy. 

I n  C2 ( I ) 

Rys. 3 . 125 Krzywe I nC2( 1 )  
d la spółki Kable d la  't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

In C2 ( I )  

Rys. 3 . 127 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Rafako d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 126 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Kable d la 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne .  
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Rys. 3 . 128 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Rafako d la 't = 7 

D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 14 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 
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In C2 ( 1 ) 

Rys. 3 . 129 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Tonsi l  d la 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 130 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Tonsi l  d la 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rysunki 3 . 1 2 5 ,  3 . 1 27,  3 . 1 29 ilustrują wykresy krzywych InC2(1) ,  a rysunki 3 . 1 26.  
3 . 1 28, 3 . 1 3 0 przedstawiają  wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia, dla bada
nych spółek sektora przemysłu elektromaszynowego. Otrzymane wyniki zestawiono także 
w tabeli 3 . 3 5 .  

Nazwa 
Kable 
Rafako 
Tonsi l  

Nazwa 
Kable 
Rafako 
Tonsil 

Tabela 3 .35  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
d la spółek przemysłu elektromaszynowego d la 't = 7 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0 ,91 1 1 ,72 2,36 2 ,89 3 ,24 3 ,64 3 ,85 4 , 1 7 
0 ,948 1 ,75 2,22 2,72 3 ,06 3 , 1 7  3 ,7 4 , 1 1 
0 ,897 1 ,69 2,2 2 ,69 3 ,04 3 ,3 3 ,34 3,82 

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  
4 ,71  4 ,81 4 ,63 5 ,09 5 ,2 5 ,22 5 ,34 5 ,76 
4 ,86 4 ,74 5,03 5 ,24 5 ,36 5,2 5,71 6 ,06 
3 ,55 3,73 4 , 1 2 3 ,89 3 ,98 4,32 3,9 4 ,2 

Źródło : opracowanie własne. 

9 1 0  
4 ,25 4 ,56 
4 ,05 4,26 
3,65 4 ,06 

1 9  20 
5 ,4 1  5 ,52 
6,06 6 ,51 
4 ,04 4 ,28 

Tabela 3 .3 5  dostarcza zróżnicowanych wartości wymiarów korelacyjnych. W zależ
ności od badanej spółki, określenie wymiaru fraktalnego ma różny stopień trudnośc i .  I tak 
dla szeregu czasowego spółki Kable wymiary korelacyjne rosną w zasadzie cały czas, wraz 
ze wzrostem wymiaru zanurzenia. Wzrost ten jest jednak dosyć powolny i można uznać za 
zbieganie do pewnej wartości już od czternastego wymiaru zanurzenia. Zgodnie z tym za
łożeniem wymiar fraktalny zawiera się między 5 .09 a 5 .7, j ego średnia wartość (średnia 
z wartości wymiarów korelacyjnych dla wymiarów zanurzeń 1 4-20) wyniosła 5 . 36 .  M imo 
tak dużej ilości danych w szeregu czasowym spółki Kable, wynik ten nie jest zbyt satysfak-
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cjonujący, lecz przyczyną może być niepoprawnie dobrana wartość 't = 7, przez co atraktor 
nie mógł się prawidłowo rozwinąć. Dla tak długiego j ak 4 lata cyklu bardzo prawdopodob
na j est konieczność użycia do obliczeń wyższej wartości przesunięcia czasowego niż 7 .  
Okaże s ię  to  w drugiej części analizy. Graficzną ilustracją danych zawartych w tabeli 3 . 3 5  
jest rysunek 3 . 1 3 1 .  

7 

6 , 5  

6 

5 ,5  
>. 5 c .:;;:: u 4 , 5  co 
� 4 o """ 
ro 3 , 5  'E  >. 3 s: 

2, 5  

2 

1 , 5 

Rys. 3 . 1 3 1  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
dla spółek przemysłu elektromaszynowego 
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Źródło : opracowanie własne. 

Powyższy rysunek doskonale i lustruje ,  dlaczego nie można wyznaczyć wym iaru 
fraktalnego dla drugiej badanej spółki - Rafako. Wraz ze wzrostem wym iaru zanurzenia 
rośnie wartość wymiaru korelacyjnego mu odpowiadającego. Wzrost ten jest gwałtowny i 
n ie podlega nawet częściowej stabi l izacj i .  Z pewnością jest to wpływ stosunkowo niewiel
kiej liczby danych, w porównaniu do pozostałych spółek sektora przemysłu elektromaszy
nowego, j ak również niskiej wartości wykładnika Hursta. Sytuacja przedstawia się inaczej ,  
gdy mówimy o ostatniej z badanych spółek, a mianowicie o szeregu czasowym Tonsilu. 
Dla tych danych stabi l izacja i zdążanie wymiarów kore lacyjnych do pewnej stałej wartości 
(a właściwie ich oscylację wokół niej)  można obserwować już od 6-8 wymiaru zanurzenia, 
więc jest to proces szybko postępujący. Wymiar fraktalny dla tego szeregu zawiera s ię 
między 3 . 5 5  a 4 .32 ,  średnią jego wartość można określić jako około 3 .96, więc jest to war
tość bardzo bl iska 4 (całkowita wartość wskazywałoby na brak występowania zjawiska 
chaosu, lecz w tym przypadku potwierdza występowanie tego zjawiska) . Można powie
dzieć, że dane Tonsilu to sztandarowy przykład zjawiska chaosu deterministycznego na 
polskiej giełdzie pap ierów wartośc iowych. 
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Dla wszystkich omówionych powyżej szeregów czasowych przeprowadzono iden
tyczne obl iczenia z zastosowaniem różnych wartości przesunięć czasowych . Rysunki 
3 . 1 32, 3 . 1 34 , 3 . 1 3 6  ilustrują wykresy krzywych InC2( l) a rysunki 3 . 1 33 ,  3 . 1 35 ,  3 . 1 37 
przedstawiają wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia. Otrzymane wyniki ze
stawiono także w tabelach 3 . 36  oraz 3 . 37 ,  przy czym graficzną i lustracją tabel i  3 .36  jest 
rysunek 3 . 1 3 8 .  

I n  C2 (1) 

Rys.  3 . 132 Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki Kable d la  1: = 364 

�5iU�:z:. __ --+ I n ( l )  

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 134 Krzywe InC2(1 )  
d la  spółki Rafako d la  1: = 224 

In C2 ( 1 )  

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys.  3 . 133 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Kable d la  1: = 364 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 135 Wymiary korelacyjne 
d la  spółki Rafako d la  1: = 224 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys .  3 . 136 Krzywe InC2(1 )  
d la spółki Tonsi l  d la 't = 364 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 137 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Tonsi l  d la 't = 364 
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Źródło : opracowanie własne. 

n 

Tabela 3 .36 Wymiary korelacyjne w funkcji  wymiaru zanurzenia d la 't wg tab .  3 . 37 

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Kable 0,926 1 ,7 2,27 2,99 3,35 3,6 3 ,94 3 ,94 1 ,61  
Rafako 0 ,929 1 ,68 2,29 2 ,77 3 ,2 3 ,54 3 ,67 3 ,56 x 
Tonsi l 0,892 1 ,67 2 ,3 2 ,73 3 ,38 3 ,26 3 ,42 3,6 3 ,29 

Źródło : opracowanie własne .  

Tabela 3 .37 Wartości 't oraz inne dane dla spółek sektora przemysłu e lektromaszynowego 

Nazwa Liczba Oczekiwany 't (w dniach) Liczba P u n kt  cykl u Wykładnik 
zmien nych wymiar danych (w tygod- Hursta 

fraktalny (tygod- niach) 
n iowych) 

Kable 4 3,6 - 3,9 364 426 209 0 ,700 
Rafako 4 3 ,5 - 3 ,6 224 275 1 28 0 ,557 
Tonsil 4 3 ,3 - 3,6 364 426 209 0 ,665 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 138 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora przemysłu elektromaszynowego dla 't wg tab .  3 .37 
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Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne. 

Przeprowadzone obliczenia wskazuj ą  na brak wymiaru fraktalnego dla takich spółek 
j ak Kable i Rafako, co potwierdza wykonaną śniej analizę dla 1: = 7 .  Mimo wysokiego wy
kładnika Hursta (0 .7)  i dużej liczby danych (426) szereg czasowy spółki Kable nie pozwol ił 
wykryć regularnej struktury jego budowy. Wysoka wartość przesunięcia czasowego (364) 

nie j est błędnie wyznaczona, gdyż dla tak samo wielkiej wartości 1:, wykryto stabilny wy
miar fraktalny dla ostatniej badanej spółki tego sektora - Tonsilu. Oba szeregi czasowe 

były równie długie, odpowiadał im identyczny cykl, jak też identyczna wartość 1:. Jedynie 
wartości wykładnika Hursta różniły się nieznacznie.  Na tej podstawie można twierdzić, że 
w przypadku spółki Kable, cykl jest o wiele dłuższy niż uprzednio wyznaczony, co pociąga 
za sobą konieczność zgromadzenia znacznie większej ilości danych. N a rysunku 3 . 1 3 8  usu
nięto dla tej spółki wartość wymiaru korelacyjnego dla dziewiątego wymiaru zanurzenia z 
powodu j ego bardzo niskiej wartości uwarunkowanej charakterem krzywej InC2(l) .  Przypa
dek Rafako pozwala zaobserwować nieznaczne stabilizowanie się wymiarów korelacyjnych 
w okolicy l iczby 3 .5 dla trzech ostatnich wymiarów zanurzenia (6-8) .  Jest to jednak zbyt 

niewielka l iczba, zważywszy że w analizie dla 1: = 7 nie uzyskano przybl iżonej wartości 
wymiaru fraktalnego, by móc uznać wynik oparty na tej podstawie za wiarygodny. Dopa
trując się przyczyny niepowodzenia analizy fraktalnej , nie możemy raczej mówić o wystę
powaniu pamięci krótkoterminowej w przypadku przesunięcia czasowego równego 224. 
Niepowodzenie można tłumaczyć stosunkowo małą liczbą danych. Satysfakcjonujące wy
niki osiągnięto j ednak dla szeregu czasowego spółki Tonsi l .  Charakteryzował ją  wykładnik 

Hursta 0 .665 oraz długi, około 4 letni cykl .  Analizę przeprowadzono dla 1: = 364, czyli 
identycznego jak w przypadku spółki Kable, przy tej samej liczbie danych. Wyznaczono 
9 krzywych InC2(l), których współczynniki kierunkowe środkowych części pozwoliły okre-
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śl ić wymiary korelacyjne.  Te szybko stabi l izowały się na pewnym stałym poziomie, wyno
szącym 3 . 3  - 3 .6 ,  już od piątego wymiaru zanurzenia. Na tej podstawie wyznaczono wy
miar fraktalny, który wyniósł 3 .39 ,  a j ego ułamkowa wartość świadczy o występowaniu 
zjawiska chaosu deterministycznego w badanym układzie. 

3 . 2 . 2  

Makrosektor FI NANSE 

Makrosektor Finanse dostarcza niewielkiej l iczby badanych spółek. Jest to uwarun
kowane małą l iczbą j ego podsektorów. Spółki tego makrosektora są j ednymi z naj dłużej 
utrzymujących się na giełdzie,  bardzo podobnie j ak w przypadku spółek makrosektora 
Przemysłu. Jednak spółki makrosektora finansowego stanowią bardzo c iekawą grupę, a 
mianowicie ich akcje budzą bardzo żywe zainteresowanie, ze względu na stabi lną pozycję  
rynkową, co  pociąga za  sobą minimalne ryzyko inwestycj i .  Do  badań zakwal ifikowano dwa 
podsektory finansów: banki i ubezpieczenia. 

3 .2 . 2 . 1 Podsektor BAN KI 

Do tego podsektora zakwal ifikowano największą l iczbę spółek giełdowych (7),  mi
mo iż l iczba wszystkich zawartych w nim spółek to j edynie 1 6 . Jednak tylko sektor prze
mysłu spożywczego może być porównywany do sektora banki pod względem ilości anali
zowanych spółek (było ich 6). Banki będą reprezentowane przez spółki zawarte w tabel i  
3 . 38 . 

Tabela 3 .38 Wybrane do ana l izy spółki sektora banków 

Spółka Liczba danych (tygodniowych) 

Amerbank 258 
B IG 357 
BPH 227 
BRE 349 
BSK 281 
Kredy! Bank PBI  255 
WBK 3 1 2 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 139 Liczba danych d la  wybranych spółek sektora ban ków 
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Źródło : opracowanie własne. 

PBI  Amerbank BŚK WBK BRE BIG 

Na podstawie powyższej tabel i  można zauważyć, że długości szeregów czasowych 
wym ienionych w niej spółek są zróżn icowane. Rysunek 3 . 1 3 9 przedstawia zawarte w tabel i  
3 .3 8  spółki uporządkowane ze  względu na  l iczbę danych.  Pozwala to  stwierdzić,  że  długość 
szeregów czasowych dla badanych banków jest zróżnicowana w sposób l i n iowy - nie ma 
gwałtownych skoków tych wartośc i ,  ale zauważyć należy, że pomiędzy spółką dla której 
dysponuj emy największą l iczbą danych (BIG 3 5 7  punktów) a tą dla której danych mamy 
naj mniej (BPH 227 punktów) j est różnica aż 1 30 punktów. F izyczny sens różnic tych dłu
gości to oczywiście różnice czasu początków funkcjonowan ia danych spółek na giełdzie - i 
tak na przykład wiadomo, że notowania BIG pojawiły s ię po raz pierwszy 1 30 tygodni 
wcześniej niż notowania BPH. 

Poniżej zamieszczono wykresy szeregów czasowych, dołączono także wykresy da
nych zawierających trend dla wybranych spółek, wymienionych w tabel i  3 . 3 8 .  
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Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 143 BIG - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 1: = 7 
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Rys. 3 . 145 BPH - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 148 BŚK - dane oryg ina lne z trendem Rys. 3 . 149 BŚK - szereg czasowy 
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Źródło : opracowanie własne.  
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Źródło : opracowanie  własne .  
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przyrostów cen dla l' = 7 

Źródło : opracowanie  własne .  
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Przedstawione szeregi czasowe mają zróżnicowaną strukturę - część z nich wyka
zuj e większe wahania cen, a część względnie równomierny proces tych wahań . Bez zasto
sowania żadnej anal izy można stwierdzić na podstawie rysunku 3 . 1 43 ,  że szereg czasowy 
B I G  zawiera co najmniej j eden pełny cykl, co widać również na rysunku 3 . 1 42,  obrazują
cym ten sam szereg czasowy zawierający trend. Podobną sytuację  zaobserwowano dla da
nych spółki BRE (rys. 3 . 1 46 i 3 . 1 47) .  Na uwagę zasługuje  rysunek 3 . 1 50 ,  przedstawiający 
kształtowanie s ię cen akcj i Kredyt Banku PBI  - mógłby on obrazować j eden pełny cykl, 
lecz rysunek 3 . 1 5 1 ,  i lustrujący przyrosty cen akcj i tej spółki nie potwierdza takiego przy
puszczenia.  W przypadku pozostałych szeregów czasowych n iezbędne jest wykonanie sto
sownych obliczeń, poza tym powinny one potwierdzić przypuszczenia co do banków BIG 
i BRE. 

Obl iczenia te ,  czyl i  analizę R/S obrazują rysunki 3 . 1 53 - 3 . 1 59 oraz tabela 3 . 39 .  
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d la  spółki Amerbank  d la 1: = 7 

I n (RIS) 

H=O,59 �' 

=----------'-----. l n (N)  
I n (N*) 

Źródło : opracowanie  własne. 
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Źródło : opracowanie własne. 
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dla spółki BIG dla 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło : opracowanie własne. 
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I n (RlS) 

Rys. 3 . 1 57 Anal iza R/S 
dla spółki BŚK d la 't = 7 

Rys. 3 . 158 Anal iza R/S 
d la spółki Kredyt Bank  PBI d la 't = 7 
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys. 3 . 1 59 Anal iza RjS 
dla spółki WBK d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

Źródło : opracowanie  własne. 

Tabela 3 . 39 Wykładn ik Hursta d la wybranych spółek sektora banków 

Spółka Wykładnik Hursta Długość cykl u  Długość cyklu Liczba danych 
w miesiącach w latach (tY90dniowych) 

Amerbank 0,590 20 ,0 1 ,67 258 
BIG 0,620 28,5 2 ,38 357 
BPH 0,5 1 0  24,8 2 ,06 227 
BRE 0,620 35,8 2 ,98 349 
BSK 0,576 29,4 2 ,45 '281 
Kredyt Bank PBI 0,567 1 7 ,9 1 ,49 255 
WBK 0,600 21 ,6 1 ,80 3 1 2  
Źródło : opracowanie własne. 
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Rys.3 . 160 Porównanie wartości wykładn ików Hursta i długości cyklu 
d la badanych spółek sektora bankowego 

Amerbank BIG PBH 

D -długość cyklu w lalach 

D -wykładnik Hursa 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rysunek 3 . 1 60 wyraźnie pokazuje ,  że długość cyklu nie ma bezpośredniego wypły
wu na wykładnik Hursta i odwrotnie. Dwie spółki mające najwyższy wykładnik Hursta 
0 .62 to B RE oraz BIG.  Mają  one również zbl iżoną l iczbę danych (długości ich szeregów 
czasowych różnią się o 8 punktów, czyl i  zaledwie 2 miesiące później ,  w stosunku do BIG, 
akcje BRE pojawiły się na giełdzie po raz pierwszy). Jednak ich cykle różnią się zasadniczo 
- cykl BRE j est o ponad 7 miesięcy dłuższy. Najtrafn iej byłoby inwestować właśnie w ak
cje tych dwóch spółek sektora bankowego, ze względu na naj wyższą wartość wykładnika 
Hursta. Najbardziej niestabi lną spółką akcyjną okazał s ię bank BPH - dla n iego wartość 
wykładnika Hursta wyznaczono na 0 .52 1 co jest bardzo niską wartością i oznacza, że sze
reg czasowy tej spółki przypomina raczej sygnał stochastyczny. Interesujący przypadek 
Kredyt Banku PBI  (rys. 3 . 1 50) cechowała wartość wykładnika Hursta równa 0 . 567 ,  lecz 
cykl, jak wykazały obl iczenia był n iższy niż się spodziewano i wyn iósł j edynie półtora ro
ku . Należy tu zaznaczyć, że spośród wszystkich badanych szeregów czasowych, j edynie dla 
Kredyt Banku PBI wystąpiły trudności w wyznaczeniu wykładnika Hursta (powodem była 
gładkość krzywej w anal izie RJS, brak charakterystycznego załamania, za którym krzywa 
miałaby wartość współczynn ika kierunkowego równą 0 . 5 ,  charakterystyczną dla sygnałów 
stochastycznych). W przypadku pozostałych spółek wykładnik Hursta był dosyć wysoki 
i zawierał się w przedziale 0 . 576 - 0 .6 .  Średnia wartość tej miary dla całego sektora ban
kowego wyniosła 0 . 58 ,  natomiast średni cykl to 2 . 1 roku. 

Poniżej zamieszczono wyniki anal izy fraktalnej wybranych spółek sektora banko

wego, dla "C = 7 .  Rysunki 3 . 1 6 1  - 3 . 1 73 i lustrują  wykresy krzywych InC2( l ) ,  a rysunki 3 . 1 62 
- 3 . 1 74 przedstawiają wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia. Otrzymane wy
niki zestawiono w tabeli 3 .40, której to graficzną i lustracjąjest rysunek 3 . 1 75 .  
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Rys. 3 . 161  Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki Amerban k  d la  1: = 7 

In C2 ( 1 )  

Źródło : opracowanie własne. 

I n  C2 ( 1 )  

Rys. 3 . 163 Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki BIG d la 1: = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys.  3 . 162 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Amerban k  d la  1: = 7 

D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 14 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 164 Wymiary kore lacyjne 
d la  spółki BIG d la  1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

227 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



228 Fraktalne właściwości pOlskiego rynku kapitałowego 

I n  C2 ( 1 ) 

Rys. 3 . 165 Krzywe InC2( 1 )  
dla spółki BPH dla 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys .  3 . 167 Krzywe InC2( 1 )  
dla spółki BRE d la 't = 7 

In( l )  
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Źródło : opracowanie własne. 

5 

4 

3 

2 

Rys. 3 . 166 Wymiary korelacyjne 
dla spółki BPH dla 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 168 Wymiary korelacyjne 
dla spółki BRE dla 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 
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I n  C2 ( 1) 

Rys. 3 . 169 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki BŚK dla 't = 7 

Źródło : opracowanie  własne. 

Rys. 3 . 171 Krzywe InC2( 1 )  

In ( l )  

dla spółki Kredyt Bank PBI d la 't = 7 

In C2 (1) 

In( l )  

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 170 Wymiary korelacyjne 
dla spółki BŚK dla 't = 7 
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Źródło : opracowanie  własne. 

6 

5 

4 

3 

2 

Rys. 3 . 172 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Kredyt Bank  PBI d la 't = 7 
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Źródło: opracowanie  własne. 
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In C2 ( 1 ) 

Rys.  3 . 173 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki WBK d la 't = 7 

Źródło : opracowanie własne. 

4 

3 

2 

Rys. 3 . 1 74 Wymiary korelacyjne 
dla spółki WBK d la 't = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 .40 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la wybranych spółek sektora banków dla 't = 7 

Nazwa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Amerbank 0 ,926 1 ,72 2,34 2,78 3 , 1 6 3 ,29 3,65 4 , 1 4  3 ,95 
B IG 0 ,922 1 ,6 1  2 ,23 2,72 3,05 3,22 3,48 3,43 3,74 
BPH 0 ,895 1 ,67 2 , 1 5 2 ,69 3 ,09 3 ,45 3 ,66 3 ,98 4 , 1 8  
BRE 0,95 1 ,7 2,3 2 ,64 2 ,8 3 ,02 3 ,45 3,3 3 ,57 
BSK 0,9 1 5  1 ,7 1  2 ,21  2,69 2 ,91 3 , 1 8  3,42 3,6 3,85 
PB I  0 ,869 1 ,65 2 ,27 2,73 3 ,24 3,72 4 ,04 4 ,52 4,77 
WBK 0 ,955 1 ,61  1 ,99 2 ,36 . 2 ,53 3 ,05 3 , 1 5  3 ,02 3,5 

Nazwa 1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9 

Amerbank 4 ,39 4 ,89 5 ,06 4 ,86 5 ,07 5 ,42 5,48 5 ,35 5 ,04 
B IG 3 ,94 3,97 3,98 3 ,94 3,78 4 , 1 5 4 ,22 4 ,04 4 ,03 
BPH 4 ,53 4 ,8 5 , 1 2 4 ,97 5 ,43 5,93 5,61 5 ,99 5 ,88 
BRE 3 ,78 3 ,61 4 , 1 5  4 ,01 4 ,28 4 ,37 4 ,74 4,56 4,97 
BSK 4 , 1 3 4 ,53 4 ,43 4 ,91  4 ,91 5 ,27 5 ,04 5 , 1 9  5 ,59 
PBI  5,36 5,33 5,07 5,6 5,5 5,85 5 ,64 5 ,89 5,92 
WBK 3,37 3 ,7 3 ,61 4 ,02 3,82 3,93 3,83 4,07 3,9 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 175 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru 
d la wybranych spółek sektora bankowego d la 1: = 7 
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Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne. 
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Ponieważ sektor banków jest tak l iczny pod względem zaklasyfikowanych do anali 
zy fraktalnej spółek, można było spodziewać się wykrycia wymiaru fraktalnego dla  przy
naj mniej niektórych z nich. Przeprowadzone obliczenia wskazuj ą,  że spółkami takimi są 
Amerbank, BIG oraz WBK. Wszystkie te spółki cechuje  wysoka Uak na ten sektor) wartość 
wykładnika H ursta. W przypadku Amerbanku, w odróżnieniu od BIG i WSK, dysponuje
my stosunkowo krótkim szeregiem czasowym - jedynie 25 8 punktów przy 357 dla BIG 
i 3 1 2 dla WBK. Warto j ednak zauważyć, że struktura danych Amerbanku j est bardzo regu
larna, dlatego nawet przy krótkim szeregu czasowym można wykonać dokładne obliczenia. 
Godny uwagi jest fakt, iż cykl dla tej spółki, wynoszący około 20 miesięcy, j est naj krótszy 
spośród wszystkich trzech spółek dla których wyznaczono wymiar fraktalny .  Wymiar ten w 
przypadku Amerbanku zawierał się w przedziale 4 .86  - 5 .48,  co daj e  średnią 5 . 1 86 .  Jednak 
wymiary korelacyj ne zaczynają  oscylować wokół tej wartości dosyć późno, bo dopiero od 
12 wymiaru zanurzenia. BIG to kolejny ciekawy przypadek - tutaj wymiary korelacyj ne 
stabi l izują się bardzo szybko - j uż od dziewiątego wymiaru zanurzenia. Jednak oscylują  
one wokół l iczby 4, co świadczyło by  o braku wymiaru fraktalnego, a wręcz przeciwnie, 
o tym, że mamy do czynienia ze zwykłym czterowymiarowym układem. Tak byłoby, gdyby 
wymiary korelacyjne wynosiły dokładnie 4 (żaden z 20 obl iczonych wymiarów korelacyj 
nych n ie  j est dokładnie równy 4), a l e  d la  danych eksperymentalnych wymiar fraktalny 
można określić j edynie j ako wartość przybliżoną przedziałem, lub jako średnią z wymiarów 
korelacyjnych (zakwalifikowanych do tego przedziału) . W przypadku szeregu czasowego 
BIG przedział taki można określ ić j ako 3 .74 - 4 .22, co nie j est naj lepszym przybliżeniem, 
gdyż zawiera l iczbę 4, dlatego jako wartość wymiaru fraktalnego lepiej przyjąć średnią, 
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która wyniosła 3 .958 .  Wyraźnie widać, że nie jest to liczba całkowita, więc atraktor tego 
szeregu ma charakter fraktalny i nazywa się go atraktorem dziwnym.  Za występowaniem 
zjawiska chaosu deterministycznego w szeregu czasowym B IG przemawia także wykładnik 
Hursta wynoszący 0 .62,  a więc dużo wyższy niż dla sygnałów o charakterze stochastycz
nym. Duża ilość danych (357),  jak i dosyć długi (28 . 5  miesiąca) cykl, wskazują na dokład
ność i wiarygodność otrzymanego wyniku. Ostatnią spółką giełdową sektora bankowego, 
dla której można mówić o i stnieniu wymiaru fraktalnego jest WBK. W j ej przypadku dys
ponowano szeregiem czasowym o długości 3 1 2 punktów (czyli 3 1 2 tygodni) oraz ustalo
nym na 2 1 .6 miesiąca cyklem. Wykładnik Hursta wyniósł 0 .6  i był drugi co do wielkości w 
badanym sektorze . Jeśli chodzi o wymiar fraktalny, to można określić dwa rozdzielne ob
szary stabilizowania się wartości wymiarów korelacyjnych - będą to przedziały ograniczo
ne wymiarami zanurzenia 9 - 1 3 , oraz 14 - 20. Dla pierwszego obszaru wymiar fraktalny 
j est niższy i zawiera się między 3 .3 7  a 3 .7 ,  inaczej wyrażone j ako około 3 .532 .  W drugim 
obszarze wymiar fraktalny j est nieco wyższy i wynosi około 3 .94 . Można także uznać, że 
wymiary korelacyjne zaczynają  się stabil izować już od 9 wymiaru zanurzenia i na podsta
wie ich wartości dla zanurzeń 9 - 20 obl iczyć wymiar fraktalny. Wtedy wartość j ego wy
niesie około 3 .77 i będzie pośrednia między wartościami tego wymiaru dla obu obszarów 
stabil izacj i  wymiarów korelacyjnych. Ta miara wydaje  się najbardziej właściwa. Ciekawy 
j est fakt dobierania się w pary spółek badanego sektora - zauważmy, że wartości wymia
rów korelacyjnych, a więc i wymiaru fraktalnego, spółek BIG i WBK są bardzo zbl iżone, 
wykresy ich dążą do tej samej wartości i splatają  się .  Co ciekawsze, ich wykładniki Hursta 
są bardzo podobne (0 .59 i 0 .6), tak jak zresztą długości cyklu (20 miesięcy i 2 1 . 8 miesiąca) .  
Jeśli chodzi o spółki w przypadku których nie udało się określić wymiaru fraktalnego, to 
jest ich aż 4, a więc stanowią 57% wszystkich spółek zaklasyfikowanych do reprezentowa
nia sektora bankowego w analizie fraktalnej . W ich przypadku również zaobserwowano 
łączenie się wykresów wymiarów korelacyjnych w funkcj i wymiaru zanurzenia w pary. 
Jedynie spółka BRE odstaj e  nieco od tej reguły, ale należy pamiętać, że do analizy zaklasy
fikowano 7 banków, czyl i nieparzystą l iczbę, i para BRE nie została uwzględniona. Poza 
tym do 14 wymiaru zanurzenia przebieg krzywej na rysunku 3 . 1 75 ,  odpowiadającej BRE, 
j est podobny do przebiegów krzywych BIG i WBK. Dla wyższych wymiarów zanurzenia 
nie przeplata się z żadnym innym wykresem, aż do 1 9  wymiaru zanurzenia, kiedy to zaczy
na przyj mować wartości bliskie przyjmowanym przez krzywą Amerbanku. Przyglądając się 
dokładnie temu złożonemu rysunkowi, można dostrzec również podobieństwo przebiegu 
krzywych BRE i B ŚK - krzywe przyjmują podobne kształty, a ich wartości są od siebie 
oddalone o średnio około l (i są wyższe dla BŚK) od około 1 0  wymiaru zanurzenia. Widać 
więc, że nie całkiem odosobniony j est wykres BRE na rysunku 1 67 ,  jedynie nie przeplata 
się z żadnym innym wykresem dla wyższych wymiarów zanurzenia. Dla tej spółki dyspo
nowano dużą l iczbą danych (349) i długim czasem cyklu (35 . 8  miesiąca) a także najwyż
szym w sektorze bankowym, wykładnikiem Hursta (0.62). Przy tak długim cyklu 349 punk
tów - to mogło być za mało by wyznaczyć wymiar fraktalny. Choć dla niskich wymiarów 
zanurzeń (7- 1 2) wymiary korelacyjne oscylują  wokół liczby 3 .565 .  Kolejne interesujące 
zachowania obserwuj emy dla pary krzywych, należących do BPH i Kredyt Banku PBI .  
Przez pierwsze 13  wymiarów zanurzenia obie krzywe, mimo że podobne kształtem, biegną 
oddalone od siebie. Dla 1 3  wymiaru zanurzenia stykają  się, by przeplatać się aż do 1 5  wy
miaru zanurzenia, po którym przyjmowane wartości wymiarów korelacyjnych, a więc rów
nież wykresy krzywych, są praktycznie takie same. Mogło to być przyczyną zbl iżonej Iicz-
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by danych (227 BPH i 255  PBI ,  lecz długości cykli odbiegają od siebie - 24 .8  BPH i 1 7 .9 
PBI) ,  jak też wykładników Hursta (0 . 5 1 BPH i 0 . 567 PSI). Co więcej ,  wykres wymiarów 
kore lacyjnych w funkcj i zanurzenia dla PBI  swoim kształtem bardzo przypomina przesu
nięty do dołu o około 1 . 5 ,  wykres B ŚK. Wszystkie wahania wymiaru korelacyjnego są bar
dzo dokładnie zachowane - kiedy jego wartość dla PBI ,  również wymiar korelacyjny BŚK 
maleje .  Mówi to o wyraźnych zależnościach pomiędzy wymienionymi bankami .  Zachowa
ne zostało podobieństwo i lości danych (28 1  BŚK i 255  PBI) oraz wykładników Hursta 
(0 . 576 B ŚK i 0 .567 PBI) ,  lecz różnica cykl i wręcz wzrasta (29 .4 B ŚK i 1 7 .9  PBI) w sto
sunku do zależności pomiędzy BPH i PBI .  Wykres BŚK łączy się w parę z wykresem 
Amerbanku - przeplatają  się wzajemnie przyjmując podobne wartośc i .  W tym przypadku 
także zachowane jest podobieństwo l iczby danych (258  Amerbank i 28 1 B ŚK) oraz wy
kładnika Hursta (0 . 59  Amerbank i 0 .576 BŚK), a także zauważalna różnica cykli (20 mie
sięcy Amerbank i 29 .4 miesiąca BŚK) . Przyczyną takich zależności  mogą być fuzje i poro
zumienia bankowe, które regulują ceny akcj i ki lku spółek jednocześnie. Zwróćmy uwagę 
na problem roku 2000 - notowania wszystkich banków, mimo zapewnień z ich strony, że 
są przygotowane do wkroczenia w nowe milenium, u legały wahaniom. Niepowodzenie 
okreś lonego posunięcia podjętego w jednym banku może powodować spadek cen nie tylko 
jego akcj i ,  lecz także walorów banków, które podobne przedsięwzięc ie  podjęły. Jako ogól
ny wniosek na zakończenie tej częśc i anal izy, można wysnuć, że naj bezpieczniej inwesto
wać w akcje BIG, nie tylko ze względu na najwyższy wykładnik Hursta, ale także na ist
nienie  wymiaru fraktalnego wynoszącego około 3 . 958 ,  co świadczy o istnieniu czterech 
składowych układu . 

Część druga analizy to identyczne jak powyżej obliczenia, przeprowadzone dla 
przesunięć czasowych wyznaczonych zgodnie ze wzorem (2 .40) .  Pozwala on indywidual

nie dla każdego szeregu dobrać wartość 't, tak by obliczenia były najdokładniej sze, pamięć 
krótkoterminowa, która mogła być przyczyną n iepowodzenia analizy dla 't = 7,  została wy
el iminowana na rzecz pamięci długoterminowej . Przy tak wyznaczonym 't atraktor dla da
nej spółki powinien odpowiednio dokładnie rozwinąć się .  

Rys.  3 . 176 Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki Amerbank  d la  't = 154 
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Źródło : opracowan ie własne. 
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Rys.  3 . 1 77 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Amerbank  d la  't = 1 54 
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I n  C2 (1) 

Rys.  3 . 178 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki BIG dla 't = 217  

Źródło : opracowanie własne. 

Rys.  3 . 180 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki BPH dla 't = 189 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 179 Wymiary korelacyjne 
dla spółki BIG d la 't = 217  
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Źródło : opracowanie  własne. 
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Rys. 3 . 181  Wymiary korelacyjne 
d la spółki BPH dla 't = 189 
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Źródło : opracowanie własne .  
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In C2 ( I ) 

Rys. 3 . 182 Krzywe InC2( 1) 
d la spółki BRE dla 1: = 217  
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Źródło : opracowanie własne. 

I n  C2 ( I )  

Rys. 3 . 184 Krzywe I nC2( 1) 
d la spółki BŚK dla 1: = 224 
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Źródło : opracowanie własne. 

4 

3 

2 

Rys. 3 . 183 Wymiary korelacyjne 
dla spółki BRE d la 1: = 217  
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 185 Wymiary korelacyjne 
d la spółki BŚK d la 1: = 224 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 186 Krzywe InC2(1 )  
d la  spółki Kredyt Bank PBI d la 't = 91 

In C2 (I) 

Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 . 188 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki WBK d la 't = 161 

Źródło : opracowanie własne. 

In( I ) 

In (I) 

Rys. 3 . 187 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Kredyt Bank PBI d la 't = 91  
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Źródło : opracowanie własne.  
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Rys. 3 . 189 Wymiary korelacyjne 
dla spółki WBK d la  't = 161 

D 

.--

f-
r- r-r-r-

.--

r-
r-

f-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1  12 1 3  

Źródło : opracowanie własne .  

n 

Rysunki 3 . 1 76 ,  3 . 1 78 ,  3 . 1 80, 3 . 1 82 ,  3 . 1 84 ,  3 . 1 86, 3 . 1 88 i lustruj ą wykresy krzywych 
I nC2(1), a rysunki 3 . 1 77,  3 . 1 79,  3 . 1 8 1 ,  3 . 1 83 ,  3 . 1 85 ,  3 . 1 87,  3 . 1 89 przedstawiają  wymiary 
korelacyj ne w funkcj i wymiaru zanurzenia. Otrzymane wyniki zestawiono także w tabelach 
3 .4 1  i 3 .42, przy czym graficzną ilustracją tabel i  3 . 4 1  j est rysunek 3 .  I 90. 
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Rys. 3 . 190 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora bankowego 

BRE 
BSK 

3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  1 2  1 3 1 4  1 5  1 6  1 7  

Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne. 

Nazwa 
Amerbank 
B IG 
BPH 
BRE 
BSK 
PBI  
WBK 

Nazwa 
Amerbank 
B IG 
BPH 
BRE 
BSK 
PBI  
WBK 

Tabela 3.41 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora banków dla 't wg tab .  3 .42 

1 2 3 4 5 6 7 8 
0 ,953 1 ,78 2,25 2 ,82 2 ,95 3 ,33 3 ,5 3 ,49 
0,899 1 ,64 2 ,22 2 ,43 3 , 1 5  3 ,4 3 ,8 3 ,78 
0 ,924 1 ,67 2 , 1 4  2,58 3,23 3,27 3 ,21  3 ,26 
0 ,936 1 ,73 2 ,34 2 ,81 3,32 3 ,67 4 , 1 9 4,49 
0 ,923 1 ,7 1  2 , 3  2 ,71  3 , 1 9  3 ,78 3 ,81 3 ,71  
0 ,909 1 ,6 2 ,24 2 ,81 3 ,44 3 ,68 4 ,01 4 ,63 
0 ,962 1 ,78 2 ,46 2,98 3 ,52 3,93 4 , 1 9 4 ,43 

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  
3 ,72 3 ,78 
3,79 3,47 

4 ,37 2 ,26 

5 ,01 6 ,01 5,48 5,74 5,39 5,86 5 , 1 1 5 ,49 
4 ,76 5,27 4,63 

Źródło : opracowanie własne. 
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f 
PBI 

1 8  1 9  20 

9 1 0  
3 ,63 3 ,45 
3 ,83 3 ,95 
1 ,57 
4,78 4 ,63 
3 ,99 
4 ,99 5,84 
4 ,78 4 ,78 

1 9  20 

5,34 5,91 
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Tabela 3 .42 Wartości 't oraz inne dane dla spółek sektora banków 

Nazwa Liczba Oczekiwany 't (w d n iach) Liczba P u n kt cykl u Wykład nik  
zmien nych wym iar danych (w tygod- H u rsta 

fraktal n y  (tygod- n iach) 
n iowych) 

Amerbank 4 3 ,30 - 3,78 1 54 258 87 0 ,590 
B IG 4 3 ,40 - 3 ,95 2 1 7  357 1 24 0,620 
BPH 4 3,21 - 3,27 1 89 227 1 08 0 ,5 1 0  
BRE 5 4 , 1 9 - 4 ,78 2 1 7  349 1 56 0 ,620 
BSK 4 3 ,71  - 3 ,99 224 281 1 28 0 ,576 
PB I  6 4 ,99 - 6 ,01 9 1  255 78 0 ,567 
WBK 5 4,43 - 5,27 1 6 1 3 1 2  94 0 ,600 

Źródło : opracowanie własne. 

Najbardziej zwracającym uwagę wykresem na rysunku 3 . 1 90 j est oczywiście krzy
wa skonstruowane dla Kredyt Banku PBI .  Wyznaczono dla niego aż 20 wymiarów kore la
cyj nych przy przesunięciu  czasowym równym 9 1 .  Wymiar fraktalny można określać od 
dziewiątego wymiaru korelacyjnego (czyli  wyznaczonego dla dziewiątego wymiaru zanu
rzenia) .  Wyraźnie oscyluj e  wokół l iczby 5 . 5 ,  przyj mując wartości z przedziału 4 .99 - 6.0 1 .  
Wymiar fraktalny można także przybliżyć poprzez średnią wartości wymiarów korelacyj 
nych obl iczonych d la  wymiarów zanurzeń 9 - 20.  Jest on  wtedy równy około 5 . 5 1 42 .  Taki 

wynik nie j est zbieżny z obliczeniami przeprowadzonymi dla 1: = 7, co świadczy o wadze 

doboru odpowiedniego przesunięcia czasowego dla badanego szeregu. Jego wartość 1: = 7 
spowodowała przej ście wartości wymiarów kore lacyjnych przez przedział 4 .99 - 6 .0  l ,  lecz 
potem wzrost wymiaru zanurzenia pociągał za sobą wzrost wymiaru kore lacyjnego. Można 

więc z tego wnioskować, że dla 1: = 7 nie e l iminowana j est pamięć krótkoterminowa, co 
spowodowało ciągły wzrost wartości wymiarów korelacyjnych, przy kolejnych wymiarach 
zanurzenia. W poprzedniej części anal izy wymiar fraktalny wyznaczono dla trzech spółek: 
Amerbanku, B IG i WBK. Wymiar fraktalny był najbardziej zbliżony, dla obu wartości 

przesunięcia czasowego, w przypadku B IG .  Przy 1: = 7 wyniósł 3 .958 ,  dla 1: = 2 1 7  był n ieco 

niższy i wyniósł około 3 .77,  należy j ednak pamiętać, że dla 1: = 7 wymiar fraktalny był ob
l iczany na podstawie wymiarów korelacyjnych obl iczonych dla wymiarów zanurzeń 9 - 20, 

a dla 1: = 2 1 7  tylko 7 - 1 2 .  Gdyby obl iczyć wymiar fraktalny dla 1: = 7 na podstawie wymia
rów korelacyjnych dla 7 - 1 2  wymiaru zanurzenia, to wynik  wyniesie 3 . 73 .  Wskazuje  to na 
duże podobieństwo otrzymanych wyników, co pozwala twierdzić, że już dla tak niskiej 
wartości przesunięcia czasowego j ak tydzień el im inowana j est pamięć krótkoterminowa 

w znacznym stopniu. Całkowite jej wyeliminowanie możliwe jest jednak dopiero przy 1: = 2 1 7 , 
ponieważ szereg czasowy j est długi co wskazuje  na równie długie funkcjonowan ie BIG na 
giełdzie papierów wartościowych . Ogólnie wiadomo, że na początku istn ienia giełdy noto

wania odbywały się co tydzień, dlatego też przesunięcie czasowe 1: = 7 nie e l iminuje  cał
kowicie pamięci krótkoterminowej dla tak długich szeregów jak badany (3 57  tygodn i -

naj dłuższy szereg sektora bankowego). Obrane 1: = 2 1 7  to inaczej około 7 tygodni, co 
w przypadku notowań cotygodniowych oznacza branie do analizy co siódmej danej - dla

tego dla krótkich szeregów wartość 1: = 7 jest w większości przypadków słuszna a wyniki 
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obl iczeń przy takim przesunięciu czasowym pokrywają się z wynikami dla 't wyznaczonych 
na podstawie wzoru (2.40).  

W przypadku pozostałych dwóch spółek, dla których przy 't = 7 udało s ię określić 
wymiar fraktalny, czyl i  Amerbanku i WBK sytuacja przedstawia s ię nieco inaczej n iż 

w przypadku BIG. Wartość wyznaczonego wymiaru fraktalnego dla Amerbanku, przy 't = 1 54, 
j est dużo niższa niż dla 't = 7. Na podstawie danych zebranych w tabeli  3 .4 1  i rysunku 
3 . 1 90 można stwierdzić,  że wymiar fraktalny Amerbanku wynosi około 3 . 557 ,  podczas gdy 

dla 't = 7 jego wartość określono jako 5 . 1 86 .  
Rysunek 3 . 1 9 1  zawiera porównanie wykresów wymiarów korelacyjnych w funkcj i 

wymiaru zanurzenia dla spółki Amerbank przy obu wartościach przesunięć czasowych. 

Rys. 3 . 191  Wymiary korelacyjne 
w funkcj i wymiaru zanurzen ia 

d la  spółki Amerbank przy t = 7 i t = 1 54 

Rys. 3 . 192 Wymiary korelacyjne 
w funkcji wymiaru zanurzen ia 

d la spółki WBK przy t = 7 i T. = 161  
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Źródło : opracowan ie własne. Źródło : opracowanie  własne. 

W poprzedniej części analizy wspominano już, że krzywa dla Amerbanku stabil izuje  
s i ę  na  poziomie 5 - 5 . 5  dosyć późno, od  około 1 3  wym iaru zanurzen ia, co wskazywałoby 
na nie dość dobrze dobraną wartość przesunięcia czasowego , Dlatego też bardziej wiary
godne są wyniki analizy przy 't = 1 54 - tutaj stabi l izacja krzywej na poziom ie około 3 . 5  
następuje  bardzo szybko - o d  około 6 wymiaru zanurzenia. Przy 4 zmiennych takiego 
układu dynamicznego i lość n iezbędnych do wyznaczenia wymiaru fraktalnego wymiarów 
korelacyjnych to 9, przy czym ich zbieganie do pewnej wartości powinno być obserwowa
ne j uż między 5 -9 wymiarem zanurzenia. Taka sytuacja jest obserwowana w przypadku 
Amerbanku, dlatego też można twierdzić, że l iczba 3 . 5 57  to wymiar fraktalny dla tego sze
regu czasowego. Sytuację odwrotną obserwuj emy dla spółki WBK - wym iar fraktalny wy

znaczony przy 't = 7 wynosi 3 .77 i j est dużo niższy od wymiaru fraktalnego wyznaczonego 

dla 't = 1 6 1  (rys. 3 . 1 92) .  Jest to bardzo ciekawy przypadek - zwykle obserwowano spadek 
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wartości wymiaru fraktalnego, lub brak jego zmiany dla wysokich wartośc i  przesun ięć cza
sowych w porównaniu do 't = 7 . Wielkość wymiaru fraktalnego d la  't = 1 6 1  można ograni 
czyć przedziałem 4 .43 - 5 .27 ,  l ub wyznaczyć jego średnią wartość bazując na wym iarach 
korelacyj nych dla wymiarów zanurzenia 9 - 1 3 . Wyniesie ona wtedy 4 . 844 . Na rysunku 
1 69 widać, że obie krzywe bardzo szybko się od s iebie oddalaj ą, ich przebiegi nie są do 
s iebie podobne. Również wymiary korelacyj ne d la zanurzeń 6 - I I n ie  wykazuj ą  stabi l iza
cj i ,  wobec czego można podej rzewać, że dokładniej sze przybl iżen ie wymiaru fraktalnego 
uzyskano j ednak dla 't = 7 .  

Dla  szeregów czasowych spółek BPH i BŚK w przypadku anal izy d l a  't = 7 nie 
można było okreś l ić wymiarów fraktalnych. Wyznaczając 't zgodnie ze wzorem (2 .40) oka
zało s ię to możliwe. W przypadku BPH wymiar fraktalny można wyznaczyć na podstawie 
czterech ostatnich wymiarów korelacyjnych (dla wymiarów zanurzeń 5 - 8) i wynosi on 
około 3 .243 . Wartości wymiaru kore lacyj nego dla 9 wymiaru zanurzenia nie przedstawiono 
na rysunku i nie uwzględniono w obl iczen iach ze względu na j ego wątpl iwą j akość spowo
dowaną specyfiką ostatniej wyznaczonej krzywej InC2( I ) .  W przypadku BŚK wymiar frak
talny jest wyznaczony w sposób identyczny j ak dla BPH (na podstawie 4 ostatnich wymia
rów korelacyj nych - dla zanurzeń 6 - 9) i wynosi 3 .8225 . Świadczy to, o dobrze dobranych 
wartościach 't, wynoszących 1 89 dla BPH i 224 dla BŚK.  Jedyną spółką d la  której nie udało 
s ię wyznaczyć wymiaru fraktalnego w żadnej z części dwustopniowej anal izy j est BRE -
krzywa odpowiadająca tej spółce na rysunku 1 67 nie stab i l izuje s ię na pewnym poziomie w 
żadnej częśc i  swego przebiegu, wręcz przec iwnie - do 9 wymiaru zanurzenia rośnie po 
czym zaczyna gwałtownie maleć. Jest to stosunkowo dziwne, gdyż dysponujemy w j ej 
przypadku dużą i lością danych (349) a także wysokim wykładnikiem Hursta 0 .62 i może 
wskazywać na popełniony błąd obl iczeń. Przedstawione w powyższej anal iz ie dane ,  wy
raźnie wskazują  na występowan ie zjawisk chaosu determin istycznego w sektorze banko
wym makrosektora finansów. 

3.2.2.2 Podsektor UBEZPIECZENIA 

Jedynym reprezentantem tego sektora, dysponującym wystarczająco długim szere
giem czasowym jest spółka akcyjna Warta. Szereg czasowy Warty składa się z 2 1 2  punk
tów, czyl i  dysponuj emy notowaniami cen akcj i tej firmy obejmującymi 2 1 2  tygodni .  

Anal iza tego p l iku była trudna - wyznaczenie charakterystycznego odcinka krzywej 
o współczynn iku kierunkowym 0 . 5  w anal izie RlS okazało s ię  proste, lecz stanowi on 
większą część krzywej , przez co trudno było wyznaczyć wykładn ik Hursta. Krótki odcinek 
krzywej , mający współczynnik kierunkowy 0.7 - to nie koniecznie prawdziwa i dokładna 
wartość wykładnika Hursta. Przez taki stan rzeczy również cykl ustalono na bardzo krótki 
okres - 1 7  tygodni ,  co daje  3 . 9  miesiąca lub inaczej 0 .33  roku . Jednak rysunek 3 .  I 93 wska

zuje ,  że cykl ten j est raczej b l iższy 80 tygodniom, dlatego też wykładnik Hursta na rysunku 
3 . 1 94 wyznaczono na podstawie charakterystycznego załamania krzywej a j ego wartość 
wynos i  0 . 577 przy 84 tygodniowym cyklu ( 1 9 .3  m ies iąca, 1 .6 roku). Rysunek 3 . 1 95 i 3 . 1 96 
przedstawiaj ą  wykres krzywych InC2(l) i wymiary korelacyj ne w funkcj i wymiaru zanurze
nia. Otrzymane wyniki zestawiono w tabel i  3 .43 .  
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Rys. 3 . 193 Warta - szereg czasowy 
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Źródło : opracowanie własne. 

I n  C2 ( 1 ) 

Rys. 3 . 195  Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Warta dla 1: = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 196 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Warta dla 1: = 7 

D 

1 2 3 4  5 6 7 8  9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 20 

Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 .43 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia 
d la sektora ubezpieczenia d la 1: = 7 

Nazwa 
Warta 

Nazwa 
Warta 

Źródło : opracowanie  własne. 
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N iestety siedmiodniowe przesun ięcie czasowe okazało s i ę  n iewystarczające by na 
podstawie takich obl iczeń wyznaczyć wymiar fraktalny. Wymiary kore lacyj ne rosną wraz 
ze wzrostem wymiaru zanurzenia .  Przyczynąjest pamięć krótkoterminowa. 

Rys .3 . 197 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Warta d la 't = 147 

Rys. 3 . 198 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Warta d la 't = 147 
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Źródło : opracowanie  własne. Źródło : opracowanie własne. 

Rysunki 3 . 1 97 i 3 . 1 98 i lustrują  drugą fazę anal izy fraktalnej - obl iczen ia przepro
wadzone dla 't = 1 47, czy l i  przesunięc ia czasowego wyznaczonego na podstawie wzoru 
(2.40). Wyniki tej części anal izy zam ieszczono w tabe lach 3 .44 i 3 .45 .  Rysunek 3 . 1 99 jest 
porównan iem wykresów wartości wymiarów korelacyj nych w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la obu wartośc i przesunięć czasowych - tygodn iowego i wyznaczonego przy użyc iu wzo
ru (2 .40) . 

Tabel a  3 .44 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
dla spółek sektora ubezpieczeń d la  T wg tab .  3 .45 

Nazwa 

Warta 

Źródło : opracowanie własne .  

Tabela 3 .45 Wartości 't oraz inne dane d la spółek sektora ubezpieczeń 

Nazwa Liczba Oczekiwany 't (w d niach) Liczba P u n kt cyklu 
zmiennych wym iar danych (w tygod-

fraktalny (tygod- n iach) 
n i owych)  

Warta 4 3 ,98 - 4 ,27 1 47 2 1 2  84 

Źródło:  opracowanie  własne. 

Wykład n i k  
H u rsta 

0,577 
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Rys. 3 . 199 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
d la spółek sektora ubezpieczeń 
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Źródło : opracowanie własne. 
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W przypadku 't = 1 47 wymiary korelacyj ne począwszy od szóstego wymiaru zanu
rzenia zaczynają  zdążać do ustalonej wartości - j est n ią l iczba 4 .066 i j ą  traktować można 
j ako wym iar fraktalny. Warto jeszcze zauważyć, że do piątego wym iaru zanurzenia wykre
sy dla obu wartości 't mają  praktyczn ie identyczne przebiegi . Wartość wymiaru fraktalnego 
tak b l iska l iczbie 4 może wskazywać na błąd obl iczen iowy, gdyż j ak wiadomo wymiar 
fraktalny j est l iczbą ułamkową, a różnica otrzymanego wymiaru fraktalnego od l iczby 4 j est 
niewie lka b iorąc pod uwagę n iedoskonałość obl iczeń wykonywanych przez program kom
puterowy (zaokrąglenia oraz możliwość j edyn ie skończonej ,  z góry określonej reprezentacj i 
l iczby niecałkowitej ) .  

3 . 2.3 
Ma krosektor USŁUGI 

Makrosektor Usługi dostarcza niewielki ej l iczby badanych spółek - są to j edynie 
trzy firmy. Jest to uwarunkowane małą l iczbąj ego podsektorów, j ak również krótkim funk
cjonowaniem spółek tego makrosektora na giełdzie. Do badań zakwal ifikowano dwa pod
sektory usług: Telekomunikacj ę  i I nformatykę. 
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3 . 2 . 3 . 1  Podsektor TELEKOMUNIKACJA 

Do analizy fraktalnej podstektora Telekomunikacja wytypowano spółkę E lektrim, 
z uwagi na długi czas funkcj onowania na G iełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie .  
Dysponujemy dla niej szeregiem czasowym złożonym z 377 punktów. 

Poniżej zamieszczono rysunki przedstawiaj ące dane z trendem oraz szereg czasowy 
Elektrimu (rys .3 .200, 3 .20 1 ) , a także wyn iki przeprowadzonej anal izy RlS (rys .  3 .202).  
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Źródło : opracowanie własne. 
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Źródło: opracowanie  własne. 

Analiza RlS pozwoliła określ ić wykładn ik Hursta j ako 0 .666,  oraz cykl wynoszący 
około 3 .4 roku, co j est stosunkowo długim przedziałem czasu. Jednak wartość tę potwier
dza wykres 3 .20 1 (3 .4 roku to około 1 77 tygodn i a dla takiej l iczby na rys . 3 .20 l można 
wyodrębnić obszar, który może stanowić j eden pełny cykl) .  Wykonanie  tej części anal izy 
n ie stanowiło większego. N ieco bardziej kłopotl iwe okazało s ię  wyznaczen ie  poszczegól 
nych wymiarów korelacyj nych dla kolejnych dwudziestu zanurzeń .  Rysunki 3 .203 oraz 
3 .204 przedstawiaj ą  dane będące graficzną podstawą do wyznaczenia wymiaru fraktalnego, 
natomiast tabela 3 .46 jest ich zestawieniem. 
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In C2 (I) 

Rys. 3 . 203 Krzywe InCz( I )  
d la spółki Elektrim dla 1 = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 204 Wymiary korelacyjne 
dla spółki Elektrim d la 1 = 7 
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Tabela 3 .46 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d la spółki Elektrim d la 1 = 7 

Nazwa 
Elektrim 

Nazwa 
Elektrim 

Źródło : opracowanie własne. 

Dla szeregu czasowego spółki E lektr im obserwuj emy bardzo interesuj ące zachowa
n ie  wymiarów korelacyjnych dla różnych przedziałów wymiarów zanurzenia. l tak do dzie
s iątego wymiaru zanurzenia wymiary korelacyjne rosną w zależności  zbl iżonej do l iniowej .  
Następn ie dla zanurzeń 1 1  - 1 5  obserwuj emy stabi l izacj ę  wartości  wymiarów korelacyj
nych na poziomie 5 .2 - 5 .7 .  Przedział 16 - 20 wymiarów zanurzenia to kolej ny etap stabi l i 
zacj i wymiarów korelacyjnych tym zanurzeniom odpowiadaj ącym. Tym razem poziom 
wyznaczany przez wymiary korelacyj ne to około 6 . 5 .  To ciekawe schodkowe zbieganie do 
pewnych wartości nie było w tak wyraźnie widoczne jeszcze dla żadnego dotąd analizowa
nego szeregu czasowego j akiej kolwiek spółk i .  W związku ze specyfiką otrzymanych wyni
ków trudno mówić o wym iarze fraktalnym, dla tego szeregu czasowego. Można natomiast 
wyznaczyć wymiary fraktalne dla "schodków", czyl i  obszarów wyznaczanych przez wy
miary zanurzeń 1 1  - 1 5  oraz 1 6  -20 i będą to odpowiednio l iczby 5 . 3 72 dla pierwszego 
obszaru oraz 6 . 3 3 8  dla drugiego . Warto zwrócić uwagę, że wartości te różnią się prawie 
dokładn ie o l (0 .966).  Szukaj ąc przyczyny powyższego kształtowania się wartości  wymia
rów korelacyj nych w funkcj i wymiaru zanurzenia można rozważyć wiele aspektów mogą
cych składać s ię  na ich charakter. Z pewnością nie można całej odpowiedzialnośc i zrzucić 
na zły dobór przesunięcia co impl ikuje występowanie pamięci  krótkoterminowej . Równie 
trudno mówić tu o szumie giełdowym - wykres 1 8 1  nie pozwala wyróżnić dwóch, charak-
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tery stycznych przy występowaniu  szumu, obszarów wykresu. Również gdyby rozważany 
układ dynamiczny składał s ię  z dwóch podukładów można byłoby wydziel ić dwa obszary 
tego wykresu, rozdzielone poprzez załaman ie w górnej j ego częśc i .  Jednak złożenie dwóch 
p ierwszych czynników mogło być przyczyną otrzymanych wyn ików. Jeś l i  te przypuszcze
n ia  są słuszne, to anal iza dla wyższej niż 7 wartości przesunięcia czasowego z pewnością 
pozwol i  wykryć j eden tylko obszar na wykresie krzywych InC2( 1 ) ,  na podstawie którego 
będzie można określ ić  j ednoznaczn ie wym iar fraktalny.  Duża wartość przesun ięcia czaso
wego wyel im inuje  bowiem zarówno szum, jak i pamięć krótkoterminową. Rysunki 3 .205 
i 3 .206 przedstawiają  obl iczenia dla wartości  przesunięcia czasowego wyznaczonej przy 
pomocy wzoru (2.40), natomiast tabele 3 .47 i 3 .48 zawieraj ą  zestawienie wyników tych 
obl iczeń . Rysunek 3 .207 jest graficzną i lustracj ą otrzymanych wyn ików dla obu wartości 't. 

Rys. 3 . 205 Krzywe InC2( 1 )  
d la spółki Elektrim d la '"[ = 3 1 5  

I n  C2 ( 1 ) 

Źródło : opracowanie własne. 
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2 

Rys. 3 . 206 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Elektrim d la '"[ = 315  
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Źródło : opracowanie własne. 

n 

Tabela 3 .47 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
d la spółki Elektrim d la wg tab.  3 .48 

Nazwa 

Elektrim 
Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3.48 Wartości '"[ oraz inne dane dla spółek sektora telekomun ikacja 

Nazwa Liczba Oczekiwany 't (w dniach) Liczba da- P u n kt cykl u Wykład nik  
zmiennych wym iar nych (tygo- (w tygo- Hursta 

fraktalny dniowych) dniach) 

Elektrim 4 3 ,3 - 3 ,7 3 1 5  377 1 80 0 ,666 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys . 3 . 207 Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia  d la  spółki Elektrim 
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Źródło : opracowanie własne. 
Wymiar zanurzenia 

Obliczenia przeprowadzone dla przesunięcia czasowego wynoszącego 3 1 5 dni dały 
n ieoczekiwane wynik i .  Co prawda zl ikwidowały efekt "schodków", lecz wymiary kore la
cyj ne nie stabi l izuj ą  s i ę  na żadnym z wyznaczonych w poprzedniej części  anal izy pozio
mów ("schodków") .  Bez problemu można wyznaczyć wymiar fraktalny, lecz nie znaj duj e 
s ię on w przedziale 5 .2 - 5 .4 an i 6 . 3  - 6 .4 .  Otrzymane wartości  wymiarów korelacyj nych 
zbiegaj ą  d o  wartości około 3 . 5  a właściwie do l iczby 3 . 59 . Jest t o  średnia z czterech ostat
nich wymiarów korelacyj nych (gdyż dla zanurzeń 6-9 obserwowana j est stab i l izacja warto
ści wymiarów korelacyjnych) i można uznać ją za wymiar fraktalny dla tego szeregu cza
sowego. Do szóstego wymiaru zanurzenia wykresy dla obu 1 maj ą  bardzo podobny prze
b ieg i mimo znaczącej różnicy pomiędzy wartościami poszczególnych wymiarów korela
cyj nych dla zanurzeń większych niż 6 ,  kształt "schodków" j est zachowany, lecz zreduko
wany do tylko jednego "schodka" o niższej wartości .  Ta właśc iwość pozwala, w oparc iu o 
sformułowaną w pracy regułę potwierdzającą i uwiarygodniaj ącą wyniki  anal izy fraktalnej 
d la  dużych 1, twierdzić,  że anal iza przeprowadzona została poprawnie i n ie  j est obarczona 
błędem. Wykryc ie ułamkowego wymiaru fraktalnego (3 . 59) w szeregu czasowym Elektri
mu wskazuj e  na i stn ienie dla niego atraktora dziwnego, co impl ikuje występowanie zj awi
ska chaosu determin istycznego. 

3 . 2 . 3 . 2  Podsektor IN FORMATYKA 

Podsektor Informatyka funkcjonuj e  na giełdzie polskiej stosunkowo krótko.  Zakla
syfikowano do n iego 1 2  różnych spółek (tabela 3 .2) ,  z czego do anal izy wybrano dwie fir
my: Computerland i Optimus, gdyż ich szeregi czasowe są naj dłuższe . I tak dla Computer-
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l andu dysponujemy notowaniami cen ze 1 89 tygodni ,  natomiast w przypadku Optimusa 
l iczba ta j est znacznie wyższa i wynosi  254 tygodnie .  

Poniżej zamieszczono rysunki przedstawiaj ące dane z trendem oraz szereg czasowy 
Computerlandu (rys .  3 .208 i 3 .209), a także szereg czasowy dla spółki Optimus (rys. 
3 . 2 1 0) .  

1 20 
1 00 
80 
60 
40 
20 

Rys. 3 . 208 Computerland -
dane oryg ina lne z trendem 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 2 10 Optimus - szereg czasowy 
przyrostów cen d la 1: = 7 
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Źródło : opracowanie własne. 

Rys. 3 .209 Computerland -
szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 
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Źródło : opracowan ie własne. 

Przyglądając s ię powyższym szeregom czasowym trudno określ ić  cykle dla spółek 
Computerland i Optimus j edynie na podstawie zamieszczonych rysunków. Przedstawione 
szeregi cechuj e  dosyć równomierne rozłożenie punktów, co sprawia, że parametry takie j ak 
np .  wykładnik  Hursta czy długość cyklu można wyznaczyć j edynie  eksperymentalnie, 
przeprowadzając stosowne obl iczenia. Rysunki 3 .2 1 1 i 3 . 2 1 2  zawieraj ą  i lustrację  tych obli
czeń. 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



"Anal iza frakta lnych właściwości polskiego rynku kapitałowego" 249 

Rys . 3 . 2 1 1  Anal iza Rj5 
d la  spółki Computerland d la  1: = 7 

I n (RJS) In (R/S) 

Rys. 3 . 2 12  Anal iza Rj5 
d la  spółki Optimus  d la 1: = 7 

u==----------------. l n (N)  
I n (N*) 

c==------------__ l n (N )  
In (N*) 

Źródło : opracowanie własne. Źródło : opracowanie własne. 

Tabela 3 .49 zawiera zestawienie otrzymanych w przeprowadzonej anal izie RlS wy
n ików, dla szeregów czasowych spółek Computerland i Optimus .  

Tabela 3 .49 Wykładn ik  Hursta d la  spółek sektora i nformatyka 

S półka Wykła d n i k  H u rsta Długość cykl u Długość cykl u Liczba danych 
w miesiącach w latach (tygodn iowych) 

Computerland 0 ,72 1 5 ,8 1 ,3 1 89 
Optimus 0 ,60 1 8 ,8 1 ,5 254 

Źródło : opracowanie własne. 

Dla wybranych do anal izy spółek szeregi czasowe nie są równe - wręcz przeciwnie, 
d la Computerlandu dysponuj emy szeregiem krótszym o 65 tygodni .  Powoduj e  to trudności 
w dokonani u  porównania  obu spółek. Mimo jednak krótszego szeregu czasowego dla 
Computerlandu, wartość wykładn ika Hursta dla tej firmy j est większa, niż dla spółki Opti
mus i wynosi 0.72. Oznacza to większą stabi lność cen akcj i , czyl i  inaczej mniej sze ryzyko 
inwestycj i  w akcj e  tej spółki ,  a także cykl, którego wyznaczenie n ie  sprawiło kłopotu. Dlu
gość cyklu to 1 5 . 8  mies iąca - wartość ta j est niższa niż w przypadku spółki Optimus, dla 
której to wyn iosła 1 8 . 8  miesiąca. Jednak tu wykładnik Hursta był znacznie niższy - 0 .6 .  
Mimo więc  dłuższego okresu funkcj onowania spółki Optimus na giełdzie, uzyskano d la  
n iej gorsze wyn iki anal izy RlS - niższy wykładnik Hursta i dłuższy cykl .  Jednak krzywa 
w analizie RlS dla spółki Optimus była stosunkowo gładka, bez charakterystycznego zała
mania, przez co trudno było wyznaczyć odcinek o współczynniku kierunkowym 0 . 5  typo
wym dla  sygnałów stochastycznych.  

Rysunki  3 .2 1 3  - 3 .2 1 6  zawieraj ą  wyniki  anal izy fraktalnej d la obu spółek sektora 
usług telekomunikacyj nych i informatycznych, dla tygodniowego przesunięcia czasowego, 
zebrane następnie w tabel i  3 .50 .  
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Rys. 3 .213  Krzywe I nC2( 1 )  
d la  spółki Computerland d la  1: = 7 

In C2 ( I )  

Źródło :  opracowanie własne. 

In C2 ( 1 )  

Rys. 3 . 2 15  Krzywe InCll) 
d la spółki Optimus  d la 1: = 7 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 . 2 14 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Com puterland d la  1: = 7 
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Źródło: opracowanie własne. 
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Rys .  3 .216  Wymiary korelacyjne 
d la spółki Optimus  d la 1: = 7 
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Źródło : opracowan ie własne. 
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Optimus 

Nazwa 

Computerland 
Optimus 

"Ana l iza frakta lnych właściwości polskiego rynku kapitałowego" 

Tabela 3 . 50 Wymiary korelacyjne w funkcj i wym ia ru zanurzenia 
d la spółek sektora informatyka d la "C = 7 

1 2 3 4 5 6 7 8 

0 ,893 1 ,64 2,28 2.79 3 , 1 8  3 ,48 3,47 3 ,79 
0 ,929 1 ,78 2 ,41 3 ,05 3 ,57 4 ,04 4 , 1 2 4,34 

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  

4 , 1 9  4 ,29 4 ,49 4.54 4 ,7 1  4 ,76 5,06 4,82 
5,5 5 ,54 6,02 6 ,2 6 ,24 6 ,25 7 ,04 6 ,54 

Źródło : opracowanie  własne. 
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9 1 0  

3,88 4 ,02 
4 ,56 4 ,95 

1 9  20 

5,41 5 ,38 
6,67 7 ,32 

Analiza fraktalna dla , = 7 nie dała pożądanych efektów - na podstawie obl iczonych 
wymiarów korelacyj nych dla kolej nych dwudziestu zanurzeń nie można ustal ić wartości 
wymiaru fraktalnego, gdyż wraz ze wzrostem wym iaru zanurzen ia wartości  wymiarów ko
relacyj nych, dla obu badanych spółek, zamiast zb iegać do pewnych l iczb, c iągle rosną. 
Przeb iegi ich wykresów są do s iebie bardzo podobne, lecz oddalone o około 3 j ednostki (od 
1 1  wymiaru zanurzenia), co i lustruje  rysunek 3 .22 1 .  Powodem takiego stanu rzeczy może 
być zbyt mała wartość przesunięcia czasowego, nie e l im inująca pamięci krótkoterminowej .  
Stanowiło b y  to wyj aśnienie tak n ieustab i l izowanego wzrostu wymiarów korelacyj nych dla 
szeregów czasowych Computerlandu i Optimusa. Poniżej zamieszczono analizę tych sa
mych danych przy zmiennym przesunięciu czasowym, obl iczonym na podstawie wzoru 
(2 .40), oddzielnie dla każdej ze spółek. 

Rys. 3 .217  Krzywe I nC2( 1 )  
d la spółki Computerland d la "C = 98 

I n  C2 ( 1 )  

'-'--'-'---"--------. Ln ( I ) 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys.  3 . 2 18  Wymiary korelacyjne 
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Źródło : opracowanie własne. 
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Rys . 3 . 2 19 Krzywe I nC2( 1 )  
d la spółki Com puterland d la  1" = 98 

I n  C2 ( 1 )  

Źródło : opracowan ie własne. 
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Rys. 3 .220 Wymiary korelacyjne 
d la spółki Computerland d la  1" = 98 
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Źródło : opracowan ie własne. 

n 

Otrzymane wyniki zestawiono w tabelach 3 .5 1 i 3 .52 oraz przedstawiono na rysunku 
3 . 22 1 .  

Nazwa 

Computerland 
Optimus 

Nazwa 

Computerland 
Optimus 

Tabela 3 . 5 1  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzenia 
d la spółek sektora i nformatyka d la 1" wg tab .  3 . 52 

1 2 3 4 5 6 7 8 

0 ,91  1 ,6 1  2 , 1 8  2,69 3 , 1 7 3 ,7 1  3 ,91  4 ,69 
0 ,94 1 ,63 2,32 2 ,88 3,06 3,33 3 ,9 3 ,75 

1 1  1 2  1 3  1 4  

4 ,62 5 , 1  4 , 6  4 , 5 1  
4 ,32 4 ,31  x x 

Źródło : opracowan ie własne. 

9 1 0  

4,72 4,75 
4,54 4 ,38 

Tabela 3 . 52 Wartości 1" oraz i n ne dane dla spółek sektora i nformatyka 

Nazwa Liczba Oczekiwan y  1" ( w  d n iach) Liczba P u n kt cykl u Wykładnik  
zmien nych wym iar danych {w tygod- Hu rsta 

frakta lny (tygod- niach)  
n iowych) 

Computerland 5 4 ,51  - 5 , 1 0  98 1 89 69 0 ,72 
Optimus 5 4 ,31  - 4 ,54 1 47 254 84 0 ,60 

Źródło : opracowanie własne. 
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Rys. 3 .221  Wymiary korelacyjne w funkcj i wymiaru zanurzen ia 
d la  spółek sektora i nformatyka 
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Wymiar zanurzenia 

Źródło : opracowanie własne. 
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Wyniki  anal izy przeprowadzonej dla wartości przesunięć czasowych obliczonych na 
podstawie wzoru (2.40), dla każdej badanej spółki n iezależnie ,  dały znacząco lepsze rezul 
taty n iż analiza dla 1: = 7. Szczególnie dobrze wypadł szereg Computerlandu, dla którego 1: 
określono na 98 dni .  Wymiar fraktalny, przy tak dobranym przesunięciu czasowym, mieśc i  
s ię w przedziale 4 . 5 1 - 5 . 1 0 . Wymiary korelacyj ne w funkcj i wymiaru zanurzenia szybko 
stab i l izuj ą  s ię ,  przyj mując j edynie wartości z tego przedziału - j uż od 8 zanurzenia. Na tej 
podstawie wymiar fraktalny można określ ić  j ako l iczbę ułamkową 4 .7 1 3 , co wskazuj e  na 
występowanie zjawiska chaosu determin istycznego, a co za tym idzie atraktor szeregu cza
sowego Computerlandu j est atraktorem dziwnym . Warto j eszcze zaznaczyć, że ze względu 
na możliwość wyznaczenia wymiaru fraktalnego na podstawie wymiarów korelacyj nych 
obl iczonych dla zanurzeń już od 8 do 1 4 ,  nie j est konieczne stosowanie zasady potwier
dzaj ącej słuszność i poprawność otrzymanego wyniku, sformułowanej wcześniej w tym 

rozdziale ,  Stosuj emy ją wtedy, gdy '1: j est bardzo duże i wymiar fraktalny j est określany na 
podstawie znikomej l iczby wymiarów kore lacyjnych. W przypadku spółki Optimus prze
prowadzone ob l iczen ia również pozwo l iły wykryć istnienie wymiaru fraktalnego. Przesu
nięc ie czasowe wyn iosło tym razem 1 47 dni  i dopiero taka j ego wartość l ikwiduj e  \-vypływ 
pam ięci  krótkoterminowej na wyn ik i .  Wymiary kore lacyj ne od około 9 wymiaru zanurze
n ia  zaczynaj ą  oscylować wokół l iczby 4 . 3 88 ,  którą można uznać za wymiar fraktalny. 
Można uznać, że dla sektora usług telekomunikacja i informatyka, charakterystyczny j est 
wymiar fraktalny zbl iżony do 4 . 5  - zauważmy, że otrzymane wartości wymiarów fraktal 
nych dla obu badanych spółek nie są mocno od s iebie oddalone - ich różnica wynos i  j edy
nie 0 . 325 . 
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3. 2.4 
Podsu mowa n i e  

Przeprowadzona w rozdziale  trzec im analiza fraktalna danych giełdowych d l a  wy
branych spółek pozwol iła wykryć występowan ie zjawiska chaosu determin istycznego na 
polskiej giełdzie papierów wartościowych .  Na j ej podstawie można było także ustal i ć  cha
rakter tego zjawiska, częstość j ego występowan ia oraz ocenić j akość danych,  którym i po
służono się w anal iz ie .  Wyn iki obl iczeń podstawowych charakterystyk dynamicznych za
wiera tabela 3 . 5 3 .  

Lp 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 0  

1 1  

1 2  

1 3  

Tabela 3 . 5 3  Wartości T oraz pozostałe charakterystyki 
d la  wybranych spółek na polskiej g iełdz ie  

Nazwa spółki Tau Oczekiwany Liczba Długość Długość Wykła d n i k  
(d n i )  wym iar zmien- cyklu w cyklu Hu rsta 

fra ktalny nych mocach w latach 

7 1 9 ,7 1 ,60 
Agros 0 ,6 1  

1 96 2 ,50 - 2 ,90 3 
7 20 1 ,67 

Amerbank 0 ,59 
1 54 3,30 - 3 ,78 4 
7 21 ,3 1 ,80 

Animex 0 ,74 
1 68 3 , 1 0 - 3,30 4 
7 28,5 2,38 

Big 0 ,62 
21 7 3 ,40 - 3 ,95 4 
7 24,8 2 ,06 

Bph 0 ,53 
1 89 3 ,21  - 3,27 4 
7 35,8 2 ,98 

0 ,62 Bre 
2 1 7 4 , 1 9  - 4 ,78 5 
7 29,4 2 ,45 

0,58 Bsk 
224 3,71 - 3,99 4 
7 1 0  0 ,83 

Budimex 
49 5 ,03 - 5,63 6 

0 ,57 

7 1 5 ,8 1 ,3 
0,72 Computerland 

98 4 ,51 - 5 , 1 0  5 
7 4 1 ,3 3 ,4 

0 ,67 Elektrim 
3 1 5  3,30 - 3 ,70 4 
7 48,2 4 ,02 

0 ,60 Exbud 
364 3,03 - 3 ,54 4 
7 28,9 2,40 

0,73 I rena 
2 1 7  3 ,40 - 3 ,50 4 
7 26,4 2,20 

0 ,62 Jelfa 
203 3 ,40 - 3 ,50 4 

Liczba 
danych 
(tygod-

n i owych) 

1 90 

258 

1 87 

357 

227 

349 

281 

2 1 2  

1 89 

377 

426 

385 

258 

I 
I 
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Lp Nazwa s półki Tau Oczekiwany l iczba Długość Długość Wykła d n i k  liczba 
(dn i )  wym iar zmien- cyklu w cykl u Hu rsta danych 

frakta l n y  nych mocach w latach (tygod-
n iowych) 

1 4  Kable 
7 48 4,00 

364 3 ,60 -3 ,90 4 
0 ,70 426 

1 5  Kredytb 
7 1 7 ,9 1 ,49 
91 4 ,99 - 6 ,0 1  6 

0 ,57 255 

1 6  Mostostal Exp. 
7 53 ,7 4,47 

564 2 ,40 - 2 ,65 3 
0 , 7 1  368 

1 7  Okocim 
7 43,6 3 ,6 

44 1 2 ,80 - 3 , 1 0  3 
0 ,64 383 

1 8  Rol impex 
7 29,8 2 ,5 

3 1 5 2 ,30 - 3 , 1 0  3 
0 ,56 243 

1 9  Sokołów 
7 5 ,3 0 ,4 
35 4,6 0- 5 ,50 6 

0 ,66 305 

20 Żywiec 
7 44,5 3,7 

0 ,69 I 403 I 
336 3 ,50 - 3,60 4 I 

2 1  Próchn ik 
7 42,9 3,6 

322 3,4 0- 4 , 1 0  4 
0 ,69 426 

22 Vistu la 
7 28,2 2 ,35 

0 ,65 298 
287 3 , 1 0  - 3,50 4 

23 Swarzędz 
7 23,4 1 ,9 

0 ,66 208 
238 2,30 - 2 ,50 3 

24 Pol ifarb-CW 
7 36,7 3,06 

0 ,62 3 1 7  
280 3 , 1 0  - 3 ,40 4 

25 Rafako 
7 29,4 2 ,4 

0 ,56 275 
224 3 ,50 - 3 ,60 4 

26 Tons i l  
7 48 4 

0 ,67 426 
364 3 ,30 - 3 ,60 4 

27 WBK 
7 2 1 ,6 1 ,8 

0 ,60 3 1 2 
1 6 1  4 ,43 - 5 ,2  5 
7 1 9 ,3 1 ,6 

0 ,58 28 Warta 2 1 2 
1 47 3 ,98 - 4 ,27 4 

29 Optimus 
7 1 8 ,8 1 ,5 

0 ,60 254 
1 47 4 ,3 1  - 4 ,54 5 

Ź.ródło : opracowanie własne. 

Na temat anal izy fraktalnej rynków kapitałowych można znaleźć niewiele l iteratury 
obcoj ęzycznej lub przełożonej na język polski ,  j ak równ ież prac autorów po lskich wciąż 
j est j eszcze niewiele .  W większości są to artykuły takie j ak, cytowany wcześniej w pracy 
referat Jaj ugi K . ,  Papl i  D. pod tytułem Teoria chaosu w analizie finansowych szeregów cza-

I 
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sowych - aspekt)' teoretyczne i badania empiryczne (Jajuga K . ,  Papla D . , 1 997) 1 0 . Autorzy 
opracowania  n ie  stwierdzi l i  obecności zjawisk chaosu deterministycznego dla badanych 
przez siebie spółek giełdowych. Nin iej sza praca stanowi więc a lternatywę, względem ich 
wyn ików. Autorka n in iej szego opracowania dysponowała w iększą i lością danych dla kon
kretnych spółek giełdowych, j ak również precyzyjnymi programami komputerowymi  
FDAI I  i Recs l 2, które pozwol iły przeprowadzić anal izę z dużą dokładnością, co znacznie 
uprośc iło i przyspieszyło proces czysto matematycznych obl iczeń.  Zaokrąglenia i inne nie
dokładności upraszczające obl iczenia mogły być przyczyną n iepowodzenia przeprowadzo
nej przez wymienionych autorów anal izy fraktalnej .  Okazało się j ednak, że polska giełda 
nie j est wyj ątkiem w skal i światowej i również nią rządzą zjawiska chaosu determin istycz
nego . Ze względu na młody wiek polskiej giełdy wszelkie porównania  do giełd światowych 
maj ą  duże znaczenie . Pozwala to na prognozowanie typowych zachowań notowań cen ak
cj i ,  dla tak specyficznych sektorów j ak bankowy, usług telekomunikacyj nych, czy infor
matycznych, wykorzystuj ąc analizę fraktalną polskiej giełdy, oraz korzystaj ąc ze zbada
nych j uż zjawisk na starszych, światowych rynkach papierów wartośc iowych.  

Na podstawie przeprowadzonych badań można było przekonać s ię ,  j ak bardzo anali 
za  fraktalna zależna jest od dobrania odpowiedniej wartości  przesunięcia czasowego . Obl i 
czeni a  w większości okazały s ię  wyjątkowo wrażl iwe na zmiany 1:. Jest to zjawisko nor
malne i oczywiste - kształtowanie s ię  cen akcj i nie j est całkowic ie  n iezależne od poprzed
nich notowań - występuj e  tzw. pamięć krótkoterminowa, odpowiedzialna między innymi 
za występowanie trendu. Dla małych przesunięć czasowych n ie  sposób j ej wyel iminować, 
co w rezultac ie prowadzi do przekłamania wyn iku anal izy fraktalnej .  Zwykle obj awia się to 
niemożnością wyznaczenia wymiaru fraktalnego, ze względu na stały wzrost wymiarów 
korelacyj nych wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia.  Wszelkie więc obl iczenia prowa
dzono w dwóch fazach - najpierw dokonywano anal izy fraktalnej d la  tygodniowego prze
sunięcia czasowego (1: = 7), po czym wyznaczano wartość 1: zgodnie  ze wzorem (2.40) 
i powtarzano obliczenia .  Na wybór stałego przesunięcia równego 7 miało wpływ ki lka 
czynników. P ierwszym j est fakt, iż na początku funkcjonowania giełdy notowania odby
wały się z tygodn iowym odstępem czasu, więc 1: = 7 gwarantuj e  wzięcie pod uwagę 
wszystkich danych .  Drugą, równie i stotną przesłanką, j est chęć wyel iminowania pamięci 
krótkoterminowej i porównan ia wyników dla różnych szeregów czasowych. Ponieważ, j ed
nak duży procent badanych spółek funkcj onuj e  na giełdzie stosunkowo krótko, dyspono
wano więc n iej ednokrotnie krótkimi  szeregami czasowymi .  Wartość przesunięcia czasowe
go 1: = 7 wydawała się optymalna do porównania wyn ików anal izy fraktalnej dla wszyst
kich, dłuższych i krótszych szeregów czasowych. 

Do indywidualnej oceny każdej spółki posłużyły obl iczenia wykonane dla 1: obl i 
czonego na podstawie wzoru (2.40) .  Wartości przesunięć czasowych tak wyznaczonych 
były w większości duże . 

J ak s ię późn iej okazało, szczególnie dla długich szeregów czasowych wyznaczony 
wymiar fraktalny przy 1: = 7 nie odbiegał zbytnio  od wyznaczonego dla przesunięcia cza-

lO Jajuga K., Papla D.: op.cit. I I  Pełna nazwa programu brzmi Fractal Dimension Analyser, program opracowany został w In
stytucie Informatyki, Pol itechniki Białostockiej pod kierunkiem Mosdorfa R., autorzy : Andryszewski 
1., Pietrewicz B . ,  Białystok 1 998 

1 2  Program Recs opracowany został w Instytucie Informatyki, Pol itechniki Białostockiej pod kie
runkiem Mosdorfa R., autor Olsiewicz P., Białystok 2000 
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sowego danego wzorem (2 .40) . Niekiedy jednak wyznaczone w ten sposób 1 było tak duże, 
że j ego wartość pozwalała wyznaczyć n iewielką l iczbę krzywych InC2( l )  w funkcj i In( l ) ,  
p rzez co również i lość wyznaczonych wymiarów korelacyj nych w funkcj i wymiaru zanu
rzenia była również mała. W ten sposób często i stniała konieczność określania wymiaru 
fraktalnego na podstawie zaledwie 3 - 4 wartości wymiarów korelacyj nych, co pociągało 
za sobą wątpl iwość, czy wymiar fraktalny rzeczywiście istn iej e  i czy został określony po
prawnie. Przeprowadzone obserwacj e  doprowadziły do sformułowan ia reguły postępowa
nia w takim  przypadku . Nazwano ją regułą potwierdzania i uwiarygodniania wartości wy
m iaru fraktalnego dla dużych przesunięć czasowych . Dokładne jej omówien ie znajduje s ię 
w podrozdziale 3 .2 .2 ,  teraz zostanie j edyn ie krótko przypomniany j ej schemat. Otóż jeżel i  
przeprowadzono anal izę fraktalną dla wysokiej wartości 1 i uzyskano niewie lką l i czbę wy
miarów kore lacyj nych na podstawie których można wyznaczyć wym iar fraktalny, należy 
anal izę powtórzyć dla 1 = 7 ( lub innej niewielkiej wartośc i  1, w zależności od długości sze
regu czasowego, którym dysponuj emy) i porównać uzyskane wyniki . Jeże l i  wymiar frak
talny i stnieje  dla 1 = 7, i j ego wartość j est zbl iżona do wyznaczonej poprzednio, to można 
m ieć pewność, co do istnienia oszacowanego wymiaru fraktalnego. Wybranie odpowiedniej 
wartości  1 j est i stotne, gdyż od wie lkości 1 zależy kształt atraktora. Można to nazwać jego 
rozwij aniem.  Dla źle dobranego 1 atraktor u lega spłaszczeniu .  

W pracy wspomniano, że anal iza fraktalna dostarcza odpowiedzi na pytanie o j akość 
danych.  Pojęcie j akośc i danych giełdowych można rozumieć różnorako. Może to być na 
przykład stopień ryzyka inwestycj i  w akcje danej firmy. Wtedy istotne znaczenie ma bada
n ie  wartośc i wykładnika Hursta. I m  wyższa j est j ego wartość, tym mniej sze ryzyko pociąga 
za sobą kupno akcj i danej spółki . I tak na przykład wykładnik Hursta wynoszący 0.8 mówi ,  
że spółka j est mało ryzykowna, podczas gdy wykładnik ten równy 0 . 5 1 powin ien być pod
stawą do ponownego przemyślenia decyzj i  o zakupie pakietu akcj i takiej spółki .  Jeżel i  bo
wiem wykładnik  H ursta zbl iża s ię  do l iczby 0 . 5 ,  szereg czasowy mu odpowiadaj ący przy
pominać zaczyna sygnał stochastyczny .  Gdy j ednak mówiąc o j akości mamy na myśl i  ra
czej same dane w szeregu czasowym - a dokładniej stopień ich przekłamania  np.  szum, n ie 
wystarczy j uż sama anal iza RlS . Charakterystyczną cechą dla tej spółki j est możliwość roz
różnienia dwóch fragmentów wykresu krzywych InC2(l) ,  dla których uzyskuj e  się różne 
wyn iki analizy fraktalnej .  Obszar dolny odpowiada przypadkowym zmianom wartości ,  za 
które odpowiedzialny j est szum. Za długookresowe zmiany badanych wartości odpowiada 
obszar górny wykresu. Dla dolnego obszaru, odpowiadaj ącego szumowi nie można wyzna
czyć wym iaru fraktalnego . Przypomnieć warto, co może być szumem dla danych giełdo
wych. Można tu uznać sztuczne manipulowanie cenami akcj i , co w przypadku początków 
działania  polskiej giełdy miało z pewnością miej sce G est to  zresztą naturalne zjawisko na  
początku funkcj onowania każdej giełdy) . Jeże l i  j ednak takie działanie  powtarza s i ę  w cza
s ie  powoduj e  zakłócenie naturalnego cyklu dla danej spółki .  Analiza fraktalna może wyka
zać opisane wyżej działania .  

Analizując poszczególne sektory n ie  zawsze można zauważyć pewne specyficzne 
dla niego cechy. I tak na przykład o sektorze przemysłu spożywczego można mówić,  że 
spółki do n iego zaklasyfikowane cechuj e  wysoka wartość wykładnika Hursta, dochodząca 
do 0 .74,  gdyby nie  wyjątek j akim jest szereg czasowy spółki Rol impex o wykładniku Hur
sta równym 0 . 56 .  Również wymiar fraktalny szacowany dla spółek tego sektora można by 
uznać za stosunkowo n iski - około 2 .7 ,  3 .2 - gdyby nie spółka Sokołów o wymiarze frak
talnym około 5 . 5 .  Bardziej zbl iżone wyn iki osiągn ięto dla podstektora przemysłu lekkiego. 
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Tu wykładn ik Hursta był wyższy niż 0 .65  dla obu badanych spółek, a wymiar fraktalny d la  
nich charakterystyczny to 3 .5  - 3 .9 .  Jeś l i  chodzi o sektor chemiczny, cechuj e  go wym iar 
fraktalny około 3 . 5 i wykładnik Hursta około 0 .62 .  Podobne wyniki uzyskano dla sektora 
przemysłu materiałów budowlanych - wykładnik Hursta około 0 .73  i wym iar fraktalny 
3 .77 .  Anal iza fraktalna spółek sektora budownictwa dała tak różne wyniki ,  że n ie  można 
nawet próbować ich uogóln ić .  Jedynie sektor przemysłu e lektromaszynowego cechuj e  wy
miar fraktalny powyżej 3 . 5 .  Cały makrosektor przemysłu można uznać za stosunkowo 
zróżn icowany pod względem wyników anal izy fraktalnej .  N iemniej j ednak j ego anal iza 
wykazała występowanie  zjawiska chaosu determ inistycznego. Identyczne zjawisko obser
wować można dla pozostałych makrosektorów: finansów oraz usług. 

Uogóln iając można stwierdzić, iż przeprowadzona ana l iza fraktalna wybranych 
spółek notowanych na G iełdzie Pap ierów Wartościowych w Warszawie, j ak również indek
su WIG wykryła występowanie pamięci długofa lowej na polskiej giełdzie .  Anal iza powyż
sza pozwala  na określenie długości  "okresu" (wiadomo co j aki okres poj awia się j oker) . 
Dla  giełdy polskiej wynos i  on 56 .9 mies ięcy (tabe la 3 .2) .  Anal iza fraktalna pozwala rów
nież określ ić wymiar układów dynamicznych j akimi są rynki kapitałowe - co może ułatwić 
budowę model i ,  modele budowane d la  polskiej giełdy mogą zawierać ty lko 3 zmienne, dla 
giełdy np.  j apońskiej 4 zmienne (tabela 3 .4) .  Anal iza powyższa pozwala okreś l ić  zas ięg 
działania  krótkoterminowej pamięci  d la  giełdy polskiej ,  który wynos i  około 30  dni (rysu
nek nr 3 . 5 ,  tabela 3 .3 ) .  Przeprowadzona anal iza dla polskiej giełdy, pokazuje ,  że j ej cechy 
nie różnią się od giełd zachodn ich (dłużej funkcjonujących) .  Teza o fraktalnych właściwo
ściach polskiego rynku kap itałowego sto i w sprzeczności z h ipotezą efektywności rynku 
oraz ze zbudowanym i na tej teor i i  mode lam i i lościowymi (model wyceny dóbr kapitało
wych CAPM, teoria arbitrażu cenowego APT, itd. - modele  zakładały rozkład normalny, 
zakładały przypadkowość zjawi sk). Fakt ten potwierdza, że badanie  empirycznych właści
wości po lskiego rynku kapitałowego za pomocą standardowej anal izy statystycznej może 
być tu n iewystarczające i konieczne j est poszukiwan ie nowych modeli  teoretycznych rynku 
kap itałowego w Polsce.  Opierając się o wykładnik Hursta można stwierdzić, że im H jest 
większe tym szereg mniej chropowaty (mniej przypadkowy), co oznacza mniej sze ryzyko, 
ponieważ w takim szeregu j est mniej szumu.  Wynikałoby stąd (tabela 3 .2), że inwestowa
nie  na rynku polskim j est obciążone mniej szym ryzykiem n iż na innych porównywanych 
rynkach kap itałowych.  N iemn iej j ednak z akcj ami  o wysokim wykładn iku Hursta związane 
j est większe ryzyko gwałtownych zm ian .  Uzyskane rezultaty ana l izy pokazuj ą, że anal iza 
fraktalna polskiego rynku kapitałowego stanowi i stotne uzupełn ienie k lasycznych metod 
anal izy .  Należy pam iętać, że anal iza fraktalna nie przybl iża nas do prognozowania wartośc i 
akcj i na konkretny dzień, pozwala j ednak ocenić prawdopodobieństwo okreś lonych zacho
wań rynku i modelowania alternatywnych scenariuszy j ego zachowań.  

M imo wielu problemów związanych z wykorzystan iem algorytmów teori i  chaosu 
determ ini stycznego w procesie anal izy danych giełdowych, ich stosowan ie j est w pełn i 
uzasadnione. Stwierdzić to można na podstawie przeprowadzonej ana l izy fraktalnej wybra
nych spółek funkcjonuj ących na polskiej giełdzie .  Ważny prob lem w anal izie fraktalnej 
stanowi duża wrażl iwość algorytmów na i lość danych eksperymentalnych na wej ściu .  

Powyższa praca stanowi próbę nowego podej ścia do anal izy danych finansowych . 
Uzyskane przez autorkę wyniki anal iz d la polskiej giełdy są interesuj ące i stanowią jeden 
ze sposobów wypełn ienia luki w zakres ie wykorzystan ia  teori i  chaosu determin i stycznego 
w procesie anal izy danych giełdowych. 
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Przedstawione w pracy kierunki wykorzystania teor i i  chaosu deterministycznego nie 
wyczerpują na pewno wszystkich możl iwości w tym zakres ie .  Rozważania te  maj ą  niewąt
p l iwie charakter przyszłościowy, stąd oczywiście staj e  s ię sprawa ich dyskusyj nośc i .  

Problematyka zastosowań teorii chaosu determin istycznego w zagadnieniach eko
nomicznych wymaga n iewątpl iwie dalszych prac badawczych . 
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Spis ta bel 

Przykładowy portfel min imalnego ryzyka 

Przykładowy portfel optymalny 

Przykładowy portfel rynkowy 

Przykładowe wartości ryzyka i współczynników beta i a lfa w modelu Sharpe'a 

Wyznaczanie wartości WIG dla dni nie objętych notowaniami 

Wartości wykładnika Hursta dla wybranych rynków kapitałowych 

Zmiany wartości wykładnika H w funkcji 1: 
Wymiar korelacyjny d la wybranych rynków kapitałowych 

Wykładnik Lapunowa dla wybranych rynków kapitałowych 

Klasyfikacja sektorowa polskiego rynku kapitałowego 

Klasyfikacja wybranych do anal izy spółek giełdowych, wg sektorów 
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Wykładnik Hursta dla wybranych spółek sektora przemysłu spożywczego 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla wybranych spółek sektora 
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Wartości 1: oraz inne dane d l a  spółek sektora przemysłu spożywczego 

Ilość danych dla spółek sektora przemysłu lekkiego 

Wykładnik Hursta dla spółek sektora przemysłu lekkiego. 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
lekkiego dla 1: = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
lekkiego dla T wg tab .  3 . 1 7  
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Wykładn ik Hursta dla Swarzędza - spółki sektora przemysłu drzewnego 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia spółki sektora przemysłu drzewnego 
dla 1: = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia oraz inne dane dla spółki Swarzędz 

Ilość danych dla spółek sektora przemysłu chemicznego 

Wykładnik Hursta dla spółek sektora przemysłu chemicznego 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
chemicznego dla 1: = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d la spółek sektora przemysłu 
chemicznego dla 1: wg tab .  3 .25  

Wartości 1: oraz inne dane d la spółek sektora przemysłu chemicznego 
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Tabela 3 .27 

Tabela 3 . 28 

Tabela 3 . 29 

Tabela 3 .30 

Tabela 3 . 31  

Tabela 3 . 32  

Tabela 3 .33 

Tabela 3 .34 

Tabela 3 .35 

Tabela 3 .36 

Tabela 3 .37 

Tabela 3 .38 

Tabela 3 .39 

Tabela 3 .40 

Tabela 3 .41 

Tabela 3 .42 

Tabela 3 .43 

Tabela 3 .44 

Tabela 3 .45 

Tabela 3 .46 

Tabela 3 .47 

Tabela 3 .48 

Tabela 3 .49 

Tabela 3 . 50 

Tabela 3 . 5 1  

Tabela 3 . 52  

Tabela 3 . 53  

Fraktalne właściwości polskiego rynku kapitałowego 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla sektora przemysłu materiałów 
budowlanych 

Wartości '( oraz inne dane dla spółki sektora przemysłu materiałów budowlanych - Irena 

Ilość danych dla spółek sektora budownictwo 

Wykładnik Hursta d la spółek sektora przemysłu budowlanego. 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzen ia dla spółek sektora przemysłu 
budowlanego 

Wymiary korelacyjne w funkcj i  wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
budowlanego dla '( wg tab. 3 .32 

Wartości '( oraz inne dane d la spółek sektora budownictwo 

Ilość danych dla spółek sektora przemysłu elektromaszynowego 

Wykładnik Hursta dla spółek sektora przemysłu elektromaszynowego 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzen ia dla spółek przemysłu 
elektromaszynowego dla '( = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla '( wg tab.  3 .37 

Wartości '( oraz inne dane dla spółek sektora przemysłu elektromaszynowego 

Wybrane do anal izy spółki sektora banków 

Wykładnik Hursta d la wybranych spółek sektora banków 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla wybranych spółek sektora 
banków dla '( = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora banków 
dla '( wg tab .  3 .42 

Wartości '( oraz inne dane dla spółek sektora banków 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla sektora ubezpieczenia 
dla '( = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d la spółek sektora ubezpieczeń 
dla '( wg tab .  3 .45 

Wartości '( oraz inne dane dla spółek sektora ubezpieczeń 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Elektrim dla '( = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Elektr im 
dla '( wg tab .  3 .48 

Wartości '( oraz inne dane d la spółek sektora telekomunikacja 

Wykładnik Hursta dla spółek sektora informatyka 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora informatyka 
dla '( = 7 

Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora informatyka 
dla '( wg tab.  3 .52  

Wartości '( oraz inne dane dla spółek sektora informatyka 

Wartości '( oraz pozostałe charakterystyki dla wybranych spółek na polskiej g iełdzie 
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Rysunek 3 .30 Wymiary korelacyjne dla spółki Sokołów dla , = 7 

Rysunek 3 . 31  Krzywe I nC2(1) d l a  spółki Żywiec dla , = 7 

Rysunek 3 .32 Wymiary korelacyjne dla spółki Żywiec dla , = 7 

Rysunek 3 .33 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla wybranych spółek sektora 
spożywczego dla, = 7 

Rysunek 3 .34 Krzywe InC2( 1 )  dla spółki Agros dla , = 196 

Rysunek 3 .35  Wymiary korelacyjne dla spółki Agros dla , = 196 

Rysunek 3 .36 Krzywe InC2( 1 )  dla spółki Animex dla , = 168 

Rysunek 3 . 37 Wymiary korelacyjne dla spółki Animex dla , = 168 

Rysunek 3 .38 Krzywe InC2(1) d la spółki Okocim d la , = 441 

Rysunek 3 .39 Wymiary korelacyjne dla spółki Okocim dla , = 441 

Rysunek 3 .40 Krzywe InC2(1) d la spółki Rol impex dla , = 315  

Rysunek 3 .4 1  Wymiary korelacyjne d l a  spółki Rol impex dla , = 315  

Rysunek 3 .42 Krzywe I nC2( 1 )  d la spółki Sokołów dla , = 35 

Rysunek 3 .43 Wymiary korelacyjne dla spółki Sokołów dla , = 35 

Rysunek 3 .44 Krzywe I nC2( 1 )  dla spółki Żywiec dla , = 336 

Rysunek 3 .45 Wymiary korelacyjne dla spółki Żywiec dla , = 336 

Rysunek 3 .46 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
spożywczego 

Rysunek 3 .47 Próchnik - szereg czasowy przyrostów dla , = 7 

Rysunek 3 .48 Vistula - szereg czasowy przyrostów dla , = 7 

Rysunek 3 .49 Anal iza RjS dla spółki Próchn ik d la , = 7 

Rysunek 3 . 50 Anal iza RjS dla spółki Vistu la dla , = 7 

Rysunek 3 . 5 1  Krzywe I nC2(1 )  d l a  spółki Próchnik dla , = 7 

Rysunek 3 . 52  Wymiary korelacyjne d l a  spółki Próchn ik  dla , = 7 

Rysunek 3 . 53 Krzywe I nC2( 1 )  dla spółki Vistula dla , = 7 

Rysunek 3 . 54 Wymiary korelacyjne d la spółki Vistula dla , = 7 

Rysunek 3 . 55  Krzywe I nC2(1) d l a  spółki Próchn ik dla , = 322 

Rysunek 3 . 55a Wymiary korelacyjne dla spółki Próchn ik dla , = 322 

Rysunek 3 . 56 Krzywe InC2(1) d la spółki Vistula d la , = 287 

Rysunek 3 . 57 Wymiary korelacyjne d la spółki Vistula d la , = 287 
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Rysunek 3 .58 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu lekkiego 

Rysunek 3 . 59 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Sokołów przy , = 7 i , = 35 

Rysunek 3 .60 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Próchnik przy , = 7 i ,  = 322 
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Rysunek 3 .61  Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Vistula przy 1: = 7 i 1: = 287 

Rysunek 3 .62 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Rol impex przy 1: = 7 i 1: = 315 

Rysunek 3 .63 Swarzędz - szereg czasowy przyrostów dla 1: = 7 

Rysunek 3 .64 Analiza R/S dla spółki Swarzędz d la 1: = 7 

Rysunek 3 .65 Krzywe InC2(1) d la spółki Swarzędz dla 1: = 7 

Rysunek 3 .66 Wymiary korelacyjne d la spółki Swarzędz dla 1: = 7 

Rysunek 3 .67 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki Swarzędz dla 1: = 7 

Rysunek 3 .68 Wymiary korelacyjne dla spółki Swarzędz dla 1: = 7 

Rysunek 3 .69 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki Swarzędz dla 1: = 238 

Rysunek 3 .70 Wymiary korelacyjne dla spółki Swarzędz dla 1: = 238 

Rysunek 3 .71 .  Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Swarzędz 

Rysunek 3 .72 Jelfa - dane orygina lne z trendem 
Rysunek 3 .73 Jelfa - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 .74 Polifarb-CW - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 .75 Anal iza R/S d la spółki Jelfa dla 1: = 7 

Rysunek 3 .76 Anal iza R/S dla spółki Polifarb-CW dla 1: = 7 

Rysunek 3 .77 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki Jelfa dla 1: = 7 

Rysunek 3 .78 Wymiary korelacyjne dla spółki Jelfa dla 1: = 7 

Rysunek 3 .79 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki Pol ifarb-CW dla 1: = 7 

Rysunek 3 .80 Wymiary korelacyjne dla spółki Pol i farb-CW dla 1: = 7 

Rysunek 3 .81  Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
chemicznego dla 1: = 7 

Rysunek 3.82 Krzywe InC2(1) d la spółki Jelfa d la 1: = 203 

Rysunek 3 .83 Wymiary korelacyjne dla spółki Jelfa d la 1: = 203 

Rysunek 3 .84 Krzywe InC2(1) d la spółki Pol i farb-CW dla 1: = 280 

Rysunek 3 .85 Wymiary korelacyjne d la spółki Polifarb-CW dla 1: = 280 

Rysunek 3 .86 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla sektora przemysłu chemicznego, 
wraz z powiększeniem wykresu dla 1: = 203 (Jelfa) i 1: = 280 (Pol ifarb-CW) 

Rysunek 3 .87 Irena - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 .88 Irena - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 .89 Anal iza R/S dla spółki Irena dla 1: = 7 

Rysunek 3.90 Krzywe InC2( 1) dla spółki Irena d la 1: = 7 

Rysunek 3 .91  Wymiary korelacyjne dla spółki Irena d la 1: = 7 

Rysunek 3.92 Krzywe InC2( 1) d la spółki Irena dla 1: = 217 

Rysunek 3 .93 Wymiary korelacyjne dla spółki Irena dla 1: = 217 

Rysunek 3 .94 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki sektora przemysłu 
materiałów budowlanych 

Rysunek 3 .95 Budimex - dane oryginalne z trendem 
Rysunek 3 .96 Budimex - szereg czasowy przyrostów cen d la 1: = 7 

Rysunek 3 .97 Exbud - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 .98 Exbud - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 .99 Mostostal -Exp - dane oryg inalne z trendem 

Rysunek 3 . 100 Mostostal -Exp - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 
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Rysunek 3 . 10 1  Analiza R/S dla spółki Budimex dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 102 Analiza R/S dla spółki Exbud dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 103 Analiza R/S dla spółki Mostostal-Exp dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 104 Krzywe I nCz(l)  dla spółki Budimex dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 105 Wymiary korelacyjne dla spółki Budimex dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 106 Krzywe I nCz(l) d la spółki Exbud dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 107 Wymiary korelacyjne dla spółki Exbud dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 108 Krzywe I nCz(l) d la spółki Mostostal-Exp dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 109 Wymiary korelacyjne dla spółki Mostostal-Exp dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 1 10 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d la spółek sektora przemysłu 
budowlanego 

Rysunek 3 . 1 1 1  Krzywe I nCz(l) d la spółki Budimex dla 1: = 49 

Rysunek 3 . 1 1 2  Wymiary korelacyjne dla spółki Budimex dla 1: = 49 

Rysunek 3 . 1 13 Krzywe I nCz(l )  dla spółki Exbud dla 1: = 364 

Rysunek 3 . 1 14 Wymiary korelacyjne dla spółki Exbud dla 1: = 364 

Rysunek 3 . 1 1 5  Krzywe I nCz(l) dla spółki Mostostal-Exp dla 1: = 564 

Rysunek 3 . 1 1 6  Wymiary korelacyjne dla spółki Mostostal-Exp dla 1: = 564 

Rysunek 3 . 1 17 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d la spółek sektora budownictwo 

Rysunek 3 . 1 18 Kable - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 . 1 19 Kable - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 120 Rafako - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 121  Tonsi l - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 122 Anal iza R/S dla spółki Kable dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 123 Anal iza R/S dla spółki Rafako dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 124 Analiza R/S dla spółki Tonsi l dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 125 Krzywe I nCz(l)  dla spółki Kable dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 126 Wymiary korelacyjne dla spółki Kable dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 127 Krzywe I nCz(l) d la spółki Rafako dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 128 Wymiary korelacyjne dla spółki Rafako dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 129 Krzywe I nCz(l) d la spółki Tonsi l dla t = 7 

Rysunek 3 . 130 Wymiary korelacyjne dla spółki Tonsi l dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 1 3 1  Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek przemysłu 
elektromaszynowego 

Rysunek 3 . 132 Krzywe I nCz(l) dla spółki Kable dla 1: = 364 

Rysunek 3 . 133 Wymiary korelacyjne d la spółki Kable d la 1: = 364 

Rysunek 3 . 134 Krzywe I nCz(l )  dla spółki Rafako dla 1: = 224 

Rysunek 3 . 135 Wymiary korelacyjne dla spółki Rafako dla 1: = 224 

Rysunek 3 . 136 Krzywe I nCz(l) dla spółki Tonsi l dla 1: = 364 

Rysunek 3 . 137 Wymiary korelacyjne dla spółki Tonsi l  dla 1: = 364 

Rysunek 3 . 138 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora przemysłu 
elektromaszynowego dla 1: wg tab .  3 . 37 

Rysunek 3 . 139 Uczba danych dla wybranych spółek sektora banków 

Rysunek 3 . 140 Amerbank - dane oryg inalne z trendem 
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Rysunek 3 . 141  Amerbank - szereg czasowy przyrostów cen dla t = 7 

Rysunek 3 . 142 BIG - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 . 143 BIG - szereg czasowy przyrostów cen dla T = 7 

Rysunek 3 . 144 BPH - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 . 145 BPH - szereg czasowy przyrostów cen dla T = 7 

Rysunek 3 . 146 BRE - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 . 147 BRE - szereg czasowy przyrostów cen dla t = 7 

Rysunek 3 . 148 BŚK - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 . 149 BŚK - szereg czasowy przyrostów cen dla T = 7 

Rysunek 3 . 150 Kredyt Bank PBI - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 . 1 5 1  Kredyt Bank PBI - szereg czasowy przyrostów cen dla t = 7 

Rysunek 3 . 152 WBK - szereg czasowy przyrostów cen dla T = 7 

Rysunek 3 . 153 Anal iza R/5 dla spółki Amerbank dla T = 7 

Rysunek 3 . 154 Anal iza R/5 dla spółki BIG dla T = 7 

Rysunek 3 . 155  Anal iza R/5 dla spółki BPH dla T = 7 

Rysunek 3 . 156 Anal iza R/5 dla spółki BRE dla T = 7 

Rysunek 3 . 157 Anal iza R/5 dla spółki BŚK dla T = 7 

Rysunek 3 . 158 Anal iza R/5 dla spółki Kredyt Bank PBI dla T = 7 

Rysunek 3 . 159 Anal iza R/5 dla spółki WBK dla T = 7 

Rysunek 3 . 160 Porównanie wartości wykładników Hursta i długości cyklu dla badanych spółek sektora 
bankowego 

Rysunek 3 . 161 Krzywe InC2( 1 )  dla spÓłki Amerbank dla t = 7 

Rysunek 3 . 162 Wymiary korelacyjne dla spółki Amerbank dla t = 7 

Rysunek 3 . 163 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki BIG dla t = 7 

Rysunek 3 . 164 Wymiary korelacyjne dla spółki BIG dla t = 7 

Rysunek 3 . 165 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki BPH dla t = 7 

Rysunek 3 . 166 Wymiary korelacyjne d la spółki BPH dla t = 7 

Rysunek 3 . 167 Krzywe InC2( 1 )  dla spÓłki BRE dla t = 7 

Rysunek 3 . 168 Wymiary korelacyjne dla spółki BRE dla t = 7 

Rysunek 3 . 169 Krzywe InC2( 1) dla spółki BŚK dla t = 7 

Rysunek 3 . 170 Wymiary korelacyjne dla spółki BŚK dla t = 7 

Rysunek 3 . 171  Krzywe InC2( 1 )  d la spÓłki Kredyt Bank PBI dla t = 7 

Rysunek 3 . 172 Wymiary korelacyjne dla spółki Kredyt Bank PBI dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 173 Krzywe InC2(1) dla spółki WBK dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 174 Wymiary korelacyjne dla spółki WBK dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 175 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru dla wybranych spółek sektora bankowego 
d la 1: = 7 

Rysunek 3 . 176 Krzywe InC2(1) d la spÓłki Amerbank dla t = 1 54 

Rysunek 3 . 177 Wymiary korelacyjne dla spÓłki Amerbank dla t = 154 

Rysunek 3 . 178 Krzywe InC2( 1 )  d la spółki BIG dla t = 217 

Rysunek 3 . 179 Wymiary korelacyjne dla spółki BIG dla t = 217 

Rysunek 3 . 180 Krzywe InC2( 1 )  dla spÓłki BPH dla t = 189 
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Rysunek 3 . 181  Wymiary korelacyjne dla spółki BPH dla 1: = 189 

Rysunek 3 . 182 Krzywe I nC2(1) d la spółki BRE d la 1: = 217 

Rysunek 3 . 183 Wymiary korelacyjne d la spółki BRE dla 1: = 217 

Rysunek 3 . 184 Krzywe I nC2( 1) d la spółki BŚK dla 1: = 224 

Rysunek 3 . 185 Wymiary korelacyjne dla spółki BŚK dla 1: = 224 

Rysunek 3 . 186 Krzywe I nC2( 1 )  d la spółki Kredyt Bank PBI dla 1: = 91  

Rysunek 3 . 187 Wymiary korelacyjne d la spółki Kredyt Bank PBI d l a  1: = 91  

Rysunek 3 . 188 Krzywe InC2( 1)  d l a  spółki WBK  d l a  1: = 16 1  

Rysunek 3 . 189 Wymiary korelacyjne d l a  spółki WBK  d l a  1: = 161 
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Rysunek 3 . 190 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora bankowego 

Rysunek 3 . 191 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki Amerbank przy 1: = 7 i 1: = 154 

Rysunek 3 . 192 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółki WBK przy 1: = 7 i 1: = 161 

Rysunek 3 . 193 Warta - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 194 Anal iza R/S dla spółki Warta dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 195 Krzywe I nC2( 1 )  d la spółki Warta dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 196 Wymiary korelacyjne d la spółki Warta dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 197 Krzywe I nC2(1) d la spółki Warta dla 1: = 147 

Rysunek 3 . 198 Wymiary korelacyjne dla spółki Warta dla 1: = 147 

Rysunek 3 . 199 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d la spółek sektora ubezpieczeń 

Rysunek 3 .200 Elektrim - dane oryginalne z trendem 
Rysunek 3 . 201  Elektrim - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 202 Anal iza RjS dla spółki Elektrim dla 1: = 7 

Rysunek 3 .203 Krzywe I nC2(1) d la spółki Elektrim dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 204 Wymiary korelacyjne dla spółki Elektrim dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 205 Krzywe I nC2(1) dla spółki Elektrim dla 1: = 315  

Rysunek 3 . 206 Wymiary korelacyjne d l a  spółki Elektrim d l a  1: = 315  

Rysunek 3 . 207 Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia d l a  spółki Elektrim 

Rysunek 3 . 208 Computerland - dane oryginalne z trendem 

Rysunek 3 .209 Computerland - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 210 Optimus - szereg czasowy przyrostów cen dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 2 1 1  Anal iza RjS dla spółki Computerland dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 2 12  Ana l iza RjS dla spółki Optimus dla 1: = 7 

Rysunek 3 .213  Krzywe InC2( 1) d la spółki Computerland dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 214 Wymiary korelacyjne dla spółki Computerland dla 1: = 7 

Rysunek 3 . 2 15  Krzywe I nC2(1) d la spółki Optimus dla 1: = 7 

Rysunek 3 .216  Wymiary korelacyjne dla spółki Optimus dla 1: = 7 

Rysunek 3 .217  Krzywe InC2( 1) dla spółki Computerland dla 1: = 98 

Rysunek 3 .218  Wymiary korelacyjne dla spółki Computerland dla 1: = 98 

Rysunek 3 .219  Krzywe I nC2(1) dla spółki Computerland dla 1: = 98 

Rysunek 3 . 220 Wymiary korelacyjne dla spółki Computerland dla 1: = 98 

Rysunek 3 . 221  Wymiary korelacyjne w funkcji wymiaru zanurzenia dla spółek sektora informatyka 
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