KINETYCZNY MODEL ABSORPCJI I ELIMINACJI
INNOWACJI. ANALIZA DYNAMICZNA.

Ewa ROSZKOWSKA"

1. Wstep

Celem mojej pracy jest dokonanie peinej analizy ilosciowo-jakosciowej kinetycznego
modelu absorpcji i eliminacji innowacji wprowadzonego przez SM. Kota w pracy (4, s.
79-89]. Poniewaz rozpatrywany model matematyczny jest opisany przez liniowy uktad
réwnan rézniczkowych, mozna go rozwiaza¢ pod wzgledem ilosciowym, tzn. podac
$ciezki czasowe rozwiazan'. Przy czym znana analiza ilosciowa zostanie wzbogacona
o analizg¢ jako$Sciowa rozwigzan. Czgsto w calym szeregu zagadnien doktadnosé
iloSciowych obliczen nie jest konieczna, wystarcza tylko jakosciowy obraz zjawisk.
Wazne jest przy tym przewidywanie charakteru przebiegu zjawiska w przypadku zmiany
warunkow, w jakich ono si¢ odbywa. Odnosi si¢ to zwlaszcza do zagadnien z dziedziny
ekonomii, gdzie ani warto$ci parametréw, ani warto$ci poczatkowe zreguly nie sa
doklfadnie znane, a od analizy matematycznej problemu zada si¢ przede wszystkim opisu
jakosciowego istotnych charakterystyk procesu. Waznym wydaje si¢ pytanie o istnienie
stanéw stacjonarnych (réwnowagi), o trwato$¢ tych stanéw i zmiany stabilnosci ukfadu
w wyniku zmiany parametréw. Dlatego tez celem jako$ciowego badania ukladéw
dynamicznych jest wyznaczenie, dla wszystkich warunkéw poczatkowych, wszystkich
mozliwych typdéw rozwigzan bez ich jawnego podania. W prezentowanym modelu
zostanie zbadana stabilno$¢, asymptotyczna stabilno$¢ rozwigzan oraz sprawdzona
strukturalna stabilnos¢ tego uktadu dynamicznego.

2. Metody analizy rozwigzan jednorodnego ukladu liniowych réwnan
rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzgdu

Poniewaz badany w pracy model matematyczny jest opisany przez pewien uklad
réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu, zaczng¢ od przypommema
niezbednych pojeé i terminéw zwiazanych tylko z uktadami réwnan tego typu’.

2.1. Podstawowe pojecia i okreSlenia

Jednorodnym uktadem 2 liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych o statych
wspotczynnikach nazywa si¢ ukfad postaci:

" dr Ewa Roszkowska, Uniwersytet w Biatymstoku, Wydziat Ekonomiczny
' Warto przypomnieé, ze w przypadku nieliniowych réwnan rozniczkowych, w odréznieniu od
uktadoéw liniowych, doktadne analityczne rozwigzania mozna uzyskac tylko w pewnych szczegél-
nych przypadkach.

? Prezentowane w pracy definicje i twierdzenia mozna znalezé np. w pracach [1, 2, 3, 5, 6].
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dx
—=ax+b
dt Y
—dl =cx +dy (1.1)
dt
) . . T - L. . dx dy
w ktérym x, y sa nieznanymi funkcjami zmiennej niezaleznej t, a funkcje E’ES

funkcjami danymi, okreslonymi w pewnym otwartym zbiorze U CR? i przyjmujacymi
warto$ci w zbiorze R, a, b, ¢, de R.

Rozwiazaniem ukfadu (1.1) okre$lonym w otwartym przedziale ICcR nazywa sig¢
kazdy 2-elementowy ciag ( ¢;, ¢, ) rozniczkowalnych funkcji

¢;: IR i=1.2
takich, ze dla kazdego te I zachodzi
{(@1(1), 02 (1)), te I} CU

oraz dla kazdego te 1

do; (t
-“;‘t—() =a@, (1) + b, (1)
%mm,(mdwz(t) (12)

Najczgsciej zada sig, aby rozwiazanie (¢;,¢,) spetnialo dodatkowe warunki
(warunki poczatkowe) w postaci
@1 (D=X0, ¢ ()=Yo (1.3)
Zadanie polegajace na wyznaczeniu rozwiazania réwnania (1.1) spehiajacego
warunki poczatkowe (1.3) nazywane jest problemem Cauchy’ego.

TWIERDZENIE 1. Uktad réwnan rézniczkowych postaci (1.1) ma doktadnie jedno
rozwiqzanie (@ |(t), @ o(t)) spetniajqce warunki poczqtkowe @, (to)=Xo, ®, (to)=Yo.

Uzytecznym sposobem wizualizacji rozwiazan ukfadu (1.1) jest przestrzen fazowa
ukfadu. Jest to dwuwymiarowa przestrzen, ktorej kazdy z punktéw reprezentuje stan
uktadu w ustalonej chwili czasu. Rozwigzania uktadu (1.1) tworza w przestrzeni fazowej
pewne krzywe, ktére nazywamy krzywymi fazowymi uktadu lub trajektoriami fazowymi
uktadu. W przypadku dwuwymiarowym mozemy sobie wyobrazi¢ punkt przestrzeni R*
jako czasteczke poruszajaca si¢ z uptywem czasu (,,ptynaca”) po torze wyznaczonym
przez przechodzaca przez ten punkt krzywa fazowa. Ten ruch nazywa si¢ potokiem
fazowym. Wyznaczenie wszystkich trajektorii uktadu dla wszystkich dopuszczalnych
warunkéw poczatkowych pozwala przedstawi¢ dynamike uktadu na portrecie fazowym
uktadu, przedstawiajacym zbidr krzywych fazowych.
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Rozwiazania ukfadu sa wyznaczone przez warunki poczatkowe. Wsrdd rozwigzan
uktadu istniejg tzw. rozwiqzania osobliwe odpowiadajace zerowaniu si¢ prawych stron
uktadu. W przestrzeni fazowej rozwiazania te sg reprezentowane przez tzw. punkty state
(stacjonarne). W rzeczywisto$ci punkty te odpowiadaja potozeniom réwnowagi uktadu.
Krzywe fazowe w otoczeniu punktu stacjonarnego moga zachowywaé sie wrdézny
sposob. Dla uktadéw dynamicznych na plaszczyznie mozliwa jest petna klasyfikacja
zachowan uktadu w otoczeniu jego punktéw stacjonarnych.

2.2. Analiza stabilnosci rozwigzan ukladu réwnan rézniczkowych

Stabilnos$¢ uktadu (réznie definiowana) jest jednym z najwazniejszych pojec¢ teorii
uktadéw dynamicznych. Ma ona réwniez duze znaczenie w ekonomii, wsz¢dzie tam,
gdzie modele sa budowane w oparciu o réwnania rézniczkowe.

Rézne definicje stabilnosci otrzymamy w zaleznosci od zatozenia, na jaka odlegtos¢
dozwolone jest odejscie od punktu statego. I tak mozna wyrdznic nastgpujace koncepcje
stabilnosci:

o Stabilnos¢ w sensie Laplace’a lub Lagrange’a (wartosci zmiennych, mimo iz

state ulegaja zmianom, przez caly czas mieszcza si¢ w pewnym przedziale)

o Stabilnos¢ w sensie Lapunowa (wartosci zmiennych zawsze beda znajdowac sig
blizej potozenia rownowagi, niz w pewnej chwili poczatkowej)

o Stabilnos¢ asymptotyczna w sensie Lapunowa (z uplywem czasu warto$ci
zmiennych coraz bardziej zblizaja si¢ do punktu statego iosiagaja go po nie-
skofnczonym czasie)

o Stabilnos¢ strukturalna uktadu (odpornosé¢ struktury przestrzeni fazowej uktadu
na niewielkie zmiany prawych stron uktadu réwnan).

Z ekonomicznego punktu widzenia, wydaje si¢, ze wigksze zastosowanie powinny
posiada¢ dwie pierwsze koncepcje stabilnosci. W praktyce jednak, ze wzgledu na istnie-
jacy odpowiedni aparat matematyczny, najczgsciej uzywana jest koncepcja asymptotycz-
nej stabilnosci. )

W niniejszej pracy interesowa¢ mnie bedzie stabilno$¢ iasymptotyczna stabilnosé¢
w sensie Lapunowa rozwiazan uktadu réwnan rézniczkowych opisujacego kinetyczny
model absorpcji i eliminacji innowacji oraz strukturalna stabilno$¢ tego ukfadu.

Zaczng¢ od podania okreslenia stabilnosci rozwiazania ukfadu typu (1.1) w sensie
Lapunowa.

DEFINICJA 1. Rozwiazanie ((I)1 (t) ,(;)z(t)) uktadu réwnan (1.1) z warunkami po-

czatkowymi 6, (to), 62 (to) jest stabilne w sensie Lapunowa, jesli dla dowolnego innego
rozwiazania (@, (t), , (1)) z warunkami poczatkowymi @, (t;), @, (to) spetnione sa
warunki

AN 01— () <e

£>06>0

<6 = ‘(p,(t)—g_ol(t)

oraz

,
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AN 0:0)-0,0)<8 = |o(0-0,(0] <€

£>06>0

Stabilnosé w sensie Lapunowa moze by¢ rozumiana nastgpujaco:

Nalezy wzia¢ pewne rozwigzanie uktadu (1.1) i poréwnac z wszystkimi innymi roz-
wigzaniami majacymi wartosci poczatkowe bliskie wartosci poczatkowych rozpatrywa-
nego rozwigzania. Jesli przy tym okaze si¢, ze rozpatrywane rozwiazanie jest takie, ze
wszystkie inne rozwigzania majace wartosci poczatkowe dostatecznie bliskie wartosci
poczatkowych rozpatrywanego rozwigzania beda dowolnie bliskie tego rozwigzania dla
wszystkich t2ty, to rozwiazanie jest rozwiqzaniem stabilnym w sensie Lapunowa.

DEFINICJA 2. Rozwiazanie ((I)I(t),TpQ(l) ) uktadu réwnan (1.1) jest asymprotycznie
stabilne, jesli jest stabilne w sensie Lapunowa oraz

=0.

=0, lim {@, (t) — ¢, ()
t—o0

lim |<p,(t>— 0

Badanie stabilno$ci rozwigzania niezerowego ukfadu (1.1) mozna zastapi¢ badaniem
stabilnos$ci tzw. punktu statego (stacjonarnego) rozwigzania uktadu réwnan i w dalszym
ciagu bede si¢ zatem zajmowac stabilnoscia tylko rozwigzan tego typu.
dy
dt
zerowy przestrzeni R?), nazywa si¢ punktem stalym lub punktem stacjonarnym uktadu
réwnan (1.1), a rozwiazanie (( (t), @, (t)) =const, czyli rozwigzanie, ktére nie zmienia

Przypomng, ze punkt (;, ;)e UcR?, dla ktérego (:jj—x, ) =0 (0-oznacza wektor
t

si¢ w czasie — rozwigzaniem stacjonarnym tego réwnania.
Analiza rozwigzan ukfadu réwnan (1.1) doprowadzi nas do petnej klasyfikacji punk-
tow réwnowagi tego uktadu.

Punkt staty uktadu réwnan (1.1) tzn. punkt (x, ;) =(0,0) jest punktem réwnowagi te-
go uktadu. Ruch rozpoczynajacy si¢ w tym punkcie sprowadza si¢ do stanu spoczynku
x=0,y=0

W zaleznosci od ukfadu linii pradu wokét danego punktu réwnowagi, potozenie réw-
nowagi moze naleze¢ do jednej z czterech kategorii’:

o wezla
e punktu siodlowego
e ogniska

e punktu wirowego.

Wezef jest to takie potozenie rownowagi, w ktérym wszystkie linie pradu z nim zwia-
zane albo zblizaja sie bez cykli do tego punktu (wezef stabilny), albo bez cykli oddalaja
si¢ od tego punktu (wezef niestabilny). Obrazem graficznym na wykresie zmicnna-czas
dla wezta stabilnego (niestabilnego) beda krzywe asymptotycznie zblizajace si¢ (oddala-
jace sig) do punktu réwnowagi (X=X, y=yo).

“ Graficzng prezentacj¢ wymienionych punktéw rownowagi mozna znaleZ¢ np. w pracach [2, 6].

SONB/SP/512497/202
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Punkt siodfowy jest to polozenie rownowagi o podwéjnym charakterze — jest stabilny
w pewnych kierunkach, ale niestabilny w innych. Cztery trajektorie zwane separatrysa-
mi, sa wyroznione w otoczeniu tego punktu, dwie z nich zmierzaja do punktu stalego
1 osiaggaja go w czasie t=o0, a pozostate dwie oddalajq si¢ od punktu statego. Pozostate
trajektorie startuja asymptotycznie z separatrysy wchodzacej i koncza si¢ na separatrysie
wychodzacej lub odwrotnie.

Ognisko charakteryzuje si¢ spiralnymi trajektoriami, ktore albo daza cyklicznie
w jego strong (stabilne ognisko), albo krazac oddalaja si¢ od niego (ognisko niestabilne).
Czasowe zaleznosci zmiennych charakteryzuja si¢ zbieznymi (ich amplituda maleje) lub
rozbieznymi (ich amplituda ro$nie) oscylacjami wokot potozenia réwnowagi.

Wir (czyli Srodek, centrum) jest to punkt rownowagi o zwijajacych si¢ liniach pradu,
ale tym razem linie te tworza rodzing pe¢tli (wspdtsrodkowych okregdéw lub owali) okra-
zajacych potozenie réownowagi i bedacych w nieustajacym ruchu. Obie zmienne jako
funkcje czasu charakteryzuja si¢ oscylacjami wokot potozen réwnowagi. Sa to funkcje
okresowe o statym okresie i amplitudzie zaleznej od wartosci poczatkowych.

Zajmg si¢ zagadnieniem stabilno$ci rozwiazania zerowego x=0, y=0 ukfadu (1.1)
przy zalozeniu, ze detA=ad-cb # 0*. Rozwiazanie tego zagadnienia jest $cile okreslone
przez warto$ci wlasne macierzy A.

Wartosci wlasne macierzy A wyznacza si¢ rozwigzujac rownanie charakterystyczne

a—A b

det(A-Al) = Y

=0 (1.4)

czyli réwnanie postaci
A —(a+dA+ad—bc=0, gdzie (15)

e a+d =trA — $lad macierzy
e ad-bc=detA — wyznacznik macierzy A,
e A=(trA)*4detA — wyréznik réwnania charakterystycznego.
Pierwiastki réwnania charakterystycznego (wartosci wiasne macierzy A) maja postaé:

X]=u-A+,/(trA)2—4detA N =trA—,/(trA)2—4detA (1.6)

2 ro 2

Okres$lony typ zachowania zalezy od $ladu i wyznacznika macierzy A, oraz od tego,
czy warto$ci wlasne tej macierzy sa rzeczywiste, czy zespolone. Wzgledne wielkosci
(trA)* i 4detA decyduja o tym, czy dwa pierwiastki beda rzeczywiste, czy zespolone, tzn.
czy $ciezki czasowe dla x(t) i y(t) beda jednostajne, czy beda wykazywa¢ wahania. Aby
sprawdzi¢ natomiast dynamiczna stabilno§¢ rownowagi, nalezy stwierdzi¢, jakie sg znaki
obu pierwiastkéw. Najbardziej przydatne sa wtym celu nastgpujace dwa zwiazki
A +h,=trA, A A, =detA.

* W przypadku gdy detA=ad-cb=0, co najmniej jedna z wartosci wlasnych macierzy A jest réwna
zero. Wtedy zachowanie uktadu réwnan jest jakosciowo rownowazne zachowaniu jego glownej
czesci liniowe;j.

SONB/SP/512497/202
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Przypadek 1. A>0, czyli (trA)*>4detA

W tym przypadku réwnanie charakterystyczne posiada dwa rézne A, A, pierwiastki
rzeczywiste i wahania nie s3 mozliwe. Polozenie rownowagi moze by¢ weztem, albo
punktem siodlowym. Uwzglednienie znakéw pierwiastkéw réwnania daje trzy mozliwo-
$ci:

a) A <0, A,<0

b) A, >0, A,>0

C) )L] ° 7\«2 < 0
Sytuacja a) zachodzi, gdy detA>0, trA<0 i potozenie rownowagi jest asymptotycznie
stabilnym weztem.
Sytuacja b) zachodzi, gdy detA>0, trA>0 i polozenie rownowagi jest niestabilnym
weztem.
Sytuacja ¢) ma miejsce, gdy detA<O0, trA — dowolny. Wystepuje wtedy niestabilny punkt
siodtowy.
Przypadek 2. A =0, czyli (trA)*=4detA

W tym przypadku réwnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek podwdjny,
a wiec mozliwe sa dwie kombinacje znakow:
d) A, <0, A, <0
e) A, >0, A,>0
Sytuacja d) ma miejsce, gdy detA>0, trA<0, — a sytuacja e) gdy detA>0, trA>0. Mozli-
wosci te sa powtorzeniem sytuacji a), b). Wskazujq zatem na wystgpowanie odpowiednio
stabilnego wezla i niestabilnego wezta.
Przypadek 3. A <0, czyli (trA)’<4detA

W tym przypadku réwnanie charakterystyczne ma dwa rozne A, A, pierwiastki ze-

spolone, wystepuja wahania cykliczne, co prowadzi do ogniska albo wiru. Niech
A =h+vi, A, =h-vi, gdzie i>=-1. Wtedy trA ma taki sam znak jak h, detA jest

zawsze dodatni. To daje trzy mozliwosci:
f) h<0
g) h>0
h) h=0
Sytuacja f) ma miejsce, gdy detA>0, trA<O i punkt réwnowagi jest stabilnym ogni-
skiem. W sytuacji g) detA>0, trA>0 oraz punkt réwnowagi jest niestabilnym ogniskiem.
Sytuacja h) zachodzi, gdy detA>0, trA=0. Punkt réwnowagi jest wtedy stabilnym wi-
rem.
Wyniki dyskusji zawarte sa w tabeli 1.

Bezposrednia konsekwencja wynikow uzyskanych w tabeli 1 jest nastgpujace, bar-
dzo uzyteczne przy badaniu stabilnosci rozwigzan uktadu rownan, twierdzenie.
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TABELA 1
Analiza stabilno$ci punktu rownowagi liniowego uktadu réwnan rézniczkowych dwoch
zmiennych, przy zatozeniu detA # 0.

Przypadek | Pierwiastki rownania Znak | Typ polozenia réwno-
charakterystycznego Znak trA wagi
ysty g detA g
1.A>0 A <0, A,<0 + + Wezet stabilny
asymptotycznie
2
(trA)">ddetA A >0, A, >0 + +,0,- Niestabilny
wezet
A-h, <0 - - Niestabilny punkt sio-
dlowy
2.A=0 A <0, A, <0 + - Wezet stabilny
asymptotycznie
(trA)’=4detA A >0, A, >0 + + Niestabilny wezet
3.A<0 A =h+vi,Ay=h-vi + - Ognisko stabilne asymp-
v#0,i’=1, h<0 totycznie
(trA)’<4detA — .
A =h+vi,A=h-vi + + Niestabilne ognisko
v#0,i*=1, h>0
A =h+vi,Ay=h—vi + 0 Stabilny wir
v#0,i%=-1, h=0 (ale nie asymptotycznie)

Zrédto: Opracowanie wiasne

TWIERDZENIE 2. Niech dany bedzie ukfad réwnan rézniczkowych postaci (1.1), gdzie
a
c

detA= # 0. Wowczas:

i) punkt (x, ;) =0 jest rozwiqzaniem stabilnym uktadu réwnan (1.1) wtedy i tylko
wtedy, gdy wartosci wlasne macierzy A majq niedodatnie czesci rzeczywiste;
if) punkt (x,y) =0 jest rozwiqzaniem asymptotycznie stabilnym uktadu réwnan (1.1)

wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci wiasne macierzy A majq ujemne czesSci rzeczywiste.

Obok stabilnosci uktadu w sensie Lapunowa mozemy badac tzw. strukturalng stabilnos¢
uktadu réwnan rézniczkowych typu (1.1). Stabilnos¢ w sensie Lapunowa odnosi si¢ do poje-
dynczych punktéw przestrzeni fazowej uktadu. Jest to swego rodzaju ,,odpornos¢” trajektorii
na niewielka zmian¢ punktu poczatkowego, natomiast stabilnos¢ strukturalng okresla odpor-
nos¢ struktury przestrzeni fazowej ukladu na niewielkie zmiany (zaburzenia) prawych stron
uktadu réwnan.

Uktad réwnan (1.1) nazywa si¢ strukturalnie stabilnym, jesli dla kazdej dostatecznie malej
zmiany pola wektorowego (tzn. prawych stron uktadu réwnan (1.1)), otrzymany uklad jest
réwnowazny wyjsciowemu. Réwnowaznos¢ uktadéw oznacza, ze istnieje homeomorfizm f (f
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jest ciagly i istnieje £ , ktory tez jest ciagly), ktéry przeprowadza z zachowaniem orientacji
trajektorie jednego ukfadu na trajektorie drugiego uktadu. Warto podkresli¢, ze pole wektoro-
we ukladu (1.1) nie moze by¢ strukturalnie stabilne, gdy macierz A ma zerowg warto$¢ wlasng
lub warto$¢ wiasna ma tylko cze$¢ urojona.

Badajac strukturalng stabilnos¢ uktadu (1.1) mozna w szczegdlnosci postawic¢ sobie pyta-
nie: czy obraz jako$ciowy nie zmieni si¢, jezeli do prawych stron ukladu dotaczymy wyrazy
wyzszych stopni wzgledem x iy? Jest jasne, ze nalezy spodziewa¢ si¢ w przypadku ogdlnym,
iz obraz ten ulegnie zmianie. W zwiazku z tym nasuwa si¢ drugie pytanie. W jakich przypad-
kach i jakie wyrazy wyzszych stopni, lub ogélniej, jakie funkcje zmiennych x iy, ktdére zeruja
si¢ wraz z x i y, mogg dofaczy¢, aby obraz jakosciowy nie ulegt zmianie?

Okazuje si¢, ze dla uktadu postaci:

2—’:=ax+by+w(x,y)

%%:cx+dy+q)(x,y) (1.7)

gdzie vy, ¢ maja wpewnym otoczeniu punktu x=0, y=0 ciagle pochodne czastkowe, przy
czym y(0,0) = 6(0,0) =01

. +|wy |+ o
x| +]y|-0 (]x|+|yl)[X

obraz jakosciowy zachowania si¢ krzywych calkowych w otoczeniu punktu réwnowagi jest
w pehni okreslony przez pierwiastki réwnania charakterystycznego (1.5), gdy maja one czgsci
rzeczywiste roézne od zera: jezeli przy powyzszych zatozeniach mamy dla uktadu skroconego,
tzn. dla ukfadu postaci (1.1) wezel, siodlo lub ognisko, to to samo mie¢ bedziemy dla uktadu
petnego postaci (1.7). Podane wyzej zalozenia dotyczace yi ¢ sa w szczegdlnosci spenione,

ol

0, (o> 0), (1.8)

egdy yi ¢ maja rozwinigcia w szeregi wzgledem poteg x iy, nie zawierajagce wyrazow wol-
nych i wyrazéw liniowych. Gdy jednak pierwiastki rownania charakterystycznego (1.5) sa
czysto urojone, to moze zajs¢ zmiana typu punktu statego w uktadzie réwnan postaci (1.7).

2.1. Diagramy fazowe dla ukladu réwnan rézniczkowych dwéch zmiennych

Mozna dokona¢ rowniez tzw. graficznej analizy jako$ciowej rozwigzan uktadu réwnan.
Nalezy przy tym pamigtac, ze diagram fazowy dla dwdch zmiennych odpowiada jedynie na
pytania jakosciowe dotyczace potozenia i dynamicznej stabilnosci potozenia (lub potozen)
réwnowagi w przypadku, gdy uktad réwnan jest uktadem autonomicznym.

Dla nastepujacego autonomicznego uktadu réwnan rézniczkowych:

dx

== =f(x,
dt (x.y)

dy _
dt

2(x.y) (1.9)
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dwie krzywe podziatu oznaczone odpowiednio (:1—): =0, %l =0 - reprezentuja wykresy dwoch
t
réwnar:
f(x,y)=0
g(x,y)=0. (1.10)

Zbioér punktéw na plaszczyznie fazowej, dla ktorych (;—X=O nazywa si¢ izokling stycznych
t

pionowych. Jest to linia, wzdluz ktorej nie zmieniaja si¢ wartosci zmiennej x. Podobnie defi-
niuj¢ izokline stycznych poziomych jako krzywa, wzdhuz ktérej nie zmienia si¢ wartos¢ zmien-

nej y, tzn.: dy =0.
dt

Dwie linie podziatu przecinajace si¢ w punkcie E, dziela ptaszczyzne na cztery rozlaczne
regiony oznaczone liczbami od I do IV. Punkt E, w ktérym x iy sg stacjonarne, reprezentuje
potozenie rownowagi dla naszego uktadu. We wszystkich pozostatych punktach x lub y albo
oba zmieniajg si¢ w czasie, a kierunek zmian jest okreslony przez znaki pochodnych wzgle-

.o.odx d . . oo

dem czasu funkcji d—x Y w tym punkcie. Na podstawie znakéw plus i minus mozna teraz
t

wykresli¢ strzalki kierunkowe ukazujace ruch x i y. W zaleznos$ci od uktadu linii pradu wokot

danego punktu réwnowagi, potozenie rownowagi moze naleze¢ do jednej z czterech wczesniej

opisanych kategorii, tzn. we¢zla, punktu siodtowego, ogniska, punktu wirowego.

3. Kinetyczny model absorpcji i eliminacji innowacji

Istnieje bardzo szeroka literatura dotyczaca zagadnien innowacji oraz ich wplywu na po-
step techniczny, technologiczny, marketing. Zagadnienia te wyczerpujaco przedstawiono m.in.
w pracach: S.M. Kot iin. [4], J. Pociecha [7]. Przytocz¢ tutaj podstawowe definicje ztego
zakresu. Przyjmuje¢ okreslenie innowacji jako ,relatywnie nowe produkcyjne zastosowanie
informacji naukowych lub technicznych” [4, s. 27]. Innowacje moga polega¢ na zastosowaniu
wynalazku technicznego, jak i pewnych informacji naukowych. Dyfuzj¢ innowacji okreslam
natomiast jako ,,proces kolejnych zastosowan produkcyjnych tego samego zbioru informacji
technicznych lub naukowych” [4, s. 2]. Pelny cykl funkcjonowania danej innowacji obejmuje
okres od wdrozenia do zastapienia jej przez kolejng innowacj¢. Zatem proces dyfuzji innowa-
cji sktada si¢ z co najmniej dwéch faz: absorpcji innowacji przez dany system gospodarczy
oraz eliminacji innowacji z systemu, czyli zastapienia jej przez inng innowacje. Wiekszos¢
budowanych modeli matematycznych uwzglednia tylko faz¢ absorpcji innowacji (tzw. modele
jednofazowe). Mozna to czgsciowo wytlumaczy¢ tym, ze empiryczne badania proceséw inno-
wacyjnych ograniczaly si¢ do innowacji ,,przefomowych”, ktére funkcjonujg do dzis, co ozna-
cza, ze faza eliminacji jeszcze nie nastapita. Powyzszemu ograniczeniu analizy sprzyjat tez
sposéb gromadzenia danych statystycznych niezbednych do zbadania obu faz.

Dwufazowy model dyfuzji innowacji prezentowany tutaj zostal zaproponowany przez
S.M. Kota iin. wpracy (4, s. 79-87]. Zaktadam, ze proces dyfuzji innowacji sktada si¢
z dwéch faz: absorpcji innowacji przez dany system gospodarczy oraz eliminacji innowacji
z systemu, czyli zastapienia jej przez innowacj¢ nastgpng. Przyjmuje, ze predkos$¢ absorpcji




174 Ewa Roszkowska

innowacji i predkos¢ eliminacji innowacji przez dany ukfad gospodarczy opisana jest przez
uktad réwnan rézniczkowych liniowych.

Zaktadam, ze w chwili t=0 powstal wynalazek, ktory jako innowacja zaczyna byc¢ absor-
bowany przez pewien system gospodarczy po okresie T
w danym uktadzie D, firm mogacych wdrozy¢ t¢ innowacj¢. Oznaczam przez D(t) liczbg firm,
ktére wchwili t > 1
przez dany uktad gospodarczy opisuje nastgpujace rownanie rozniczkowe:

dD(t)=-oD(t)dt (1.1

gdzie 00 jest stata predkoscia upowszechniania innowacji.
Przy warunkach poczatkowych D(t)=D, dla <t
nia:

D(t)=Dg e *(-D (1.12)

Réwnanie (1.11) oznacza, ze w miar¢ uplywu czasu maleje liczba firm, ktére nie wdrozyty
jeszcze danej innowacji. Stata D, w tym réwnaniu oznacza taczna liczbe firm, ktore w chwili
t<t

nie wdrozyly tej innowacji jest réwny przyrostowi liczby firm, ktére zdecydowaly si¢ na jej
wdrozenie.

Przyjmuje, ze innowacja jest eliminowana z produkcji w tempie wykladniczym ze stalg pred-
koscia rowna P. Zatem liczba przedsiebiorstw, ktére w chwili t wykorzystuja dana innowacje
jest réwna réznicy miedzy przyrostem firm, ktére przyjmuja dang innowacjg¢ a liczba przedsig-
biorstw, ktére z niej zrezygnowaly i wynosi:

dG(H=aD(t) - BG(t)dt (1.13)

Przyjmujac nastgpujace warunki poczatkowe D(t)=D, oraz G(t)=0 dla t<t
jace rozwiazanie rownania:

G()=D, O (- T Jee 2 dla 0=p=98 (1.14)

oraz

G(t):%[ e PU-m | galt-m dla o=p (1.15)
(x._

W praktyce stata absorpcji O jest zwykle wigksza od statej eliminacji B .

Wprowadzg oznaczenie:

o o
A= e, B= Pt (1.16)
a-B a-f

Korzystajac z tych oznaczen mogg wyrazi¢ rownanie (1.15) w nastgpujacej formie:
G(t)=Be P'-Ae ™.

State o, B predkosci absorpcji i eliminacji maja wymiar [1/t]. Mozna jednak utworzyé pa-
rametry majace wymiar czasu [t]. Dokonujac odpowiednich przeksztalcen otrzymam tzw.
polokres absorpcji T, oraz pétokres eliminacji Ty,
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Parametr T, dany jest wzorem :
In2

T=—=+1 (1.17)
o
Natomiast parametr T, dany jest wzorem:
In2
sznT+ T (1.18)

Parametr T, moéwi nam, po jakim czasie liczba firm wprowadzajacych dang innowacje
osiagnie potowg wartosci Dy. Parametr T, interpretujemy jako czas, po ktérym potowa firm
zrezygnuje z danej innowacji.

Z réwnan (1.12, 1.15) mozna obliczy¢ wielko$¢ op6znienia 1, z jakim wynalazek powsta-
y w chwili t=0 zaczyna by¢ absorbowany jako innowacja przez system:

T InA-InB
o-f

Dodatkowo catkujac rownanie (1.14) w przedziale od T do o otrzymam taczna liczbe
firm, ktore kiedykolwiek korzystaly z danej innowacji:

(1.19)

T _B p_A —a_ Do | _
H—IG(t)dt—Ee e _a—B[B 1} (120)

Réwnanie (1.20) moze stuzy¢ do szacowania tacznej liczby firm, ktore korzystaly z danej
innowacji, jesli dysponujemy obserwacjami funkcji G(t) w krétkim przedziale czasu.
Zbadam teraz stabilnos$¢ ukladu réwnan:

%EQ =—-oaD(t)
d—fj:g=aD(t)—BG(t) (1.21)

Zaczng od wyznaczenia punktow stacjonarnych.
Punkt stacjonarny ukfadu réwnan (1.21) ma postac:

D(1)=0
G(t)=0 (1.22)

-o 0
Macierz uktadu (1.21.) okre$lona jest nast¢pujaco A—{ B} .
a —_—

Poniewaz
o detA=(-o)(-B)=0of>0

o trA={(a+p)<0,
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o A=(trA)-4detA=[ -(o +B) -4 o =(o.—P )*= 0, wiec

na mocy wczesniej poczynionych uwag (patrz tabela 1 lub twierdzenie 2) potozenie réwnowa-
gi ukfadu réwnan (1.22) jest asymptotycznie stabilnym weztem.
Wartosci wiasne o, B macierzy A sa rzeczywiste i niezerowe, zatem ukfad (1.21) jest row-

niez strukturalnie stabilny.
Co wigcej, jesli nastapi zaburzenie uktadu réwnan (1.21) postaci (1.17), ktére bedzie spet-
niato warunki (1.18) to zaburzenie tego typu nie spowoduje zmiany charakteru punktu state-

go.
Diagram fazowy dla uktadu réwnan rézniczkowych (1.21.) ma postac:

RYSUNEK 1
Diagram fazowy uktadu réwnan rézniczkowych (1.21).
c A
n -
a _
dt
46,
dt
I
I
+
0 D
- E=(0,0)
TOA
111 * v N
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Analiza diagramu fazowego:

Dwie linie podziatu d—= , %zO przecinajace si¢ w punkcie E=(0,0), dziela
plaszczyzne na cztery rozlaczne regiony oznaczone liczbami od I do IV. Punkt E=(0,0),
. G . . .
w ktorym D, G sg stacjonarne, ((:j—lt)=0, (ij_t:O ), reprezentuje potozenie réwnowagi
dla naszego uktadu (1.21). We wszystkich pozostatych punktach D lub G albo oba zmie-
niaja si¢ w czasie, akierunek zmian jest okreslony przez znaki pochodnych wzgledem
dD. dG .
czasu —I Ewtym punkcie.
Latwo sprawdzi¢, ze punktem rownowagi jest punkt D=0, G=0. Ponadto:

dD
e —>0adyD<0;
at gdy

dD
e —<0gdyD>0;
m gdy

46
dt
dG

o
e —2<0gdyG>—D.
g 0edyo> 3

>0 gdy G< %D;

Oznacza to, ze w rozpatrywanym modelu na lewo od krzywe;j ij_lt):() mamy (jj—l?>0,

. dD . .

a na prawo od niej mamy T <0; dlatego napisano znak plus na lewo, a minus na prawo
od krzywej. Znaki te wynikaja stad, ze w miar¢ jak przesuwamy si¢ z zachodu na wschéd

. . L . . . . dD
w przestrzeni fazowej (w miar¢ jak D rosnie), (ii_]tD stopniowo maleje, tak iz znak ar
musi przechodzi¢ przez trzy stadia w nastepujacej kolejnosci: +, 0, -.

. . . dG dG , - dG

Dalej, w gore od krzywej I=O mamy —dT>0, a w dét od niej mamy K<0; dlatego

napisano znak plus w goére, a minus w dot od krzywej. Znaki te wynikaja stad, ze w miar¢
jak przesuwamy si¢ stopniowo z potudnia na pétnoc (w miarg jak G wzrasta) wowczas

dG . . . dG . . . .
—dt—stopmowo maleje, tak, ze znak o musi przechodzi¢ przez trzy stadia w nastgpuja-
cej kolejnosci: +, 0, -. Na rysunku zaznaczamy zatem znak plus ponizej, a znak minus
. . dG

powyzej krzywe] o =0.

Na podstawie znakéw plus i minus mozna teraz wykresli¢ strzatki kierunkowe ukazu-
. . D .
jace ruch D 1 G. Dla kazdego punktu w obszarze I pochodne (jj—[ , dd—G sg ujemne. A za-

t

tem obie zmienne D,G musza zmniejsza¢ si¢ w miar¢ uptywu czasu, co oznacza ruch

w kierunku zachodnim dla D i ruch w kierunku potudniowym dla G. Jak pokazuja dwie
strzatki dla obszaru I, jesli dany punkt poczatkowy znajduje si¢ w tym obszarze, to ruch
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musi mie¢ ogdlnie kierunek potudniowo-zachodni. Doktadnie odwrotnie jest dla obszaru

III, gdzie pochodne (ij_lt) Esq dodatnie, tak wigc obie zmienne D, G muszg rosnac raz

. . D dG . .
z uplywem czasu. W przeciwienstwie do tego dd—t, t—t maja rézne znaki w obszarze II.

.. dD. . dG . . . . .
Poniewaz d—Jest dodatnie, a o jest ujemne, wiegc D powinno przesuwac si¢ na
t t

wschdd, a G na potudnie. Obszar IV wykazuje tendencj¢ doktadnie przeciwng do wystg-
pujacej w obszarze II.

Warto zwréci¢ uwage, ze wszystkie strzalki s skierowane w strong¢ punktu E, czyni
to punkt E=(0,0) stabilnym potozeniem réwnowagi. Charakter trajektorii fazowych wska-
zuje na to, ze tym punktem réwnowagi jest wezet.

4. Uwagi koncowe

1. Przeprowadzona w pracy tak doktadna analiza dynamiczna rozwazanego uktadu
(1.1) byta mozliwa, gdyz model dynamiczny by} opisany za pomoca uktadu réwnan
liniowych jednorodnych. Nalezy pamigta¢, ze chociaz mozna w ten sposob zyskac
wigksza prostote, to jednak zalozenie o liniowosci jest pewnym uproszczeniem rze-
czywistosci.

2. Z drugiej strony przypomnijmy, ze badanie punktéw réwnowagi uktadu (1.1) ma
zasadnicze znaczenie dla badania punktow rownowagi ogdlniejszych uktadow typu:

dx
_:fx, »t7
" (x,y,0
dy
— =g(X,y,t).
it g(x,y,t)

Jako$ciowa technika analizowania nieliniowego ukfadu réwnan rézniczkowych pole-
ga na wnioskowaniu na podstawie liniowego przyblizenia dokonanego za pomoca
rozwinigcia Taylora tego uktadu wokét potozenia réwnowagi. W punkcie rozwinigcia
— ktérym w tym przypadku jest potozenie rownowagi — liniowe przyblizenie moze
,»uchwyci¢” dokfadnie taka sama rownowagg jak pierwotny uktad nieliniowy. W do-
statecznie malym otoczeniu punktu réwnowagi liniowe przyblizenie powinno mie¢
taki sam ogolny uktad linii pradu, jaki miat pierwotny uktad nieliniowy. Analiza taka,
zwana analizg lokalnej stabilnosci, moze by¢ stosowana samodzielnie lub jako uzu-
petienie analizy diagramu fazowego.

3. W pracy (8, s. 123-135] zostaly poddane podobnej ilosciowo-jakosciowej analizie
dynamicznej deterministyczne modele przestrzennej dyfuzji innowacji. Byly to mo-
dele jednofazowe opisane przez réwnania rdézniczkowe pierwszego rzedu (tzw. mo-
del typu zrédlowego, typu kontaktowego, typu zrodlowo-kontaktowego). We
wszystkich rozwazanych wpracy [8] modelach jednofazowych jak rowniez
w rozwazanym w niniejszej pracy modelu dwufazowym punkty state (punkty row-
nowagi) modelu sa punktami stabilnymi. Zatem mimo réznego podejscia i r6znych
zatozen wyjsciowych stosowanych w konstrukcji modelu matematycznego analiza
jakosciowa odpowiednich uktadow dynamicznych (réwnania rézniczkowego — w
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przypadku modelu jednofazowego, ukladu réwnan rézniczkowych — w przypadku
modelu dwufazowego) daje podobny obraz jako$ciowy ukiladu dynamicznego
w otoczeniu jego punktu stalego.

Przedstawiony przez S.M. Kota w pracy [4] kinetyczny model absorpcji i eliminacji
innowacji zostat zilustrowany przez tegoz autora przyktadem empirycznym. Jako
ilustracje innowacji, ktorej dyfuzja zachodzita z wyraznie widoczna faza eliminacji,
autor wybrat technologie produkcji pretow ciagnionych szlifowanych, polerowanych
i luszczonych. Miara dyfuzji byt udzial produkcji tych pretéw w ogdlnej produkeji
wyrobow przetwérstwa hutniczego. Na podstawie zaobserwowanych wartosci G(t)
oszacowano parametry modelu. Btedy standardowe ocen byly odpowiednio réwne:
D(B)=0,00434, D(B)=0,00992; D(A)=0,002529; D (o )= 0,000002, wspétczynnik
determinacji R*=0,911161, co moze $wiadczy¢, ze upowszechnianie uszlachetnio-
nego wyrobu hutniczego, jakim sg prety ciagnione szlifowane, przebiegato zgodnie
z dwufazowym procesem dyfuzyjnym. Dodatkowo wyznaczone zostaly inne charak-
terystyki analizowanego procesu dyfuzji tj.: potokres trwania absorpcji (T,), pdt-
okres trwania eliminacji (Ty), opdZnienie czasowe (T), moment maksimum (ty,y),
maksymalna warto$¢ G(t) (Gy..). Przyklad ten moze §wiadczy¢ o duzych mozliwo-
Sciach stosowania prezentowanego dwufazowego modelu dyfuzji innowacji
w praktyce.
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