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Wstęp 

Niniej sza książka jest podręcznikiem do przedmiotu Algebra li
niowa II wykładanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia
łymstoku w oparciu o następuj ący program: 

Macierz przekształcenia liniowego. Macierz z łożenia przekształceń 
liniowych. Macierz izomorfizmu liniowego. Macierz przekształcenia od
wrotnego a macierz odwrotna do macierzy. Algebra macierzy kwadra
towych i algebra endomorfizmów liniowych. Zmiana bazy przekształ
cenia liniowego. Wektory własne i wartości własne przekształcenia li
niowego . Podprzestrzenie niezmiennicze. Wielomian charakterystyczny 
przekształcenia liniowego . Postać Jordana przekształcenia liniowego . 
Formy liniowe . Przestrzeli sprzężona i baza sprzężona. Przekształce
nia sprzężone. Formy dwuliniowe i kwadratowe. Równoważność form. 
Sprowadzanie form dwuliniowych do postaci kanonicznej . Przestrzenie 
euklidesowe i ortogonalne. Bazy ortogonalne. Metody wyznaczania baz 
ortogonalnych - ortogonalizacj a Schmidta. 

Wieloletnie doświadczenia autora związane z wykładaniem algebry 
liniowej pokazały, że przedmiot ten sprawia spore trudności studentom. 
Okazało się , że powyższy program nie jest łatwo zrealizować w trakcie 
piętnastu wykładów w sposób przystępny dla słuchaczy bez dyspono
wania dobrymi materiałami dydaktycznymi. Okazało się też , że odsy
łanie studentów do literatury nie jest (z wielu powodów) skutecznym 
rozwiązaniem problemu. Właśnie dlatego powstał ten skrypt . W opar
ciu o materiał tu umieszczony można sprawnie prowadzić wykłady 
wzbogacając je  dodatkowymi przykładami , uwagami dydaktycznymi , 
informacjami historycznymi , ciekawostkami , zadaniami, problemami , 
itp. 
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Wstęp 9 

Wskazane j est aby Czytelnik był obeznany z podstawowym kursem 
elementarnej teorii liczb oraz z podstawowym kursem algebry liniowej . 

W podręczniku liczbami naturalnymi będziemy nazywali dodatnie 
liczby całkowite , zaś sam zbiór wszystkich liczb naturalnych będziemy 
oznaczali przez N. Zatem N = {l , 2 ,  . . .  } .  Koniec dowodu i przykładów 
oznaczamy symbolem D. . 

Autor dziękuje  mgr Marcinowi Łubie za pomoc w składzie kompu
terowym tego podręcznika. 

Autor 
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Rozdział 1 

Przestrzeń przekształceń 

liniowych 

1 . 1  Określenie przestrzeni przekształceń 

liniowych 

Niech V i W będą przestrzeniami liniowymi nad ciałem K. 
Oznaczmy przez L (V; vl/) zbiór wszystkich przekształcerl liniowych 
f : V -+ W. Dla f, g E L (V;  W) i a E K określamy przekształce
nia f + g : V -+ W i a · f :  V -+ W przyjmując, że dla każdego a E V 

(f + g) (a)  = f (a)  + g(a) i (a · f)(a)  = a o f(CJI) .  (1.1) 

Wykażemy, że wówczas f + g, a . f E L (V ;  VV). 'vV tym celu weźmy 
dowolne a , (3 E V i dowolne b E K. Z definicj i przekształcenia liniowego 
i ze wzoru (1.1) mamy 

(f  + g)(a + (3) = f (a + /3) + g(a + (3) = f(a) + fUJ) + g(a) + g((3) = 

= U(a) + g(a)] + [f (3) + g((3)] = (f + g) (a) + (f + g) (3) 

oraz 

(f + g)(b o a) = f (b o a) + g(b o a) = b o f (a) + b o g(C)!) = 

10 
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Przestrzeń przekształceń liniowych 

= b o [J (a )  + o9(a) ] = b o [U + o9) (a) ] ' 

więc f + g E L (V;  W) . Podobnie 

(a· f) (a + (3) = a o f (a + (3) = a o [f (a)  + f ({3) ] = 

= a o f (a)  + a o f (/3) = (a· f ) (a )  + (a · f) ({3) 

(a· f ) (b o a) = a o f (b o a)  = a o [b o f(a) ] = (ab) o f (a) = 

= (ba) o f (a)  = b o [a o f (a) ] = b o [ (a · f) (a) ] , 

zatem także a · f E L (V;  W) . 

1 1  

Oznaczmy przez 8 przekształcenie trywialne przestrzeni V w prze
strzeli W. Zatem 

8( a ) = () dla każdego ()O E V. ( 1 .2) 

Jest j asne , że 8 E L (V;  W) .  
Twierdzenie l.l. Dla dowolnych pr'zestTzeni liniowych V i "(IV nad 

ciałem K zbiór' L (V;  W) z działaniami + i · okr'eślonymi wzommi (1.1) 
tWOTZy pTze8tTzeń liniową nad ciałem K. 

Dowód. Sprawdzamy po kolei wszystkie aksjomaty przestrzeni li
niowej . Weźmy dowolne f, g, h E L (V;  lV) i dowolne a E V,  a, b E K. 
Wtedy: 
Al. [U + g) + h] (a) = U + o9) (a) + h(a)  = [J (a) + o9(a) ] + h(a)  = 
= f (a) + [o9(a)  + h(a) ] = f(a)  + (g + h) (a)  = [J + (g + h) ] (a) ,  więc 
U + g) + h = f + (g + h) ; 
A2.  U + o9) (a)  = f (a)  + o9(a) = o9(a) + f (a)  = (g + f)(a) , więc 
f + g = g + f; 
A3.  U + 8)(a) = f(a) + 8(a) = f(a) + e = f (a) , więc f + 8 = f; 
A4. U + (-1 ) . f) (a)  = f (a) + [ (- 1 )· f] (a)  = f (a)  + (-1 )  o f (a) = 
= e = 8(a) , więc (-1 )  o f = -f oraz (-f) (a)  = -f(a) ; 
A5.  [a · U + g) ] (o:) = a o [U + g) (a) ] = a o [J (a)  + g(a) ] = 
= a o f (a) + a o g(a) = (a . f)(a) + (a · o9) (a)  = (a . f + a . o9) (a ) ,  
więc a · U + g) = a· f + a· g; 
A6.  [(a + b) . f] (a) = (a + b) o f(a)  = a o f (a) + b o f (a)  = 
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12 Wykłady z algebry liniowej II 

= (a · 1) ( a) + (b . 1)  ( a) = (a · 1 + b . 1 )  ( a ) , więc (a + b) . 1 = a · 1 + b . 1 ;  
A7. [ (ab) . 1] (a) = (ab) o 1 (a)  = a o [b o 1 (a)] = a o [ (b · 1 ) (a)] 
= [a · (b · 1)] (a) , więc (ab) . 1 = a · (b · 1) ; 
A8 .  (l . 1 ) (a) = l o 1 (a) = 1 (a) , więc l · 1 = f . D 

1 . 2 Baza przestrzeni przekształceń linio

wych 

Twierdzenie 1 . 2 .  Niech V i W będą przestrzeniami liniowymi nad 
ciałem K o bazach uporządkowanych (al , " "  an ) i (/31 ,"" ,f3m) odpo
wiednio. Niech dla i = 1, . . . , m, .j = l ,  . . .  , n ,  ({Jij : V -t �v będzie 
przekształceniem liniowym wyznaczonym jednoznacznie przez warunki 

( ). _ { e, gdy k 7= j ,  ({Jij ak - B d k - . . i, g Y . - J. 
Wówczas układ (({Jij ) i=l , .. ,m jest bazą przestrzeni L (V ;  W) . 

j=l , ... ,n 

( 1 . 3 )  

Dowód. Wykażemy najpierw, że  układ (({Jij ) i=l , ... ,m j est liniowo nie-
j=l ,  ... ,n 

zależny. \\1 tym celu weźmy dowolny układ (aij ) i=l ,  ... ,m elementów cia-
j=l ,  ... ,n 

ła K taki, że L aij . ({Jij = e. Wtedy dla dowolnego k = l ,  . . .  , n 
i ,j 

mamy e = (2: aij . ({Jij) (ak ) = 2: aij o ({Jij (ak ) = f aik o /3i. Ale 
Z,J 1,J 1= l 

wektory /31 , . . .  , l3m są liniowo niezależne , więc aik = O dla wszystkich 
i = 1 ,  ... ,m i dla wszystkich k = 1 ,  . .. , n . Zatem układ (({Jij ) i=l ,  ... ,m j=l ,  ... ,n 
j est liniowo niezależny. 

Pozostaje jeszcze wykazać , że układ (({Jij ) i=l , .. . ,m generuje prze-
.i=l , ... ,n 

strzell L(V ;  W) . vV tym celu weźmy dowolne 1 E L(V ;  W) . Wtedy 
dla każdego k = 1, . . . , n istniej ą skalary alb " "  amk takie , że 1(ak ) = 
= alk o lh + . . .  + amk o /3m' Stąd dla k = l ,  .. . , n mamy 

(2: aij . ({Jij) (ak ) = 2: aij o ((Jij (ak ) = f aik o ,f3i = 1 (ak ) . 
7"J 1,J 1=1 
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Przestrzeń przekształceń liniowych 13 

Zatem z jednoznaczności określenia przekształcenia liniowego na bazie 
f = L aij . CPij· D 

i,j 

Uwaga 1 .3 .  Bazę (CPij ) i=. l , ... ,m przestrzeni L (V ; W) podaną 
]=1, ... ,71 

w twierdzeniu 1 . 2  będziemy nazywali bazą wyznaczoną przez bazy 
(a l " , " an ) i (rh, ... , 13m ) przestrzeni V i W odpowiednio. 

Wniosek 1 .4 .  Niech V i W będą skończenie wymiarowymi prze
strzeniami liniowymi nad ciałem K. Wówczas zachodzi równość 

dim L(V ;  W) = dim V ·  dim W ( 1 .4 )  

1 . 3 Macierz przekształcenia liniowego 

Niech (a 1 , . . . , an ) i (131 , . . . , 13m ) będą uporządkowanymi baza
mi nad ciałem K przestrzeni liniowych V i W odpowiednio . Niech 
f :  V -> W będzie przekształceniem liniowym. Wówczas dla k 
= 1 , . . . , n j est f (ak ) E W, więc istniej ą a lb . . .  , amk E K takie , że 

( 1 . 5 )  

Otrzymaną w ten sposób rn x n macierz 

au a12 a ln 

A = 
a21 a22 a2n 

( 1 . 6) 

am1 am2 amn 

nazywamy macierzą przekształcenia liniowego f w bazach (a}, . . .  , an ) 
i (131, . . .  ,8m) przestrzeni V i W odpowiednio . Zatem kolejne kolumny 
macierzy ( 1 . 6) są wektorami współrzędnych wektora f (ak ) w bazie 
(131, . . .  , 13m ) przestrzeni W dla k = 1 ,  ... , 'n. 

Przykład 1 . 5 .  Znajdziemy macierz A przekształcenia liniowego 
f :  Clił -> Clił danego wzorem f (  a) = i . a dla a E C w bazach ( 1 ,  i )  
i ( l , i ) .  Ponieważ f ( l )  = i · l  = i = O · l+ l · i , f(i )  = i · i  = -1 = ( - 1 )· 1+ 
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14 Wykłady z algebry liniowej II 

+0 . i , więc A = [� -� l. Znajdziemy macierz B przekształcenia 
f w bazach ( 1 ,  i )  i ( 1 + i , 1 - i) . Podobnie j ak wyżej mamy f ( l )  = 

= i = � . ( l + i ) + (-�) . ( l - i ) ,  f (i ) = - 1 = (-�) . ( l + i ) + (-�) . ( l - i ) , 

więc B = [ _i = i l· D 
2 2 

Przykład 1 .6 .  Niech K będzie ciałem, m, n E N i niech A = 

= [aij ] E Mmxn (K) . Wówczas A j est macierzą przekształcenia liniowe
go f : Kn --* Km danego wzorem analitycznym 

f ( [X1 " . .  , Xn ] ) = [al lX 1 + . . .  + a1nxn , . . .  , am1X 1 + . . .  + amnxn] 

w bazach kanonicznych tych przestrzeni . D 

Twierdzenie 1 .  7. Niech A będzie macierzą przekszta łcenia linio-

wego f: V --+ W w bazach ("j, . . .  , "n ) i {(3j, . . .  , (3m ) .  Jeżeli [ :: l 
jest wektorem współrzędnych wektora a E V w bazie (al , . . . , an ) , to 

A ·  [Z l jest wektorem. współrzędnych wektora f ( Ol ) E W w bazie 

((31 , ' . . , (3m) ' n 
Dowód. Ponieważ a = L ai o ai , więc z własności przekształceń 

i= l  
liniowych i ze  wzoru ( 1 . 5 )  mamy 

n 
Zatem L ai ' aj i jest j-tą współrzędną wektora f (a)  w bazie 

i= l  
((31 , . . .  , (3m ) ' Ponadto z definicj i mnożenia macierzy j-tym wyrazem 
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Przestrzeń przekształceń liniowych 

n n 
macierzy A · [ �l l E Mmxl (K) j est L aji ' ai = L ai' aji . D 

an i=l i= l 

15 

Przykład 1 .8 .  Niech A = [ =� � l będzie macierzą przekształ
cenia liniowego f: V --+ lV w bazach (o: 1 , 0:2 ) '  U3}, ,132 ) , Obliczymy 
f(a)  dla a = a l - 3 o 0'2 . Wektorem współrzędnych wektora a w bazie 
(0'1 , 0'2 ) j est [ _� l, zatem z twierdzenia 1 . 7, wektorem współrzęd-

nych wektora f(o:) w bazie (131 , (32 ) j est [ =� � l · [ -� l [ -�: l · 
Otrzymaliśmy więc , że f ( a ) = - 7 o Pl - 14 o ,132 , D 

Twierdzenie 1 .9 .  Niech A będzie macierzą przekształcenia linio
wego f: V --+ W w bazach (a l , . . .  , Oln ) i (Pl, . . .  , Pm ) .  Wówczas 

dirn I m f = r (A) . 
Dowód. Zauważmy, że I m f lin (f(ad , · · ·  , f(an ) ) 

m rn 
l'in(L aj l O (3j ,  . . .  , L ajn O (3j ) . Z algebry liniowej I wie-

j=l j=l 
my, że istnieje  izomorfizm liniowy cp: W --+ Km taki, że 
cp((3j ) Ej dla j 1 ,  . . .  , m. Stąd Irnf rv cp(Im!) ,  
WięC w szczególności dirn I m f dim cp (I m !) . Ale 
cp(Im f) lin ( [al l , a21 , " " aml ] , " " [aln , a2n , · · · , amn] ) , WięC 
dim cp(Im!) = r (A) , czyli dim Irnf = r (A) . D 

Lemat 1 . 10 .  Niech A, B E klmxn (K) . Jeżeli dla dowolnych skala
rów al , . . .  , an zachodzi równość 

to A = B. 

[
al l 

[ 
aj l A · : = B· : , 

an an 

Dowód. Niech A = [a'ij ]  oraz niech B = [bij ] .  \Ne�my dowolne 
ustalone j = l , . . .  , n i niech aj = 1 oraz ak = O dla wSllystkich 
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16 Wykłady z algebry liniowej II 

k E { l , .. . , n} \ {j } .  Wtedy z definicj i mnożenia macierzy i-tym ele

mentem maeier�y A . [ � ] E Mmx1 (K) j est ai} dla i � l , ... ,m.. Po-

al 

r-

] dobnie i-tym elementem mocierzy B · l �
n 

E Mmx1  (K) j est bij dla 

i = 1 ,  ... , m. Ale A · [ �I ] = B . [ �I.] dla dowolnych al , . . .  , an E K, 
an an 

więc aij = bij dla dowolnych i = l, . . . , m oraz j = l , . . .  , n .  Ponadto 
A, B E Jlvfmxn (K) ,  więc A = B. D 

Twierdzenie 1 . 1 1 .  Niech V, W, U będą przestrzeniami liniowymi 
nad ciałem K o bazach uporządkowanych (al , . . .  , an ) , (;31 , " " ;3m ) , 
hl , ... , IS) odpowiednio .  Niech A będzie macierzą przekształcenia 
f E L(V;  W) w bazach (al , " " an ) i (;31 , " " ;3m) oraz niech B bę
dzie macierzą przekształcenia g E L(W;  U) w bazach (;31 1 " " ;3m ) 
i hl,"" '"'(s), Wówczas B . A jest macierzą przekształcenia g o f E 

E L(V; U) w bazach (al , . . .  , an ) i h1"""8) ' 

Dowód. Nieeh [��] będzie wektorem wspóh'zędnyeh wekto

ra a E V w bazie (al , . . .  , an ) . W tedy z twierdzenia 1 .  7 mamy, 

ze A . [�� ] j est wektorem współr�Q(!nych wektora f (a) w ba

zie (;31 , " " ;3m) ' Ponownie z twierdzenia 1 . 7  otrzymujemy, że 

B · ( A · [ �� ]) j est wektorem współrzQ,!nych wektora g (1 (a ) )  w ba-
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więc jeśli C E llJ.,xn (K) j est macierzą przekształcenia g o f E L(V ;  U) 
w bazach (al, . . . , an ) i ('"11, . . .  , IS) , to na mocy twierdzenia 1 . 7 

c· l :� l � (8 Al · l �: l dla dowolnych aj, . . . , On E K Poniewa" 

B E Alsxm (K) i A E Mmxn (K) ,  więc B ·  A E J\!Isxn (K) . Z lematu 1 . 10 
otrzymujemy równość C = B . A. D 
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Rozdział 2 

Przekształcenia liniowe a 
• 

maCIerze 

2 . 1  Izomorfizm przestrzeni L(V;W) 
i Mmxn(K) 

Twierdzenie 2 .1. Niech V i VV będą przestrzeniami liniowymi nad 
ciałem K o bazach uporządkowanych (al, ... , an ) i (/31 , " " /3m) od
powiednio . Niech rp: L(V ;  W) ----) !v[mxn (K) będzie przekształceniem, 
które każdemu f E L(V ;  W) przyporządkowuje macierz f w podanych 
bazach przestrzeni V i W. Wówczas rp jest izomorfizmem liniowym. 

Dowód. Niech f, g E L(V;  W) i niech A = [ad oraz B = [bd będą 
macierzami f i g odpowiednio, w rozpatrywanych bazach przestrzeni 
V i W. Wtedy dla k = 1 , . . . ,n mamy, że 

m m m 

i= l  i= l  i=l 

więc , ze wzorów ( 1 . 5 )  i ( 1 . 6) , A + B j est macierzą przekształcenia 
liniowego f + g w zadanych bazach przestrzeni V i vV, czyli rp (f + g )  = 
= rp(f) + rp(g) . Dalej , dla dowolnego a E K oraz dla dowolnego k = 

18  
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Przekształcenia liniowe a macierze 19 

= 1 , . . .  , n  

m rn 

i=l i=l 

skąd macierzą przekształcenia a · f w rozpatrywanych bazach jest a · A,  
czyli rp(a · f) = a · rp (f) . Zatem rp j est przekształceniem liniowym. Jeżeli 
rp (f) = rp (g) , to na mocy twierdzenia 1 . 7, f (O') = g (O') dla dowolnego 
O' E V, skąd f = g . Zatem przekształcenie rp j est różnowartościowe . 

Weźmy dowolne A = [au] E l'vlmxn (K) i niech f = L aij o <Pij , 
i,j 

gdzie (<Pij ) i=l , .. . ,m j est bazą przestrzeni L(V; VV) zdefiniowaną w twier-
.i=l ,  ... ,n 

dzeniu 1 . 2 .  vVtedy f E L(V; W) oraz z dowodu twierdzenia 1 . 2 
'm 

f (O'k ) = L aik O (3i dla każdego k = 1 , . . .  , n . Zatem rp(f) = A i prze
'i=l 

kształcenie rp j est "na" . Stąd ostatecznie <P j est izomorfizmem linio-
wym. D 

Twierdzenie 2 . 2 .  Niech V i W będą przestrzeniami liniowymi nad 
ciałem K o bazach uporządkowanych (0'1 , . . .  , n:n )  i (,61 , . . .  , (3n ) ,  odpo
wiednio. Niech A = [aij ] będzie macierzą przekształcenia f E L(V; W) 
w tych bazach. Wówczas f jest izomorfizmem liniowym wtedy i tylko 
wtedy, gdy macierz A jest odwracalna. Jeżeli f jest izomorfizmem li
niowym, to A-l jest macierzą pT'zek..,ztałcenia f- l E L(H!; V) w bazach 
({31 , . . . , (3n ) i (0'1 , . . .  , an )  przestrzeni W i V. 

Dowód. Załóżmy, że f j est iZOl1lOrfizmem liniowym. Istnieje wów
czas przekształcenie odwrotne f-l : vV ---+ V, które jest izomorfi
zmem liniowym. Niech B będzie macierzą przekszta.łcenia liniowego 
f-l w bazach ({31 .. . .  , ,6n) i (0'1 , . . .  , O'n )  przestrzeni W i V. Ocz:ywi
ście f- l o f = i dv oraz macieEą przekształcenia tożsamościowego i dv 
w bazach (0'1," " CYn )  i (0'1 , " " O'n )  przestrzeni V j est macierz jednost
kowa In . Zatem, na mocy twierdzenia 1 . 1 1 ,  B · A = In , skąd B = A -l. 

Na odwrót , załóżmy, że macierz A j est odwracalna. Istnieje  wte
dy macierz B E Mn (K) taka, że B . A = A . B = In- Z twierdze
nia 2 . 1  istnieje przekształcenie g E L(vV; V), którego macierzą w ba
zach ({31 " ' " Pn) i (0'1 , . . . , an )  przestrzeni 1:V i V jest B .  Z twierdze-
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20 Wykłady z algebry liniowej II 

nia 1 . 1 1  otrzymujemy zatem, że In = B . A j est macierzą przekształ
cenia g o f w bazach (al , . . .  , an ) i (al , . . .  , an ) przestrzeni V, skąd 
g o f = idv. Ponadto z twierdzenia 1. 1 1 , In = A · B j est macierzą prze
kształcenia f o g w bazach ((31 , . . . , (3n ) i ((31, . . .  , !3n ) przestrzeni W. 
Stąd f o g = idw. Zatem g = f-l i f jest izomorfizmem liniowym. D 

2 . 2  Macierz przej ścia 

Niech (al , . . .  , an ) i (a� , . . .  , a� J będą dwiema uporządkowa
nyrm bazami przestrzeni liniowej V nad ciałem K. Niech dla [al! l 
i = 1 ,  . . .  , n ,  : będzie wektorem współrzędnych wektora a� w ba-a�t 
zie (al , . . .  , an ) ,  tzn. a� = ali o al + . . .  + ani o ai . Wówczas macierz 
kwadratową [ all a2l A = . an l 

a12 a22 an2 
aln a2n 

E Mn (K) (2 . 1 ) ann 

nazywamy macierzą przejścia od bazy (()CI ,  . . .  , an ) do bazy (a�, . . .  l a� ) . 
Równoważnie , A j est macierzą przekształcenia tożsamościowego 
id·v: V --+ V w bazach (a�, . . .  , a� ) i (al , . . .  , an ) przestrzeni V. 

Ponieważ idv j est izomorfizmem liniowym, więc z twierdzeti 2 . 2  
i 1 .  7 uzyskujemy od  razu następuj ące 

Twierdzenie 2 .3 .  Macierz przejścia A od bazy (al l . . .  ' an ) do ba
zy (a�, . . .  , a� J  przestrzeni liniowej V jest macierzą odwracalną i A --l 
::: lIr::,:z:::::�:, b::p:�:�ędn�:�) lI,::t:::lI :"� . ·v' (:

) 

b�:( 
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(al , " " an ) , to A-l . [ �1 l jest wektorem współrzędnych wektora a 
;n 

w bazie (a�, . . .  , a� ) . D 

Przykład 2 .4 .  Załóżmy, że (al , , ' " an ) j est bazą przestrzeni Kn 
oraz ai = [ai 1' ai2 , . . . , ain l dla i = 1 ,  . . . , n . \Vówczas macierzą przej
ścia od bazy kanonicznej (cI, . . . , cn ) do bazy (al " , " an ) j est A = 

- [ �:: �:; �::. Np. dla n � 3. ffi""icrzą przej ścia od bazy -

a �n a�n ann 

(CI , C2 , c,) do ba"y ( [ l , 1 , 1 1, [O , 1 , 2] , [O , O , l ] ) j est [: � � l. O 

Twierdzenie 2 . 5 .  Załóżmy, że (al , . . .  , an ) ,  (o:'u . . .  , a�), 
(a{ , . . .  , an") są bazami przestrzeni liniowej V nad ciałem K. Jeżeli A 
j est macierzą przej ścia od bazy (al , . . .  , an ) do bazy (a�, . . . ,o�) oraz 
B j est macierzą przej ścia od bazy (a/l " "  ,o�) do bazy (al" , " "  an") ,  
to A . B j est macierzą przej ścia od bazy (a] ,  . . .  , an ) do bazy 
(al" , " " an") . 

Dowód. Niech 1 : V ---+ V będzie przekształceniem liniowym da
nym wzorem 1 (a) = a dla a E 1/. Wtedy A j est macierzą 1 w bazach 
(a� , . . .  , a�) i (a l , . . .  , an ) . Niech g : V ---+ V będzie przekształceniem li
niowym danym wzorem g (a) = a dla a E V. Wtedy B j est macierzą g 
w bazach (a l", " " an") i (a�, . .. , a�). Wówczas z twierdzenia 1 . 1 1 ,  
A . B j est macierzą przekształcenia 1 o g w bazach (al", " "  an") 
i (al , . . .  , an ) . Ale 1 o g = idv' ,  więc A . B j est macierzą przej ścia 
od bazy (al , . . .  , an ) do bazy (a l", " "  an") . D 

Z twierdzerl 2 . 3 i 2 . 5  wynika od razu następujący 

Wniosek 2 .6 .  Niech (a] , . . . . on ), (a�, .. . , a�)) (al", .'" an") bę
dą bazami przestrzeni liniowej V nad ciałem K. Jeżeli A jest macier'zą 
przejścia od bazy (a;, . . . , a� ) do bazy (a1"'" ctn ) oraz B jest macie-
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rzą przejścia od bazy (a� , . . .  , a� ) do bazy (al " , . . .  , an" ) , to macierzą 
przejścia od bazy (al , . . .  , an ) do bazy (al " , . . .  , an" ) jest A-l . B. 

Przykład 2 .7 .  Znajdziemy macierz przeJ sCla od bazy 
( [ 1 , 3 , 1 ] ,  [2 , 2 , 1 ] , [3 , 4 , 2 ]) do bazy ( [2 , 7, 3] , [3 , 9 , 4] ,  [ 1 , 5 , 3] ) przestrze
ni ]ł3 . Z przykładu 2 .4  mamy, że macierzą przej ścia od bazy kanonicznej 

do bazy ( [ 1 , 3 , 1 ] , [2 , 2 ,  1 ] ,  [3 , 4 , 2 ]) j est A = [� � � l oraz macierzą 
1 1 2  

przej ścia od bazy kanonicznej do bazy ( [2 ,  7, 3] , [3 , 9 , 4] ,  [ 1 , 5 , 3] ) j est 

B = [� � � l. Oblicza.my (np .  przy pomocy operacj i elementar-

nych) A -l = [ � � =� l. Z wniosku 2 . 6 macierzą przej ścia od 
- 1  - 1  4 

bazy ( [1 , 3 , 1 ] ,  [2 , 2 , 1 ] , [3 , 4 , 2] ) do bazy ( [2 , 7, 3] , [3 , 9 , 4] ,  [ 1 , 5 , 3] )  j est 

A-J R = [ -� -� =n D 

2 . 3  Zmiana baz 

Twierdzenie 2 .8 .  Niech (al , . . .  , an ) i (a� , . . .  , a� ) będą dwiema 
uporządkowanymi bazami przestrzeni liniowej V i niech (rh, . . .  , (3m ) 
i ({3� ,  . . . , (3�J będą dwiema uporządkowanymi bazami przestrzeni li
niowej �V nad ciałem K. Niech C będzie macierzą przekształcenia 
.f E L(V; W) w bazach (al , . . .  , an ) i ({3l , . . .  , (3m) i niech D będzie 
macierzą .f w bazach (a�, . . .  , a�J i ({3� ,  . . .  , (3:") . Niech A będzie ma
cierzą przejścia od bazy (al , . . . , an ) do bazy (a�, . . .  , a� ) oraz niech 
B będzie macierzą przejścia od bazy ({3l , . . . , {3m) do bazy ({3� ,  . . . , (3:") . 
Wtedy 

D = B-l . C· A. 

Dowód. Ponieważ .f = . f o idy ,  więc z twierdzenia 1 . 1 1 ,  C . A 
j est macierzą .f w bazach (a�, . . .  , a�) i ({31 , .. . , (3m ) . Ponadto .f = 
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= idwoj, więc na mocy twierdzenia 1 . 1 1 , B ·D j est macierzą j w bazach 
(a� ,  . . . , a�) i ((lI , . ' " (3m) .  Stąd B . D = C · A .  Ale z twierdzenia 2 .2  
macierz B jest odwracalna, więc D = B-- l . C . A. D 

Niech V będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. Każde prze
kształcenie liniowe j: V -+ V nazywamy endomorjizmem liniowym 
pr>zestrzeni V. Przez macierz takiego endomorfizmu j w bazie upo
rządkowanej (al , . ' " an ) przestrzeni V rozumiemy macierz j w bazach 
(al , . . . , an ) i (al , . . .  , an ) .  

Z twierdzenia 2 . 8  i z twierdzenia Cauchy'ego mamy od razu nastę
pUJący 

Wniosek 2 .9 .  Niech (al , " " an ) i (a� , . . .  , a�) będą upor'ządko
wanymi bazami przestrzeni liniowej V. Niech A będzie macierzą endo
morfizmu jE L(V; V) w bazie (al , . . .  , an ) i niech B będzie macie
rzą j w bazie (a� ,  . . .  , a" J . Niech P będzie macierzą przejścia od bazy 
(al , " " an ) do bazy (a� , . . .  , a�) . Wtedy B = p-l . A ·  P .  W szczegól
ności det (B)  = det (A) . D 

Definicja 2 . 10 .  Powiemy, że macierze A, B E Mn(K) są podobne, 
j eżeli istnieje odwracalna macierz C E Mn (K) taka, że B = C-l . A ·  C. 
Piszemy wtedy A t"V B ,  

Stwierdzenie 2 . 1 1 .  Dla dowolnych macierzy A, B ,  C E Jl,1n(K): 
(i) A t"V A, 
(ii) jeżeli A t"V B, to B t"V A, 
(iii) jeżeli A t"V B i B t"V C, to A rv C.  
Dowód. ( i )  Ponieważ A = I�-l . A . In , więc A rv A. 
( i i )  Niech A t"V B.  Wtedy istnieje  X E Mn (K) takie , że B = X-l . 

A ·  X, skąd A = X ·  B ·  X-l = (X-l ) -l . B ·  X-l , czyli B t"V A. 
(iii) Niech A t"V B i B t"V C. Wtedy istniej ą macierze odwracalne 

X, y E A1n (K) takie , że B = X-l . A . X i C = y-l . B . y, skąd 
C = y-l . X-l . A ·  X . Y = (X . y)-l . A . (X . y) , czyli A t"V C. D 

Uwaga 2 . 1 2 .  Dla dowolnego ciała K macierze A, B E Mn (K) są 
podobne wtedy i tylko wtedy, gdy są macierzami pewnego endomor
fizmu f przestrzeni Kn w pewnych bazach tej przestrzeni . Rzeczywi-
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ście , jeśli macierze A i B są podobne , to istniej e  macierz odwracalna 
C = [Cij ] E Mn(K) taka, że B = C- l . A ·  C. Niech f E L(Kn; Kn) bę
dzie przekształceniem liniowym, które w bazie kanonicznej przestrze
ni Kn ma macierz A .  Niech ai = [Cli , C2i , . . .  ,Cni] dla i = 1 , . . . , n .  
Wówczas (al , . . .  , Cl:n) j est bazą przestrzeni Kn złożoną z kolumn ma
cierzy C. Wtedy C j est macierzą przej ścia od bazy kanonicznej do ba
zy (a l , . . . , a n) . Wówczas z wniosku 2 . 9  macierzą f w bazie (a 1 1 • • •  , a n) 
j est C- l . A ·  C = B.  Natomiast implikacj a odwrotna wynika od razu 
z wniosku 2 .9 .  D 

Z twierdzenia 1 . 9 ,  wniosku 2 . 9  oraz z uwagi 2 . 12  wynika od razu 
następuj ący 

Wniosek 2 . 13 .  Dla dowolnego ciała K, jeżeli macierze A, B E 
E Mn(K) są podobne, to r (A)  = r (B)  oraz det A = det B .  

Przykład 2 . 14 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni 1Ił3 
danym wzorem analitycznym 

Znajdziemy macierz f w bazie ( [1 , 3 , 1 ] , [2 , 2 , 1 ] , [3 , 4 , 2] ) .  Macierzą 
przej ścia od bazy kanonicznej do bazy ( [1 , 3 , 1 ] ,  [2 , 2 , 1 ] ' [3 , 4 , 2] ) j est [ 1 2 3 ] [ 2 3 1 ] P = 3 2 4 . Ponadto A = 7 9 5 jest macierzą f w bazie 

1 1 2 3 4 3  
kanonicznej . Zatem z wniosku 2 . 9 , macierz B = P-1 · A · P  j est macierzą 
f w bazie ( [ 1 , 3 , 1 ] ,  [2 , 2 , 1 ] ,  [3 , 4 , 2] ) .  Z przykładu 2 . 7 wynika, że p-l = [ O 1 -2 ] [ 3 3 5 ] 2 1 -5 . Stąd uzyskujemy, że B = -2 7 -2 6 -48 . D 

- 1 - 1  4 2 1  20 3 7  

Stwierdzenie 2 . 1 5 .  Jeżeli macierze P E A1m(K) i Q E A1m(K) 
są odwracalne, to dla dowolnej macierzy A E A1rnxn (K) 

r (P · A . Q
) 

= r (A) . 
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Dowód. Niech f : Krt ---+ Km , g : Krt ---+ Kn i h: Km ---+ Km bę
dą przekształceniami liniowymi posiadającymi w bazach kanonicznych 
odpowiednio macierze : A,  Q, P .  Wówczas , 7, twierdzenia 2 . 2 ,  g i h są 
automorfizmami . Zatem (f o g ) (Kn) = f (g (Kn ) )  = f (Kn ) = Im f 
i h(f (Kn ) )  � f (Kn) , skąd dim Im(h o f o g) = dim Im f . Z twierdze
nia 1 . 1 1  macierzą h o f o g w bazach kanonicznych jest p .  A · Q. Ponadto 
z twierdzenia 1 . 9 ,  r (P · A · Q) = dim Im(h o f o g) i r (A) = dim Im f . 
Stąd r (P  . A . Q) = r (A) . D 
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Rozdział 3 

Algebry 

3 . 1 Określenie algebry. Przykłady algebr 

Definicja 3 . 1 .  Niech (A,  +, O) będzie przest fl,;enią liniową nad cia
łem K.  Powiemy, że A jest K-algebrą, j eżeli istnieje  odwzorowanie 
. : A x A -t A spełniaj ące następujące warunki: 

Al. a· (f3. ry) = (a· (3) . r dla dowolnych a, f3, r E A, 
A2.  a . ((3 + r) = a . (i + a . r oraz (f3 + r) . et = (3 . a + �( . a dla 

dowolnych a, {3, r E A, 
A3.  a o (a . (3)  = (a o a) . {3 = a . (a o (3) dla dowolnych a E K, 

a,,6 E A. 

Mówimy, że e E A jest j edynką K-algebry A ,  jeżeli a· e = e· a = a 
dla każdego a E A.  

Przykład 3 .2 .  Z algebry liniowej I wynika, że dla dowolnego cia
ła K i dla dowolnej liczby naturalnej n przestrzeń liniowa macierzy 
kwadratowych Jlvln (K) ze zwykłymi działaniami macierzowymi tworzy 
K-algebrę z jedynką In' D 

Przykład 3 .3 .  Niech V będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. 
Przestrzel l liniowa L(V ;  V) endomorfizmów przestrzeni V jest K- al
gebrą z j edynką, j eśli mnożenie w L(V ;  V)  określimy j ako składanie 
przekształcefl. Rzeczywiście , jeśli j, g E L(V ;  V) , to z algebry linio-

26 
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wej I 1 o g E L (V ;  V) . Ponadto składanie przekształceń j est łączne 
oraz dla dowolnych 1, g , h E L (V ;  V) i dla dowolnych a E K, a E V 
mamy 

(f . (g + h) ) (a)  = 1( (g + h) (a) )  = 1(g (a) + h(a) ) = 

= 1(g (a) )  + 1(h(a) ) = (f . g) (a) + (f . h) (a)  = (f . g + 1 . h) (a) , 
a stąd 1 . (g + h) = 1 . g + 1 . h . Ponadto 

( (g + h) . .f ) (a) = (g + h) (f (a) )  = g (f (a) )  + h (f (a) )  = 

= (g . .f) (a) + (h · .f) (a) = (g . 1 + h · .f ) (a) , 
więc (g + h) . 1 = g . 1 + h . 1· W korlCU 

(a · (f . g) ) (a) = a o ( (f . g) (a) )  = 

= a o (f (g(a) ) )  = 1(a o g (a) )  = (f . (a · g ) ) (a) , 

czyli a . (f . g )  = 1 . (a . g )  oraz 

( (a· .f) . g ) (a)  = (a · .f ) (g (a) ) = a o (f (g (a) ) ) , 

więc a · (f . g )  = (a · .f) . g . Jedynką tej K-algebry j est przekształcenie 
tożsamościowe idv: V -----+ V. D 

Niech A będzie K-algebrą. Dla dowolnego a E A możemy in
dukcyjnie określić an dla wszystkich n E N kładąc:  al = a oraz 
an+l = an . a dla wszystkich n E N. Zatem: an = a . . . . . a. Jeże'-v-' n 
li dodatkowo algebra A ma jedynkę e, to przyjmujemy, że aO = e dla 
dowolnego a E A. Nietrudno jest wykazać , że dla dowolnego a E A 
i dla dowolnych 'm, n E N 

Definicja 3 .4 .  Podalgebrą K-algebry A nazywamy taką podprze
strzeń B przestrzeni liniowej A, że a . (3 E B dla wszystkich a, (3 E B.  
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Uwaga 3 . 5 .  Podalgebry K-algebry A są też w naturalny sposób 
K-algebrami . Dla dowolnego a E A podprzestrzeil lin (a ,  a2 , . . •  ) j est 
podalgebrą algebry A, przy czym dla dowolnych (3, r E lin (a ,  a2 , . . . ) 
mamy, że (3 . r = r . (3. 

Definicja 3 .6 .  Niech A i B będą algebrami nad tym samym cia
łem K.  Powiemy, że algebry A i E są izomorficzne i piszemy A rv E, 
j eżeli istniej e  izomorfizm liniowy I :  A ---+ E taki , że I(:];'Y) = I(x) , I(y) 
dla dowolnych x ,  y E A. 

Twierdzenie 3 .7 .  Niech V będzie przestrzenią liniową nad cia
łem K wymiaru n E N. Wówczas K -algebry L(V;  V) i Mn (K) są 
izomorficzne. Dokładniej, jeśli (al , . . .  , an ) jest uporządkowaną bazą 
przestrzeni V oraz dla I E L(V ;  V) , AJ jest macierzą przekształce
nia I w bazie (al , . . .  , an ) ,  to odwzorowanie cp: L(V ; V) ---+ lvln(K) 
dane wzorem cp(f) = AJ dla I E L(V; V) jest izomorfizmem algebr. 

Dowód. Z twierdzenia 2 . 1 ,  cp j est izomorfizmem liniowym. Ponad
to ,  z twierdzenia 1 . 1 1 ,  dla dowolnych l, g E L(V;  V) zachodzą równości 
cp(f o g) = AJog = AJ . Ag = cp(f) . cp(g) . Zatem ostatecznie cp j est izo
morfizmem K-algebr i L (V ;  V) � Mn (K) . D 

3 . 2  Algebra wielomianów 

Niech K będzie dowolnym ciałem. Wielomianem zmiennej x 
o współczynnikach z ciała K nazywamy wyrażenie algebraiczne I po
staci 

(3 . 1  ) 

gdzie ao, al, ... , an są ustalonymi elementami ciała K zwanymi współ
czynnikami wielomianu I oraz n E No . Jeżeli an =1= O , to mówimy, 
że wielomian I ma stopieil równy n i piszemy st (f)  = n, a an nazy
wamy najstarszym współczynnikiem wielomianu .f. Wielomianem ze
rowym nazywamy taki wielomian , którego wszystkie współczynniki są 
równe O. Zbiór wszystkich wielomianów zmiennej x o współczynnikach 
z ciała K będziemy oznaczali przez K [x] . 
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Dodawanie i mnożenie wielomianów z K[x] j est analogiczne do do
dawania i mnożenia wielomianów o współczynnikach rzeczywistych. 
Ponadto w naturalny sposób K[x] j est przestrzenią liniową nad cia
łem K oraz { 1 , x , x2 , . . .  } j est bazą K [x] nad K.  Można wykazać, 
że K [x] j est nawet K-algebrą. Ponadto dla dowolnych wielomianów 
h, . . .  , fn E K[x] zachodzi równość 

Ponadto dla dowolnych niezerowych wielomianów h, . .  · , fn E K [x] 
naj starszy współczynnik wielomianu h . . . . . fn j est równy iloczynowi 
naj starszych współczynników wielomianów h, . . . , fn' 

Jeżeli f E K[x] , f =I- o, to dla dowolnego wielomianu g E K [x] 
istniej e  dokładnie jedna para wielomianów (q, r) E K[x] x K [x] taka, 
że g = q' f + r i st (r) < st (j} 

Wartością wie lomianu f postaci (3 . 1 )  w punkcie a E K nazywamy 
element f (a) = an a

n + an_1a
n-1 + . . .  + ala + ao. Powiemy, że e lement 

a E K jest pierwiastkiem wielomianu f E K[x] , jeżeli f (a) = O .  
Można wykazać , że  dla dowolnego ciała K istnieje  ciało K( ;r) takie , 

że K [x] s: K(x) oraz K(x)  = { f : f, g E K[x] } .  Ponadto dodawanie 
i mnożenie w K[x] jest zgodne z dodawaniem i mnożeniem w K( .x) , 
tzn. K [x] j est podalgebrą K-algebry K(x) . 

Definicja 3 .8 .  Powiemy, że wielomiany w}, W '2, .. . , wn E K [x] 
(n � 2) są względnie pierwsze, j eżeli istnieją  Ul , U2 , . . . , 'Un E K [ :r:] 
takie , że W IUI + W2 U2 + . . .  + WnUn = L 

Mówimy, że wielomiany WI , W2 , . . . , wn E K[x] (n � 2) są parami 
względnie pierwsze, j eżeli każde dwa spośród nich są względnie pierw-
sze . 

Lemat 3 .9 .  Jeżeli dla każdego i = 1 ,  . . .  , n  wielomiany w E K[x] 
i Wi E K[x] są względnie pierwsze, to wielomiany w i w] W 2  . . .  Wn też 
są względnie pier·wsze. 

Dowód. Indukcj a względem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. 
Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech wielo
miany w i Wi będą względnie pierwsze dla każdego i = 1 , . . .  , n , n + 1 .  
Z założenia indukcyjnego istnieją wielomiany u, v takie ,  że 1 = wu + 
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+W1··· WnV, skąd Wn+l = WUWn+l + W1··· WnWn+lV . Ponadto istnie
j ą  wielomiany Ul , '112 takie , że 1 = WUl + Wn+lU2 , więc 1 = WUl + 
+ (WUWn+l + Wl··· WnWn+lV)U2 = W(U1 + UWn+lU2 ) + Wl··· Wn+l (VU2 ) , 
czyli wielomiany w i Wl . . .  Wn+ l  są względnie pierwsze .  D 

Lemat 3 . 10 .  Jeżeli wielomiany Wl , . . .  , wn E K[x] (n ;? 2) są 
pammi względnie pierwsze, to wielomiany 

są względnie pierwsze. 
Dowód. Indukcj a względem n. Dla n = 2 teza j est oczywista. Za

łóżmy, że teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n ;? 2 i niech 
wielomiany Wl , . . . , Wn , Wn+l będą parami względnie pierwsze . Z lema
tu 3 . 9  istniej ą wielomiany u, v takie , że 1 = Wn+lU + Wl . . .  WnV. Po
nadto z założenia indukcyjnego istniej ą wielomiany Ul , . . .  , Un takie , że 
1 = glUl + g2U2 + . . .  + gnun , skąd Wn+l = glWn+ lUl + g2Wn+lU2 + 
+ . . . + gnWn+lUn· Zatem 1 = (gl 'Wn+l ) (U]U) + (g2wn+d (u2'n) + . . .  + 
+ (gnWn+l ) (unu) + Wl··· WnV, więc wielomiany hl = W2W3··· WnWn+l , 
h2 = WlW3··· WnWn+l ,··· , hn = WlW2··· Wn- lWn , hn+l = WlW2··· Wn 
są względnie pierwsze . D 

Lemat 3 . 1 1 .  Jeżeli a ,  b są różnymi elementami ciała K, to dla 
dowolnych liczb natumlnych k i l wielomiany (x - a) k i (x - b) l są 
względnie pierwsze. 

Dowód. Ponieważ (x - a) · b�a + (x - b)· b-=-la = 1 ,  więc wielomiany 
x - a i :r- b  są względnie pierwsze. Zatem z lematu 3 . 9  wielomiany x - a  
i (x - b ) l są względnie pierwsze . Korzystając ponownie z lematu 3 . 9  
otrzymujemy ostatecznie , ż e  względnie pierwsze są także wielomiany 
(x - b) ' i (:c - a) k . D 

3 . 3  Wartość wielomianu w punkcie alge

bry 

Niech A będzie K-algebrą z jedynką e i niech f = ao + alX + . . .  + 
+anxrt E K [x] . Wartoc4cią wielomianu f w punkcie ex E A nazywamy 
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element i (a) algebry A określony wzorem 

Można wykazać , że dla dowolnych WI , W2 E K [x] zachodzą równości 

Przykład : . 1 2 .  Dla dowolnego ciała K wyznaczymy wart[o:
c

ć w

d
b
ie]

lomianu w = x - (a + d)x + a d - be E K [x] w punkcie A = 

K-algebry M2 (K ) . Mamy 

w (A) = A 2 - (a + d) . A + (a d - be) . h = 

[ a2 + be a b + bd ]_ [ a2 + a d a b + bd ] + 
a e + c d  be + d2 a e + ed a d + d2 

+ [ a d - b� 
a d _ b� ] = 

[� �], 
czyli w(A) = O2 , D 

Uwaga 3 . 13 .  Niech rp : A -----+ B będzie izomorfi7:mem K-algebry A 
na K-algebrę B .  Przez prostą indukcję można wykazać , że rp(an) = 
= [rp ( a) ] n dla dowolnego a E A i dla dowolnego n E N. Jeżeli do
datkowo A i B mają jedynki, to dla dowolnego wielomianu w E K [x] 
rp(w(a) ) = w(rp (a ) ) . W szczególności , j eśli w(a) = e ,  to w(rp(a ) )  = e . 
z twierdzenia 3 . 7 wynika zatem, że jeśli A j est macierzą endomorfi
zmu i przestrzeni liniowej V nad ciałem K w bazie (al, " "  an ) , to 
dla dowolnego wielomianu w E K [x] w(A) j est macierzą endomorfizmu 
w(j) w tej bazie . W szczególności An j est macierzą endomorfizmu in 

W podanej bazie dla dowolnego n E N. 

Lemat 3 . 14 .  Niech i będzie endomorjizmem przestrzeni liniowej 
V wymiaru n E N nad ciałem K.  Dla dowolnych u, w E K [l:] zachodzi 
Ker w(j) <;;;; Ker (uw) (j) . 
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Dowód. Jeśli a E Ker w(J) , to [w(J) ] (a) e .  Zatem 
[ (tlw) (J) ] (a) = [tl (J)] ( [w(J) ] (a) )  = [tl(J) ] (e) = e , czyli a E 

E Ker (Wtl) (J) . D 
Lemat 3 . 1 5 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V 

wymiaru n E N nad ciałem K.  Jeżeli wielomiany w, '/L E K [x] są 
względnie pierwsze, to Ker w(J) n Ker tl (J) = {e} . 

Dowód. Istnieją wielomiany VI , 1'2 E K[:c] takie , że WVl + 'iLV2 = 1 ,  
skąd (wvd (J) + (tlV2 ) (J) = idv .  Niech a E Ker w(J) n KeT 'iL(J) . 
Wtedy z lematu 3 . 14 ,  a E Ker (W1h) (J) i a E KeT (tlV2 ) (J) , skąd 
a E Ker [ (wVI ) (J) + (tlV2 ) (J) ]  = Ker idv = {e} , czyli a = e .  D 

Lemat 3 . 16 .  Niech f będzie endomorfizmem przestTzcni liniowej V 
wymiam n E N nad ciałem K .  Jeżeli wielomiany WI , . . .  , wr E K [x ] są 
względnie pierwsze, to frn Wl (J) + . . .  + I m wr (J) = V. 

Dowód. Istniej ą wielomiany tlI , " " tlr E K [x] takie , że Wltll + 
+ . . .  + Wr'/Lr = 1 ,  więc (wl'/Ld(J) + . . .  + (wrtlT ) (J) = idv . Stąd 
dla a E V, a = [Wl (J)] ( [1Ll (J) ] (a ) )  + . . .  + [wr (J) ] ( [ur (J) ] (a) ) . Ale 
[Wi (J) ] ( [1Li (J) ] (a) )  E Im Wi (J) dla i = 1 ,  . . .  , r, więc a E Im Wl (J) + 
+ . . .  + Im wr (J) . D 

3 . 4  W ielomiany wielu zmiennych 

Niech K będzie dowolnym ciałem i niech Xl , .. . , Xn będą zmienny
mi. Dla dowolnych kI , . . .  , kn E No wyrażenie algebraiczne ax� l . . . . . x�n 
nazywamy jednomianem o współczynniku a E K. Jeżeli dodatko
wo a i= 0, to liczbę kI + . . .  + kn nazywamy stopniem j ednomia
nu ax�l ..... :c�n. Natomiast wielomianem n-zmiennych Xl , . . .  , Xn 
nazywamy Sk0l1czoną sumę j ednomianów, przy czym stopniem ta
kiego wielomianu nazywamy maksymalny stopiefl niezerowego jedno 
mianu występuj ącego w j ego zapisie . Zbiór wszystkich wielomianów 
n-zmiennych Xl , . . . , xn nad ciałem K będziemy oznaczali przez 
K [xI , . . .  , xrJ Można wykazać, że K[XI , . . .  , xn] z naturalnymi dzia
łaniami mnożenia i dodawania wielomianów oraz mnożeniem wielo
mianów przez skalar jest K-algcbrą. 
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Rozdział 4 

Wektory i wartości własne 

4 . 1 Wielomian charakterystyczny 

Niech K będzie dowolnym ciałem. Wielomianem chamkterystycz
nym macierzy A E Mn (K) nazywamy wyznacznik macierzy A - x · In . 
Zatem j eżeli A = [aij ] , to 

al l  - x a12 aln 

det (A - x . In ) = 
a2 1 0,22 - X 0,271 (4. 1 ) 

0,711 0,712 ann - X 

Oznaczmy A - x . In = B = [bij ] ' Wtedy bij E K[x] oraz st (bii ) = 1 
i st (bij ) < 1 dla i i- j ,  i ,  j = 1 ,  ... ,n. Ponadto z określenia wyznacznika 
mamy, że 

det ( A - :1: . In )  = det (B) = L sgn(a- ) . b}dl) . . . . . bnCT(n) '  
CTE8" 

Wynika stąd, że det ( A - x · In ) E K[x] . Ponadto st (b1CT( l ) ' . . . ' bnCT (n) )  = 

= st (b}CT ( l ) )  + ... + st ( bnCT (n) )  � n oraz 

st ( blCT( l ) ·  . . . · bnCT (n) )  = n � st (biCT (i) )  = 1 dla każdego i = 1 , ... , n {:} 

� a- (i ) = i dla każdego i = 1 , ... ) n � a- = i d. 
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34 Wykłady z algebry liniowej II 

Wynika stąd, że det (A - x · In) = (au - x) ·  (a22 - x) . . . . . (ann - x) + 
+G dla pewnego wielomianu G E K[x] takiego, że st (G) < n .  Zatem 
st (det (A - x . In) )  = n oraz 

det (A - x . In) = (- 1  t xn + Cn_lX
n-l + . . .  + ClX + Co (4. 2 ) 

dla pewnych Co, CI, . . .  , Cn-l E K. Podstawiając x = O uzyskamy do
datkowo, że Co = det (A) . 

Przykład 4 . 1 .  Wyznaczymy wielomian charakterystyczny W ma
cierzy 

Mamy 

[ 19  24 1 2 ] 
A = - 18 -23 - 1 2  E M3 (lR) . 

6 8 5  

19  - x 24 1 2  W1 +W2 1 - x 1 - x O 
W =  -18 -23 - x  - 12 w2+3W:l O l - x  3 - 3x k2-kl 

6 8 5 - x  6 8 5 - x  
l - x  O O 1 O O 

O 1 - x 3 - 3x ( 1 - :1; ) 2 O 1 3 
6 2 5 - x  6 2 5 - x  

= ( 1 - x) 2 · 1 1 3 1 = ( 1 - x) 2 · [ (5 - x) - 6] = - (x - 1 ) 2 · (x + 1 ) . D 2 5 - x  

Niech (al , . . . ) an) będzie uporządkowaną bazą przestrzeni linio
wej V nad ciałem K i niech f :  V -+ V będzie endomorfizmem linio
wym przestrzeni V .  Niech A będzie macierzą przekształcenia f w bazie 
(a l , . . .  ) an ). Wówczas wielomian charakterystyczny macierzy A nazy
wamy wielomianem charakterystycznym przekształcenia f .  

Twierdzenie 4 .2 .  Wielomian charakterystyczny endomorjizmu 
skończenie wymiarowej przestrzeni liniowej nie zależy od wyboru ba
zy uporządkowanej tej przestrzeni. 

Dowód. Niech (al ) . . . ) an ) i (a� ) ... ) a�) będą uporządkowanymi 
bazami przestrzeni liniowej V nad ciałem K. Oznaczmy przez P ma
cierz przej ścia od bazy (a l ) ... ) an ) do bazy (a� ) ... ) a�). Weźmy do
wolne f E L(V ;  V) . Niech A będzie macierzą przekształcenia f w bazie 
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( a l , . . .  , an ) i niech B będzie macierzą przekształcenia i w bazie 
(a�, . . .  , a�) . Wówczas, j ak wiemy, B = P-l · A ·P. Ponadto B - :,; · In = 

= p-l . A . P - x . In = p--l . (A - :r . In) . p, więc Z twierdze
nia Cauchy'ego, det (B  - x · In ) = det ( p-l ) . det (A - x . In ) . det (P) = 
= det ( p-l . P) . det (A - x . In) = det (A - X • In ) . D 

4 . 2  Wektory i wartości własne endomor

fizmu liniowego 

Niech V będzie przestrzenią liniową nad ciałem K i niech 
i E L(V ;  V) . Powiemy, że a E K jest wartością własną endomorfi
zmu i, j eżeli istniej e  niezerowy wektor a E V taki, że i(a) = a o (), . 
Mówimy wówczas , że a j est wektorem własnym endomorfizmu i odpo
wiadającym wartości własnej a . 

Uwaga 4 .3 .  Wektory własne odpowiadające różnym wartościom 
własnym a, b E K endomorfizmu liniowego i są różne. Rzeczywiście , 
mamy, że a i= b oraz istniej ą niezerowe wektory a i 13 takie , że i (a) = 
= a oa  i i(f3) = b of3. Gdyby a = ,B, to a oa  = b oa , czyli (a - b) o a = e .  
Ale a i= e, więc a - b = 0 ,  skąd a = b i mamy sprzeczność . 

Stwierdzenie 4 .4 .  Niech a l , . . .  ,an będą parami różnymi wektora
mi własnymi endomorfizmu i przestr'zeni liniowej V nad ciałem K.  
Jeżeli al , . . .  , an są odpowiadającymi im wektorami własnymi, t o  'wek-
tory al , . . .  , an są liniowo niezależne. 

Dowód. Zastosuj emy indukcję względem n. Dla n = l teza wy
nika stąd, że al i= e .  Niech teraz n będzie taką liczbą naturalną, 
dla której teza zachodzi . Niech al , . . .  , an, an+1 będą parami różny
mi wartościami własnymi endomorfizmu i i niech al , . . .  , Ctn , an+1 
będą odpowiadaj ącymi im wektorami własnymi. Wówczas i(ai ) 
= ai o ai dla i = l , . . . , n + l .  \rVcźmy dowolne CI , . . .  , Cn+l E K 
takie , że CI o al + . . . + Cn o an + Cn+l o an+1 = H. Wtedy e = 
= i(C1 o a l + ... + cn+l o an+l ) = CI o f(al ) + . . . + C71+l o f (a71+l ) = 

= (CI ad o a l + . . .  + (cnan ) o O:n + (cn+1an+d o an+ 1 oraz (o,n+ l cd o al + 
+ . . .  + (o,n+1 Cn )  o an + (a71+ 1 Cn+1 ) o a71+ 1 = H. Stąd po odjęciu stronami 
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tych równości uzyskamy, że CI (an+ l - al )  ° al + . . .  + en (an+ l - an ) ° an = 

= B. Zatem z założenia indukcyjnego ci (an+ ! - ai ) = O ,  skąd Ci = O dla 
i = 1 ,  . . . , n ,  gdyż an+l #- ai dla i = 1 , . . .  , n . Zatem Cn+l ° an+ ! = B, 
a stąd Cn+! = O, bo an+! #- B. Zatem Ci = O dla i = 1 ,  . . .  , n ,  n + 1 
i wektory al , . . .  , an , an+! są liniowo niezależne. D 

Twierdzenie 4 .5 .  Niech f będzie endomorfizmem liniowym skoń
czenie wymiarowej przestrzeni liniowej V nad ciałem K. Wówczas 
a E K jest wartością własną endomorfizmu f wtedy i tylko wtedy, gdy a 
jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego tego endomorfizmu. 

Dowód. Załóżmy, że a j est wartością własną endomorfizmu f. 
Wtedy istniej e  niezerowy wektor a E V taki, że f (a) = a ° a .  

Niech (al , " "  an ) będzie uporządkowaną bazą przestrzeni V i niech 
A = [aiJl i ,j= I , ... ,n będzie macierzą endomorfizmu f w tej bazie. Ist
niej ą al , . · · , an E K takie , że a = al ° al + . . .  + anan. Ponadto 
f(a) = bl oal + . . .  +bn oan dla pewnych bl , . . .  , bn E K. Wtedy, j ak wie-

my, [ :� ] � A · [ : ] . Ale f (a)  � a o a  � (aa1 ) o a, + . . .  + (aa. ) o a. , [ al ] [ aal l [ al ] [ al ] 
więc A · : : , czyli A · : = a o : .  Zatem wektor 

an aan an an 
[al , . . .  , anl j est rozwiązaniem układu j ednorodnego l (an - a)XI + al2x2 + . . .  + 

a2 lX I  + (a22 - a)X2 + . . .  + 
· . . .  . · . . . . · . . .  . 

anlx l + an2X2 + + 

O 
O 

O 
(4 . 3 ) 

Ponadto [al , ' . .  , anl #- [O ,  . . .  , O] , bo inaczej a = B. Stąd z twierdzenia 
Cramera otrzymujemy, że det (A - aIn ) = O, czyli a j est pierwiastkiem 
wielomianu charakterystycznego endomorfizmu f. 

Na odwrót . Załóżmy, że a j est pierwiastkiem wielomianu charak
terystycznego endomorfizmu f. Wtedy det (A - a . In ) = O ,  skąd 
r (A - a . In ) #- n. Istniej ą zatem al , . . .  , an E K nie wszystkie rów-
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[ au - a l [ a1n l [ O l 
ne O takie, że al o : + . . . + an o _ : = : , a  więc 

anI ann a O :: '_ 
O

, a;�
) 

i e'[t �:elzerow[Y� lr�:w�:::n:m["�:ald l� 
(: :) '[ S:'Wl .  

Wtedy 
� O � � 

oc = al o al + . .  , + an o an i= e oraz f (a) = b1 o al + . . . + bn o an , 

gdzie 
[ b� l A· 

[ a
� l a o 

[ a� l .  Stąd f (a) = a o a, czyli 
bn an an 

a j est wartością własną endomorfizmu f i a j est wektorem własnym 
odpowiadaj ącym wartości własnej a . D 

Definicja 4 .6 .  Wektorem własnym macierzy A E Mn (K ) nazy
wamy wektor własny przeksr,tałcenia liniowego f : Kn � Kn , które 

w bazie kanonicznej ma macierz A, tzn. f ( [X1 " ' " Xn] )  = A· [ x � l .  
Xn 

Przykład 4 .7 .  Znajdziemy wartości i wektory własne macierzy A 
z przykładu 4 . 1 . Z obliczerl wykonanych w przykładzie 4 . 1 i z twierdze
nia 4 .5  wynika, że wartościami własnymi macierzy A są jedynie al = 1 
i a2 = - 1 .  

1 . \Vyznaczamy wektory własne odpowiadające wartości własnej 
al = 1 . W tym celu rozwiązujemy układ (4 . 3 ) : { 18x1 + 24x2 + 1 2x3 O 

- 18xl - 24x2 1 2x3 = O 
6X 1 + 8X2 + 4X3 = O 

irl '  (- i lr2 ' -ł r3 

3X1 + 4X2 + 2X3 = O 3X1 + 4X2 + 2X3 = O .  
{ 3:r; 1 + 4X2 + 2:c:� O 

3X1  + 4X2 + 2X3 = O 
Zatem Xl = 2t, .T2 = 8 , X3 = -3t - 28 ,  gdzie t ,  3 E lR. Ale wektory 

własne muszą być niezerowe , więc ostatecznie wektory własne odpo
wiadające wartości własnej al = l są postaci :  [2t ,  8 , -3t - 23] , gdzie 
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t , s E IIł oraz t i= O lub s i= O. 

Xl + X2 - O 
5XI + 6X2 + 3X3 
3Xl + 4X2 + 3X3 

X2 O 
X2 + 3X3 = O 
X2 + 3X3 = O 

- 3X3 = O 
X2 + 3X3 = O . 

O 
O 

Wykłady z algebry liniowej II 

O 1 ( 1 ) 1 
O 

Lir! , -2"  r2 , 2" r3 

O 

r2-5Q2...!3 -3r1 

O 
O 

Zatem X3 = t , Xl = 3t , X2 = -3t , gdzie t E R Ale wektor wła
sny musi być niezerowy, więc ostatecznie wszystkie wektory własne 
odpowiadające wartości własnej a2 = - 1 są postaci [3t , -3t , t] ,  gdzie 
t E IIł \ {O} .  D 

Definicja 4 .8 .  Powiemy, że ciało K j est algebraicznie domknięte ,  
j eżeli każdy wielomian f E K[x] dodatniego stopnia posiada pierwia
stek w ciele K. 

Podstawowym przykładem ciała algebraicznie domkniętego j est cia
ło te liczb zespolonych. Z twierdzenia 4 . 5 wynika zatem od razu nastę
pujący 

Wniosek 4 .9 .  Niech f będzie endomorjizmem przestrzeni linio
wej V wymiaru n E N nad ciałem algebraicznie domkniętym K. W ów
czas f posiada wartość własną i wektor własny. 
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Z zasadniczego twierdzenia algebry można wyprowadzić, że każdy 
wielomian nieparzystego stopnia o współczynnikach rzeczywistych po
siada pierwiastek rzeczywisty. Zatem z twierdzenia 4. 5 mamy 

Wniosek 4 .10 .  Niech f będzie endomorfizmem rzeczywistej prze
strzeni liniowej V wymiaru nieparzystego n E N. Wówczas f posiada 
wartość własną i wektor własny. 

Przykład 4 . 1 1 .  Pokażemy, że jeżeli ciało K nie jest algebraicznie 
domknięte ,  to pewna macierz kwadratowa nad K nie posiada wartości 
własnej . Najpierw zauważmy, że jeśli ciało K nie jest algebraicznie 
domknięte ,  to istniej ą n E N oraz ao , . . .  , an- l E K takie, że wielomian 
w = xn - an_ Ixn- 1 - . . .  - alX - ao nie posiada pierwiastka w ciele K. 
Przez prostą indukcję można wykazać , że (- l yn · w j est wielomianem 
charakterystycznym macierzy 
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Rozdział 5 

Twierdzenie 

Cay leya-Hamil tona 

5 . 1  Po dprzestrzenie niezmiennicze 

Definicja 5 . 1 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni linio
wej V nad ciałem K. Powiemy, że podprzestrzefl VI � V przestrzeni V 
j est f-niezmiennicza, j eżeli f (Vl )  � VI (czyli f (  a) E Vi dla każdego 
a E Vd . 

Jeżeli Vi jest podprzestrzenią f-niezmienniczą endomorfizmu f 
przestrzeni liniowej V, to flVl j est endomorfizmem przestrzeni Vi .  

Przykład 5 . 2 .  Niech f i g będą endomorfizmami przestrzeni linio
wej V nad ciałem K takimi , że f o g = g o f. Udowodnimy, że wówczas 
K er g j est podprzestrzenią f -niezmienniczą. Rzeczywiście , dla dowol
nego a E Ker(g) mamy, że g((J�) = e ,  więc g(1(O') )  = (g o /)(a) = 

= (1 o g)(a) = f (g (O') )  = f (e) = e ,  czyli f(O')  E Ker g. 
Niech 0,0 , al , . . .  , an E K oraz niech g = aoidv + ad + . . .  + anfn . 

Wtedy f o g = g o f,  więc Ker (aoidv + ad + . . . + anfn ) j est pod
przestrzenią f-niezmienniczą przestrzeni V .  \tV szczególności Ker f j est 
pod przestrzenią f -niezmienniczą przestrzeni V. D 

Przykład 5 .3 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni linio-

40 
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wej V nad ciałem K i niech a E K. Niech Wa = {a E V :  f (a) = aoa} .  
Wtedy Wa = Ker (f - a ·  idv) , więc z przykładu 5 . 2 , Wa j est podprze
strzenią f-niezmienniczą przestrzeni V. Zauważmy, że Wa :::j: {e} wtedy 
i tylko wtedy, gdy a j est wartością własną endomorfizmu f .  Jeżeli a 
j est wartością własną endomorfizmu f, to podprzestrzeń Wa będziemy 
nazywali podprzestrzenią niezmienniczą wektorów własnych endomor
fizmu f odpowiadających warto<4ci własnej a. D 

Przykład 5 .4 .  Opiszemy wszystkie j ednowymiarowe f-niezmienni
cze podprzestrzenie przestrzeni liniowej V nad ciałem K dla ustalonego 
jej endomorfizmu f .  Szukane podprzestrzenie są postaci W = lin (a) 
dla a E V \ {e} .  Ale a E W, więc f (o:) = a o a dla pewne
go a E K. Ponieważ a :::j: e, więc a j est wartością własną endo
morfizmu f, zaś a j est odpowiadającym jej wektorem własnym. Na 
odwrót , niech a będzie wektorem własnym endomorfizmu f .  Wtedy 
a :::j: e, więc W = lin (a ) j est podprzestrzenią wymiaru 1 przestrze
ni V oraz istnieje  a E K takie , że f (o: ) = a o a . Zatem dla b E K 
f (b o a) = b o f (cx) = b o (a o a ) = (ab) o a E W. Stąd VV jest 
podprzestrzenią f-niezmienniczą przestrzeni V. W ten sposób wykaza
liśmy, że pod przestrzeń W przestrzeni V wymiaru 1 jest podprzestrze
nią f-niezmienniczą wtedy i tylko wtedy, gdy W j est generowana przez 
pewien wektor własny tego endomorfizmu. D 

Stwierdzenie 5 . 5 .  Niech al , . . .  , an będą, parami różnymi warto
,4ciami własnymi endomorfizmu f przestrzeni liniowej V nad ciałem K 
i niech ai E Wai dla i = 1 ,  . . . , n . Jeżeli al + . . .  + an = e ,  to 
al = . . .  = an = e . 

Dowód. Indukcj a względem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. 
Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech al , 
. . . , an , an+l będą parami różnymi wartościami własnymi endomor
fizmu f i niech aj E Wai dla i = 1 ,  . . .  , n, n + 1 będą takie , że 
al + . . .  + an + an+! = e. Jeżeli O:i :::j: e dla i = 1 ,  . . .  , n + 1 ,  to 
ai j est wektorem własnym odpowiadającym wartości własnej aj dla 
i = 1 ,  . . .  , n + l .  Zatem ze stwierdzenia 4 .4 , wektory al , " " an , an+ l 
są liniowo niezależne i mamy sprzeczność .  Stąd ak = e dla pewne
go k = 1 ,  . . .  , n + 1 i wówczas z założenia indukcyjnego ai = e dla 
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wszystkich i E { 1 ,  . . .  , n + 1} \ {k} .  Zatem a l = . . . = an+ 1  = B. D 
Ze stwierdzenia 5 . 5  w prosty sposób można wyprowadzić następu

j ący wniosek. 
Wniosek 5 .6 .  Niech al , . . .  , an będą pammi różnymi wartościa

mi własnymi endomorjizmu f przestrzeni liniowej V nad ciałem K 
i niech Xi s;: Wai będzie zbiorem wektorów liniowo niezależnym dla 
i = 1 ,  . . .  , n . Wtedy zbiory Xl , . . .  , Xn są pammi rozłączne omz zbiór 
Xl U . . .  U Xn jest liniowo niezależny. D 

5 . 2  Potęgowanie macierzy 

Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V wymiaru 
n E N nad ciałem K i załóżmy, że f posiada n liniowo niezależnych 
wektorów własnych al , . . .  , an 0 Wtedy (a l , . . . , an )  j est bazą V oraz 
istnieją al , . . .  , an E K takie, że f (ai ) = ai ° ai dla i = 1 ,  . . .  , n. Zatem 
macierzą endomorfizmu f w bazie (a l , . . . , an ) j est macierz diagonalna 

al O O 
O a2 O 

D(al ' . . .  ' an ) = (5 . 1  ) 

O O an 

Łatwo sprawdzić , że D(bl , . . .  , bn ) . D (Cl , . . .  , Cn )  = D(bl Cl ' . . .  ' bncn ) ,  
skąd przez prostą indukcję uzyskujemy, że dla dowolnej liczby natural
nej k 

(5 . 2) 

Niech teraz K będzie ciałem i A E Mn (K) . \Vtedy A j est macierzą 
endomorfizmu f przestrzeni Kn w bazie kanonicznej , przy czym 

1([.7,] , . . . , x"j ) � A · l :1 ] · Załóżmy, że macierz A ma n liniowo 

niezależnych wektorów własnych al , . . .  , an o Wtedy (al , . . .  , an ) j est 
bazą przestrzeni Kn oraz istniej ą al ,  . . .  , an E K takie , że f (  ai ) = ai o ai 
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dla i = 1 ,  . . .  , n .  Ponadto w tej bazie macierzą endomorfizmu f jest 
D(al ' . . . , an ) . 

Jeżeli ai = [Pli , P2i , . . .  , Pni ] dla i = 1 ,  . . .  , n, to P = [Pij ] E Mn (I<) 
jest macierzą przej ścia od ba�y kanonicznej do bazy (a l , . . .  , an ) oraz 
D(al ' . . .  ' an ) = p-l . A · p , skąd A = p . D(al , . . .  , an ) . p-l . Zatem 
przez prostą indukcję uzyskamy stąd, że Ak = p . D (al ' . . .  , an ) k . p - l 
dla każdego k E N, c�yli 

Ak = p . D (a� , . . .  , a�) . p-l dla wszystkich k E N. (5 .3 )  

Przykład 5 . 7 . Znajdziemy wzór na Ak dla macierzy 

Wyznaczamy najpierw wielomian charakterystyczny W macierzy A. 
4 - x 3 -3 k2+k3 1 - x O -3 

W 2 3 - x -2 kl±k3 O 1 - x -2 W3=-W2 
4 4 -3 - x 1 - x 1 - x -3 - x 

1 - x O -3 1 - x O -3  
O 1 - .T -2 W3=-WI O 1 - x -2  

l - x  O - l - x  O O 2 - x  
= ( 1 - x) 2 (2 - x) . 

Zatem wartościami własnymi macierzy A są: a = 1 i a = 2 .  
Wyznaczamy bazę podprzestrzeni �VI wektorów własnych odpowia

dających wartości własnej a = L [ 3 3 -3 O l lWI , łW2 ' łW3 [ 1 1 - 1  O l 
2 2 -2 O 1 1 - 1  O Xl + X2 - X3 = O .  
4 4 -4 O 1 1 - 1 O 

Zatem WI j est hiperpłaszczyzną o bazie { [ l , O ,  1 ] ' [0 , 1 ,  I] } .  
Wyznaczamy bazę podprzestrzeni "{;V2 wektorów własnych odpowia

dających wartości własnej a = 2 . [ 2 3 -3 O l W2-WI ,  w:,-2w] [ 2 3 
2 1 -2 O O -2  
4 4 - 5 O 0 -2 
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[ 1 � _;I l' O l Wl - 1W2 [ 1 O _;I I O l = O 1 - ! I O O 1 - t O . Zatem X3 = 4t , X l = 3t, 

X2 = 2t ,  gdzie t E ]R i bazą podprzestrzeni W2 j est { [3 ,  2 , 4] } . 
Z wniosku 5 .6 mamy zatem, że wektory [ 1 , 0 , 1 ] , [O ,  1 ,  1 ] , [3 , 2 , 4] są 

liniowo niezależne , a ponieważ dim(]R3 ) = 3 ,  więc te wektory tworzą 
bazę przestrzeni ]R3 . 

Macierzą przej ścia od bazy kanonicznej do bazy 

( [ 1 ,  0 , 1 ] , [O ,  1 ,  1 ] ' [3 , 2 , 4] )  j est P = [ � � � ] . Stąd dla k E N ma
I 1 4 

my, że 

Macierz p-l wyznaczymy przy pomocy operacj i elementarnych . 

O 1 2 O 1 O W3 �Wl O 1 2 O 1 O W3 �W2 
[ 1 0 3 1 0 0 l [ 1 0 3 1 0 0 ] 

1 1 4 O O 1 J O l 1 - 1  O l 

[ � � J j _: n ( -�w, [ � � ; � : J ] :�j�: 

[ � � � I =� =� � ] , czyli p- l  = [ =� =� � ] . 
o o 1 l l - 1 l 1 - 1  

Stąd p . D( l , 1 ,  2k ) = [ �  � � ]  [ � � � ] [
(
1
� � 3

2��: ] . 
1 1 4 O O 2k 1 4 · 2k 

Zatem ostatecznie [ 1 O 3 · 2k ] 
Ak = O 1 2k+l 

l 1 4 · 2k 

3 ] 2 , czyli 
-1  

3 · 2k - 3 
2"'+1 - 1 
4 · 2k -- 4 
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5 . 3  Twierdzenie Cayleya-Hamiltona 

Niech K będzie ciałem. Wówczas zbiór Mn (K[x] ) macierzy kwa
dratowych stopnia n o współczynnikach z algebry wielomianów K [xl 
j est K-algebrą z naturalnymi działaniami na macierzach. Ponadto 
Mn (K[x] ) j est tzw. podalgebrą macierzy kwadratowych stopnia n nad 
ciałem K(x)  funkcj i wymiernych. 

Lemat 5 . 8 .  Niech Ao , . . .  , Ak E Mn (K) . Jeżeli Ao + x · Al + . . .  + 
+xk . Ak = On , to Ao = Al = . . , = Ak = On '  

Dowód. Dla dowolnych i ,  j = 1 , 2 , . . . , n mamy 
0 =  [Ao + x · Al + . . .  + Xk . Ak] ;j = [AoLj + [x · Al ] ij + . . .  + [xk . Akl ij = 
= [Aol ij + [Al l ijx+ . . .  + [AkLjxk , więc 0 =  [Aol ij = [AJij = . . . = [Akl ij . 
Zatem Ao = Al = . . .  = Ak = On '  D 

Z lematu 5 . 8  wynika od razu następuj ące stwierdzenie . 
Stwierdzenie 5 .9 .  Dla dowolnych macierzy Ao , . . .  , Ak , Bo ,  . . .  , 

Bk E Mn (K) 

Lemat 5 . 10 .  Dla dowolnej macier'zy A(x) E Mn (K[x] ) istnieje 
k E No oraz i.stnieją macierze Ao , Al , . . .  , Ak E Mn (K) takie, że 

A (x) = Ao + :r; . A l + . . .  + xk . Ak . 

Dowód. Jeśli A(x) = On , to wystarczy przyj ąć k = O oraz Ao = On 
Niech dalej A (x)  i= On '  Wtedy określamy k = max{st ( [A (x) l ij ) : i , j = 
1 , 2 , . . . , n} . Zatem dla i , j = 1 , 2 , . . .  , n  mamy, że [A (x) ] ;j = aOij + 
+alij X  + . . .  + akijXk dla pewnych alij E K. Stąd 

Twierdzenie 5 . 1 1  (Cayleya-Hamiltona) . Dla dowolnego cia
la K każda macierz A E A1n (K) jest pie7'1l1iastkiem swojego wielomia
nu chamkterystycznego tzn. je.śli det (A  - x . In )  = Co + C I  X + . . .  + cnxn , 
to Co . In + CI . A + . . . + en . A n = On '  
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Dowód. Oznaczmy B(x) = A - x · In . Niech D(x) będzie macierzą 
dopełnień macierzy B(x) . Wtedy z algebry liniowej I wiemy, że 

B(x) . D (X)T = D(X)T . B (x) = det (B (x) ) . In = (co + . . . + cnxn ) . In . 
(5 .4) 

Ponadto max{st ( [D (xfl ij ) : i , j = 1 , 2 , . . . , n} � n - l , więc z lema
tu 5 . 10 ,  istniej ą macierze Ao , Al , . ' " An- 1 E Mn (K) takie ,  że 

D(xf = Ao + x · Al + . . . + xn- l  . An- l . (5 . 5) 

Z (5 .4) i (5 . 5) mamy, że 

(A - x · In ) . (Ao + . . .  +xn- I . An_d = (Ao + . . . +xn-l · An_d · (A --:c · ln ) , 
n- l n- l  n- l n- l 

czyli L A . (xi . A) - L Xi+l . Ai = L (Xi . Ai ) . A - L Xi+l . Ai , 
i=O i=O i=O i=O n- l n- l 

więc L Xi . (A · A) = L Xi . (A · A) , skąd na mocy stwierdzenia 5 .9 
i=O i=O 

A . A = Aż . A dla i = O ,  1 ,  . . .  , n - l. (5 . 6 ) 

Ponadto n- l n- l  
B (x) · D (xf = (A-x · ln ) ·  L Xi . Ai = A ·Ao+ L Xi . (A ·  Ai - Ai- l ) -

i=O i=l 
_xn . An- l . 

Zatem z (5 .4) i ze stwierdzenia 5 .9 otrzymujemy, że 

coln = A · Ao , Ci · ln = A · Ai - Ai- 1 (i = l ,  . . . , n - l ) , crJn = -An- l . 
(5 . 7) 

Stąd i z (5 .6 ) mamy, że 
coln + . . .  + Cn ' An = Co ' In + (CI ' In ) '  A + . . .  + (Cn ' In ) ' An = A · Ao + 

n- l n- l 
+ L (AA - Ai_dAi - An_ lAn = A · Ao + L (A · A · Ai - Ai- 1 ·  Ai ) _  

i= l i=l n- l 
-An_ I · An = Ao · A + L (Ai · Ai+l - Ai- l · Ai ) - An-- l · An = Ao · A + 

n- l n- l 
i= l 

+ L Aż ' Ai+l - L Ai- 1 • Ai -An_I ·An = Ao ·A+AI ·A2+A2 ·A3+ . . .  + 
i=l i= l 
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+An_ l ·An _ (Ao ·A+A] .A2 +A2 ·A3 + . . .  +An_2 ·An-l ) - An_l · An = On . 
D 

Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona i z twierdzenia 3 . 7 wynika od razu 
następuj ące twierdzenie . 

Twierdzenie 5 . 1 2 .  Każdy endomorlizm skończenie wymiarowej 
przestrzeni liniowej jest pierwiastkiem swego wielomianu charaktery
stycznego. D 

Definicja 5 . 13 .  Wielomiany f E K[x] postaci f = xn + an_ lxn- l + 
+ . . .  + al X + ao , gdzie ao , . . .  , an- l E K oraz n E No nazywamy 1uielo-

. .  . 
mzanamz unormowanymz. 

Ze wzoru (4. 2 ) i z twierdzenia 5 . 1 2  mamy natychmiast następuj ący 
wniosek. 

Wniosek 5 . 14.  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni linio
wej V nad cia lem K wymiaru n E N. Wówczas istnieje wielomian 
unormowany w E K[x] stopnia n ,  którego pierwiastkiem jest f. D 
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Rozdział 6 

Macierze blokowe i klatki 

Jordana 

6 . 1 Macierze blokowe a p o dprzestrzenie 
. . . 

nlezmlennlcze 

Niech i będzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V wymiaru 
n E N nad ciałem K. Niech VI , . . .  , Vs będą podprzestrzeniami 
i - niezmienniczymi przestrzeni V takimi , że V = VI EB . . .  ffi Vs .  Wówczas 
ilv; jest endomorfizmem podprzestrzeni Vi dla i = 1 , . . . , s  oraz Im i = 
= Im iWI . . . EP Im iWs ' skąd 

dim Im i = dim Im iwI + . . .  + dim Im iws · (6 . 1 ) 

Ponadto Ker i = Ker iWI EB . . . EB Ker iw" więc 

dim Ker i = dim KeT iWI + . . . + dim Ker iw, . (6 . 2 ) 

Niech dla i = 1 , . . .  , s ,  Ai E !vlki (K) będzie macierzą iWi w bazie 
(aiI , . . .  , aikJ podprzestrzeni Vi .  Wówczas 

48 
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j est bazą przestrzeni V i macierzą endomorfizmu f w tej bazie jest 
macierz blokowa postaci 

Okl X k2 . . . Okl x ks l 
A2 . • . Ok2 X ks 
· . . . 
· . · . 

Oks x k2 As 

(6 . 3) 

Na odwrót , j eśli macierz endomorfizmu f w pewnej bazie uporządko
wanej (a1 1 " ' " a1kl " ' " as1 , . ' "  askJ przestrzeni V ma postać (6 . 3 ) , 
to Vi = lin(ai1 , " "  aikJ j est podprzestrzenią f-niezmienniczą prze
strzeni V dla i = 1 ,  . . . , s oraz V = VI Ell . . . Ell Vs ' 

6 . 2  Własności macierzy blokowych 

Ze wzoru (6 . 1 ) i z twierdzenia 1 .9 uzyskujemy dla macierzy (6 . 3) 
wzór 

Ponadto z określenia macierzy blokowej mamy wzory: 

Uwaga 6 . 1 .  Z określenia mnożenia macierzy łatwo można uzasad
nić , że jeśli Ai , Bi E l'vhi (K) dla i = 1 , 2 ,  to M(A1 ,  A2 ) • M(B1 ,  B2 ) = 
= M(AI . Bl , A2 . B2 ) . Stąd i ze wzoru (6 . 6) przez prostą indukcję 
dostajemy, że j eżeli Ai , Bi E Mki (K) dla i = 1 ,  . . .  , s , to 

Przez prostą indukcję otrzymamy stąd, że dla dowolnego m E N 

(6 .8) 
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Uwaga 6 . 2 .  Z własności wyznaczników można wyprowadzić , że 
det M(Al , A2 ) = det Al . det A2 • Stąd i ze wzoru (6 .6 ) przez prostą 
indukcję uzyskujemy wzór (6 .9 ) 

Uwaga 6.3 .  Ze wzorów (6 . 5 ) i (6 .9 ) wynika od razu, że j eśli 'Wi 
j est wielomianem charakterystycznym macierzy Aż E Nlki (K) dla 
i = 1 , . . .  , s ,  to Wl . . . . . Ws j est wielomianem charakterystycznym ma-
cierzy blokowej M(Al , . . . , As ) ' 

6 . 3  Klatki J ordana 

Niech K będzie ciałem, m E N oraz a E K. Wówczas macierz 
a 1 O O O O 
O a 1 O O O 
O O a 1 O O 

J(m, a) = E l\;fm (K) 

O O O O a 1 
O O O O O a 

nazywamy klatką Jordana stopnia m wyznaczoną przez a .  
Zatem 

[ a l ] [ 0, 1 0 ] . J( l , a) = [a] , J(2 , a) = O a , J(3 , a) = � � � , ltd .  

(6 . 10) 

Oczywiście wielomianem charakterystycznym macierzy J(m, a) j est 
(a - :r )m . Własności klatek Jordana J(m, O) odgrywają bardzo dużą 
rolę w prezentowanej teorii . 

Lemat 6 .4 .  Dla i = 1 , . . .  , m - l macierz J(m, O) i ma same je
dynki na i - tej przekątnej nad główną przekątną i poza tym same zem. 
Ponadto J(m, o )m = Om omz r (J (m,  O) i ) = m - ,i dla i = 0, 1 , . . .  , m .  

Dowód. J(m, O) j est macierzą w bazie kanonicznej endomorfizmu f 
przestrzeni Km danego wzorem (6 . 1 1 ) 
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Przez prostą indukcję względem � uzyskujemy stąd, 
że P ( [Xl , X2 ,  . . .  , Xm] )  [Xi+l , Xi+2 ' . . . ' Xm , 0 , . . .  , 0] dla 
i 1 , 2 , . . .  , m  - 1 oraz fm 8. Stąd dla i 
= 1 ,  . . .  , m- l macierz fi w oazie kanonicznej ma same j edynki na i-tej 
przekątnej nad główną przekątną i poza tym same zera. Ponadto z uwa
gi 3 . 1 3 ,  dla i = 1 , . . .  , m macierzą p w bazie kanonicznej jest J(m, O) i , 
co dowodzi pierwszej części lematu. Natomiast druga część wynika 
stąd, że na mocy twierdzenia 1 . 9 ,  r ( J(m,  O) i ) = dim Im fi = m - i dla 
i = 1 , . . .  , m oraz J(m,  0)° = Im . D 

Lemat 6 . 5 .  Dla dowolnych liczb nat'uralnych m, k :  

r (J (m ,  O) k� l ) - 2r (J (m,  O) k ) + r (J (m,  O) k+ l ) = { O
l
' �e�ll� 

k =J m 
, Jes 1 k = m 

Dowód. Jeżeli k � m - l , to z lematu 6 .4 mamy 
r (J (m,  O) k - l ) - 2r (J (m, O) k ) + r (J (m,  O) k+l ) = 
= [m -- (k - 1 ) ]  - 2 (m - k) + [m - (k + 1 ) ]  = O .  

Jeżeli k = m, to z lematu 6 . 4 r ( J(rn, O) k� l ) = m - (m - 1 ) = 1 oraz 
J(m,  O) k = J(m, O) k+ l = Om , więc 

r (J(m,  O) k - l ) - 2r ( J (m , O) k ) + r (J (m ,  O) k+ l ) = 1 - 2 . ° + 0 =  1 .  
W kOIlcu dla k ;;:: m + 1 z lematu 6 .4 wynika, że J(m,  O ) k� l = 
= J (m , O) k = J(m, O) k+ l = Om , zatem 
r (J (m, O) k� l ) - 2r (J (m, O) k )  + r (J (m, O) k+ J )  = 0 - 2 ·  O + 0 =  o. D 

Lemat 6 .6 .  Dla dowolnej liczby naturalnej m zachodzi równość: 

am C�) am� l n am-2 

f arn�l O am 

J(k ,  a)m = O O am 

O O O 

O O O 

�T
m_, 3 

m m�2 2 a 
1� , am� l 

am 

O 

� m am�k+ l 
k�l 

am-k+2 
k�2 
�km3 am�k+3 

ln am�k+4 
k�4 

am 
(6 . 1 2) 
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gdzie (7) = O dla wszystkich i > m. W szczególności: 

J(2 , a)'" = [ a� m�:- l l , J(3 , a)'" = [r �::L
m-l 

f�,��-
2
l '  

Dowód. Mamy J(k , a) = aJk + J(k , O) oraz macierze aIk i J(k , O) 
są przemienne. Zatem ze wzoru Newtona J(k, a)m = (aIk + J(k , o) )m = 

f (rr:) (aIk )m-i J(k , O) i f ('�l) am-i J(k , O ) i . Ponadto 
i=O z i=O l 

J(k , O) O = Ik , i z lematu 6 .4 ,  J(k , O) i = Ok dla i � k oraz ma-
cierz J(k , O) i dla i = 1 , . . . ,m  - 1 ma same jedynki na i-tej przekątnej 
nad główną przekątną i poza tym same zera, co koriczy dowód 
wzoru (6 . 1 2 ) . D 

Lemat 6 . 7. Niech rc = (kI , k2 , . . .  , kt ) będzie nierosnącym ciągiem 
liczb naturalnych (tzn. kI � k2 � . . . � kt) i niech 

J(rc ; a) = JH(J(kl , a) , J(k2 , a) , . . . , J(kt ,  a) ) . (6 . 1 3) 

Wówczas dla każdego k E { kI , . . .  , kt } liczba klatek Jordana wymiaru k 
w macierzy J(rc ; a) wynosi r (J(rc ; O) k- I ) - 2r (J(rc ;  O) k ) + r (J(rc ;  O) k+J ) . 
Ponadto dla b ::/:- O i k E N 

oraz dla n = kI + . . .  + kt zachodzi równość: t = n - r (  J(rc ;  a) - a · In ) .  
Dowód. Pierwsza część lematu wynika od razu z (6 .4) , (6 . 8) 

i z lematu 6 . 5 .  Natomiast druga część wynika stąd ,  że dla b ::/:- O, 
det J(rc; b) = bk1 +. . .  +kt ::/:- O , więc macierz J(f,, ; b) i j est odwracalna dla 
każdego i E N, skąd r (J(rc ;  b) i ) = kJ + . . .  + kt dla i E No . Zatem 
r (J(rc ; b) k- I ) - 2r (J(rc ;  b) k ) + T (J (rc ;  b) k+l ) = O. W korlcu na mocy 
wzorów (6 .4) i (6 . 5 ) oraz lematu 6 .4 

n - T ( J (rc ;  a) - a . In ) = kI + . . .  + kt - T ( J ( kI , O) ) + . . .  + T ( J ( kt , O) ) = 

= (kI - r( .J (kJ 1 O) ) + . . . + (kt - T (J (kt , O) ) )  = � = t. D 
t 
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Lemat 6 .8 .  Niech al , . . .  , ar będą pammi różnymi elementarni cia
ła K i niech "'1 , . . . , "'r będą nierosnącymi ciągami skończonymi liczb 
natumlnych takimi, że suma wymzów ciągu "'i jest równa mi dla i = 
= 1 ,  . . .  , r .  Niech n =  mI + . . .  +mr omz A = M(J("'I ; al ) , " " J ("'r ;  ar ) ) ' 
Dla k E N oraz i = 1 ,  . . . , r liczba klatek Jordana J(k ,  ai ) w rnacierzy A 
jest dana wzorem 

Ponadto (al - x)m1 • • • • • (ar - x)mr jest wielomianem chamkterystycz
nym macierzy A omz dla i = 1 ,  . . .  , 1' liczba wszystkich klatek Jordana 
wyznaczonych przez ai w macierzy A wynosi n - r (A - ai . In ) ' 

Dowód. Ze wzorów (6 .4) , (6 .5 )  i (6 .8 )  oraz z lematu 6 . 7  mamy, że 

r ( (A - aJn) k- l ) - 2r (  (A - aiIn ) k ) + r ( (A - aiIn ) k+l ) = 

= r ( (J ("'i ; ai ) - aiImJk-- l ) - 2r ( (J("'i ; ai ) - aJmJk) +  

+r (  (J ("'i ; ai ) -aJn ) k+ l ) = r ( J( "'i ; O) k- l ) -21' ( J (  "'i ; O) k ) +1' ( J( "'i ; O) k+ l ) ,  

a więc na mocy lematu 6 .7 ,  t a  liczba j est równa N (k,  ai ) . Ponieważ 
macierz A - x . In j est trójkątna górna, więc j ej wyznacznik wynosi 
(al - X )m1 ' • • •  ' (ar - X )mr , a to oznacza, że wielomian charakterystyczny 
macierzy A j est równy (a l - X )m1 . . . . •  (ar - X )mr •  W kOIlcu ze wzorów r 
(6 .4) i (6 .5 )  mamy, że n - r(A - ai . In ) = L [mj - r (J ("'j ; aj - ai ) ) ] '  

j= l 
Ale dla wszystkich j =I- i macierz J("'j ; aj - ai ) ma wyznacznik równy 
(aj - ai )mj =I- O ,  więc mj - T (J ("'j ; aj - ai ) )  = O dla j =I- i .  Zatem 
n - r (A - ai ' In ) = mi - r (J ("'i ; O) ) , czyli na mocy lematu 6 . 7, n 
-r (A -- ai . In ) j est liczbą wszystkich wyznaczonych przez ai klatek 
Jordana w macierzy A. D 

Twierdzenie 6 . 9 .  Niech "'1 , · . · , "'r oraz ",� , . . .  , "'� będą nierosną
cymi ciągarni skończonymi liczb natumlnych. Niech a j , . . . , ar będą pa
rami różnymi elementami ciała K omz niech a� , . . . l a� będą pammi 
różnymi elementarni ciała K . Jeżeli macierze blokowe 
M(J(",} , al ) ,  . . .  , J("'r l ar ) )  i 1vl(J(/'i� ,  aD ,  . . .  , J (",� , a� ) )  są podobne, to 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



54 Wykłady z algebry liniowej II 

r = s oraz po ewentualnej permutacji indeksów a i = a� oraz r,;i = ,< 
dla każdego i = l , . . .  , r . 

Dowód. Oznaczmy dla wygody A = Jt1( J(�l , a l ) , . . .  , J (�T l  ar ) )  
i A' = M(J(�� ,  a� ) , . . . , J(�� , a� ) ) . Z założenia wynika, że macierze A 
i A' mają ten sam stopie II n i istniej e  odwracalna macierz P E Mn (K) 
taka, że A' = p-l . A . P. Niech mi będzie sumą wszystkich wyrazów 
ciągu �i dla i = l ,  . . .  , r  i niech mj będzie sumą wszystkich wyrazów 
ciągu �j dla j = 1 ,  . . .  , s .  Z uwagi 2 . 1 2  i z twierdzenia 4 . 2  wynika, że 
macierze A i A' mają identyczne wielomiany charakterystyczne . Zatem 
z lematu 6 .8 ,  (al - x)m1 • • • • • (ar - x)mr = (a� - x)m� . . . . . (a� - x)m� 
i z przyjętych założell r = s oraz {al , . . . , ar } = {a� ,  . . .  , a�. } .  Stąd 
możemy bez zmniejszania ogólności rozważalI zakładać , że ai = a� 
oraz mi = m� dla wszystkich i = 1 ,  . . .  , r. Ponadto dla i = 1 ,  . . .  , r ,  
A' - ai . In = p-l . (A - ai . In ) . p,  więc dla wszystkich k E No 
(A' - ai . In ) k = p-l . (A - ai . In ) k . p , skąd na mocy wniosku 2 . 1 3 , 
r ( (A' - aż . In ) k ) = r ( (A - ai . In ) k ) .  Zatem z lematu 6 .8  dla każdego 
i = 1 ,  . . .  , r i dla wszystkich k E N macierze A i A' mają tyle sa
mo klatek Jordana J(k ,  ai ) , a to oznacza, że �i = �� dla wszystkich 
i = 1 ,  . . .  , r. D 

Uwaga 6 . 10 .  Jeżeli w macierzy A z lematu 6 .8  dokonamy j akiej 
kolwiek permutacj i klatek Jordana, to otrzymamy macierz podobną 
do macierzy A, gdyż permutacj i klatek Jordana odpowiada permuta
cj a baz odpowiadających im pod przestrzeni niezmienniczych oraz na 
mocy uwagi 2 . 1 2  macierze tego samego endomorfizmu w różnych ba
zach są podobne. 
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Rozdział 7 

Twierdzenie Jordana 

7. 1 Sformułowanie twierdzenia J ordana 

Niech f będzie endom orfizmem przestrzeni liniowej V wymiaru 
n E .N nad ciałem K. Załóżmy, że wielomian charakterystyczny 11) 
endom orfizmu f rozkłada się na czynniki liniowe nad ciałem K, tzn. 

( 1 ) rl ( )m 1  ( ) Tn2 ( ) m" 11) = - . x - aj . x - a2 . . . . . x - ar , (7. 1 ) 

gdzie al , . . .  , ar Są parami różnymi elementami ciała K, zaś m1 , . . .  , mr 
są pewnymi liczbami naturalnymi. \Vówczas zachodzi następujące 
twierdzenie . 

Twierdzenie 7 . 1  (Jordana) . Istnieje baza przestrzeni liniowej V 
oraz istnieją nierosnące ciągi skończone liczb naturalnych K,1 , . · · , K,r 
takie, że suma wyrazów ciągu K,i jest równa mi dla każdego i = 1 , . . .  , r  
oraz M(J(K,l ; ad , . . .  , J(K,r ;  ar ) )  jest macierzą f w tej bazie. Ponadto 
dla każdego i = 1 ,  . . .  , r ciąg K,i ma dokładnie dim K er (f - ai . idv )  
wyrazów oraz dlCi każdego k E .N liczba wystąpień liczby k w ciągu K,i 
jest równa 

+ dim K er (f - ai . idv l+ l ) . 
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W szczególności ciągi K:l , . . .  , K:r są wyznaczone jednoznacznie przez en
domorfizm f .  

Uwaga 7 .2 .  Bazę występują;cą; w sformułowaniu twierdzenia Jor
dana nazywamy bazą Jordana, zaś macierz endomorfizmu f w tej bazie 
nazywamy macierzą Jordana tego endomorfizmu. 

Dowód istnienia bazy Jordana przedstawimy w następnym roz
dziale . Natomiast udowodnienie własności cią;gów K:l , . . .  , K:r podanych 
w twierdzeniu Jordana w oparciu o istnienie bazy Jordana nie przedsta
wia problemu. Mianowicie, j eśli A jest macierzą; Jordana endomorfizmu 
f ,  to z lematu 6 .8  wynika, że A = M(J(K:� ; al ) , " " J (K:�. ; ar ) )  dla pew
nych niemalej ą;cych skończonych cią;gów ł,"� , . . .  , K:� liczb naturalnych, 
i na mocy uwagi 2 . 1 2 ,  macierze A oraz l\Il(J(K:l ; a l ) , " " J (t"r ; ar ) )  
s ą  podobne . Zatem z twierdzenia 6 .9  K:i = K:� dla wszystkich i = 
= l ,  . . .  , r .  Ponadto z lematu 6 .8 ,  dla wszystkich i = l ,  . . .  , r ,  cią;g 
K:i ma dokładnie n - r (A - ai . In ) wyrazów. Ale z algebry liniowej I 
n = dim I m U - ai . In ) + dim K er U - ai . In ) oraz z twierdzenia 1 . 9  
i uwagi 3 . 1 3  mamy, ż e  dim Im U - ai . In ) = r (A - ai . In ) , więc ''''i 
ma dokładnie dim K er U - ai . idv ) wyrazów. Podobnie uzasadnia się , 
że dla każdego k E N liczba wystąpieil liczby k w ciągu K:i j est rów
na N(k , ad = 2 dim Ker U - (li ' 'idv ) k - (dim Ker U - ai ' idv ) k- l + 
+ dim Ker U - ai ' idv) k+ l ) . 

7 . 2  Konsekwencj e  twierdzenia J ordana 

vVniosek 7 .3 .  Załóżmy, że wielomian charakterystyczny endomor
fizmu f przestrzeni liniowej V nad ciałem K wymiaru n E N rozkłada 
się nad K na czynniki liniowe. Niech B będzie macierzą f w pewnej 
bazie przest'T'zeni V.  Wówczas dla każdej wartości własnej a endomo'T'
fizmu f liczba wszystkich klatek Jordana wyznaczonych pr'zcz a w ma
cieTzy JOTdana dla f jest Tówna n - T ( B - a · In ) oraz dla każdego k E N 
liczba N(k ,  a) klatek JOTdana J(k ,  a) '/JJ macieTzy Jordana endomorfi
zmu f wyraża się WZOTem 
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Dowód. Niech A = M(J(Ko
l
, al ) ,  . . . , J(r'T , ar ) )  będzie macierzą 

Jordana endomorfizmu f. Wtedy, z wniosku 2 . 9 ,  istniej e  odwracalna 
macierz P E Mn (K) taka, że B = p�l . A . P. Stąd B - a . In 
= p�l . (A - a . In ) . P, więc dla każdego k E No , (B - a . In ) k = 
= p-l . (A - a . In ) k . P. Zatem, z wniosku 2 . 13 , T ( (B - a . InJk) = 
= T ( (A - a · In ) k ) dla każdego k E No . Na mocy lematu 6 .8  i twierdze
nia Jordana koriczy to dowód naszego wniosku. D 

Przykład 7 .4 .  W oparciu o twierdzenie Jordana znajdziemy ma
cierz Jordana endomorfizmu f przestrzeni liniowej ]]ł3 posiadającego 

w bazie kanonicznej macierz A = [ -� � - � l . W tym celu wyzna-
1 1 4 

czarny najpierw wielomian charakterystyczny wf tego endomorfizmu: 
4 - x  1 1 3 - x  O .1: - 3 

-2 1 - x -2 W l � 11J3 -2 1 - x -2 k3±kl 
1 1 4 - x  1 1 4 - :r  

3 - x  O O I I 
-2 l - x -4 = (3 - :r ) · 1 

1 1 5 - x 

1 - x -4 1 
1 5 - x  -

(3 - x ) . ( 5  - 6x + X2 + 4) = - (:r - 3) 3 . Wtedy A - 3 . h = [ -� -� -� l ,  skąd T (A- 3 · I3 ) = 1 .  Zatem, z wniosku 7 . 3 , liczba 
1 1 1  

wszystkich klatek J(k, 3) jest równa dim ]]ł3 - T (A - 3 · h)  = 3 - 1  = 2 . 
Wynika stąd ,  że  macierzą Jordana endomorfizIllu f jest J( (2 , 1 ) ; 3) = [ 3 1 O l 

O 3 O . D 
O O 3 

Definicja 7 . 5 .  Niech A E A1n (K) . Jeżeli macierz A j est podobna 
do macierzy J(A) występuj ącej w sformułowaniu twierdzenia Jordana, 
to mówimy, że J(A) j est postacią JOTdana rnacieTzy A. 
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Przykład 7 .6 .  Znajdziemy postać Jordana macierzy A = J(m , a) 2 
dla a i=- O i ciała K, w którym 1 + 1 i=- O . Z lematu 6 .6  uzyskujemy, że 

a 2 2a 1 O O 
O a2 2a 1 O 

A2 = 
O O a2 2a O 
O O O ') O (r 

O O O O ') a� 

więc wielomianem charakterystycznym A j est w = (a2 - x )m oraz 
r (A - a2 • Im ) = m - l , gdyż 2a = a . ( 1 + 1 ) i=- 0 , bo a i=- O 
i 1 + 1 i=- O .  Z wniosku 7. 3 wynika, że w macierzy J(A) j est dokładnie 
m - (m - 1 ) = 1 klatka J(k ,  a2 ) .  Zatem J(A) = J (m, a2 ) . D 

Uwaga 7 .7 .  Z twierdzenia Jordana i z uwagi 6 . 1 0  wynika, że postać 
Jordana J(A) macierzy kwadratowej A jest wyznaczona jednoznacz
nie przez A z dokładnością do porządku klatek Jordana. Natomiast 
twierdzenie Jordana oraz twierdzenie 6 .9 i stwierdzenie 2 . 1 1  podaj ą  
warunki konieczne i wystarczające n a  t o  aby były podobne macierze 
A, B E 1vfn (K) ,  z których co najmniej j edna ma postać Jordana. 

Przykład 7 .8 .  Sprawdzimy, czy macierze A = [ -� =� � l . 
2 -2 2 [ O 6 6 ] 

B = -2 16  1 2  E M3 (lR ) są podobne . Prosty rachunek poka-
4 -28 - 20 

zuje ,  że r (A) = r (B) = 2 oraz macierze te maj ą taki sam wielomian 
charakterystyczny w = - :r · (x+2) 2 . Znajdziemy postać Jordana macie
rzy A. Mamy tutaj r = 2 oraz al = 0 , a2 = -2 oraz mI = 1 i m2 = 2 .  

Ponieważ A - (-2) . 13 = [ � =� �
.
l , więc T (A -- (-2) . 13 ) = 1 

2 -2  4 
i z wniosku 7 .3 w macierzy J(A) są dokładnie 3 -- 1  = 2 klatki J(k ,  -2) . 
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Stąd J(A) = M(J( l , O) , J( ( l , 1 ) ;  -2) )  = [ �  O 
-2 � l ·  O -2  

Podobnie, 

B - (-2) . 13 = [ -� 1� 1� l , skąd po prostych rachunkach 
4 -28 - 1 8  

r (B - (-2) . 13 )  = 2 i z wniosku 7. 3  w macierzy J(B) j est dokład
nie 3 - 2 = 1 klatka J(k ,  -2) .  Stąd J(B) = M(J( l , O) , J (2 , -2) )  

= [ � -� � l . Zatem macierze A i B nie są podobne. D 
O 0 -2 

Łatwo wykazać , że jeśli K j est ciałem algebraicznie domkniętym, to 
każdy wielomian f E K[x] dodatniego stopnia rozkłada się na czynniki 
liniowe w K [x] . Z tego powodu z twierdzenia Jordana mamy natych
miast następujące 

Twierdzenie 7 .9 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni li
niowej V wymiaru n E N nad ciałem algebraicznie domkniętym K . 
Wówczas istnieje baza Jordana tej przestrzeni, w której macierz prze
kształcenia f jest macierzą Jordana. 

N a mocy zasadniczego twierdzenia algebry ciało re j est algebraicz
nie domknięte ,  więc z twierdzenia 7 .9 mamy następuj ące 

Twierdzenie 7 . 10 .  Niech f będzie endomorfizmem zespolonej 
przestrzeni liniowej V wymiaru n E N . Wówczas istnieje baza Jor
dana tej przestrzeni, w której macierz przekształcenia f jest macierzą 
Jordana. 

7 . 3  Po dprzestrzenie cykliczne 

Definicja 7. 1 1 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni linio
wej V wymiaru n E N nad ciałem K. Podprzestrzenią cykliczną o ge
neratorze a E V nazywamy podprzestrzeii lin (a , f (a) , j2 (a) , . . .  ) , t .j .  
najmniej szą podprzestrzeń f-niezmienniczą zawieraj ącą wektor a . 
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Lemat 7 . 12 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V 
wymiaru n E N nad cia lem K .  Niech a E V i niech r E N będą takie, 
że r (a) = e i r-l (a) =1= e .  Wówczas 

(i) wektory a, f (a) , . . . , r-l (et ) są liniowo niezależne, 
(ii) W = lin (a , f (a) , . . .  , r- l (et ) )  .jest podprzesfrzenią f - nze

.zmienniczą wymiaru r przestrzeni V, 
(iii) macierzą flw w bazie (fr- l (a) , . . .  , f (a) , a) jest J(r, O) , 
(iv) dla każdego naturalnego k � r i dla każdego i = 0 , 1 ,  . . .  , r 

W n KerJk-i � Ji (W) . 
Dowód. ( i )  Indukcj a względem r .  Dla r = 1 ,  f (a) = e i r-l = 

= fO = idv , skąd e =1= r-l (a) = idv (a)  = a , więc wektor a 
j est liniowo niezależny. Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnej licz
by naturalnej r i niech r+l (a) = e i r (a)  =1= e .  Weźmy dowolne 
aO , a ] ,  . . .  , ar E K takie , że ao ° a + al ° f (a) + . . .  + ar ° r (a) = e .  
Wtedy z tej równości uzyskamy, że  ao ° r (a) = e .  Ale r (a) =1= e ,  
więc ao = O oraz al ° f (a)  + . . .  + ar ° r (a) = e .  Niech (3 = f (a) . 
Wtedy r-1 ({3) = r (a) =1= e i r (/3) = r+l (a)  = e ,  więc z założe
nia indukcyjnego wektory {3, f ({3) , . . .  , r- l ({3) są liniowo niezależne. 
Ale al ° (3 + . . .  + ar ° r-1 ({3) = e ,  więc al = . . .  = al' = o .  Stąd 
ao = al = . . .  = ar = O i wektory a ,  f (a) , . . . , r (a) są liniowo nieza
leżne . 

(ii) Z (i) wynika, że wektory a , f (a) , . . .  , r-l (a)  tworzą bazę pod
przestrzeni W, skąd dim W = r .  Niech {3 E �V. Wtedy istniej ą 
ao ,  a l , . . .  , ar- l E K takie , że (J = aO o a + al o f(a) + . . .  + ar- l o r- l (a) . 
Ale r (a) = e ,  więc f({3)  = ao o f (a) + al o j2 (a) + . . .  + ar_2 0 r- l (a) E 
vv .  Zatem �V j est podprzestrzenią f-niezmienniczą. 

( iii) Dla i = 1 , . . .  , r ,  i-tym wektorem bazy uporządkowanej 
(r-l (a) , . . .  , f (a) , a )  j est r-i (a) . Zatem dla i = 2 , . . . , r ,  J (r-i (a) ) 
= r--(i- l) (a) j est (i - l )-szym wektorem tej bazy oraz f(f1'- 1 (a) ) = 
= r (a) = e .  Stąd macierzą flw w bazie (r-1 (a) , . . .  , f (a) , a)  j est 
J(r, O) . 

(iv) Ponieważ k � r ,  więc wystarczy wykazać , że TV n K err-j � 
� P (VV) dla wszystkich j = 0 , 1 ,  . . .  , r .  Dla j = O teza zachodzi , bo 
a E Kerr i wobec tego TV � Kerr,  skąd W n Kerr = W c 
� idv (vF) = r(lV) . Niech dalej j > o .  Weźmy dowolne {3 E 
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E W n Ker r-j . Wtedy f3 = aD o a + al o f (  a)  + . . . + aj_ l o P- l (a) + 
+aj o p (a) + . . .  + ar- l o r -l (a) dla pewnych aD , al , " "  ar- l  E K 
oraz e = r --j (f3) = aD o r-j (a)  + 0, 1 0 r+l-j (a) + . . .  + aj_ l o r-l (a) . 
Zatem z (i) aD = al = . . .  = 0,'1- 1 = O i wobec tego f3 E P (W) . D 

Definicja 7. 13 .  Mówimy, że endomorfizm f przestrzeni liniowej V 
j est n'ilpotentny, jeżeli istnieje  liczba naturalna s taka, że r = e. 
Najmlliej szą liczbę naturalną s taką, że  f S = e nazywamy wówczas 
stopniem nilpotentności f .  

Uwaga 7 .14 .  Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, ż e  j eże
li wielomianem charakterystycznym endomorfizmu f przestrzeni linio
wej V wymiaru n nad ciałem K j est (- 1 r· :rn , to f j est endomorfizmem 
nilpotentnym stopnia s < n. Na odwrót , niech f będzie endomorfi
zmem nilpotentnym stopnia nilpotentności s .  �Wtedy fs-1 i- e ,  więc 
istniej e  a E V takie , że r-1 (a)  i- e .  Ponadto r = e,  więc r (a) = e . 
Zatem, z lematu 7. 12 , wektory a,  f (a) , . . .  , r-1 (a)  są liniowo nieza
leżne i dim V = n, więc s < n,  czyli fn = e. 

Lemat 7 .15 .  Niech f będzie nilpotentnym endomorfizmem stop
nia s przestrzeni liniowej V . Jeżeli W jest podprzestrzenią przestrze
ni V taką, że K erp � K erp-1 + W dla każdego i = 1 ,  . . .  , s, to 
W = V.  

Dowód. Mamy, że  Ker f � K erfo + vi' = K eT idv + vi' = {e} + 
+ H' = VV ,  więc Ker f � W. Załóżmy, że dla pewnego j < s - l , 
Kerfj � W. Wtedy KerfJ+l � Kerp + W � W + vi' � W, czyli 
KerfJ+l � W. Stąd przez indukcję Kerp � W dla i = 1 , . . . , s . 
W szczególności V = Kerfs � W. Ale W � V, więc TlI = V. D 
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Rozdział 8 

Dowód twierdzenia Jordana 

8 . 1  Algoryt m znaj dowania bazy J ordana 

dla endomorfizmu nilpotentnego 

Niech f będzie nilpotentnym endomorfizmem stopnia .'l przestrzeni 
liniowej V wymiaru n E N nad ciałem K. Oto algorytm znajdowania 
bazy Jordana endomorfizmu f :  

Początek :  
znajdź a E V \ Ker r-1 
B : =  (f8- 1 (O') , . . .  , f (O') ,  a)  
W :=  lin(B) 

Dopóki dim H' < n  wykonuj : 
znajdź największe t � s takie , że Ker f t CZ:. Ker P-o l + VV 
znajdź a E Kerft \ (Kerp-1 + W) 
j eśli B = ((31 , . . . , /3k ) , to 
B : = (Pl , . . .  , Pk , ft- l (O') , . . .  , f (O') , a) 
vV : =  lin (B) 

Vvypisz 
B 

Zanim przedstawimy dowód poprawności tego algorytmu zilustru
j emy jego działanie na  pr:zykładzie . \V cześniej j ednak zrobimy ogólną 
uwagę mającą wiele praktycznych zastosoWall .  

62 
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Uwaga 8 . 1 .  Niech g będzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V 
wymiaru n E N nad ciałem K i niech h = g - a . idv dla pewnego 
a E K. Wówczas podprzestrzerl W przestrzeni V j est g-niezmiennicza 
wtedy i tylko wtedy, gdy W j est h-niezmiennicza. Ponadto , j eżeli A 
i B są macierzami endomorfizmów g i h odpowiednio w pewnej bazie 
przestrzeni 1/ , to A = B + a . In . 

Przykład 8 . 2 .  Znajdziemy bazę Jordana endomorfizmu f z przy
kładu 7 .4 .  Wiemy już , że wf = - (x - 3 ) 3 . Niech h = f - 3 . idlR3 . 
Znajdziemy najpierw bazę Jordana endomorfizmu h. Z twierdzenia 
Cayleya-Hamiltona mamy, że h3 = e, więc możemy stosować nasz 

algorytm. Macierzą h w bazie kanonicznej jeRL B = [ -� -� -� l .  
Prosty rachunek pokazuj e , że B2 = 03 ' Stąd h2 = e i s = 2 .  Te
raz znajdujemy K erh rozwiązując (na macierzy uzupełnionej ) układ 

równalt [ -� -� -� � l ,  który redukuje  się do j ednego równania: 
1 1 1 ° 

Xl +X2 +X3 = O .  Stąd Kerh = { [:r: 1 , X2 , x31 E ]R3 : :r: 1 +X2 +X3 = O} i mo-

żemy wziąć " = [ 1 , 0 , 01 ·  Zatem h(al = [ -� -� -� l [ � l 
= [ 1 , -2 , 1 ] , więc B1 = (h (a) , o:)  = ( [ 1 , -2 , 1 ] , [ 1 , 0 , 0] ) oraz vV1 
= lin ( [ l , -2 , 1 ] , [ 1 , 0 , O] ) = lin ( [l ,  0 , O] , [O , -2 , 1 ] ) = { [a , -2b, b] : a , b E 
E ]R} . Ponieważ dim ]R;{ = 3 ,  więc z algorytmu mamy t = 1 .  Pozo
staje  zatem znaleźć wektor f3 E Kerh \ (KerhO + To/d = Kerh \ W1 . 
Możemy przyjąć f3 = [O , - l , 1 ] . Wtedy algorytm daje  bazę Jordana 
( [1 , -- 2 , 1 ] , [1 , 0 ,  O] , [O , - 1 , 1 ] ) , a macierzą h w tej bazie j est J ( (2 , 1 ) ; O) . 
Zatem, z uwagi 8 . 1 , macierzą f w tej bazie j est J( (2 , 1 ) ; 3 ) = 

= ° 3 ° . Macierzą przej ścia od bazy kanonicznej do znalezionej 
[ 3 1 ° l 
0 0 3 

bazy Jordana jest P = -2 O 1 .  Zatem J(A) = P-I · A · P, skąd 
[ 1 1 ° l 

1 ° - 1  
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A = p .  J(A) · P-I , więc dla k E N mamy Ak = p .  J(A) k . p- l . Ze wzo-

rów (6 . 8 ) i (6 . 1 2) mamy, że J(A) k = O 3k O . Przy pomocy [ 
3k k ·  3k- 1 O l 
O O 3k 

operacj i  elementarnych łatwo znajdujemy, że p- l [ � - � - � l .  
O - 1 -2 

Zatem po prostych rachunkach 

[
k + 3 

Ak = 3k- 1 . -2k 
k 

k 
3 - 2k 

k 
-2� l . D 

k + 3 

Dowód poprawności podanego przez nas algorytmu wyznaczania 
bazy Jordana endomorfizmu nilpotentnego wynika od razu z paragra
fu 7. 3 , lematu 7. 1 2  i następuj ącego lematu. 

Lemat 8 .3 .  W i - tym kroku algorytmu oznaczmy przez ai wek
tor a oraz przez ti liczbę naturalną t dla i = l ,  . . .  , k . Wówczas układ 
E = (pl - 1 (ad , . · . , f (ad , al , · · · , .[ik - 1 (ak ) , . . . , f (ak ) , ak ) jest linio
wo niezależny oraz s = t I ? t2 ? . . .  ? tk . 

Dowód. Indukcj a względem k . Dla k = 1 teza wynika od razu z le
matu 7. 1 2 .  Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnego k - 1 ? 1 i że można 
wykonać k-ty krok algorytmu.  Wtedy s = tI ? t2 ? . . .  ? tk-- 1  i układ 
E' = (jt1 - I (al ) , " " f (ad , al , · · · , Pk- l - 1 (ak_d , · · · , f (CYk- I ) , CYk- l ) 
j est liniowo niezależny. Niech vVi = lin (jti- 1 (o;i ) " ' " f (ad , ai ) dla 
i = 1 ,  . . . , k oraz W = l in (E' ) . 'Wtedy, z lematu 7 . 1 2 , dim Wi = ti 
dla i = 1 ,  . . . , k .  Ponadto z założenia indukcyjnego W = �ll EB . . . EB VVk- l ·  Jeśli k - 1 = 1 ,  to tk = t2 < S = tk- l ' Jeśli zaś 
k - 1 > 1 ,  to tk- l j est największą liczbą naturalną nie większą niż 
s taką, że Ker Pk-- l Cl K erpk- l - l + vV1 + . . . + Wk-2 oraz tk jest 
największą liczbą naturalną nie większą niż s i taką, że Ker ftk Cl 
Cl K e'f-jtk - 1  + W1 + . . .  + Wk-2 + VVk-- 1 ,  skąd tk- 1 ? tk . Zatem 
s = t I ? . . . ? tk- l ? tk . Wykażemy teraz . że układ E j est linio
wo niezależny. Na mocy lematu 7. 1 2  i założenia indukcyjnego wystar
czy pokazać , że Wk n vV = {e} . Załóżmy, że tak nie j est . Wtedy 
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Wk n W i= {e} ,  więc istniej e  największa nieujemna liczba całkowi
ta i � tk - 1 oraz istniej ą ai , · . .  , atk - l E K takie , że ai i= O oraz 
(3 = ai O fi (ak ) +  . . .  +atk- l o rk- 1 (ak ) E W. Stąd (3 E WnK er ftk -i . Ale 
W = WI EB . . .  EB Wk-l oraz vVi j est podprzestrzenią f-niezmienniczą, 
na mocy lematu 7 . 1 2 , dla i = 1 ,  . . .  , k - 1 , więc W n Kerrk-i = 

= (WI nKer ftk - i ) EB . . .  EB (Wk- 1 nK er ftk-i ) . Ale tl � t2 � . . .  tk- l � tk , 
więc z lematu 7. 1 2 , Wj n Kerftk -i � fi (Wj ) dla ) = 1 , . . .  , k - 1 .  Za-
tem W n Ker ftk -i � fi (W) i wobec tego (3 E Ji (H1) .  Istnieje więc 
w E W takie , że (3 = fi (W) . Stąd ai o ak + ai+l o f (ak ) + . . .  + 
+atk- 1 o ftk - 1-i (ak ) - w E Kerfi . Ponadto i � tk - 1 , więc Kerfi � 
C K- . ftk - l 'k d + f ( )  + + j·tk-- I-i ( )  E _ er , s ą ai o ak ai+ l o ak . . . atk - 1 o ak 
E Kerftk - l + W. Ale ak E Kerrk , więc .f1 (CJik ) E Kerftk - 1 dla 
j = 1 , . . .  , tk - 1 .  Zatem ai o ak E Kerr,,-l + W. Lecz ai i= O ,  więc 
Ctk E KerJtk - 1 + W i mamy sprzeczność z wyborem ak . D 

Uwaga 8 .4 .  Niech f będzie endomorfizmem przestrzeni liniowej 
V wymiaru n E N nad ciałem K. Jeżeli f j est nilpotentny, to j ak 
wykazaliśmy, istnieje baza Jordana, w której macierzą f j est J (K ; O) . 
Wynika stąd ,  że (- l )n . .  :r;n j est wielomianem charakterystycznym en
domorfizmu f. Wobec uwagi 7. 14 oznacza to ,  że endomorfizm f jest 
nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wielomianem charaktery
stycznym jest (-l )n . xn . 

8 . 2  Dowód istnienia bazy 

w przypadku ogólnym 

Jordana 

Stwierdzenie 8 . 5 .  Niech w f będzie wielomianem charakte
rystycznym endomorfizrnu f i załóżmy, że istnieją wielorniany 
WI ,  . . .  , wr E K[x] pammi względnie pierwsze i takie, że wf = 'Uh . . .  Wr · 
Wówczas Ker Wi (f) )est podprzestrzenią f -niezmienniczą dla 
i = 1 ,  . . .  , r  omz V = Ker Wl (f) EB . . .  (fJ Ker Wr (f) . 

Dowód. Z przykładu 5 . 2  wynika, że podprzestrzenie Ker wJf) 
są f-niezmiennicze dla ,i = 1 , . . .  , r .  Niech gl = W2W3 · · ·  wr , g2 = 

= W(W3 ' "  Wn . . .  , gr' = WIW2 ' "  Wr- l .  Wtedy, z lematu 3 . 10 ,  wielomia-
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ny 91 , . . .  , gr są względnie pierwsze .  Zatem, z lematu 3 . 16 , I m gl (f) + 
+ . . .  + Im 9r (f)  = V. Ponadto z twierdzenia Cayleya-Hamiltona, 
wf (f)  = e i dodatkowo dla i = 1 ,  . . . , r , Wi9i = wf , więc Im gi (f) � 
� Ker Wi (f ) dla i = 1 , . . .  , r .  Zatem V = Ker Wl (f) + . . .  + K  er wr (f) . 
Ponadto z lematów 3 . 14 , 3 . 1 5  i 3 .9 dla i = 1 , . . . , r mamy, ze 
Ker Wi (f )  n (Ker Wl U) + . . . + KeT Wi- l (f)  + KeT WHl (f) + 
+ . . .  + Ker wr (f) ) � Ker Wi (f) n KeI' glf) {e} , więc 
V = Ker Wl (f) EB . . . EB Ker wr (f) . D 

Dowód twierdzenia Jordana. Stosuj emy oznaczenia z paragra
fu 7. 1 . Niech Wi = (x - aż )mi dla i = 1 ,  . . .  , r .  Wtedy, z lema-
tu 3 . 1 L wielomiany Wl , . . .  , Wr są parami względnie pierwsze . Niech 
Vi = Ker Wi U) dla i = 1 , . . .  , r . Wtedy, ze stwierdzenia 8 . 5 , podprze-
strzenie VI , . . . , Vr są f-niezmiennicze oraz V = 1;] EJ:) V2 EB . . .  EB Vr· 
Niech 9i = (f - ai . idv ) !Vi dla i = 1 ,  . . .  , r . Wtedy 9;:i = e, więc na 
mocy paragrafu 8 . 1 , istnieje baza Jordana Hi przestrzeni Vi. względem 
endomorfi7.mu gi , przy czym macierzą gi w tej bazie j est Ai = J(K,i ; O) , 
gdzie K,i j est nierosnącym ciągiem liczb naturalnych o sumie równej 
ti = dim Vi oraz z uwagi 8 . 1 ,  Ai + ai . h = J(K,i , ai ) j est macierzą 
(f - ai · idv ) lvi oraz ( - 1 ) t, . (x - ai ) ti j est wielomianem charaktery
stycznym macierzy J(f�i ; ai ) , na mocy wzoru (6 . 9) , dla i = 1 ,  . . .  , T .  
Zatem H = (H" . . . , Hr ) j est bazą Jordana endomorfizmu f i macie
rzą f w tej bazie jest A = M(J(K, l ; a l ) , . . .  , J (K,r ; ar ) ) .  Zatem ze wzoru 
(6 . 9) mamy, że Wf = (_ l Yl +  . . .  +tr • (x - al ) t1 • • • • • (x - ar ) tr , więc ti = mi 
dla i = 1 ,  . . . , r .  W szczególności dim Vi = mi oraz suma wszystkich 
wyrazów ciągu K,i wynosi mi dla i = 1 ,  . . . , r. D 

Uwaga 8 .6 .  Przy oznaczeniach dowodu twierdzenia Jordana 
zauważmy, że j eśli Si j est najmniej szą liczbą naturalną taką, że 
dim K eT (f - ai . idv) 8; = mi , to 9i j est endomorfizmem nilpotent
nym stopnia Si . Gdy Si = 1 ,  czyli dla dim K eT (f - aż . id\/ ) = mi 
bazą Jordana podprzestrzeni Vi j est dowolna baza podprzestrzeni Vi .  
W szczególności dla mi = 1 baza Vi składa się z jednego wektora (mia
nowicie z wektora własnego endomorfizmu f odpowiadaj ącego wartości 
własnej ai ) . 
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Przykład 8 .1. Znajdziemy bazę Jordana endomorfizmu f prze
strzeni JR4 posiadaj ącego w bazie kanonicznej macierz 

r 
3 

-

4 O 2

1 
= 

4 -5 -2 4 A O O 3 -2 . 

O O 2 - 1  
Stosując kolejno operacje :  kl + k2 , k4 + k3 , 'W2 - 'Wl oraz dwukrotnie 
rozwinięcie Laplace 'a uzyskuj emy w prosty sposób , że wielomianem 
charakterystycznym endomorfizmu f jest 'W = (x + 1 ) 2 . (x - 1 ) 2 . Zatem 
wartościami własnymi f są jedynie liczby 1 i - 1 . Teraz wyznaczamy 
K er U - idv )  rozwiązując na macierzy uzupełnionej układ rÓWnali :  

r � =� -� j � 1 w,-2w, [ � -� -� J � l ,w, 'W" "" 

[ � -� -; _� � l w, l w, [ � - �  � = l � l ", , +2,", 

[ t) � � = � � l , skąd KeT U - idv ) l'in ( [ l ,  1 , 1 , 1 ] ) .  Za-
O O 1 - 1 O 

tern z wniosku 7. 3 , w macierzy J(A) j est dokładnie j edna klatka 
Jordana wyznaczona przez wartość własną 1 , a więc musi to być 
J(2 ,  1 ) . 
Teraz wyznaczamy podprzestrzell K eT U 'idv) 2 . Po prostyc� 

[ = �� �� �� =�� j rachunkach uzyskujemy, że (A - 14 ) 2 O O O O '  
O O O O 

skąd otrzymujemy, że KeT U - 'idv ) 2 = { [a , b, a , b] : a ,  b E JR} .  
Zatem dim KeT U - idv? = 2 . Ponadto [ 1 , 0 , 1 , O] E KeT U - idv? \ 
\K eT U - idv ) , więc bazą Jordana podprzestrzeni V] = KeT U - idv ) 2 

j est ( U  - idy ) ( [ 1 , 0 , 1 , O] ) , [ 1 , 0 , 1 , O] ) = ( [2 , 2 , 2 , 2] , [ 1 , 0 , 1 , O] ) .  
VV podobny sposób obliczamy, że KeT U + idv ) = lin ( [ 1 , 1 , 0 , O] ) .  
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Zatem z wniosku 7. 3 , w macierzy J(A) j est dokładnie j edna klatka 
Jordana wyznaczona przez wartość własną - 1 , a więc musi to być 
J(2 , - 1 ) . Stąd 

° 1 ° ° 
[ 1 1 ° 0 ] 

J(A) = M(J(2 ,  1 ) , J(2 , - 1 ) )  = ° ° - 1  1 . 
° ° 0 - 1  

Ponadto (A + 14 ) 2 = � � 1� =: ' więc V2 = Ker ( f  + idv) 2 = 

[ ° ° 1 2 -8 ] 
° ° 8 -4 

= { [a , b, 0 , O] : a , b E lR} oraz dim V2 = 2 . Zatem bazą Jordana podprze-
strzeni V2 j est ( (f + idv) ( [ I , O , O , O] ) , [ 1 , 0 , 0 , 0] ) = ( [4 , 4 , 0 , 0] , [ 1 , 0 , 0 , 0] ) . 
W konsekwencji bazą Jordana przestrzeni V dla endomorfizmu f j est 
( [2 ,  2 , 2, 2] , [1 , 0, 1 , O] , [4 , 4 , 0 ,  O] , [ 1 , 0 , 0 , O] ) .  D 
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Rozdział 9 

Przestrzeń sprzężona 

9 . 1 Określenie i p o dstawowe własności 

przestrzeni sprzężonej 

Niech V będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. Przekształce
nie liniowe f :  V -+ K nazywamy funkcjonałem liniowym. Jak wiemy, 
L(V ;  K) jest przestrzenią liniową nad ciałem K. Nazywamy j ą  prze
strzenią sprzężoną przestrzeni V i oznaczamy przez V* . 

Przykład 9 . 1 .  Niech K będzie dowolnym ciałem. Postacią ogólną 
funkcjonału liniowego f :  Kn -+ K j est 

gdzie al , a2 , . . .  , an są dowolnymi ustalonymi elementami ciała K. D 

Twierdzenie 9 . 2 .  Jeżeli V jest skończenie wymiarową przestrzenią 
liniową nad ciałem K, to 

V* � v. 

Dowód. Ponieważ dim V < 00 ,  więc dim V* = dim L(V;  K) = 
dim V . dim K = dim V . 1 = dim V. Stąd z algebry liniowej I mamy, 
że V* � V. D 
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Uwaga 9.3.  Można wykazać , że jeżeli V j est przestrzenią nieskorl
czenie wymiarową nad ciałem K, to dim V < dim V* , a więc w szcze
gólności przestrzenie V* i V nie są izomorficzne . 

Uwaga 9 .4. Niech V będzie przestrzenią liniową wymiaru n E N 
nad ciałem K i niech (001 , 002 , . . .  , (Yn ) będzie uporządkowaną bazą prze
strzeni V. Niech at E V* dla i = 1 , 2 , . . .  , n  będzie funkcjonałem linio
wym, który na bazie (al , 002 , . . .  , an ) j est określony wzorem 

* ( ) _ { 0 , gdy k =I i a; ak - 1 d k . ' " , g y = 't 
(9 . 1 ) 

Jeżeli f E V* , to f (ak ) = ak dla pewnych ak E K, k = 1 , 2 , . . .  , n , 
więc f(ak ) = ak = (a l ' ai + a2 . a� + . . .  + an . a� ) (ak ) dla każdego 
k = 1 , 2 , . . . , n, czyli f = al . o:t + a2 . a� + . . .  + an . a� .  Zatem wek
tory a� ,  a� )  . . .  , a� generuj ą przestrzeń V* , która ma wymiar n. Stąd 
(ai , a� ,  . . .  , a� ) j est bazą przestrzeni V* ; nazywamy j ą  bazą sprzężoną 
do bazy (001 , 002 , . . .  ) an ) . 

Twierdzenie 9 . 5  (o oddzielaniu) .  Ni(xh TV będzie podprzestrze
nią przestrzeni liniowej V nad ciałem K. Wówczas dla każdego wektora 
a E V \  W istnieje funkcjonał f E V* taki, że f(a)  =I O i f ( VV) = {O} . 

Dowód. Ponieważ a E V \ W, więc Hl n lin (a) = {e} . Z algebry 
liniowej I wynika zatem, że istnieje  podprzestrzerl U przestrzeni V t aka, 
że V = W EB lin (a) EB U, skąd V = lin(a) EB VI , gdzie VI = W EB U, czyli 
W � VI . Każdy wektor {3 E V może być zatem j ednoznacznie zapisany 
w postaci (3 = a o a + I dla pewnych a E K, I E VI . Dla takiego 
,6 definiujemy f (/3) = a. Proste sprawdzenie pokazuje ,  że f E V* .  
Ponieważ KerU) = VI ;2 W, więc f (T17) = {O} . Ponadto f (a)  
= f ( l o a + e) = 1 .  Zatem f j est szukanym funkcjonałem. D 

Wniosek 9 .6 .  Dla dowolnego niezemwego wektora (y przestrzeni 
liniowej V nad ciałem K istnieje funkcjonał f E V* taki, że f (a) =I O .  

Dowód. \Vystarczy zastosować twierdzenie 9 . 5  do podprzestrzeni 
W = {e} . D 
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9 . 2  Zanurzenie kanoniczne przestrzeni V 
w przestrzeń V* 

Niech V będzie przestrzenią liniową nad ciałem K. Definiujemy 

V** = (V* ) * . 

Dowolny wektor a E V wyznacza przekształcenie a** przestrzeni V* 
w ciało K określone wzorem 

a** (cp) = cp (a) dla każdego cp E V* . (9 .2) 

Tak określone przekształcenie a** j est liniowe, gdyż dla dowolnych 
CPI , CP2 E V* ,  a E K mamy 
a** (cp ]  + CP2 ) = (CPI + cp2 ) (a )  = cp] (a )  + cp2 (a)  = a** (cpI )  + a** (cp2 ) ' 
a** (a · cpd = (a · cpd (a)  = a · CPI (a) = a · a** (cpd ·  

Zatem dla dowolnego a E V mamy, że a** E V** . 

Twierdzenie 9 .7 .  Przekształcenie a f----+ a** jest zarmr'zemem 
przestrzeni liniowej V w przestrzeń, V** . W szczególności, jeżeli 
dim V < 00, to to zanu'rzenie jest izomorfizmem. 

Dowód. Dla dowolnych a , /3 E V, cP E V* ,  a E K mamy, że 
(a + ,3) ** (cp) = cp(a + (3) = cp (a) + cp(3) = a** (cp) + (3** (rp) 
= (a** + (3** ) (rp) , więc 

(a + (3) ** = a** + (3** . 

Ponadto (a o a) ** (rp) = cp (a o a) = a · cp (a) = a · a** (cp) = (a · a** ) (cp) , 
czyli 

( ) ** ** a · a = a · a .  
Zatem przekształcenie a f----+ a** , a E V,  j est liniowe . 

\\leźmy dowolne o: E V \  {e} .  Wtedy, z wniosku 9 .6 ,  istnieje  rp E V* 
takie, że rp( a) =1= O ,  czyli a** (rp) =1= o . Zatem a** =1= O ,  skąd wynika, że 
j ądro przekształcenia a f----+ a** j est trywialne . Zatem to przekształcenie 
jest zanurzeniem. 

Jeżeli dodatkowo dim V < 00 ,  to z twierdzenia 9 . 2 , dim V* = dim V 
oraz dim V* = dim V** , skąd dim V = dim V** . Ale przekształcenie 
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a f-+ a** j est zanurzeniem, więc z dim V** = dim V < 00 j est ono 
"na" , zatem jest izomorfizmem. D 

Uwaga 9 .8 .  W przypadku przestrzeni liniowej V skollczenie wy
miarowej samo istnienie izomorfizmu V � V** nie j est faktem intere
suj ącym, gdyż wynika bezpośrednio z twierdzenia 9 . 2 , ale rezultatem 
nowym i ciekawym j est możliwość określenia naturalnego i uniwersal
nego przepisu, który dla każdej skończenie wymiarowej przestrzeni li
niowej V pozwala określić taki izomorfizm. Dzięki temu można każdą 
skończenie wymiarową przestrzeń liniową V utożsamiać z przestrze
nią V** . Jeśli zaś dim V = 00 ,  to dim V < dim V* < dim V** , a więc 
przestrzenie V i V** nie są izomorficzne , a więc w szczególności zanu
rzenie o: f-+ a** nie jest "na" . 

9 . 3  Przekształcenie sprzężone 

Definicja 9 . 9 .  Niech f :  V ----+ W będzie przekształceniem linio
wym przestrzeni liniowej V nad ciałem K w przestrzelI liniową W nad 
ciałem K. Przekształcenie f* :  W* ----+ V* dane wzorem 

.f* ( rp) = rp o f dla każdego rp E lV* 

nazywamy przekształceniem sprzężonym z przekształceniem f . 

Ponieważ f i rp są liniowe , więc f* ( rp) E V* dla każdego rp E W* . 
Teraz pokażemy, że przekształcenie f* j est liniowe . W tym celu weźmy 
dowolne rpl , rp2 E W* , a E K, a E V. Wtedy 

WIęC 

[f* (rpI + rp2 ) ]  (Q ) = [ (rp l  + rp2 ) o f] (o:) = (rpl  + rp2 ) (f (a ) )  = 

= rpl (f (a) ) + rp2 (f (a) ) = (rpl o f) (a) + (rp2 o f) (a) = 

= [f* (rpl ) ] (a )  + [f* (rp2 ) ] (a) = [f* (rp l ) + f* (rp2 ) ] (a) , 

Ponadto 

[f* (a · rpl ) ] (a) = [ (a · rpd o f] (a) = (a · rpd (f (a) ) = 
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= a ·  CPl (f (a) ) = a ·  (CPl o f ) (a) = a ·  [f* (cpl ) ] (a )  = [a · f* (tpd] (a ) , 

zatem 

Stąd przekształcenie 1* jest liniowe , czyli .f* E L(W* ; V* ) . 
W podobny sposób można wykazać, ze dla dowolnych 

f, g E L(V ; W) , a E K: 

(f + g) * = f* + g* oraz (a ·  1) * = a ·  f* . 

Zatem przekształcenie f 1--+ .f* ,  f E L(V ;  VV) j est liniowe. 
Twierdzenie 9 . 10 .  Przekształcenie f 1--+ .f* jest zanurzeniem 

przestrzeni liniowej L(V ;  W) w przestrzeń L(W* ;  V* ) . Jeśli dodatko
wo dim V < 00 i dim TV < 00, to przekształcenie jest izomorfizmem. 

Dowód. Niech f E L(V ;  W) , f =1= O .  Wtedy istniej e a E V takie , że 
f (a )  =1= B. Zatem, z wniosku 9 . 6 , istnieje cP E W* takie , że cp(f (a) ) =1= O , 
skąd O =1= (cp o f) (a) = [1* (cp) ] (a) , czyli .f* (cp) =1= O . Stąd przekształcenie 
liniowe f 1--+ 1* ma trywialne j ądro, czyli jest zanurzeniem. 

Załóżmy teraz ,  że dim V < 00 i dim vV < 00. \Vtedy z wniosku 1 . 4  
i twierdzenia 9 . 2 , dim L(W* ;  V* ) = dim W* · dim \l* = dim IV · dim V = 
= dim L(V ;  W) , więc to zanurzenie jest illOmorfizmem. D 

Zadanie 9 . 1 1 .  Niech V, W,  U będą przestrzeniami liniowymi nad 
ciałem K i niech f : V ---+ IV i g : IV ---+ U będą przekształceniami 
liniowymi .  Pokazać, że (g o 1 ) * = .f* o g* . 

Twierdzenie 9 . 12 .  Niech V i W będ(/; pTZest1 'zeniami liniowymi 
nad ciałem K i niech f : V ---+ W będzie przekształceniem liniowym. 
Wówczas 

(i) f jest epimorfizmem � f* jest monomoTfizmem; 
(ii) f jest monomorfizmem � f* jest epimoTfizmem. 
Dowód. ( i) :::::? Załóżmy, że f j est "na" i niech f* ( cp) = O dla 

pewnego tp E lV* .  Weźmy dowolne {3 E lV . Wtedy istnieje  a E V 
takie , że (3 = f(a) , skąd tp(f3) = cp(f (a) ) = (cpoJ) (a) = [J* (cp) ] (a )  = O . 
Stąd wobec dowolności /3 ,  cp = O . Zatem KeTf* = {O} , czyli 1* jest 
zanurzemem. 
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� .  Załóżmy, że 1* j est różnowartościowe , ale f nie jest "na" . Wtedy 
W =I- f (V) , więc na mocy twierdzenia 9 . 5 , istnieje  niezerowy funkcjonał 
rp E W* taki , że rp(f(V) )  = {O} . Wobec tego rp o f  = O , czyli 1* (rp) = O , 
skąd rp = O i mamy sprzeczność . Zatem f j est "na" . 

(ii) � .  Załóżmy, że 1* j est "na" , ale f nie j est różnowartościowe . 
Wtedy istnieje niezerowe a E V takie , że f (a) = e . Z wniosku 6 .6 ,  
istnieje funkcjonał rp E V* taki , że rp( a) =I- O .  Ponadto 1* j est "na" , 
więc istnieje z/; E W* takie , że rp = 1* ('1/) ) = 'I/) O f · Stąd O =I- rp(a) = 
= (z/; o f) (a) = 1/; (f (a) ) = z/;(e) = O i mamy sprzecznośl� . Zatem f j est 
różnowartościowe . 

=} .  Załóżmy, że f j est różnowartościowe i niech rp E V* .  Z algebry li
niowej I istniej e  podprzestrzefl U przestrzeni W taka, że TV = f (V) Ef:l U. 
Określamy przekształcenie h : W --+ K wzorem h (f(a) +(3) = rp(o:) dla 
o: E V i (3 E U. Wtedy h j est dobrze określoną funkcj ą. Ponadto dla 
al , a2 E V, (31 , (32 E U, a E K mamy, że 

h( (f (ad +/31 ) + (.f (a2 ) +(32 ) )  = h ( .f (CY1 +a2 ) + ((3] +(32 ) )  = rp(al +a2 ) = 

= rp(a1 ) + rp(a2 ) = h(f(al ) + (31 ) + h (f (a2 ) + (32 ) 

oraz 
h(a o (f(ad + (31 ) )  = h (a o f(ad + a o (3r ) = 

= h(f (a o al ) + a o /31 ) = rp(a o ad = a · rp (a r )  = a · h (f (ad + (3d , 

skąd h E W* . Ponadto dla a E V mamy, że [1* (h) ] (a) = (h o f) (a) = 
= h(f (a ) )  = h(f (a) + e) = rp(a) , więc 1* (h) = rp, czyli 1* j est "na" . D 

Twierdzenie 9 . 13 .  Niech V i �V będą skończenie wymiarowymi 
przestrzeniami liniowymi nad cialem K i niech f E L(V ; W) . Niech 
( a] ,  . . .  , an ) będzie bazą V oraz niech cel , . . .  , (3m ) będzie bazą TV . Jeśli 
A jest macierzą f w bazach (a l , . . .  , an ) i ((31 , . . .  , (3m) , to AT jest 
macierzą 1* w bazach sprzężonych ((3� ,  . . .  , (3:n) i (ai , . . .  , a;J . 

Dowód. Niech A = [aij ] E lvlmxn (K) . \iVtedy dla j = 1 ,  . . .  , n 
mamy f (aj ) = a1j 0 /31 + a2j o l'h + . . .  + amj o (3m ' Stąd dla i = 1 ,  . . .  , m 
oraz dla j = 1 , . . .  , n mamy [1* ((3; ) ] (aj ) = [(3t o f] (a )  = ,et (f(aj ) )  = 
= (3t (a1j 0 (31 + a2j 0 /32 + . . . + amj o /3m ) = (lij oraz (aHa;' + . . .  + 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



Przestrzeń sprzężona 75 

+aina;) (aj )  = aij . Zatem .f* (13; ) = ai l  ai + . . .  + aina� dla i = 1 ,  . . .  , m,  
j = 1 ,  . . .  , n .  Zatem macierzą .f* w bazach sprzężonych (j3{ , . . .  , j3:n)  
i (ai ,  . . .  , a� ) j est AT . D 

Wniosek 9 . 14.  Niech V i W będą sko'ńczenie wymiarowymi prze
strzeniami liniowymi nad ciałem K i niech f E L(V ;  W) .  Wtedy 
dim Im f = dim Im .f* . 

Dowód. Przy oznaczeniach twierdzenia 9 . 1 3  na mocy twierdzeń 
1 . 9  i 9 . 1 3  mamy, że dim Im f = r (A) = T (AT) = dim Im .f* .  D 
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Rozdział 1 0  

Funkcjonały dwuliniowe 

1 0 . 1 Izomorfizmy kanoniczne 

Definicja 10 . 1 .  Niech V i VV będą przestrzeniami liniowymi nad 
ciałem K. Funkcję � :  V x W � K nazywamy f1Lnkcjonałem dwulinio
wym, j eżeli 

(i) Va,bEJ( Va,!3EV V,EW � (a o a + b o (3, , ) = a · � (a ,  , ) + b · � (f3 , ,) 
oraz 

(ii) Va,bEK V,EV Va,;JEW �b, a o a + b o (3) = a · �b, a) + b · �b, (J) . 
Zbiór wszystkich funkcjonałów dwu liniowych z V x W w K oznaczamy 
przez L(V, W ;  K ) . 

Stwierdzenie 10 .2 .  L(V, W ;  K) jest podprzestrzenią liniową prze
strzeni KVxW przekształceń ze zbior1L V x W w ciało K.  

Dowód. Przede wszystkim zauważmy, ż e  zbiór L(V, W;  K) j est nie
pusty, bo np. przekształcenie zerowe 8(a , ,6) = O dla wszystkich a E V, 
,(3 E W j est funkcjonałem dwuliniowym z V x W w K. 

Niech '; ,  "7 E L(V, VV; K ) , a E K. Wykażemy, że  � + 17 E L(V, W ;  K ) 
oraz a · '; E L(V, W;  K) . W tym celu weźmy dowolne a ,  /3 E V, , E vV, 
b, c E K. Wtedy 

76 
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= b · (� + 77) (a , ,) + c · (� + ry)(f3, ,) 
oraz 

(a · �) (b o a + c o f3, ,) = a · � ( b  o et + C o f3, ,) = 

= a · (b . � (a , ,) + c · � (f3 , l) )  = b · (a · �) (o: , ,) + c · (a . �) (f3 , l) .  
W ten sposób wykazaliśmy liniowość przekształcerl � + 77 i a . � na 
pierwszej współrzędnej . Analogicznie dowodzimy liniowości tych prze
kształceń na drugiej współrzędnej . D 

Uwaga 10 .3 .  Niech � E L(V, W ;  K) . Dla dowolnego ustalonego 
a E V określamy przekształcenie (' ( et ) : vV ---+ K kładąc 

(�' (a) ) (f3) = � (et , f3) dla f3 E W. ( 1 0 . 1 ) 

Wówczas dla dowolnych al , a2 E K, f3l , f32 E W 

((' (a) ) (a l o f3l + a2 o f32 ) = � (a, al o f3l + a2 o f32 ) = 

= al . � (a , ,6d + a2 · Ę (a , f32 ) = al . ((' (a) ) C6l )  + a2 . ((' (a) ) (f32 ) . 

Zatem (' (a) E W* . \V ten sposób mamy określone przekształcenie 
(' : V --1 TV* .  

Analogicznie , dla dowolnego ustalonego f3 E VV określamy prze
kształcenie Ę" (f3) : V ---+ K kładąc 

(�" (f3) ) (a) = � (a , m  dla et E V. ( 10 . 2) 

= al . � (al , f3) + a2 . � (a2 , {3) = al . (Ę" (f3) ) (al )  + a2 . (Ę" ( ,6) ) (a2 ) . 

Zatem Ę" (/3) E W* . \V ten sposób mamy określone przekształcenie 
Ę" : TV ---+ V* . 

Twierdzenie 10 .4 .  Jeżeli V i W są przestrzeniami liniowymi nad 
ciałem K, to przekształcpnie Ę r----+ (' jest izomorfizmem przestrze
ni liniowej L (V, W; K) na przest'l'zeń L(V;  TV* )  oruz przekształcenie 
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� r----+ �" jest izomorfizmem przestrzeni liniowej L(V, W; K) na prze
strzeń L(W; V* ) . 

Dowód. Dla dowolnych a, b E K, a, (3 E V,  , E �V mamy, że 
(( (a o a + b o (3))b) = � (a o a + b o (3, ,) = a · � (a , ,) + b · � UJ, ,) = 
= (a · ((a)) b) + (b · ( ((3))b) = (a · ((a) + b · (((3))b) , skąd wobec 
dowolności , mamy, że 

( (a o a + b o (3) = a . ( (a) + b . �' ((3) . 
Zatem przekształcenie � r----+ ( j est liniowe. 

Dla l E L(V ;  W* )  oznaczmy przez f przekształcenie V x W w K 
dane wzorem 

/(a , (3) = (j(a)) ( ,I3) dla a E V, (3 E W. ( 10 . 3 ) 

Sprawdzimy, że f E L(V, W; K) . Aby wykazać prawdziwość warun
ku (i ) definicj i 10 . 1 weźmy dowolne a, b E K oraz dowolne a , (3 E V, 
, E �V . Wtedy /(a o a + b o (3, ,) = (j (a o a + b o (3))b) = 
= (a · l (a) + b · 1 ((3) ) b) = a · (j (a)) b) + b · (j ((3) )b) = a · /(a , ,) + 
+b · f((3, l) , czyli warunek ten zachodzi . 

Teraz wykażemy, że spełniony j est warunek ( ii) definicj i 1 0 . 1 .  
W tym celu weźmy dowolne a , b E K oraz dowolne , E V ,  a , (3 E W. 
Wtedy fb, a o (jó + b o (3) = (jb)) (a o a + b o (3) = a · (jb)) (a) + b · 
(jb)) ((3) = a · fb, a) + b · fb, ,(3) ,  więc warunek ten też jest spełniony. 

Zatem f E L(V, W; K) i otrzymujemy odwzorowanie l r----+ f prze
strzeni L(V ;  W* )  w przestrzeń L(V, W;  K) . 

Udowodnimy, że (f) ' = l dla dowolnego l E L(V ;  W* ) . Dla dowol
nych a E V,  (3 E W: ( ( (f) ') (a)) ((3) = /(a , (3) = (j (a)) ((3) , skąd wobec 
dowolności (3, ( (f) ') (a) = l (a) , a więc wobec dowolności a , (f) ' = l · 

Teraz udowodnimy, że dla dowolnego � E L(V, lV; K) jest Ę,' = � .  
W tym celu weźmy dowolne a E V, (3 E W. Wtedy ((') (a , (3) = 
= (( (a)) ((3) = � (a , /3) , skąd wobec dowolności a i (3 uzyskujemy, że 
e = �. 

Zatem przekształcenie l r----+ l j est odwrotne do przekształcenia 
� r----+ Ę' ,  czyli przekształcenie � r----+ ( j est bijekcją i ostatecznie jest ono 
izomorfizmem. W szczególności przekształcenie l r----+ l j est izomorfi
zmem przestrzeni liniowej L(V; W* )  na przestrzefl L(V, W; K) . 
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Dla dowolnych a, b E K, a , {3 E W, I E V mamy, że 

(f' (a  o a + b o (3) ) (r) = � (r , a o a + b o (3) = a · � (r , a) + b · �(r , (3) = 

= (a · e" (a) ) (r) + ( b · f' ({3) ) (r) = (a · e" (a)  + b · f' ({3 ) ) (r) ,  
skąd wobec dowolności I mamy, że 

�" (a o a + b o (3) = a . e" (a) + b . f' ((3) . 

Zatem przekształcenie � 1----+ �" jest liniowe . Podobnie j ak w (i) dowo
dzimy, że jest ono bijekcj ą. Zatem przekształcenie e 1----+ f' jest izomor
fizmem przestrzeni liniowej L(V, VV; K) na przestrzel l L(vV;  V* ) . D 

Uwaga 10 .5 .  Izomorfizm e 1----+ Ę' nazywamy kanonicznym izo
morfizmem przestrzeni L(V, rv: K) na przestrzeń L(V ;  rv* ) . Natomiast 
izomorfizm f 1----+ J nazywamy kanonicznym izomorfizmem przestrzeni 
L(V;  rv* ) na przestrzeń L(V, W; K) . 

1 0 . 2  Przypadek przestrzeni skończenie 

wymiarowych 

Twierdzenie 10 .6 .  Niech V i W będą skończenie wymiaTOwymi 
przestrzeniami liniowymi nad ciałem K i niech e E L(V, W; K) . Przy 
naturalnym utożsamieniu przestrzeni V** z przestrzenią V oraz prze
strzeni W** z przestrzenią vV mamy, że Ę' = (f' ) * i � " = (e' ) * . Ponadto 
dim Ę' (V) = dim f' (W) . 

Dowód. Naturalne utożsamienie przestrzeni l/* *  z przestrzenią V 
polega na utożsamieniu wektora a E V z przekształceniem a** danym 
wzorem a** ( 4?) = 4? ( a )  dla 4? E V* . Zatem dla dowolnych a E V, 
{3 E W mamy, że ( (�" ) * (a** ) ) ({3) = (a**  o e" ) ({3) = a** (f' ({3) )  = 
= f' ((3) (a)  = e (a , (3) = e (a) ({3 ) , skąd wobec dowolności (3, 
(e" ) * (a** ) = e (a) . Ale a**  == a , więc wobec dowolności a , (Ę" ) *  = Ę' .  
Stąd dim Ę' (V) = dim(C ) * (V** ) .  

Analogicznie pokazujemy, że (e) * = Ę" . Ponadto, na mocy twier
dzenia 9 . 1 3  mamy, że dim(Ę" ) * (V** ) = dim f' (W) , więc dim e (V) = 
= dirn Ę" (W) . D 
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Definicja 10 .7 .  Rzędem funkcjonału dwuliniowe-
go C, E L(V, VV ; K) nazywamy rząd przekształcenia liniowego 
e E L(V ; W* ) , czyli wymiar podprzestrzeni e(V) (a wobec twierdze
nia 10 .6  j est to wymiar podprzestrzeni f, " (W) ) . 

Stwierdzenie 10 .8 .  Jeżeli V i W są skończenie wymiarowy
mi przestrzeniami liniowymi nad ciałem K, to dim L(V, VV ; K) = 

= dim V . dim W. 
Dowód. Z twierdzenia 10 .4 ,  dim L(V, VV; K) = dim L(V ; W* ) . Po

nadto dim W < 00, więc z twierdzenia 9 . 2 , dim W* = dim W. Ale 
dim V < 00, więc dirn L(V ; W* )  = dim V . dim W* = dim V . dim W. 
Zatem dirn L(V, VV ; K) = dim V . dim TiV. D 

Twierdzenie 10 .9 .  Niech V i VV będą przestrzeniami liniowymi 
nad ciałem K. Niech (al , " " an ) będzie uporządkowaną bazą przestrze
ni V i niech (131 ) " "  13m ) będzie uporządkowaną bazą przestrzeni W. 
Wówczas dla dowolnych i = 1 , . . .  , n ,  j = 1 ,  . . .  , m przekształcenie 
c'ij : V X W ---7 K dane wzorem 

( 10 .4) 

jest funkcjonałem dwttliniowym oraz układ (c'ij ) i=l , . . .  ,n jest bazą prze-
j= l , . . .  ,m. 

strzeni L(V, VV ; K) . 
Dowód. Z uwagi 9 .4  wynika, że (f3t ,  . . .  l (3;J j est bazą przestrze-

ni W* .  Zatem, z twierdzenia 1 . 2 , układ ('Pji ) i=l ,  . . . ,n , gdzie 
j= l , . . .  ,rn 

( ) { e, gdy k ol i , 
'Pji ak = 13; , gdy k = i .  ( 1 0 . 5 ) 

j est bazą przestrzeni L(V ; W* ) .  Z dowodu twierdzenia 10 .4  wynika 
zatem, że układ ((j5ji ) i= l , . . .  ,n j est bazą przestrzeni L(V, lV; K) . Ponad-

j= l , . . .  , rn 

to (j5ji (� Xk o ak , � Yz o .3z) = ('Pji (� Xk o ak) ) (� Yl 0 (31) 
(Xi . f3j) (f Yl o (31) = XiYj . 13; (f3j ) = XiYj , dla dowolnych z 

1 =1 
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= l ,  . . .  , n , j = l ,  . . .  , m , .T1 , . . .  , Xn ,  Y1 , . . .  , Ym E K. Stąd rpji = �ij dla 
wszystkich i = l ,  . . .  , n, j = l ,  . . .  , m  i układ (�ij ) i= l , . . . 

,n tworzy bazę 
j =l , . . .  ,m 

przestrzeni L(V, W;  K) . D 
Definicja 10 . 10 .  Macierz [� (O:i , tJj ) ]  E l\Ilnxm (K) nazywamy 

macierzą funkcjonału dwuliniowego � E L(V, W ;  K) w bazach 
(a 1 , . . .  , an ) , (tJ1 , · · · , tJm) . 

Uwaga 10 . 1 1 .  Niech A = [aij ] E Mnxm (K) będzie macierzą 
funkcjonału dwuliniowego � E L(V, W; K) w bazach (al , . . . , an ) , 

n m 
(tJ1 , " " Pm) ' Udowodnimy, że wówczas � = L L aij�ij . Dla dowol-

i= l j= l 

nych X l , . ' " Xn ,  Y1 , . ' " Ym E K na mocy wzoru ( lO .4 )  

(�t, aii I'ij) (� " k o ak , t, !Ił o !3') � E t; aij x '!lj om7. 7. ci wuj i-

niowości � mamy 

WIęC 

n m 

( 10 .6) 

Zatem rzeczywiście � = L L aij�ij . Na odwrót , dla dowolnych 
i= l j = l 

aij E K, i = l ,  . . .  , n ,  j = l ,  . . .  , m przekształcenie � : V x �V -+ K 
n m 

dane wzorem ( 10 . 6) j est równe L L aij�ij na mocy pierwszej części 
i=l j = l 

naszej uwagi, a więc � E L(V, lV ; K) i [aij ] E Alnxm (K) j est macierzą � 
w bazach (al ) " " an ) , ( ,31 , . . .  ) Pm ) ' Zatem każdy funkcjonał dwulinio
wy � E L(V, �V; K) j est dany wzorem ( 10 . 6) . 

Zauważmy j eszcze,  że przy utożsamieniu macierzy [a] ze skalarem 
a E K wzór ( 10 . 6) można zapisać w postaci : 

� (L. 
n 

Xk o ak , f: Yz o r-lz) = [Xl , . . .  , 1;71,] . A . [Yl , . . .  , Ym]T . 
k= l 1 = 1  

( 1 0 . 7) 
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Twierdzenie 10 . 12 .  Niech A będzie macierzą funkcjonału dwu li
niowego � E L(V, W; K) danego wzorem (1 0. 6) w bazach (al , . . .  , an ) , 
((31 , . . . , (3rn ) . Wtedy AT jest macierzą przekształcenia liniowego e w ba
zach (al , . . .  , an ) i ((3; ,  . . .  , (3::n) . W szczególności rząd funkcjonału � 
jest równy rzędowi macierzy A .  

Dowód. Dla i = l ,  . . .  , n ,  j = l ,  . . .  , m mamy, ż e  (( (ai ) ) ((3j ) = 

= � (eti , (3j ) = aij oraz (f aik . (3Z) U3j) = aij na mocy określe
k=l 

m, 
nia przekształcenia e oraz wzoru (9 . 1 ) . Stąd �' (eti ) = 2:= aik . /3Z dla 

k= l 
i = 1 , . . .  , n .  Zatem współrzędne wektora �' (eti ) tworzą i-ty wiersz 
macierzy A, czyli tworzą i-tą kolumnę macierzy AT . Stąd macierzą 
przekształcenia liniowego e w bazach (etl , . . . , etn ) i ((3; ,  . . . , (3;n) j est 
macierz AT . Z twierdzenia 1 . 9  mamy, że dim e (V) = r (AT) . Ale 
T (AT) = r (A) , więc rząd funkcjonału � j est równy T (A) . D 

1 0 . 3  Zmiana bazy a funkcj onały dwuli-
. 

nlowe 

Twierdzenie 10 . 13 .  Niech A będzie macierzą funkcjonału dwu li-
niowego � E L(V, W; K) danego wzorem (10. 6) w bazach (etl , . . .  , an ) , 
cel , . . .  , (3m ) .  Niech P będzie macierzą przejścia od bazy (etl , . . .  , (Yn ) 
do bazy (a; ,  . . .  , et�) oraz niech Q będzie macierzą pTzej.5cia od bazy 
((31 , . . .  , (3m ) do bazy ((3� , . . .  , (3�) .  Wówczas pI' . A · Q jest macierzą � 
w bazach (et� , . . .  , et�) , ((3� , . . .  , (3�) .  

Dowód. Ze wzoru ( 1 0. 7) , z definicj i macierzy przej ścia oraz z de
finicj i 10 . 7  wynika, że dla dowolnych i = l ,  . . . , n , j = l ,  . . . , m  
� (o< , (3; ) = (i - ta kolumna pf · A . (j - ta kolumna Q) = 
= (i - ty wiersz pI' ) . A . (j - ta kolumna Q) .  Ale z definicj i iloczy
nu macierzy A ·  (j - ta kolumna Q) = j - ta kolumna (A · Q) , więc 
� (c( (3; ) = [pI' . A · Ql ij , skąd mamy tezę. D 

Korzystając ze wzoru ( 1 0 . 7) oraz z definicj i macierzy endomorfizmu 
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liniowego w bazie i z definicj i 10 . 7  można udowodnić w podobny sposób 
następuj ące twierdzenie . 

Twierdzenie 10 . 14 .  Niech A będzie macierzą funkcjonału dwuli
niowego � E L(V, W ;  K) danego wzorem (1 0. 6) w bazach (al " , " an ) , 
((31 , . . .  , (3m) '  Niech P będzie macierzą endomorfizmu f przestrzeni V 
w bazie (al , . . .  , an ) oraz niech Q będzie macierzą endomorfizmu g prze
strzen'i W w bazie ((31 , . . . , (3m) . Wówczas 6 :  V X W -t K dane wzorem 

6 (a ,  lJ) = � (J (a) , g ((3) ) dla a E V, (3 E W 

jest funkcjonałem dwuliniowym i jego macierzą w bazach (al ,  . . .  , an ) , 
((31 , " " (3m) jest pT . A · Q .  D 
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Rozdział 1 1  

Formy kwadratowe 

Niech K będzie ciałem, w którym 1 + 1 i= O .  Wielomian n-zmiennych 
Xl , . . .  , Xn postaci 

n 
L aijXiXj , 
i ,j=l 

( 1 1 . 1 ) 

gdzie aij E K oraz aij = aji dla wszystkich i ,  j = 1 ,  . . . , n nazywamy 
formą kwadratową n-zmiennych nad ciałem K. 

Formę kwadratową ( 1 1 . 1 ) można też zapisywać w postaci 
n 

L aiix; + L 2aijXiXj . 
i= ]  i<j 

( 1 1 . 2 ) 

Przykład 1 1 . 1 .  (a) Postacią ogólną formy kwadratowej jednej 
zmiennej j est wyrażenie ax:i , gdzie a E K. 

(b) Postacią ogólną formy kwadratowej dwóch zmiennych j est wy
rażenie axi + bx� + 2CX]X2 , gdzie a, b, c E K. 

( c )  Postacią ogólną formy kwadratowej trzech zmiennych j est 
wyrażenie al xi + a2J;� + a3x§ + 2aXIX2 + 2b:r l X:3 + 2CX2J;3 , gdzie 
a] , a2 , a3 , a , b , c E K. D 

Macierz A = [aij ] E l\,fn(K) nazywamy macierzą formy ( 1 1 . 1 ) ,  r (A) 
nazywamy rzędem formy ( 1 1 . 1 ) ,  zaś det (A) nazywamy wyróżnikiem tej 
formy. 

84 
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Z definicj i formy kwadratowej wynika, że j ej macierz A spełnia wa
runek A = AT , czyli A j est macierzą symetryczną. Na odwrót , każda 
macierz symetryczna nad K jest macierzą pewnej formy kwadratowej 
nad K. 

Przykład 1 1 . 2 .  Macierzą formy kwadratowej xi  + x� -
-3XlX

[

2 � 3�1x3 
_

yz]eCh zmiennych Xl , X2 , X3 nad ciałem lR j est 

A = - �  1. O .  Zatem wyróżnik tej formy det (A) = (_ 1 ) 3+1 . 
- � O O 2 

(- � )  · 1
-
1 -� 1 = (- � )  . ( - (  - � ) )  = -�  =I- o ,  skąd jej rząd wyno-

si 3 . D 
Na formę kwadratową ( 1 1 . 1 )  możemy też patrzeć j ak na funkcję 

n-zmiennych F :  Kn --t K daną wzorem 
n 

F( [X l "  . . , xn ] )  = L aijXiXj , ( 1 1 . 3 )  
i ,j=l 

gdyż funkcj a F j est wyznaczona jednoznacznie przez współczynniki aij , 
bo aij = � .  [F (Ci + Cj ) - F(Ci ) - F(cj ) ]  dla wszystkich i , j E { 1 ,  . . .  , n} . 

Utożsamiaj ąc macierz [a] ze skalarem a E K uzyskamy, że 

[X l , . . .  , Xnj A{XI , . . .  , X. jT�[X l , · · · , x.j · :: :�: :� [: l� 
al lX l  + a12X2 + . . .  + alnxn 

anlXl  + an2X2 + . . .  + annXn 

[ t [Xi ' t aijXj ] ] = [ .t aijXiXj ] = F( [X l " ' " xn] ) , a więc t= l )= 1 t ,)= l 
wzór ( 1 1 .3 ) można zapisać w postaci: 

F( [Xl " . .  , Xn ] ) = [X l ,  . . .  , Xn] . A · [X l , ' . .  , xnf · ( 1 1 . 4) 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



86 Wykłady z algebry liniowej II 

Twierdzenie 1 1 .3 .  Niech f będzie automorfizmem przestrzeni li
niowej Kn posiadającym w bazie kanonicznej macierz E i niech F 
będzie formą kwadratową n-zmiennych o macierzy A.  Wówczas F o f 
też jest formą kwadratową n-zmiennych i jej macierzą jest BT . A . B . 

Dowód. Na mocy wzoru ( 1 1 . 4) 

(F o f) ( [XI , . ' " xn] )  = F(f( [XI , . . . , xn] ) )  = 

= F( [X I . . . xnl . ET) = [Xl ' . . xnl . BT . A . ( [Xl ' . .  xnl . BTf = 

= [X l . . . xn l . (BT . A . B) . [X l ' . . xnlT . 

Wystarczy zatem pokazać , że macierz BT . A . B jest symetryczna. Ale 
z własności transponowania macierzy (BT . A · Bf = BT . AT .  (BTf = 
= BT . A . B , gdyż macierz A j est symetryczna. D 

Definicja 1 1 .4 .  Powiemy, że formy kwadratowe F i G, n-zmien
nych nad ciałem K są równoważne, j eżeli istniej e  automorfizm f prze
strzeni Kn taki , że G = F o f.  

Z twierdzenia 1 1 . 3  i ze stwierdzenia 2 . 1 5  otrzymujemy od razu na
stępuj ące 

Twierdzenie 1 1 . 5 .  Równoważne formy kwadratowe n-zmiennych 
mają takie same rzędy. D 

Twierdzenie 1 1 .6 .  Relacja równoważności form kwadratowych 
jest relacją równoważności w mdzinie wszystkich form kwadratowych 
n-zmiennych nad ciałem K. 

Dowód. Niech F, G, H będą dowolnymi formami kwadratowymi 
n-zmiennych nad ciałem K. Ponieważ idKn j est automorfizmem prze
strzeni Kn oraz F = F o idKn , więc forma F j est równoważna formie F. 

Załóżmy, że forma F j est równoważna formie G. Wtedy istniej e  
automorfizm f przestrzeni Kn taki , że G = F o f.  Ale wtedy f- l też 
j est automorfizmem przestrzeni Kn oraz F = G o f- l , więc forma G 
j est równoważna formie F. 

Załóżmy, że forma F jest równoważna formie G oraz forma G j est 
równoważna formie H. \tVtedy istniej ą automorfizmy f.  g przestrzeni 
Kn takie , że G = F o f i H = G o g. Zatem H = F o (f o g) . Ale f o g 
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j est automorfizmem przestrzeni Kn , więc forma F j est równoważna 
formie H. D 

Definicja 1 1 .7 .  Formą kanoniczną n-zmiennych nad ciałem K na
zywamy formę postaci 

dla pewnych CI , C2 , ' " , cn E !{. 

( 1 1 . 5 )  

Twierdzenie 1 1 .8 .  Każda forma kwadratowa n-zmiennych nad 
ciałem K jest równoważna pewnej formie kanonicznej n-zmiennych. 

Dowód. Zastosujemy indukcję względem n. Przeprowadzone przez 
nas rozumowanie nazywa się metodą Lagrange 'a sprowadzania fom�y 
kwadratowej do postaci kanonicznej. 

Dla n = 1 teza j est oczywista na mocy przykładu 1 1 . 1  (a) . 
Niech n będzie taką liczbą naturalną większą od 1 ,  że każda forma 

kwadratowa (n - 1 )-zmiennych nad ciałem K j est równoważna pewnej 
formie kanonicznej (n - 1 )-zmiennych. Rozważmy dowolną formę kwa
dratową F n-zmiennych nad ciałem K o macierzy A = [aij ] E Mn (K) . 
Jeżeli aij = O dla wszystkich i , j E { 1 ,  . . .  , n} , to F j est formą kano
niczną. Załóżmy więc dalej , że akl #- O dla pewnych k ,  l E { 1 ,  . . . , n} , 
przy czym k � l .  Możliwe są teraz tylko dwa przypadki. 

Przypadek 1. aii = O dla wszystkich i = 1 ,  . . .  , n .  Wtedy k < l 
oraz 

F( [X I , " " xn] )  = 2 · L aijXiXj = 
kj 

= 2 . L aijXiXj + 2 · L ailXiXI + 2 · L akjXkXj + 2aklXkXI ·  
kj,ioj=k ,jfl i<l ,i# k<j,jfl 

Rozważmy przekształcenie liniowe f :  Kn -+ Kn dane wzorem 
Xk + Xl Xk - Xl f ( [X I , . . .  , Xk " " , XI , . . .  , Xn ] ) = [X l , " "  2 , . . .  , 2 , . . .  , xn] . 

Ponieważ p = idKn , więc f jest automorfizmem przestrzeni Kn . Po
nadto (F o f) ( [XI , . . .  , xn] )  = F( [X I , " "  x ktxl , • . • , X k�XI , • • •  , xn] )  = 

Xk - Xl L 
Xk + Xl 

= 2 . '" a · . x · X . + 2 · '" a '/ x ·  + 2 . ak ' x . + � �J ! J � � .  � 2 J 2 J i<j,i#,jfl i< l , i# k<j,jfl 
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Xk + Xl Xk - Xl . . . +2akl 2 2 
Mamy tutaj cztery składmkI , przy czym 

w pierwszych trzech składnikach (będących sumami) nie wystąpi x� .  
Ponieważ akl =1= O ,  więc w otrzymanej formie kwadratowej (równoważ
nej formie F) ,  x� wystąpi z niezerowym współczynnikiem równym �.  
\V ten sposób dochodzimy do przypadku 2 . 

Przypadek 2 .  ass =1= O dla pewnego s = 1 ,  . . . , n . Bez zmniej szania 
ogólności rozważall możemy zakładać , że s = n, gdyż dla s < n przy 
pomocy automorfizmu j przestrzeni Kn danego wzorem 
j ( [XI , . . . , xs , . . .  , xn] )  = [X l , . . .  , Xn , . . .  , xs ] możemy formę F zastąpić 
formą F o j, w której współczynnik przy Xn j est równy ass =1= O. Niech 
zatem dalej ann =1= O. \Vtedy 

n-- l 
F( [XI , ' . . , xn] )  = I: aijXiXj + 2 . I: ainXi·'En + annX� = 

i<j<n i=l 

Niech g będzie przekształceniem liniowym przestrzeni Kn w siebie da
n- l 

nym WZOrenl g ( [XI ,  . . . , Xn- l , Xn] ) = [X l , . . .  , Xn- l , Xn - _1_ '" ainXi ) ] . ann � , i=l 
Wówczas Ker g = {e} , wiec g j est automorfizmem przestrzeni 

Kn . Ponadto (F o g) ( [X l " ' " xn] )  = ann x;! + G( [x ] ,  . . .  , Xn- l ] ) ,  gdzie 
G j est formą kwadratową (n - l )-zmiennych i G( [Xl , " "  Xn- l ] )  = 

1 n- l 
I: aijXiXj - - ( I:  ainXi ) 2 . Z założenia indukcyjnego istnieje  

i<j<n ann i= l 
automorfizm h przestrzeni Kn-l taki , że (G o h) ( [X l , " "  Xn- l ] )  = 

= clxI + . . .  + Cn- lX;t_ l dla pewnych CI , . . .  , Cn- l E K. Istniej ą zatem 
funkcjonały CfJi : Kn ---+ K dla i = 1 ,  . . .  , n - l takie , że 
h( [Xl , ' . . , .'En- l ] )  [CfJl ( [Xl , " " Xn- l ] ) , " . ,  CfJn- J ( [X l , " "  Xn- l ] ) ] '  
Niech t :  Kn ---+ Kn będzie odwzorowaniem danym wzorem 
t ( [J; l , " "  Xn- l , xn] ) = [CfJ l ( [XI , . . .  , J;n- l ] ) ,  . . .  , CfJn- l ( [X l " ' "  Xn- l ] ) ,  J:n] .  
Wówczas t j est przekształceniem liniowym i Ker t = {e} , czyli t j est 
automorfizmem przestrzeni Kn . POlladto (F o (g o t) ) ( [:,r l , " "  xn] ) 
_ , .2 • 2 2 - ClX l + . . .  + Cn- l Xn_ 1  + (LnnXn ' D 
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Przykład 1 1 .9 .  Przy pomocy metody Lagran-
ge'a  sprowadzimy do postaci kanonicznej nad cia-
łem K formę kwadratową F( [X l ' X2 , X3 , X4] ) 
= XlX2 + X2X3 + X3X4 + X4:El i znajdziemy automorfizm linio
wy f przestrzeni K4 taki , że F o f j est formą kanoniczną. Mamy tutaj 
przypadek 1 ,  więc h ( [x ] , X2 , X3 , X4] ) = [Xl , X2 , X3!X4 , X3; X4 ] . Wtedy 

X3 + X4 :1:3 + X4 X3 - X4 X3 - X4 
= XlX2 + .T2 2 + 2 

. 
2 + 2 ,Tl = 

1 1 1 2 1 2 1 1 
= XlX2 + 2'X2X3 + 2'XI X:� + 4X3 - 4X4 + 2"X2X4 - 2'XI X4 = 

1 1 1 2 1 2 1 2 
= XlX2 + -X2X3 + -XIX3 + -x3 - - (X4 - X2 + xd + - (X2 - Xl ) = 

2 2 4 4 4 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 . 1 ,  

= - 4 (X4 - X2 + xd + 4,T1 + 4X2 + 4X3 + 2"XIX2 + 2"X IX3 + 2'X2X3 ' 

Stąd h( [Xl , X2 , X3 , X4] ) = [X l , X2 , X3 , X4 + X2 - Xl ] ' Zatem (F o h o 
f ) ( [ . . , ] )  l 2 I l 2 + l 2 + l 2 + l + l . + l X X 2 Xl , X2 , X3 , X4 = - 4X4 T 4X l 4X2 4X3 :2X lX2 :2X1X3 :2 2 3 ·  
Teraz zajmiemy się formą kwadratową Gl : 

1 2 1 2 1 2 1 
= 4 (X3 + 2X1X3 + 2X2:J:3 ) + 4Xl + 4X2 + 2'XlX2 = 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 
= 4 (X3 + Xl + X2 ) - 4 (Xl + X2 ) + 4:El + 4X2 + 2'X1X2 = 

1 2 = 4 (X3 + Xl + X2 ) 

Stąd hl ( [X l , X2 . X3] ) = [X l , X2 , -Xl - X2+X3] oraz (Gl ohd ( [Xl , X2 , 1':3 ] ) = 

= łx� , Zatem h( [:l:l ' X2 , X3 , X4] ) = [:El , X2 , X3 - Xl - :1:2 , X4] oraz 
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Pozostaje zatem obliczyć fI 0 12 0 13 . Ponieważ (12 o h) ( [x l ' X2 , X 3 , X4 ] )  = 
= f2 ( [x l '  X2 , X3 - X l  - X2 , X4 ] )  = [X l ,  X2 , X3 - X l  - X 2 , X4 + X2 - X l ] , 

więc (fI o h o h) ( [x l '  X2 , X 3 , X4 ] )  = fI ( [X l , X 2 , X 3  - X l  - X2 , X4 + X2 -

X l ] )  = [X l ,  X2 , - X l  + �X 3  + �X4 , - X2 + �X3 - �x4 l . Zatem szukanym 
automorfizmem liniowym przestrzeni K4 j est 
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Rozdział 1 2  

Formy kwadratowe 

rzeczywiste 

1 2 . 1 Klasyfikacj a  rzeczywistych 

kwadratowych 

for ITI 

Formę kwadratową nad ciałem lR nazywamy formą kwadratową rze
czywistą· 

Twierdzenie 1 2 . 1 .  Jeśli formy kwadratowe rzeczywiste n - zmien
nych są równoważne, to ich wyróżniki mają ten sam znak. 

Dowód. Załóżmy, że formy kwadratowe rzeczywiste F i G 
n-zmiennych są równoważne i mają macierze A i B odpowiednio. Wte
dy, z twierdzenia 1 1 . 3 ,  istniej e  odwracalna macierz kwadratowa e 
o współczynnikach rzeczywistych taka, że B = eT . A . e. Zatem 
z twierdzenia Cauchy'ego oraz z tego , że det eT = det e uzyskamy, 
że det B = (det e) 2 . det A .  Ale det e =1= o ,  więc (det e) 2 > o i liczby 
det B i det A maj ą ten sam znak. D 

Twierdzenie 12 . 2 .  Każda rzeczywista forma kwadratowa 
n-zmiennych jest równoważna formie kanoniczne,j postaci 

( , .  , _ , 2 . 2 2 2 FdXl " " , .En] )  - ·1, 1 + . , . + Xk - Xk+ 1  - . . . - Xk+s ' ( 1 2 . 1 )  

d la pewnych k , s E No takich, że k + s � n .  

9 1  
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Dowód. Na mocy twierdzerl 1 1 . 6 i 1 1 . 8 wystarczy ogra
niczyć się do kanonicznych form kwadratowych rzeczywistych 
F( [Xl " . .  , xn] )  = CI xi + . . .  + cnx� , Jeśli Ci = O dla i = 1 ,  . . . , n , to wy
starczy wziąć k = s = O .  Niech dalej Cj 1- O dla pewnego j = 1 ,  . . .  , n . 
Dla każdej permutacj i eJ E Sn przekształcenie jo- : ]Rn ----+ ]Rn dane 
wzorem jo- ( [Xl ' . . .  , xn] )  = [Xo-( l ) " ' " Xo-(n) ]  j est automorfizmem linio
wym. Możemy zatem bez zmniej szania ogólności rozważań zakładać , 
że istniej e  liczba naturalna m (; n taka, że Ci 1- O dla i = 1 ,  . . .  , m 
i Ci = O dla wszystkich i ;> m oraz istnieją nieujemne liczby całkowite 
k i s takie, że k + s = m i Ci > O dla i = 1 ,  . . .  , k oraz Ci < O dla 
i = k + 1 ,  .. . , m. Niech j będzie endomorfizmem przestrzeni ]Rn 
przekształcającym wektor [Xl , . . .  , Xn ]  na wektor 
[ �Xl , . .  " �Xb kXk+l ' . . .  , �Xm , Xm+l , . . .  , xn ] . WÓW-y CI y Ck · - Ck + l Y - Cm ·  
czas j jest automorfizmem liniowym i (F o f) ( [X l " ' " Xn] ) 
= xi + . . .  + X� - X�+ 1 - . . .  - x� . D 

Twierdzenie 12 .3  (o bezwładności) .  Równoważne rzeczywiste 
formy kwadratowe kanoniczne n-zmiennych mają te same liczby współ
czynników dodatnich jak i ujemnych. 

Dowód. Załóżmy, że tak nie j est . Wtedy na mocy wniosku 1 1 . 10 ,  
twierdzenia 12 . 2  i j ego dowodu istniej ą nieujemne liczby całkowite 
k , k' , s , S' takie , że k + s = ki + Si = m (; n oraz k > ki i formy 
kwadratowe F( [X I '  . . .  , xn ] )  = :r;i + . . .  + x� - x�+l - . . .  - x�+s oraz 
G ( [Xl , . . .  , Xn] ) = xi + . . .  + .T�, - x�, + 1 - . . .  - X�, +s' są równoważne . Ist
nieje zatem automorfizm liniowy f przestrzeni jRn o macierzy A = [aij ] 
w bazie kanonicznej taki , że F = G o f .  Wtedy 
2 2 2 2 ( )2 ( X l + . .  , +Xk-Xk+l - '  . , -Xk+s = al l:r; l + . . .  +alnXn + . . .  + ak' I Xl + . . .  + 

+ak'nXn ) 2 - (a(k'+l ) IX ] + . . .  + a(k'+l) nXn ) 2 - . . .  - (amlXl + . . .  + amnxn ) 2 . 
Rozważmy pn-;ekształcenie liniowe g :  jRn ----+ jRn-k+k' przekształca

j ące wektor [:E ] , . . .  , xn] na wektor [a l I.T] + . . .  + alnXn , . . .  , ak' lXl + . . . + 
+ak'nXn , Xk+l , " " xn] . Ponieważ ki < k ,  więc n - k + k' < n i wobec te
go K erg 1- {e} . Zatem istniej e  niezerowy wektor [t l , . . .  , tn] E jRn taki, 
że ai lt[ + . . .  +aintn = O dla i = 1, . . .  , ki oraz tj = O dla j = k+ l, . . .  , n . 

2 2 ( )2 ( Zatem tl + · · · +tk = - a(k'+ l ) l t l +  . . .  +a(k'+l) ntn -. . . - aml t l + · · · + 
+amntn ) 2 . Stąd tj = O dla j = 1 ,  . . . , k , czyli [t I , . . . , tn ] = e i mamy 
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sprzeczność . D 
Z twierdzeń 1 2 . 2  i 12 . 3 mamy od razu następuj ący 
Wniosek 1 2 .4 .  Każda forma kwadratowa rzeczywista n-zmiennych 

jest równoważna dokładnie jednej z form postaci (12. 1) . D 

1 2 . 2  Formy określone 

Z twierdzenia Sylwestera-Jacobiego o bezwładności wynika od razu 
poprawność następujących definicj i .  

Definicja 12 . 5 .  Formę kwadratową rzeczywistą nazywamy okre
śloną, j eżeli w j ej postaci kanonicznej wszystkie współczynniki różne 
od O maj ą ten sam znak .  Jeśli są one nieujemne , to forma nazywa 
się dodatnio określona, natomiast jeśli są one niedodatnie , to forma 
nazywa się ujemnie określona. 

Definicja 12 .6 .  Mówimy, że forma kwadratowa rzeczywista jest 
istotnie określona, gdy wszystkie współczynniki jej postaci kanonicznej 
są różne od O i maj ą ten sam znak. Jeśli są one dodatnie , to mówimy, 
że forma jest istotnie dodatnia, a jeśli uj emne, to mówimy, że forma 
jest istotnie ujemna. 

Wprost z definicj i równoważności form kwadratowych i z definicj i 
1 2 . 5  i 12 .6  wynikają następuj ące twierdzenia. 

Twierdzenie 12 . 7 . N a to aby fOTrna kwadratowa rzeczywista F 
n-zmiennych była dodatnio określona potrzeba i wystarcza, żeby dla 
dowolnego wektora [X l , . . .  , xn l E Rn zachodziła nierówność 
F( [XI , . . .  , xn] )  :;;::: O. D 

Twierdzenie 12 . 8 .  Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F 
n-zmiennych była istotnie dodatnia potrzeba i wystarcza, żeby dla do
wolnego niezerowego wektora [:r 1 " . . , xn l E Rn zachodziła nieróvmość 
F( [.1: 1 ' . . . , :rn] )  > O .  D 

Uwaga 12 .9 .  Niech F będzie formą kwadratową rzeczywistą 
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n-zmiennych. \Vówczas forma F j est ujemnie określona wtedy i tyl
ko wtedy, gdy forma -F j est dodatnio określona. Ponadto forma F 
j est istotnie ujemna wtedy i tylko wtedy, gdy forma - F j est istotnie 
dodatnia. 

Z uwagi 1 2 .9 i z twierdzerl 12 . 7 i 1 2 . 8  wynikają od razu następuj ące 
twierdzenia. 

Twierdzenie 12 . 10 .  Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F 
n-zmiennych była ujemnie określona potrzeba i wystarcza, żeby dla do
wolnego wektora [X l , . . .  , xn] E ]Rn zachodziła nierówność 
F( [:r;l ' " . , xn] )  :( O. D 

Twierdzenie 1 2 . 1 1 .  Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F 
n-zmiennych była istotnie ujemna potrzeba i wystarcza, żeby dla do
wolnego niezeTOwego wektora [X l ) ' "  , Xn] E ]Rn zachodziła nierówno,§ć 
F( [X I , . . .  , xn ] ) < O .  D 

Lemat 1 2 . 1 2 .  Forma kwadratowa rzeczywista F n-zmiennych 
(n � 2) o macierzy A = [aij ] E Mn (]R) jest istotnie dodatnia wtedy 
i tylko wtedy, gdy au > O oraz forma G (n - 1 ) -zmienn:ljch X2 , . . .  , Xn 
o macierzy B = [aUaij - alialj ] i=2 , . . .  ,n jest istotnie dodatnia. 

j=2 , . . . ,n . 
Dowód.  Formę F możemy zapisać w postaci 

n n 
F( [Xl ' . . .  , Xn ] ) = al l xi + 2X IL aljXj + L ajkXjXk · 

j=2 j,k=2 
( 1 2 . 2 ) 

Załóżmy, że forma F jest istotnie dodatnia. Wtedy podstawiając 
Xl = 1 ,  Xj = O dla j = 2 , . . .  , n  we wzorze ( 1 2 . 2 ) uzyskamy, że a1 1  > O .  
Stąd 

( 1 2 . 3 ) 
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1 -G( [X2 , . . .  , xn] ) .  Zatem na mocy au 

( I n ) 2 
1 F ( [Xl , " " Xn] ) = an Xl + -. L aljXj + -G( [X2 " ' " xn] ) . au j=2 an 

( 1 2 .4)  
\iVeźmy dowolny niezerowy wektor [X2 " ' " Xn ]  E lRn-1 i niech n 
Xl = - a�l L aljXj ' Wtedy z ( 1 2 .4) wynika, że a�l G( [X2 , . . .  , xn] ) > O ,  

j=2 
a ponieważ al l  > O ,  więc G ( [X2 , " " xn] ) > O .  Zatem forma G jest 
istotnie dodatnia. 

Na odwrót , załóżmy teraz , że al l  > O i forma G jest istot
nie dodatnia. Wtedy na mocy ( 1 2 . 4) dla dowolnego niezerowego 
wektora [X l ) , ' " Xn] E lRn jest F( [X l , " ' ) Xn] ) � O. Załóżmy, że 
F ( [Xl ) . . .  , xn ] ) = O .  Wtedy ze wzoru ( 1 2 .4 )  i z tego, że all > O liZy-n 
skarny Xl + a�l L alj:rj = O oraz G ( [X2 ' . . .  , :En] ) = O .  Ale forma G jest 

j=2 
istotnie dodatnia, więc :rj = O dla j = 2 ,  . . .  , n , więc też 2: 1 = O i w kon-
sekwencj i [Xl ) " " Xn] = e . Sprzeczność . Zatem F( [X l " ' " Xn] ) > O 
i forma F jest istotnie dodatnia. D 

Lemat 1 2 . 13 .  Niech A = [aij ] E Mn (lR) będzie macierzą syme
tryczną taką, że n � 2 oraz au > O. Wówczas dla każdego s = 2, . . .  , n  
zachodzi równość: 

det [au aij - alialjL=?, . . .  , s = (an Y-2 det [aijL=l , . . .  ,s · 
J=2 , . . . , 8  )=l , . . .  , s 

Dowód. Z twierdzenia 
det [a l l aij - alia lj ] i=2 , . . .  , s  = 

.1=2, . . .  , 8  
1 a12 a13 
O al la22 - a12a12 au a23 - a12a13 
O au a32 - a13a12 ana33 - a13a 13 

Laplace 'a  mamy, 

aIs 
al la2s - a12als 
al l  a3s - a13als 

ze 
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Po zastosowaniu operacj i elementarnych Wj + aljWl dla j = 2, . . .  , s 
uzyskamy, że 

det [al laij - alialjL=2, . . . , s 

au aUa12 
a12 aUa22 

1 a13 all a32 
a l l  

aIs aUas2 
au 
a12 

_l (a Y- l 
a l l  I I  0,13 

j=2 , . . .  , 8 

a 1 1a13 
aUa23 
al la33 

al l as3 
a12 a13 
a22 a23 
0,32 0,33 

1 0,12 
a12 0,11 0,22 
a13 a1 1a32 

aIs au as2 
au aIs 
aUa2s 
a l la3s 

al lass 
aIs 
a2s 

a13 aIs 
a l la23 a l l a2s 
aUa33 a1 1 a3s 

aUas3 a1 1 ass 

a3s (a1 1 ) 8-2 det [aij ] i=l ,  . . .  , s , bo j=1 • . . .  , s 
aIs as2 083 ass 

macierz A j est symetryczna. D 
Twierdzenie 1 2 . 14 (Kryterium Sylvestera) . Na to, by forma 

kwadratowa rzeczywista F n-zmiennych o macierzy A = [aij ] E Mn (lR) 

była istotnie dodatnia potrzeba i wystarcza aby > O dla 

każdego s = 1 ,  . . .  , n . 
Dowód. Stosujemy indukcję względem n. Dla n = 1 teza j est oczy

wista, bo forma aU xi j est istotnie dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy 
a1 1 > O .  

Załóżmy, że  teza zachodzi dla form kwadratowych rzeczywistych 
stopnia n - l i niech F będzie formą kwadratową rzeczywistą 
n-zmiennych o macierzy A = [aij ] E Mn (lR) .  

Jeżeli forma F jest istotnie dodatnia, to na mocy lematu 12 . 12 ,  
au > O oraz forma G (n - 1 )-zmiennych X2 , . . . , .'En o macierzy 
B = [a l I  ażj - a1ia ljL=2, . . .  ,n j est istotnie dodatnia. Zatem z założenia j=2, . . .  ,n 
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indukcyjnego det [anaij - alia1j ] i=2, . . .  , s > O dla każdego s = 2 ,  . . . , n . j=2 , . . . , s 
Stąd ,  na mocy lematu 1 2 . 1 3 ,  det [aijL=l , . . . , s > O dla s = 2 ,  . . .  , n . Zatem j= l , . . . , s 
det [aijL=l , . . . , s > O dla każdego s = 1 ,  . . . , n . 

j=l , . . . , s 
Na odwrót , załóżmy, że det [aij ] i= l , . .  , s > O dla każdego s = 1 ,  . . .  , n .  j=1 , . . . , s 

Wtedy all > O oraz na mocy lematu 1 2 . 1 3 ,  det [al l aij -alia1jL=2, . . .  , s > O j=2 , . . . , 8  
dla każdego s = 2, . . . , n .  Zatem z założenia indukcyjnego forma G 
j est istotnie dodatnia. Stąd i z lematu 1 2 . 1 2 ,  forma F też j est istotnie 
dodatnia. D 
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Rozdział 1 3  

Przestrzenie euklidesowe i 

ortogonalne I 

1 3 . 1 Funkcj onały dwuliniowe symetrycz

ne 

Definicja 13 . 1 .  "Macierzą funkcjonału f, E L(V, V ;  K) w ba
zie (01 , , ' "  On) przestrzeni V nazywamy j ego macierz w bazach 
(O l ,  . . . , Or J , (01 , . . .  , 0:71 ) ,  t .j . macierz [1:, (Oi , O:j ) ]  E Mn (K) . 

Definicja 13 . 2 .  Niech V będzie skoIlczenie wymiarową przestrze
nią liniową nad ciałem K.  Funkcjonał dwuliniowy I:, E L(V, V ;  K) nazy
wamy symetrycznym, j eżeli 1:, (0 ,  /3) = I:, (p, o ) dla dowolnych o, p E V. 

Stwierdzenie 13 . 3 .  Niech A = [au ] E 1\;[n (K) będzie macierzą 
funkcjonału dwuliniowego f, E L (V, V; K) w bazie .(01, " "  On ) ' WÓW
czas I:, jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest syme
tryczna. 

Dowód. Jeżeli I:, j est symetryczny, to dla dowolnych i , j = 1 , . . . , n  
aij = I:, (Oi l o:j ) = I:, (Oj , Oi ) = aji , a więc macierz A j est symetryczna. 

Na odwrót , załóżmy, że macierz A jest symetryczna, a więc aij = aji 
dla wszystkich i , j = 1 ,  . . .  , n .  Weźmy dowolne a, p E V. Wtedy istnie-

98 
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ją Xl , · · ·  , Xn , YI , · · ·  , Yn E K takie , że a = L Xi o ai i (3 = L Yj o aj . 
i=l j=l 

Zatem ze wzoru ( 1 0.6 )  mamy 

oraz 

n n 
� (a ,  (3) = L L aijXiYj 

i=l j=l 

n n n n n n 
� ((3 ,  a) = L L ajiYjXi = L L aijXiYj = L L aijXiYj , 

j= l i=l j=l i=l i=l j=l 

czyli e((3 ,  a )  = e (a ,  (3)  i funkcjonał e jest symetryczny. D 

Uwaga 13 .4 .  Z uwagi 1 0 . 1 1  i ze stwierdzenia 13 . 3  wynika, że j eżeli 
(al , . . .  , an ) j est bazą przestrzeni liniowej V nad ciałem K, to każ
dej macierzy symetrycznej A = [aij ] E Mn (K) odpowiada funkcjonał 
dwuliniowy symetryczny � E L(V, V; K) dany wzorem 

którego macierzą w bazie (al , . . .  , an ) jest A. 

1 3 . 2  o kreślenie przestrzeni 

wych i ortogonalnych 

( 1 3 . 1 )  

euklideso-

Definicja 13 . 5 .  Niech V będzie skoIlczenie wymiarową rzeczywi
stą przestrzenią liniową i niech e E L(V, V; lR) będzie funkcjonałem 
dwuliniowym symetrycznym spełniaj ącym warunek 

e (a, a) > O dla każdego niezerowego wektora a E V. ( 1 3 . 2 )  

Parę (V, e) nazywamy wówczas przestrzenią euklidesową, a funkcjonał e 
nazywamy iloczynem skalarnym tej przestrzeni. 
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Przykład 13.6 .  Niech n będzie dowolną liczbą naturalną. Nietrud
no sprawdzić , że (JRn , � ) , gdzie 

n 
� ( [X1 , . . .  , Xn ] , [Y1 , . . .  , Yn] ) = L :r:iYi ( 13 . 3 )  

i= l 

j est przestrzenią euklidesową. D 
U waga 13 .7 .  Niech V będzie rzeczywistą przestrzenią liniową wy

miaru n E N i niech (c\: 1 , . . .  , an ) będzie uporządkowaną bazą tej 
przestrzeni . Niech � E L (V, V ;  JR) będzie funkcjonałem dwuliniowym 
symetrycznym i niech A = [aij ] będzie macierzą � w podanej bazie 
przestrzeni V. Ze stwierdzenia 13 . 3  macierz A j est symetryczna, więc 
otrzymujemy formę kwadratową rzeczywistą F n-zmiennych 

n 
F ( [x] , . . . , Xn ] ) = L aijXiXj . 

i ,j=l 

Ponadto dla dowolnych Xl , . . .  , Xn E JR zachodzi równość 

( 1 3 .4)  

n 
� ( :E l O al + . . . + Xn O an , Xl O al + . . .  + Xn O an) = L aijXiXj . 

i ,j=l  

Wynika stąd ,  że � j est iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy 
forma kwadratowa F j est istotnie dodatnia. Zatem, z twierdzenia 12 . 14 ,  
� j est iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy A = AT oraz 

au aIs 
> O dla każdego s = l ,  . . . , n .  

Przykład 13.8 .  Z uwagi 13 .7  otrzymujemy w szczególności , ze 
wszystkie iloczyny skalarne w przestrzeni JR2 dane są wzorem 
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Definicja 13 .9 .  Niech V będzie skollczenie wymiarową przestrze
nią liniową nad ciałem K i niech � E L(V, V; K) będzie funkcjona
łem dwuliniowym symetrycznym. Wówczas parę (V, � )  nazywamy prze
strzenią ortogonalną, a funkcjonał � nazywamy uogólnionym iloczynem 
skalarnym tej przestrzeni . 

Definicja 13 . 10 .  Mówimy, że prllestrzeń ortogonalna (V, �) jest 
niezdegenerowana, j eżeli dla dowolnego niezerowego wektora a E V 
istniej e  (3 E V takie , że � (a , (3) -=I O. Mówimy też wtedy, że funkcjonał � 
j est niezdegenerowany. 

Przykład 13 . 1 1 .  Każda przestrzel l euklidesowa (V, �) j est prze
strzenią ortogonalną niezdegenerowaną, bo dla dowolnego niezerowego 
a E V mamy, że � (a , a) > O .  D 

Przykład 13 . 12 .  Przestrzel l ][{4 z funkcjonałem dwuliniowym � 
danym wzorem 

jest przestrzenią ortogonalną niezdegenerowaną (chociaż nie jest to 
przestrzeń euklidesowa) . Rzeczywiście , dla dowolnego niezerowego wek
tora a = [Xl , X2 , X3 , X4 ] E ][{4 istnieje i = 1 , 2 , 3 , 4 takie , że Xi -=I O i wów
czas � (a , Ci ) -=I O .  Ponadto dla (3 = [ 1 , 1 ,  O , O] mamy, że � ((3 , ,6) = O ,  
więc (V, �) nie j est przestrzenią euklidesową. Otrzymaną w ten sposób 
prze strzel l ortogonalna nazywa się przestrzenią Minkowskiego. Odgry
wa ona dużą rolę w fizyce . D 

Twierdzenie 13 . 13 .  Niech (V, �) będzie przestrzenią ortogonalną. 
Niech A będzie macierzą funkcjonału � w pewnej bazie uporządkowanej 
(a ] ,  . . . , an )  p'rzest'rzeni V.  Wówczas równoważne są warunki 

(i) przestrzeń (V, �) jest niezdegenerowana, 
(ii) E,' jest izomorfizmem przestrzeni liniowej V na przestrzeń V* , 
(iii) macierz A jest odwracalna. 
Dowód. ( i )  * (ii) Weźmy dowolne a E Ker E,'. Wtedy ze wzo

ru ( 1 0 . 1 )  uzyskujemy, że �(a , 6) = O dla dowolnego /j E V. Ale prze
strzell (V, �) j est niezdegenerowana, więc a = B. Stąd E,' j est zanurze
niem. Ponadto z twierdzenia 9 . 2  mamy, że dim V* = dim V = n, czyli 
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( j est zanurzeniem przestrzeni wymiaru n w przestrzeli wymiaru n. 
Zatem, z algebry liniowej I ,  ( jest izomorfizmem. 

(ii ) =? (iii ) Z twierdzenia 10 . 1 2  mamy, ż e  AT j est macierzą prze
kształcenia liniowego f,' w bazach (a l , , ' " an ) i (ai ,  . . .  , a� ) . Zatem, 
z twierdzenia 2 . 2 ,  macierz AT j est odwracalna, skąd macierz A j est 
odwracalna. 

( 'iii ) =? (i ) Z twierdzell 2 . 2  i 10 . 12  mamy, że ( j est izomorfizmem. 
W szczególności Ker ( = {e} . Weźmy dowolny nie zerowy wektor a E 
E V. \Vtedy ( (a) -=F e, więc istniej e  p E V takie , że (( (a) ) (p) -=F O .  
Stąd, na mocy wzoru ( 10 . 1 ) ,  f,(a , {J)  -=F O .  Zatem przestrzeń (V, f,) j est 
niezdegenerowana. D 

Przykład 13 . 14.  Niech V będzie skollczenie wymiarową przestrze
nią liniową nad ciałem K i niech f, E L(V, V ;  K) będzie funkcjonałem 
dwuliniowym zerowym tzn. f,(a , p) = O dla wszystkich a , p E V. Wte
dy f, jest symetryczny, a więc (V, f,) j est przestrzenią ortogonalną. N a
zywamy j ą  przestrzenią ortogonalną całkowicie zdegenerowaną· 

1 3 . 3  Podprzestrzenie prostopadłe 

Definicja 13 . 1 5 .  Niech (V, f,) będzie przestrzenią ortogonalną. Mó
wimy, że wektory a , p E V są prostopadłe, j eżeli f, (a , (3) = O. Piszemy 
wtedy a .l p .  Mówimy, że wektor a E V jest prostopadły do niepu
stego podzbioru E � V, jeżeli a .l p dla każdego p E E. Piszemy 
wtedy a .l E .  Mówimy, że niepuste podzbiory A i E przestrzeni V 
są prostopadłe , i piszemy A .l E ,  j eżeli a .l p dla dowolnych a E A, 
P E E.  Zbiór wszystkich wektorów a E V prostopadłych do niepustego 
podzbioru A � V oznaczamy przez A-L .  Zatem 

A-L = {a E V : a .l /3 dla wszystkich p E A} .  ( 1 3 .6 )  

Uwaga 13 . 16 .  Niech A i E będą niepustymi podzbiorami prze
strzeni ortogonalnej (V, f,) . Udowodnimy, że jeżeli A .l E ,  to lin (A) .l 
.l lin (E) . Weźmy dowolne a E lin (A) i dowolne ,6 E lin (E) . Wówczas 
istniej ą al , . . .  , as E A, {iI , . . .  , /3r' E E i skalary al , . . .  , as , bl , . . .  , br 
takie , że a = al o 0' [  + . . .  + as o as i (J = b1 o ,31 + . . .  + br o PT '  
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Stąd z dwuliniowości � wynika, że � (o: ,  /3)  = L L (ai bj )� (O:i , /3j ) = o, 
i=l j=l 

gdyż �(O:i , /3j ) = O dla wszystkich 'i = 1 , . . .  , 8 , j = l ,  . . .  , r .  Zatem 
lin (A) .l lin(E) .  

Twierdzenie 13 . 1 7. Niech (V, �) będzie przestrzenią ortogonalną. 
Wówczas dla dowolnych niepustych podzbiorów A, E i dla dowolnej 
podprzestrzeni W pr'zestrzeni V:  

(i) A � (A� )� i A� jest podprzestrzenią liniową; jest t o  największa 
podprzestrzeń prostopadła do A, 

(ii) jeżeli A � E,  to E� � A� , 
(iii) dim W� � dim V - dim W, 
(iv) jeżeli przestrzeń (V, �) jest niezdegenerowana, to dim T1" � = 

= dim V - dim W oraz lV = (W� ) L .  
Dowód. ( i )  Ponieważ A� .l A, więc A � (A� ) � i z uwagi 13 . 16 , 

lin (A� ) .l A,  skąd lin (A� ) � A� . Ale A� � lin (A� ) ,  więc A� = 
= lin (A� ) . Zatem A� j est podprzestrzenią liniową przestrzeni V. Jeżeli 
U j est podprzestrzenią przestrzeni V prostopadłą do A, to z definicj i 
A � , U � A � . Stąd A l j est największą podprzestrzenią prostopadłą 
do A. 

( i i )  Niech o: E B� . �rtedy o: .l /3 dla wszystkich /3 E E. Ale A � E, 
więc o: .l /3 dla wszystkich /3 E A, czyli o: E A� . Zatem E� � A� . 

(iii) Oznaczmy przez f naturalne włożenie podprzestrzeni Hl 
w przestrzel l V. vVtedy f (o:) = o: dla wszystkich a E T1". Za
tem, z twierdzenia 9 . 1 2 ,  f* : V* -----+ H!* j est epimorfizmem. Ponadto 
e :  V -----+ V* ,  więc g = f* o e :  V -----+ lV* j est przekształceniem linio
wym. Z algebry liniowej I wiemy, że dim V = dim K er g + dim Irn g .  
Ale I m g j est podprzestrzenią W'* ,  więc dim V � dim K er  g + dim W* . 
Ponadto, z twierdzenia 9 . 2 ,  dim lV* = dim W,  a zatem dim V � 
� dim KeT g + dim W. Dalej , dla dowolnego o: E V mamy 

o: E Ker g � .t* (�/ (a ) )  = e � V(:lEW (f* (( (o:) ) ) (/3) = o � 

� 'v'6EW (�/ (Cló) ) (f (/3) )  = o � 'v'601/ (( (a) ) (/3) = o � 

� VpEW�(O: , /3) = o � n E TV L .  
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Zatem KeT g = W..l i wobec tego dim V � dim W..l + dim W, czy li 
dim W.1 :): dim V - dim fV. 

(iv) Z twierdzenia 1 3 . 1 3 ,  e jest epimorfizmem, więc z dowodu punk
tu (iii) g też j est epimorfizmem i wobec tego Im g = W* . Zatem z do
wodu punktu (iii) uzyskujemy, że dim V = dim W..l + dim TV, czy
li dim W.1 = dim V - dim fV. Podstawiając w miej sce podprzestrze
ni W podprzestrzeń W..l uzyskamy, że dim V = dim (W..l )..l + dim f V ..l .  
W konsekwencj i dim W = dim (W..l ) .1 .  Ale z (i ) W � ( �V..l ) ..l ,  więc 
ostatecznie W = (�V..l )..l .  D 

Definicja 13 . 18 .  Wektor a należący do przestrzeni ortogonalnej 
(V, �) nazywamy izot7'Opowym, gdy a � a .  Podpn�estrzerl , której ele
mentami są wektory izotropowe nazywamy podpTzestTzenią izot7'Opową. 
Każdą jednowymiarową podprzestrzerl izotropową nazywamy p7'Ostą 
izot7'Opową. Zbiór wszystkich wektorów izotropowych danej przestrze
ni ortogonalnej nazywa się stożkiem izotropowym. Jeżeli wektor (3 E V 
nie jest izotropowy (tzn. �((3, (3) i=- O) , to mówimy, że {-J j est wektorem 
nieizot7'Opowym. 

Przykład 13 . 19 .  ,;y przestrzeni Minkowskiego opisanej w przy
kładzie 1 3 . 1 2  wektory /3 = [ 1 , 1 ,  O, OJ i r = [ 1 ,  - 1 ,  O, OJ są izotropowe, 
ale ich suma (3 + r = [2 ,  O ,  O ,  OJ nie jest wektorem izotropowym. Zatem 
stożek izotropowy nie musi być podprzestrzenią liniową. D 

Przykład 13 . 20 .  Niech (V, �) będzie przestrzenią ortogonalną nad 
ciałem K, w którym 1 + 1 = O . Wówczas e j est wektorem izotropowym. 
Jeżeli a i (3 są wektorami izotropowymi, to � ( a + (3, a + (3) = � ( a ,  a )  + 
+ ( I + I ) {(a, (3) +� ((3, !3) = O oraz dla dowolnego a E K � (a oa , aoa)  = 
= a2 • �(a , a) = a2 • O = O . Zatem stożek izotropowy przestrzeni (V, �) 
j est podprzestrzenią przestrzeni V. D 

Stwierdzenie 13 . 2 1 .  Niech (V, � ) będzie pTzestTzenią oTtogonalną 
nad ciałem K, w którym 1 + 1 i=- O . Wówczas stożek izotropowy W 
przestrzeni (V, �) jest podpr-zestTzenią pTzestTzeni V wtedy i tylko wtedy, 
gdy W = V.1 . 

Dowód. Jeżeli W = YT..l ,  to na mocy twierdzenia 13 . 17 ,  W jest 
pod przestrzenią przestrzeni V. 
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N a odwrót , załóżmy, że W j est podprzestrzenią przestrzeni V 
i niech o: E W. Wtedy � (o:, 0:)  = O .  Załóżmy, że istnieje (3 E V ta
kie , że � (o: ,  (3) -I O .  Jeśli (3 E lV, to o: + (3 E W, skąd � ((3 ,  (3)  = O 
i O = � (O:+IB ,  0:+(3) = � (o: , 0: ) + ( 1 + 1 ) .� (0: , (3) +�((3,  (3) = ( 1 + 1 ) {(0: ,  (3) . 
Ale 1 + 1 -I O ,  więc � (o: , (3)  = O i mamy sprzeczność. Zatem (3 � W, 
czyli � ((3 ,  (3) -I o .  Stąd o: - 2l'(��) o (3 E W. Ale o: E W i 2f;

f;
(��) -I O ,  

więc ,6 E W i mamy sprzeczność. D 
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Rozdział 1 4  

Przestrzenie euklidesowe i 

ortogonalne II  

1 4 . 1 Iloczyny skalarne a formy kwadrato

we 

Niech V będzie przestrzenią liniową wymiaru n E N nad ciałem K, 
w którym 1 + 1 -=I- O i niech (0:1 , . . .  , Gn ) będzie uporządkowaną bazą 
tej przestrzeni . Niech � E L(V, V; K) będzie uogólnionym iloczynem 
skalarnym i niech A = [aij l E lV/n (K) będzie macierzą � w podanej 
bazie przestrzeni V. Ze stwierdzenia 13 . 3 wynika, że macierz A jest 
symetryczna, więc otrzymujemy formę kwadratową F n-zmiennych 

n 
F( [XI ' . . .  , ;En ] ) = L aijX(Ej . 

i ,j=l 

Ponadto dla dowolnych Xl , . . . , Xn E K zachodzi równość 
n 

( 14 . 1 )  

� (:r l  O Gl + . . .  + Xn O Gn , Xl O Gl + . . .  + :En O Ctn ) = L aijXiXj . 
i,j=l 

Ponieważ w ciele K zachodzi 2 = 1 + 1 -=I- O , więc aij = � . [F (  Ei + Ej ) -
-F(Ed - F(Ej ) ] , tzn. współczynniki {Lij są wyznaczone j ednoznacznie 
przez formę F dla wszystkich i, j = 1 ,  . . .  , n . 
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Niech f będzie automorfizmem liniowym przestrzeni Kn i niech 
E = [b'ij ] E !vln (K) będzie macierzą f w bazie kanonicznej (El , . . .  , En ) 
przestrzeni Kn . 'Wówczas z twierdzenia 2 .2  macierz E j est odwracalna. 
Niech Pi = bli o al + . . .  + bni o an dla i = 1 ,  . . .  , n . Ponieważ macierz E 
j est odwracalna, więc (Pl , . . .  , Pn )  j est bazą przestrzeni V oraz E jest 
macierzą przej ścia od bazy (al , " " O:r J do bazy (Pl , " " Pn ) '  

Niech C = [Cij ] E Mn(K) będzie macierzą formy kwadratowej F o  f .  
Wówczas z twierdzenia 1 1 . 3  mamy, że  C = ET . A ·  E.  Zatem, na  mo
cy twierdzenia 10 . 13 ,  ET . A . B j est macierzą funkcjonału � w bazie 
(Pl , . . .  , Pn ) '  Z twierdzenia 1 1 . 8  istnieje automorfizm liniowy f prze
strzeni Kn taki, że Cij = O dla wszystkich różnych i, j = 1 ,  . . .  , n .  
\Vówczas dla dowolnych Xl ,  . . .  , Xn ,  l/l ,  . . .  , l/n E K zachodzi równość 

n 
� (Xl O Pl + . . . + Xn O j3n ,  l/l 0 (31 + . . . + l/n O Pn ) = I: CiiXil/i . ( 14 .2 )  

i= l 

Niech (a� , . . .  , a� J będzie uporządkowaną bazą przestrzeni V i niech 
p będzie macierzą przej ścia od bazy (al , . . .  , an ) do bazy (a� , . . .  , a� J .  
Wówczas z twierdzenia 10 . 1 3 ,  iloczyn pT . A · P = [a�j ] E Mn(K) jest 
macierzą � w bazie (a; , . . .  , a� J .  Ponadto z twierdzeil 2 . 1  i 2 . 2  istnieje  
automorfizm liniowy g przestrzeni Kn , którego macierzą w bazie kano
nicznej jest P. Oznaczmy przez F' formę kwadratową odpowiadającą 
funkcjonałowi � w bazie (a� , . . .  , a� ) ,  czyli 

n 
F' ( [Xl " ' " xn ] ) = I: a�jXiXj . 

i ,j=l 
( 1 4. 3 )  

Wówczas z twierdzenia 1 1 . 3 ,  F' = Fog , czyli formy kwadratowe F i F' 
są równoważne . 

W ten sposób udowodniliśmy następujące twierdzenie . 
Twierdzenie 14. 1 .  Niech K będzie ciałem, w którym 1 + 1 =1= O .  

Niech F i F' będą formami kwadratowymi n-zmiennych Xl ,  . . .  , .'rn nad 
K o macierzach A i A' odpowiednio .  Niech V będzie przestrzenią h
ni ową wymiaru n nad ciałem K.  Wówczas for-my F i F' są rów
noważne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje uogólniony iloczyn skalar
ny � E L(V, V ;  K) posiadający w pewnych bazach uporządkowanych 
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(al , . . .  , an ) , (a� , . . .  , a� ) pTzestTzeni V macieTze A i A' odpowiednio. 
D 

1 4 . 2  Suma prostopadła podprzestrzeni 

Definicja 14. 2 .  Niech (V, �)  będzie przestrzenią ortogonalną. Za
łóżmy, że V j est sumą prostą swoich podprzestrzeni Wl , . . .  , Wn takich, 
że W; -.l Hlj dla wszystkich i =1-= j .  Mówimy wówczas , że V j est sumą 
prostopadłą podprzestTzeni Wl , . . .  , Wn i piszemy 

Jeżeli V = Wl EB� lV2 , to mówimy, że podprzestrzell W2 j est dopełnie
niem prostopadłym podpTzestrzeni Wl . 

Przykład 14 .3 .  Niech (V, �) będzie niezdegenerowaną przestrzenią 
ortogonalną nad ciałem K posiadającą niezerowy wektor izotropowy a.  
Wtedy W1 = lin ( a) = {a o a : a E K} j est prostą izotropową, bo dla 
dowolnych a, b E K, � (aoa ,  boa) = (ab)� (a ,  a) = ab · O = O. vVykażemy, 
że lVI nie posiada dopełnienia prostopadłego . Gdyby podprzestrzell W2 
była dopełnieniem prostopadłym podprzestrzeni W] , to V = Wl + W2 , 
Wl n W2 = {e} i Wl -.l W2 . Ale a =1-= e i przestrzel l (V, �) nie j est 
zdegenerowana, więc istnieje {3 E V takie , że �(a ,  (3) =1-= O. Ponadto 
Wl � Wl� i W2 � Wl� ' więc z twierdzenia 10 . 14  (i ) HIl + W2 � wl- ,  
czyli V � Wr Oznacza to w szczególności , że a -.l (J ,  a więc �(a ,  ,6 )  = O 
i mamy sprzeczność .  D 

Przykładem takiej przestrzeni może być przestrzel l Minkowskiego 
z wektorem izotropowym [ 1 , 1 ,  O, O] . 

Niech (V, �) będzie przestrzenią ortogonalną i niech IV będzie pod
przestrzenią przestrzeni V. Wówczas (W', �Iwxw)  j est przestrzenią orto
gonalną. Jeśli przestrzell ortogonalna (W, �Iwxw ) jest niezdegenerowa
na, to mówimy, że podprzestTzeń W jest niezdegenerowana. Jeśli prze
strzell ortogonalna (IV, �Iwxw)  j est całkowicie zdegenerowana, to mó
wimy, że podpTzestTzeń W jest całkowicie zdegenerowana. Zatem pod
przestrzeń W j est niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy dla każ
dego niezerowego wektora a E W istnieje 6 E W takie , że �(a ,  (3) f o . 
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Ponadto podprzestrzeń W j est całkowicie zdegenerowana wtedy i tylko 
wtedy, gdy � (a ,  (3) = O dla dowolnych a ,  (3 E W. 

Przykład przestrzeni Minkowskiego pokazuje ,  że  podprzestrzeń 
przestrzeni niezdegenerowanej może nie być podprzestrzenią niezde
generowaną (a  nawet może być całkowicie zdegenerowana) . 

Twierdzenie 14.4 .  Każda przestrzeń ortogonalna (V, �) wymiaru 
n E N jest sumą prostopadłą podprzestrzeni całkowicie zdegenerowanej 
i podprzestrzeni niezdegenerowanej, pr'zy czym podprzestrzenią całko
wicie zdegenerowaną jest V...L oraz dim V...L = n - r (�) . 

Dowód. Niech (V, �)  będzie przestrzenią ortogonalną. Z twierdze
nia 13 . 1 7  (i )  mamy, że V...L j est podprzestrzenią przestrzeni V. Z de
finicj i podprzestrzeni prostopadłej do zbioru wynika, że V...L j est pod
przestrzenią całkowicie zdegenerowaną. Z algebry liniowej I wiemy, że 
istnieje  podprzestrzeń W przestrzeni V taka, że V = V...L Et! W. Z okre
ślenia V...L wynika, że W l.. V...L , a więc V = V...L Et!...L W. Weźmy dowolny 
niezerowy wektor a E W. Ponieważ V...L n W = {e} ,  więc a tJ. V...L . 
Oznacza to ,  że istnieje (3 E V takie , że � (a , (3) #- O .  Ale V = V...L + W, 
więc (3 = , + b dla pewnych wektorów , E V...L i b E W. Ponieważ 
� (a ,  ,) = O , więc � (a , (3) = � (a " + b) = � (a , ,) + � (a ,  b) = � (a , b) 
i wobec tego � (a ,  b) #- O.  Zatem podprzestrzeń W jest niezdegenero
wana i V = V...L Elh W. 

Niech V będzie sumą prostopadłą podprzestrzeni całkowicie zdege
nerowanej U i podprzestrzeni niezdegenerowanej Wl . Wtedy U l.. U 
i U l.. Wl oraz V = U + Wl , więc U l.. V, czyli U � V...L . Weźmy 
dowolne a E V...L . Wtedy a = (3 + ,  dla pewnych (3 E U oraz , E Wl · 

Stąd , = a - (3 E V...L , a więc , E wl. Ale podprzestrzeń Wl jest nie
zdegenerowana, więc , = e. Stąd a = (3, czyli a E U, a więc V...L � U 
i ostatecznie U = V...L . 

Ze wzoru ( 1 0 . 1 )  mamy, że V...L = Ker Ę,' . Niech A będzie macie
rzą � w pewnej bazie (a l " " , an ) przestrzeni V. Wówczas z twier
dzenia 10 . 1 2  AT j est macierzą Ę,' w bazach (a l , " " an ) i (at , · · · ,  a� ) . 

Z twierdzenia 1 . 9 mamy, że dim lm Ę,' = r (AT) . Ponadto r (AT) = r(A) 
oraz n = dim V = dim Ker' Ę,' + dim lm Ę,' ,  więc dim V.L = n - r (A) . 
Zatem z twierdzenia 10. 1 2 otrzymujemy, że dim V...L = n - r (�) . D 
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Twierdzenie 14. 5 .  Każda podprzestrzeń niezdegenerowana W do
wolnej przestrzeni ortogonalnej (V, �) posiada dokładnie jedno dopeł
nienie prostopadłe . Jest nim W � . W szczególności każda podprzestrzeń 
przestrzeni euklidesowej posiada jednoznacznie wyznaczone dope łnienie 
pTOstopadłe . 

Dowód.  Ponieważ podprzestrzeń T{1 j est niezdegenerowana, więc 
lłTn�V� = {e} . Ponadto ,  wprost z definicj i podprzestrzeni prostopadłej 
do zbioru, W .l. W� . \Veźmy dowolne et E V. Wtedy e(et) lw E �V* . 
Z twierdzenia 13 . 1 3  �Iw j est izomorfizmem przestrzeni W na prze
strzeli W* . Zatem istniej e  ,8 E W takie , że �Iw ({3) = e (et) I W '  Ozna
cza to,  że dla dowolnego , E W (�lw C8) ) (I) = (e (et ) lw ) (I) , czyli 
�({3 ,  ,) = � (et , l) ,  a więc � (et - {3, ,) = 0, skąd et - ;3 .l. , dla każdego 
, E W. Zatem et - ,8 E W� i wobec tego et E TV + W� . W kon
sekwencj i V = W + W � i ostatecznie V = W EEll_ W � . Pozostaje 
zatem udowodnić, że l{1 l.  j est jedynym dopełnieniem prostopadłym 
podprzestrzeni IV . W tym celu niech U będzie dowolnym dopełnie
niem prostopadłym podprzestrzeni TV. \Vtedy U .l. �V, skąd U � VV� . 
Ponadto V = W El) U i V = TV EEl W � ,  więc z algebry liniowej I 
dim V = uim W + dim U = dim �V + dim W � , skąd dim U = dim W � . 
Zatem U = lV� .  

Ostatnia część twierdzenia wynika stąd ,  że każda podprzestrzeń 
przestrzeni euklidesowej j est niezdegenerowana, gdyż jedynym wekto
rem izotropowym tej przestrzeni j est wektor zerowy. D 

Twierdzenie 14 .6 .  Podprzestrze'ń TV przestrzeni ortogonalnej 
(V, �) posiada dope łnienie prostopadłe wtedy i tylko wtedy, gdy 
vV n TV� � V� . 

Dowód. Załóżmy, że W ma dopełnienie prostopadłe U. Wtedy 
l--" = TV EEl U i W .l. U. Weźmy dowolne et E W n W� . Wtedy et E W, 
więc et .l. U oraz et E W � , więc et .l. TV . Zatem na mocy twierdze
nia 13 . 1 7  ( i )  mamy, że et .l. (W + U) . Ale W + U = V, więc et E V� . 
Stąd W n lV� � V� . 

Na odwrót , załóżmy, że W n W� � V� .  Z twierdzenia 14 .4 istnieje  
nie zdegenerowana podprzestrzeli H � 1{1 taka, że  (W n W � )  EEl � H = 
= W. Ponadto , z twierdzenia 14 .5 ,  H EEl� H� = V. Dalej , W n TV� � 
� V� � H� , więc z algebry liniowej I istnieje podprzestrzeli B � H� 
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taka, ż e  (W n W�) EB B = H� . Stąd W EB B = V.  Ale B c;: H� , więc 
B .-l H. Ponadto TV n W� c;: V� ,  więc B .-l (W n W�) .  Ponieważ 
W = (W n W�) + H, więc na mocy twierdzenia 13 . 1 7  (i ) , uzyskujemy 
stąd ,  że B .-l W. Oznacza to,  że W EB� B = V.  D 

Twierdzenie 14 .7 .  Podprzestrzeń W =I- V przestrzeni ortogonal
nej (V, �)  posiada dokładnie jedno dopełnienie prostopadłe wtedy i tylko 
wtedy, gdy podprzestrzeń W jest niezdegenerowana. 

Dowód. Jeżeli podprzestrzeń W j est niezdegenerowana, to na mo
cy twierdzenia 14. 5 ,  posiada ona dokładnie j edno dopełnienie prosto
padłe. 

Na odwrót , załóżmy, że podprzestrzeil W posiada dokładnie jedno 
dopełnienie prostopadłe U. Przypuśćmy też , że W nie jest niezdegene
rowana. Wtedy istnieje niezerowy wektor a E W n W � .  Ponieważ W =I
=I- V, więc U =I- {O} .  Ponadto W n U = {O} ,  czyli a tf. U. Niech 
(al , . . .  , as )  będzie uporządkowaną bazą U. Niech H = lin (a + 
a l ,  . . .  , a  + as ) .  Jeśli H = U, to al , a + al  E U, skąd a E U i mamy 
sprzeczność . Zatem H =I- U. Ponadto a E W, więc a E W + H. Ale 
a + ai E W + H, więc ai E W + H dla wszystkich i = 1 ,  . . .  , s. Oznacza 
to, że U c;: W + H, a ponieważ W + U = V, więc stąd W + H = V. Da
lej , a .-l W oraz ai .-l W dla i = 1 ,  . . .  , s . Zatem z twierdzenia 13 . 1 7  (i) 
H .-l W. Weźmy dowolne f3 E W n H. Wtedy f3 E W oraz istnieją 
skalary al , . . .  , as takie , że f3 = al ° (a + a l )  + . . .  + as ° (a + as ) ,  skąd 
f3- (al + . . .  +as ) oa = a1 oa1+ · ·  . +as oas E wnu = {O} . Z liniowej nie
zależności wektorów al ,  . . .  , as uzyskujemy stąd ,  że al = . . .  = as = 0 ,  
a więc f3 =  O .  Oznacza to ,  że W n H = {O} i ostatecznie W EB� H = V. 
Ale H =I- U, więc mamy sprzeczność z jednoznacznością U. D 

14. 3 Układy wektorów parami prostopa

dłych 

Definicja 14 .8 .  Niech (al , . . .  , an )  będzie układem wektorów prze
strzeni ortogonalnej (V, �) . Mówimy, że (al , . . .  , an ) j est układem wek
torów parami prostopadłych, j eżeli ai .-l aj dla wszystkich i =I- j ,  
i , j = 1 ,  . . .  , n .  
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Twierdzenie 14 .9 .  Niech (al , . . .  , an ) będzie układem parami pro
stopadłych i nieizotropowych wektorów przestrzeni ortogonalnej (V, �) . 
Wówczas układ (al , . . .  , an ) jest liniowo niezależny i podprzestrzeń 
lin(a1 , . . .  , CYn ) jest niezdegenerowana. W szczególności każdy układ 
niezerowych parami prostopadłych wektorów przestrzeni euklidesowej 
jest liniowo niezależny. 

Dowód. Weźmy dowolne skalary a l ,  . . .  , an takie , że a l o al + . . .  + 
+an o an = e .  Wtedy dla i = 1 , . . .  , n mamy, że O = � (ai , a l o al + n 
+ . . .  + an O an ) = L aj .  �(ai , aj ) = ai ·  � (ai , ai ) ,  bo � (ai , aj ) = O 

j=l 
dla wszystkich j ol i .  Ale z założenia �(ai , ai ) # O , więc ai = O dla 
i = 1 , . . . , n . Oznacza to, że układ (al , . . .  , an )  j est liniowo niezależny. 

Weźmy dowolny niezerowy wektor a E lin (a1 , . . .  , an ) .  Wtedy 
istniej ą skalary a l ,  . . .  , an nie wszystkie równe O i takie , że a = 
= al O al + . . .  + an O an 0 Zatem ai # O dla pewnego i = l ,  . . .  , n .  Stąd n 
ai E lin (al ' . . .  ' an ) oraz � (a ,  ai ) = L aj . � (aj , ai ) = ai · � (ai , ai ) # o , 

j=l 
bo �(aj , a. J = O dla wszystkich j ol i oraz aż # O i � (ai , ai ) # O , gdyż 
wektor ai nie j est izotropowy. Zatem podprzestrzel} lin ( al , . . .  , an ) j est 
niezdegenerowana. D 
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Bazy prostopadłe 

1 5 . 1 Przestrzenie nad ciałami , w których 

l + l :rf O  
Definicja 1 5 . 1 .  Niech (V, � )  będzie przestrzenią ortogonalną. Bazę 

(a l , . . .  , an ) tej przestrzeni nazywamy bazą prostopadłą, j eżeli tworzy 
ona układ wektorów parami prostopadłych. 
Bazę prostopadłą (a l , " " an ) nazywamy na wpół unormowaną, gdy 
� (ai , ai ) E { l ,  - 1 , O} i unormowaną, gdy � (ai , ai ) E { l ,  O} .  

Przykład 15 . 2 .  Niech K będzie ciałem, w którym 1 + 1 =1= O.  
Wówczas K2 z funkcjonałem dwuliniowym � danym wzorem 

jest niezdegenerowaną przestrzenią ortogonalną oraz (C I , C2 ) j est bazą 
prostopadłą tej przestrzeni . W przypadku K = lR układ (0  o CI , C2 ) 
j est bazą unormowaną tej przestrzeni . Natomiast w przypadku K = Q 
przestrzeń ta nie posiada bazy na wpół unormowanej . Rzeczywiście , 
gdyby nasza przestrzeń posiadała bazę (a ,  (3) na wpół unormowaną, 
to a = [al , a2l i {3 = [b l , b2 l dla pewnych liczb wymiernych al , a2 , bl , b2 
i mielibyśmy, że 2ai + a� = 1 , 2bi + b� = 1 i 2aI b1 + a2b2 = O. Stąd 
1 = (2ai + a� ) (2bi + b� ) - (2aI bl + a2b2 ) 2 = 2 (al b2 - a2bl ) 2 , WIęC 
uzyskalibyśmy, że J2 E Q, co nie jest prawdą. D 

1 13 
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Przykład 15 .3 .  Niech (V, �) będzie n-wymiarową (n E N) prze
strzenią euklidesową. Wówczas każdy układ (a] , . . .  , an ) niezerowych 
parami prostopadłych wektorów tej przestrzeni jest , na mocy twier
dzenia 14 . 9 ,  liniowo niezależny, a ponieważ dim V = n, więc układ ten 
tworzy bazę prostopadłą przestrzeni (V, �) .  D 

Lemat 15 .4 .  Jeżel'i pTzestTzeń or'togonalna (V, �)  nad ciałem K, 
w któTym 1 + 1 #- ° nie  jest całkowic'le zdegeneT'Owana, to  istnieje 
I E V takie, że � (/, I) #- O .  

Dowód. Z założenia istniej ą wektory a ,  (3 E V takie , ż e  � (a ,  (3) #- O .  
Jeżeli Ę ( 0o ,  a) #- 0, t o  wystarczy wziąć "( = a.  Podobnie , j eśli 
Ę ((3 ,  (3) #- O, to wystarczy wziąć I = /3 . Załóżmy więc , że Ę(a , a)  = 
= � ((3 , ;3 )  = O .  Niech I = a + (3. Wtedy � ("f , I) = �(a ,  a)  + 2 ·  �(a ,  (3) + 
+�U3 , (3) = ( 1  + 1 ) . �(a , (3) #- 0,  bo 1 + 1 #- O i �(a , (3) #- O.  D 

Uwaga 15 . 5 .  'vV praktyce wektor nieizotropowy I, o którym mo
wa w lemacie 1 1 .6 ,  wyznaczamy w ten sposób , że najpierw znajdujemy 
j akąkolwiek bazę (/1 , . . .  ' In )  przestrzeni V. Następnie dla i = 1 ,  . . .  , n  
obliczamy � (Ii ,  li ) ' Jeśli Ę (  li , li ) #- O dla pewnego i ,  t o  bierzemy I = li · 
W przeciwnym przypadku obliczamy � (/i , Ij ) dla wszystkich różnych 
i , .7 = 1 ,  . . .  , n . Jeśli wszystkie te liczby są równe 0, to przestrzeil (V, �)  
j est całkowicie zdegenerowana i mamy sprzeczność . Zatem istniej ą róż
ne i, j = 1 ,  . . .  , n, dla których � (Ii , Ij ) #- O i z dowodu lematu 15 . 4  
wynika, że  możemy przyj ąć I = "fi + Ij '  

Twierdzenie 15 . 6 .  Niech (V, �)  będzie pTzestTzenią oTtogonalną 
wymiaTu n E N nad ciałem K, w któTym 1 + 1 #- O. Wówczas (V, Ę) po
siada bazę pT'Ostopadłą złożoną z wektorów nieizotT'Opowych wtedy i tylko 
wtedy, gdy pTzestTzeń (V, �) jest niezdegeneT'Owana. 

Dowód. Implikacja � wynika od razu z twierdzenia 14 .9 .  
N a odwrót , załóżmy, że przestrzeń (V, �) j est niezdegenerowana. 

Z lematu 15 .4  wynika, że istnieje  al E V takie , że �(a] , a l )  #- O.  
Ponieważ dim V = n E N, więc na mocy twierdzenia 14 .9 ,  istnie
je maksymalny podzbiór {a] , . . .  , as } złożony z wektorów nieizotro
powych i parami prostopadłych tej przestrzeni .  Wtedy, z twierdze
nia 14 .9 , układ (al , . . .  , as ) j est liniowo niezależny i podprzestrzeil 
W = lin ( a1 ' . . .  , as )  j est niezdegenerowana. Zatem, z twierdzenia 14 . 5 ,  
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W EB.l W.l = V,  skąd podprzestrzell W.l j est niezdegenerowana. Je
żeli Hl.l =1= {e} , to z lematu 15 .4 ,  istniej e  as+1 E W.l takie , że 
� (as+ 1 ,  as+ 1 ) =1= O .  Zatem, z twierdzenia 14 .9 ,  (a l , . . .  , as , as+1 ) j est 
układem nieizotropowych wektorów parami prostopadłych, co prze
czy maksymalności s . Stąd W.l = {e}  i wobec tego W = V, a więc 
(a l , . . .  , as ) j est bazą prostopadłą przestrzeni (V, �) .  D 

Uwaga 15 . 7. Zauważmy, że każda baza prostopadła (a l , . . .  , an ) 
niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V, �)  składa się z samych 
wektorów nieizotropowych. Rzeczywiście , j eśli � (ai , ai ) = O dla pew
nego i = 1 ,  . . .  , n , to aj -.l ai dla wszystkich j = 1 ,  . . .  , n , więc z twier
dzenia 13 . 1 7  (i ) , � (ai , a ) = O dla wszystkich a E V, co przeczy temu,  
że przestrzell (V, �) j est niezdegenerowana. 

Twierdzenie 15 .8 .  Każda niezerowa przestrzeń ortogonalna (V, �)  
nad ciałem K, w którym 1 + 1 =1= O posiada bazę prostopadłą. 

Dowód. Z twierdzenia 14 .4  mamy, że V = V.l EB.l W dla pewnej 
niezdegenerowanej podprzestrzeni W. Jeśli V.l = {e } ,  to teza wynika 
z twierdzenia 1 5 .6 .  Jeśli VV = {e} , to V jest całkowicie zdegenerowana 
i każda jej baza jest prostopadła. Niech zatem V.l =1= {e} i W =1= {e} . 
Wtedy, z twierdzenia 1 ,5 . 6 ,  istnieje  baza prostopadła (a l , " " as ) pod
przestrzeni W złożona z wektorów nieizotropowych oraz z algebry 
liniowej I istnieje  baza (/31 " " ,  (3r)  podprzestrzeni całkowicie zdege
nerowanej V.l , będąca bazą prostopadłą. Ponieważ W -.l V.l , więc 
(a l , . . .  , as , (h, . . .  , Pr ) j est układem wektorów parami prostopadłych. 
Ponadto V = v.l EB W,  więc (a l , " " O's ,  /31 , . . .  , /3r ) j est bazą prosto
padłą przestrzeni (V, �) .  D 

Z paragrafu 14 . 1 można uzyskać inny dowód twierdzenia 15 . 8 .  Mia
nowicie U31 ,  . . •  , Pn )  j est na  mocy wzoru ( 14 .2 )  bazą prostopadłą prze
strzeni (V, �) . 

Wniosek 1 5 .9 .  Niech (V, �) będzie przestrzenią ortogonalną nad 
ciałem K, w którym 1 + 1 =1= O. Wówczas każdy układ (a l , . ' " o s ) 
parami prostopadłych i nieizotropowych wektorów tej przestrzeni można 
uzupełnić do bazy prostopadłej przestrzeni (V, �) . W szczególności, je.śZi 
a E V i � (O' , oc) =1= O, to istnieje baza prostopadła przestrzeni (V, �)  
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zawzera)ąca a. 
Dowód. Z twierdzenia 14 .9  podprzestrzell �V = lin (a l , . . .  , as ) ma 

wymiar s i j est niezdegenerowana. Z twierdzenia 14 . 5 ,  V = W E9� W� . 
Jeśli VV� = {e} ,  to (a1 , . . .  , as )  j est bazą; prostopadłą; przestrzeni 
(V, �) . W przeciwnym przypadku, na mocy twierdzenia 1 5 . 8 ,  W� po
siada bazę prostopadłą; (,61 , . . . , (J, ) ,  a więc (al , . . .  , as , (Jl , . . . , (3, ) j est 
bazą; prostopadłą; przestrzeni (V, �) .  D 

Z przeprowadzonych w tym rozdziale dowodów wynika następują;cy 
algorytm znajdowania bazy prostopadlej przestrzeni ortogonalnej (V, � )  
nad ciałem K,  w którym l + l =I- O :  

Krok 1 .  Wyznaczamy podprzestrzell V � .  W tym celu trzeba naj
pierw wzią;ć j aką;kolwiek bazę hl , . . .  , "(n) przestrzeni V. Podprze
strzeń V � składa się z takich wektorów X l o 11 + . . .  + Xn o In , że n 
skalary X l , . . . , Xn E K spełniaj ą; układ równalI L Xi · � (ai , aj ) = O 

i=l 
dla j = l ,  . . .  , n. Jeśli V� = V, to hl ,  . . .  , In) j est bazą; prostopa-
dłą; przestrzeni (V, �) i algorytm kOlkzymy. W przeciwnym przypadku 
wyznaczamy j aką;kolwiek bazę (al , . . .  , as ) podprzestrzeni V� i prze
chodzimy do następnego kroku. 

Krok 2 .  Znajdujemy j aką;kolwiek podprzestrzell W przestrzeni V 
taką;, że V = V� E9 W. Niech dim W = r .  Wyznaczamy wektor l(Jl E 
E W taki, że � (,6l , ,61 ) =I- O .  Jeżeli r = l ,  to (al , . . .  , as , ,61 )  j est bazą; 
prostopadłą; przestrzeni (V, �)  i algorytm kOllczymy. W przeciwnym 
przypadku przechodzimy do następnego kroku. 

Krok 3 .  W sposób podobny do podanego w kroku l wyznaczamy 
w podprzestrzeni W podprzestrzeli Wl wszystkich wektorów prosto
padłych do wektora ,61 . Następnie wyznaczamy w niej podobnie j ak 
w kroku 2 wektor ,62 taki , że � ({32 , /32 ) =I- O .  Jeżeli T = 2 ,  to bazą; pro
stopadłą; przestrzeni (V, �) j est (al , . . .  , as , (3l , (32 ) i algorytm kończymy. 
W przeciwnym przypadku przechodzimy do następnego kroku. 

Krok 4.  W sposób podobny do podanego w kroku l wyznaczamy 
w podprzestrzeni �Vl podprzestrzell W2 wszystkich wektorów prostopa
dłych do wektora (32 . Następnie wyznaczamy w niej podobnie j ak w kro
ku 2 wektor 83 taki, że �C(J3 , (33 ) =I- O. Jeżeli T = 3 , to bazą; prostopa-
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dłą przestrzeni (V, � )  j est (a l , . . .  , a s ,  /31 , /32 , (33 ) i algorytm kOlkzymy. 
W przeciwnym przypadku kontynuujemy nasz algorytm aż znajdziemy 
parami prostopadłe wektory /31 , . . .  , /3r w podprzestrzeni W i wypisu
jemy bazę prostopadłą (a l , . . .  , as , ,01 , . . .  , ,tJr ) przestrzeni (V, �) . 

Przykład 15 . 10 .  Znajdziemy bazę prostopadłą przestrzeni orto
gonalnej (lR3 , �) ,  gdzie funkcjonał dwuliniowy � dany j est wzorem: 

Made"ą l; w ba"ie kanonicznej JR3 � V jest A � [ -l -� r l ·  
Podprzestrzefl V � znajdujemy przy pomocy metody eliminacj i Gaus
sa: [ - � -� � � l W2+Wj [ � - � � � l Wj +W2 [ 1 O 1 I O l , więc 

O 1 1 0 0 1 1 0  0 1 1 0  

V � = { [-t , -t ,  t] : t E lR} i bazą (prostopadłą) podprzestrzeni V _L jest 
{ [- l ,  - 1 ,  l ] } .  Ponieważ { [- l ,  - 1 ,  1 ] , [O , 1 ,  O] , [O, O ,  l ] } j est bazą prze
strzeni V ,  więc V = V.L ED� Hl dla W = lin (E2 ' E3 ) = { [O ,  a, b] : a, b E 
E lR} . Ponadto � (E2 , E2 ) = 2 ,  � (E2 , E3 ) = 1 ,  � (E3 , E3 ) = 1 .  Podprze
strzeń W1 przestrzeni W prostopadła do wektora E3 składa się z wszyst
kich wektorów [O , a, b] E W takich, że O = �(E3 , [O , a, bl ) = a + b , czyli 
HII = { [O , a , -a] : a E lR} = lin ( [O , l , - ll ) .  Zatem bazą prostopadłą 
przestrzeni (V, �)  j est ( [- 1 ,  - 1 ,  1 ] , [O , 0 , 1 ] , [O, 1 ,  - 1 ] ) .  D 

1 5 . 2  Przestrzenie nad ciałami , w których 

1 + 1 = 0  
Twierdzenie 1 5 . 1 1 .  Niech (V, �) będzie niezdegenerowaną prze

strzenią ortogonalną wymiaru n E N nad ciałem K J w którym 1 + 1 = O .  
Wówczas (V, � )  posiada bazę prostopadłą wtedy i tylko wtedy, gdy ist
nieje wektor nieizotropowy a E V.  

Dowód. Implikacj a ::::} wynika od  razu z uwagi 1 5 . 7. 
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Na odwrót , załóżmy, ż e  istniej e  wektor nieizotropowy a E V. Wte
dy, na mocy twierdzenia 14 .9  i tego , że dim V = n E N, istnieje w prze
strzeni (V, .;-) układ (al , "  . , as ) parami prostopadłych wektorów nie
izotropowych o największej liczbie elementów s E N. Z twierdzenia 14 . 9 
wynika, że układ (a l , " " as ) j est liniowo niezależny i podprzestrzeil 
W = lin (al " ' " as ) j est niezdegenerowana. Zatem z twierdzenia 14 . 5 ,  
111 E9.l W.l = V,  skąd podprzestrzeIl lV.l j est niezdegenerowana. Za
łóżmy, że W.l -1= {O} . Jeżeli w podprzestrzeni W.l istnieje wektor nie
izotropowy 6, to (a l , " " as , 5) j est układem s + 1 wektorów nieizotro
powych i parami prostopadłych, co przeczy maksymalności liczby s .  
Zatem każdy wektor podprzestrzeni W.l j est izotropowy. Ponadto ist
niej ą /3, i E W.l takie , że ,;-(p , i) -1= O. Rozważmy układ wektorów: 
(a l " " ,  as- l , �( 1 ) o as - C (f31 ,) o p, as + i ) . Ponieważ p -.l ai , i -.l ai O: s , O: s  � " 
dla i = 1 ,  . . . , s oraz .; (p , p) = ';- (r, i) = O ,  więc jest to układ s + 1 
wektorów nieizotropowych i parami prostopadłych, co przeczy maksy
malności s .  Przypuszczenie, że W.l -1= {O}  doprowadziło llas do sprzecz
ności . Stąd W.l = {O}  i wobec tego (ex I , . . .  , as ) j est bazą prostopadłą 
przestrzeni (V, ';) . D 

Przykład 15 . 12 .  Niech K będzie ciałem, w którym 1 + 1 = O (np. 
K = ;2;2 ) . Wówczas K2 z funkcjonałem dwuliniowym .; danym wzorem 

jest przestrzenią ortogonalną niezdegenerowaną, przy czym każdy wek
tor a E K2 jest izotropowy. Zatem z twierdzenia 1 5 . 1 1 ,  ta przestrzeń 
nie posiada bazy prostopadłej . D 

Twierdzenie 15 . 13 .  Niech (V, .;-) będzie przestrzenią ortogonalną 
nad ciałem K, w którym 1 + 1 = O. Jeżeli przestrzeń (V, '; ) nie jest cał
kowicie zdegenerowana, to (V, ';) posiada bazę prostopadłą wtedy i tylko 
wtedy, gdy istnieje nieizotropowy wektor a E V .  

Dowód. Załóżmy, ż e  (a l , . . .  , as ) j est bazą prostopadłą przestrzeni 
(V, ';) . Jeżeli każdy z wektorów a l , . . .  , as j est izotropowy, to z twier
dzenia  13 . 1 7  (i ) , przestrzeń (V, ';-) j est całkowicie zdegenerowana. Zatem 
dla pewnego i = 1 ,  . . .  , s  wektor ai j est nieizotropowy. 
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Na odwrót , załóżmy, że istnieje  wektor nieizotropowy a E V.  Wte
dy a tt V_L oraz na mocy twierdzenia 14 .4 ,  V = V1.. EEl1.. W dla pewnej 
niezdegenerowanej podprzestrzeni W.  Jeśli V1.. = {e} ,  to teza wynika 
z twierdzenia 1 5 . 1 1 .  Niech dalej V1.. =I- {e} .  Wtedy V1.. posiada bazę 
(/31 , . . .  , /3r ) ,  która j est bazą prostopadłą· Ponadto W =I- {e} i a = 1+ /3  
dla pewnych "'( E W ,  /3 E "d . Ale � (a , a ) =I- O i � (/3 , /3) = �(/3 , I) = O ,  
więc � (r , I )  =I- O .  Zatem z twierdzenia 15 . 1 1 ,  podprzestrzeń W posiada 
bazę prostopadłą (a l , , ' "  as ) ' Stąd (a l , " " as , /h, . . . , t1r ) jest bazą 
prostopadłą przestrzeni (V, �) . D 

Uwaga 1 5 . 14 .  Niech (V, �) będzie przestrzenią ortogonalną wy-
miaru n E N nad ciałem K, w którym 1 + 1 = O. Niech (al , . . .  , an ) bę-
dzie bazą przestrzeni V. Wówczas dla wektora. O' = a l  o a l + . . .  + an o a71 

marny, że � (a ,  a ) = ai� (a l , a l ) + . . .  + a;� (a7l '  O'n ) ' Zatem jeśli 
� (ai , ai ) = O dla wszystkich i = 1 ,  . . . , n, to każdy wektor a E V 
jest izotropowy. Jeżeli zaś � (ai , ai ) =I- O dla pewnego i = l ,  . . .  , n ,  to 
przestrzeii (V, �)  posiada wektor nieizotropowy. Zatem przestrzeń ( 11, �) 
posiada wektor nieizotropowy wtedy i tylko wtedy, gdy � (O'j , aj ) =I- O 
dla pewnego j = 1 ,  . . .  , n . Ponadto j est to równoważne temu, że ma
cierz � w pewnej bazie przestrzeni V ma na głównej przekątnej nieze
rowy element . 

1 5 . 3  O rtogonalizacj a  Schmidta 

Niech (V, �) będzie przestrzenią euklidesową wymiaru n E N. 'Nów
czas bazę prostopadłą tej przestrzeni możemy wyznaczyć za pomocą 
tzw. ortogonalizacji Schmidta. Najpierw znajdujemy j akąkolwiek bazę 
(rl , . . .  , In) przestrzeni V. Bazę prostopadłą (a l , . . .  , an ) konstruujemy 
indukcyj nie : 

1 .  Kładziemy a l  = rYl ' 
2 .  Jeżeli dla pewnego k < n wektory parami prostopadłe a l ,  . . .  , ak 

są już skonstruowane i lin (a l , . . . , C\�k ) = lin (rI " " ' lk ) , to wektora 
O'k+ 1 szukamy w postaci 

( 15 . 1 )  

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021
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Ponieważ podprzestrzeil lin (al " ' " ak ) ma wymiar k, więc ai i- () dla 
każdego i = 1 , . . .  , k . Ponadto nasza przestrzeń j est euklidesowa, więc 
�(ai , ai ) > ° dla i = 1 , . . . , k . Z własności operacj i elementarnych na 
układzie wektorów omawianych na algebrze liniowej I wynika, że dla 
dowolnych skalarów al , ' " ,  ak i dla wektora ak+l danego wzorem ( 1 .5 . 1 )  
mamy 

Wystarczy zatem aby � (ai , ak-t- l )  = ° dla wszystkich i = 1 ,  . . .  , k , tzn. 
aby � (ai , Ik+ l )  + ai� (ai , ai )  = ° dla wszystkich i = 1 , . . .  _, k. Zatem 

( L 5 . 2 )  

Znalezione w ten sposób wektory al , . . .  , an są niezerowe i parami pro
stopadłe , więc na podstawie przykładu 15 . 3 ,  tworzą one bazę prosto
padłą przestrzeni (V, �) .  Ponadto (� o al , . . .  ' v'  1 o an ) j est 

�(rl ,' Yl )  �(rn /Yn ) 
bazą prostopadłą unormowaną tej przestrzeni . 

Przykład 1 5 . 1 5 .  Stosując ortogonalizację Schmidta znajdziemy 
bazę prostopadłą przestrzeni ortogonalnej (]R3 , �) przy założeniu, że 

macier"ą Ć w bazie kanonicznej przestrzeni lR3 j est A = [ i  � � l ·  

Z uwagi 13 . 7  w prosty sposób uzyskujemy, że (]R3 , �) j est przestrzenią 
euklidesową· Niech II = [ 1 , 0 , O] ,  12 = [0, 1 , 0] , 13 = [0 , 0 , 1 ] . Wtedy 
hl , 12 , 13 ) j est bazą kanoniczną przestrzeni ]R3 . Zatem �hl ,  II ) = 1 , 
� (r2 , '"'(2 ) = 2 ,  � (r3 , 13 ) = 5 .  Oczywiście al = II = [ 1 , 0 , O] . Ponadto ze 
wzorów ( 15 . 1 )  i ( 1 5 . 2 )  mamy, że a2 = '"'(2 + a o al oraz a = - �[:�:��� = 

= _ �(
(-Y1 ,'Y2 )

) = -- -I
I = - 1 , a więc a2 = 12 - al = [- 1 . 1 , 0] .  Ponownie � n m . 

ze wzorów ( 15 . 1 ) i ( 1 5 . 2 )  uzyskujemy, że a3 = 13 + al o al + 0,2 o a2 
oraL:: a = - �(al , 'Y3 ) = - �(rl ,'Y3 ) = ° a = - �(a2 .'3 ) . Ale t (a,) '"'Y ) l �(al ,al ) �(rl m )  , 2 �(a2 ,a2 ) <" - , 3 
= �h2 - II , 13 ) = Ę(r2 , 1:3 ) - �hl ) 13 ) = 2 - ° = 2 oraz � ((Y2 , (2 ) = 
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= � (r2 - 11 , 12 - 11 ) = � (r2 ' 12 ) - 2� (rl ' 12 ) + � (rl ' ld = 2 -
-2 · 1 + 1 = 1 ,  więc 0,2 = -2  oraz 0:3 = [0 , 0 , 1 ] - 2 0 [- 1 , 1 , 0] = 
= [2 ,  -2 , 1 ] . Zatem szukaną bazą prostopadłą naszej przestrzeni jest 
( [1 , 0 , 0] , [- 1 ,  1 , 0] ,  [2 ,  -2 , 1 ] ) .  D 
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