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Wstep

Niniejsza ksiazka jest podrecznikiem do przedmiotu Algebra li-
niowa II wyktadanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia-
lymstoku w oparciu o nastepujacy program:

Macierz przeksztalcenia liniowego. Macierz ztozenia przeksztalcen
liniowych. Macierz izomorfizmu liniowego. Macierz przeksztatcenia od-
wrotnego a macierz odwrotna do macierzy. Algebra macierzy kwadra-
towych i algebra endomorfizméw liniowych. Zmiana bazy przeksztat-
cenia liniowego. Wektory wtasne i wartosci wlasne przeksztalcenia li-
niowego. Podprzestrzenie niezmiennicze. Wielomian charakterystyczny
przeksztalcenia liniowego. Posta¢ Jordana przeksztalcenia liniowego.
Formy liniowe. Przestrzen sprzezona i baza sprzezona. Przeksztalce-
nia sprzezone. Formy dwuliniowe i kwadratowe. Rownowaznosé¢ form.
Sprowadzanie form dwuliniowych do postaci kanonicznej. Przestrzenie
euklidesowe i ortogonalne. Bazy ortogonalne. Metody wyznaczania baz
ortogonalnych - ortogonalizacja Schmidta.

Wieloletnie doswiadczenia autora zwiazane z wyktadaniem algebry
liniowej pokazaly, ze przedmiot ten sprawia spore trudnosci studentom.
Okazalo sie, ze powyzszy program nie jest tatwo zrealizowaé w trakcie
pietnastu wyktadow w sposéb przystepny dla stuchaczy bez dyspono-
wania dobrymi materiatami dydaktycznymi. Okazato si¢ tez, ze odsy-
tanie studentéw do literatury nie jest (z wielu powod6éw) skutecznym
rozwigzaniem problemu. Wtasénie dlatego powstat ten skrypt. W opar-
ciu o material tu  umieszczony mozna sprawnie prowadzi¢ wyktady
wzbogacajac je dodatkowymi przyktadami, uwagami dydaktycznymi,
informacjami historycznymi, ciekawostkami, zadaniami, problemami,

itp.
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Wskazane jest aby Czytelnik byt obeznany z podstawowym kursem
elementarnej teorii liczb oraz z podstawowym kursem algebry liniowe;j.

W podreczniku liczbami naturalnymi bedziemy nazywali dodatnie
liczby catkowite, zas sam zbiér wszystkich liczb naturalnych bedziemy
oznaczali przez N. Zatem N = {1, 2,...}. Koniec dowodu i przyktadow
oznaczamy symbolem []. 4

Autor dziekuje mgr Marcinowi Lubie za pomoc w sktadzie kompu-
terowym tego podrecznika.

Autor

ano i udostgpniono w ramach projektu pn.
6w naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku,
dzialnos¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021
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Rozdziat 1

Przestrzen przeksztalcen
liniowych

1.1 Okreslenie przestrzeni przeksztalcen
liniowych

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K.
Oznaczmy przez L(V;W) zbiér wszystkich przeksztalcen liniowych
f:V— W.Dla f,g € L(V;W) ia € K okreS§lamy przeksztalce-
nia f+g:V-oWia-f:V — W przyjmujac, ze dla kazdego o € V'

(f +9)(@) = fla) +g(a) i (a- f)(a) = ao f(a). (1.1)

Wykazemy, ze wowczas f + g,a - f € L(V;W). W tym celu wezmy
dowolne o, 3 € V idowolne b € K. Z definicji przeksztalcenia liniowego
i ze wzoru (1.1) mamy

(f+9)(a+P) = fla+pB)+gla+8) = fla)+ f(B) +g(a) + 9(3) =
= [f(e) + g(a)] + [f(B) +9(B)] = (f + 9)() + (f +9)(B)

oraz

(f+9)boa)=flboa)+glbea)=bo f(a)+bog(x) =

10
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=bo[f(a)+gla)] =bo[(f +g)(a)],
wiec f+ g € L(V;W). Podobnie

(a- fla+B)=aocfla+p)=aoclfla)+ f(B)]=
=ao f(a)+ao f(B)=(a-f)(a)+(a-f)(B)

(a-f)(boa)=ao f(boa)=aolbo f(a)] = (ab) o f(a) =
= (ba)o f(a) =bolao f(a)]=bo[(a- f)(a)],
zatem takze a - f € L(V;W).

Oznaczmy przez © przeksztalcenie trywialne przestrzeni V' w prze-
strzen W. Zatem

O(a) = 0 dla kazdego a € V. (1.2)

Jest jasne, ze © € L(V; W).

Twierdzenie 1.1. Dla dowolnych przestrzeni liniowych V i W nad
ciatem K zbior L(V; W) z dziataniami + i - okre$lonymi wzorami (1.1)
tworzy przestrzen liniowg nad ciatem K.

Dowéd. Sprawdzamy po kolei wszystkie aksjomaty przestrzeni li-
niowej. Wezmy dowolne f,g,h € L(V;W) i dowolne a« € V, a,b € K.
Wtedy

L [(f +g) +hl(a) = (f +9)(a) + h(a) = [f(a) + g(a)] + h(a) =
—f( ) + [g(a) + h(a)] = f(a) + (g + h)(a) = [f + (g + h)](a), wice
(f+g)+h=f+(g+ h);

2. (f +9)(a) = fla) +g(a) = gla) + fla) = (g + f)la), wiec
f+g—g+f
A3. (f+0)(a) = fla) +O(a) = f(a) + 0 = f(a), wiec f +O = f;
Ad. (f+(=1) - )la) = fla) +[(=1) - fl(a) =
=0 =0(a), wiec (—1)o f = —f oraz (—f)(a) = —f(a);

1 =
A5. [a - (f + g)l(a) = ao|(f +g)(a)
=ao f(a) +aog(a) =
wicca-(f+g)=a-f+a-g;
A6. [(a +b) - flla) = (a+b)o fla) = aof(a)+bof(a) =
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Il'\"

= (a- f)(@)+(b-f)la) = (a- f+b-f)(a), wiec (a+b)-f =a-f+b-
AT7. [(ab) - fl(@) = (ab) o f(a) = ao[bo f(a)] = ao[(b- f)(a)]
=[ (b )l(a), wige (ab) - f =a-(b- f);

8. (1-f)la) =1 f(a)Zf(Oé)wi@cl-f:f-D

1.2 Baza przestrzeni przeksztatcen linio-
wych

Twierdzenie 1.2. Niech V « W bedq przestrzeniami liniowymi nad
ciatem K o bazach uporzqdkowanych (a1, ..., a,) i (B1,..., Bm) odpo-
wiednio. Niech dla v = 1,...,m, j = 1,...,n, ¢i;: V — W bedzie
przeksztatceniem liniowym wyznaczonym jednoznacznie przez warunki

6, edy k#7
‘Pif(o"“):{ b,y ki; (13)

Wowcezas uktad (@J)z -1

7777

’’’’’

j=
zalezny. W tym celu wezmy dowolny uktad (a”)Z 1...m €lementéw cia-
j= 1 ...,n

ta K taki, ze Zaij ~pi; = O. Wtedy dla dowolnego & = 1,...,n

1,3

mamy 0 = (Z a; - %’j) Zaw o pij (o) Z air © ;. Ale

b 1’ ]
wektory fA1,..., 3, sa liniowo niezalezne, wiec a;;, = 0 dla Wszystklch

i =1,...,m idla wszystkich £k = 1,...,n. Zatem uklad (y;;)i=1.
]:1 ..... ’I’l

jest liniowo niezalezny.
Pozostaje jeszcze wykazaé, ze uktad (<pm)l -1..m generuje prze-

.....

strzen L(V;W). W tym celu wezmy dowolne f G L(V W). Wtedy
dla kazdego k = 1,...,n istnieja skalary ayg, . .., amk takie, ze f(ay) =
=a1,001 4+ ...+ @k © B Stad dla k =1, ..., n mamy

(Z @ij - ‘Pw) Z aij © pij(ay) Z a0 B = f(ag).

i,J
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Zatem z jednoznacznosci okreslenia przeksztatcenia liniowego na bazie

f=> ay- ¢y O
i,J

Uwaga 1.3. Baze¢ (¢jj)i=1,.m przestrzeni L(V;W) podang
j=1,...n
w twierdzeniu 1.2 bedziemy nazywali bazq wyznaczong przez bazy

(a1,...,a,) 1 (B1,-..,0m) przestrzeni V i W odpowiednio.

Whniosek 1.4. Niech V' i W bedg skoriczenie wymiarowymi prze-
strzeniama lintowymi nad ciatem K. Woéwczas zachodzi rownosé

dim L(V; W) = dim V - dim W. (1.4)

1.3 Macierz przeksztalcenia liniowego

Niech (a1,...,a,) 1 (B1,...,08m) beda uporzadkowanymi baza-
mi nad cialem K przestrzeni liniowych V i W odpowiednio. Niech
f: V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Woéwczas dla k& =
=1,...,n jest f(ag) € W, wiec istnieja aig, - . ., ami € K takie, ze

flar) =ay 0B+ ...+ amk © O (1.5)

Otrzymang w ten sposéb m X n macierz

a1 a2 ... Qin
A _ a?l G?Q . (l‘Qn (16)
Am1 Am2 ... Gmp
nazywamy macierzq przeksztatcenia liniowego f w bazach (ay, . .., on)

i (B1,...,Bmn) przestrzeni V i W odpowiednio. Zatem kolejne kolumny
macierzy (1.6) sa wektorami wspétrzednych wektora f(oy) w bazie
(B1,y ..., 0m) przestrzeni W dla k =1,...,n.

Przyklad 1.5. Znajdziemy macierz A przeksztalcenia liniowego
f: Cg — Cg danego wzorem f(a) =i -« dla a € C w bazach (1,4)
i (1,7). Poniewaz f(1) =4-1 = i = 0-1+41-, f(i) = i = —1 = (=1)- 1+
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+0 -4, wiec A = [ (1) _(1) . Znajdziemy macierz B przeksztatcenia

f w bazach (1,7) i (1 + 4,1 — 7). Podobnie jak wyzej mamy f(1) =
= 0= 3 (L) F()-(1-), £) = —1 = (C1)- (L) +(-1)- (1),

1
2
1

WiQCB:[_ (.0
2

N[ [ =

Przyklad 1.6. Niech K bedzie cialem, m,n € N i niech A =
= [a;;] € Mysn(K). Wéwezas A jest macierza przeksztatcenia liniowe-
go f: K™ — K™ danego wzorem analitycznym

f([l'l, Cen ,.Z'n]) = [0,11171 + ...+ AnTry -, Gm1T1 + ...+ amnxn]
w bazach kanonicznych tych przestrzeni. [J
Twierdzenie 1.7. Niech A bedzie macierzq przeksztatcenia linio-
ay
wego f: V. — W w bazach (ay,...,0n) @ (B1,...,0m). Jezeli
Qn
jest wektorem wspdirzednych wektora o € V- w bazie (o, ..., o), to
a1
A- | 1 | jest wektorem wspotrzednych wektora f(a) € W w bazie
n

(B1y.v, Bm)- i

Dowéd. Poniewaz o = Z a; o o, wiec z whasnosci przeksztalcen
i=1
liniowych i ze wzoru (1.5) mamy

ZazOfozzIZ(aiOZlaﬁoﬁj) ZZ Hazi) o B =
=

i=1 i=1j=1

— izn: cay;) 0 B = i (i (a; - %’i)) o fj.

j=11i=1 j=1 \i=1

Zatem Zal aj; jest j-ta wspdlrzedng wektora f(a) w bazie
=1
(Bry.. ey ﬁm) Ponadto z definicji mnozenia macierzy j-tym wyrazem
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ai

macierzy A- | @ | € Mpux1(K) jest Zaji ca; = Zai -aj;. O
a, i=1 i=1
) -1 2 . .
Przyklad 1.8. Niech A = | 9 4 bedzie macierzg przeksztat-

cenia liniowego f: V — W w bazach (ay,as), (81, 52). Obliczymy
f(a) dla a = a; — 3 0 ay. Wektorem wspoélrzednych wektora oo w bazie

, zatem z twierdzenia 1.7, wektorem wspoirzed-

v jost | ]

-2 4 -3 —14
Otrzymalismy wiec, ze f(a) = =T o0 ) — 140 (Fy. O

nych wektora f(«) w bazie (3, 32) jest l -1 2 ] . [ 1 } — l =7 ]

Twierdzenie 1.9. Niech A bedzie macierzq przeksztatcenia linio-
wego f: V. — W w bazach (ay,...,0n) i (B1,..., Bm). Wowczas

dim Im f = r(A).

Dowéd. Zauwazmy, ze Imf = lin(f(ai),...,flan)) =

= lin(d_aj00,...,> ajpno8;). Z algebry liniowej I wie-
j=1 j=1

my, ze istnieje izomorfizm liniowy ¢: W — K™ taki, ze

0(B) = g dla j = 1,...,m. Stad Imf = oUmf),

wiec w  szczegblnosci  dim Im f = dim p(Im f). Ale

omf) = lin(an ..., (010 Goms o G]), Wige

dimp(Im f) = r(A), czyli dim Im f = r(A). O

Lemat 1.10. Niech A, B € M,,xn(K). Jezeli dla dowolnych skala-
oW ai, . .., a, zachodzi réwnosc

aq ay
A | =B AN
an an
to A= B.
Dowéd. Niech A = [a;;] oraz niech B = [b;;]. Wezmy dowolne

ustalone j = 1,...,7n i niech a; = 1 oraz a, = 0 dla wszystkich
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ke {l,...,n}\ {j}. Wtedy z definicji mnozenia macierzy i-tym ele-

ai
mentem macierzy A- | i | € My (K) jest a;; dlai=1,...,m. Po-
an
M a
dobnie ¢-tym elementem macierzy B - : € M1 (K) jest by; dla
a'n
aq ay
i=1,...,m.Ale A-| : = B-| ! | dladowolnychay,...,a, € K,
an an
wigc a;; = by dla dowolnych ¢ = 1,...,m oraz j = 1,...,n. Ponadto

A, B € Mpyxn(K), wiec A= B. O

Twierdzenie 1.11. Niech V', W, U bedq przestrzeniami liniowym:
nad ciatem K o bazach uporzadkowanych (aq,...,can), (B1y--.,Bm),
(Y1,---,7s) odpowiednio. Niech A bedzie macierzqg przeksztalcenia
f e L(V;W) w bazach (ay,...,an) @ (B1,...,0m) oraz niech B be-
dzie macierzq przeksztalcenia g € L(W;U) w bazach (B, ..., [0n)
i (Y1,---,7s). Wowcezas B - A jest macierzq przeksztafcenia g o f €
€ L(V;U) w bazach (... an) @ (Y1y- -y Ys)-

ay
Dowdéd. Niech : bedzie wektorem wspolrzednych wekto-
a"n
ra « € V w bazie (ay,...,q,). Wtedy z twierdzenia 1.7 mamy,
a1
e A- | jest wektorem wspoétrzednych wektora f(a) w ba-
an
zie (B1,...,0m). Ponownie z twierdzenia 1.7 otrzymujemy, ze
ay
B-1A-| : jest wektorem wspoélrzednych wektora g(f(a)) w ba-
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zie (y1,...,7s). Ale

a a1

B-jA-| i | [=(B-A4)-| 1|,

wiec jesli C' € My, (K) jest macierza przeksztalcenia go f € L(V;U)

w bazach (ay,...,a,) 1 (71,...,7s), to na mocy twierdzenia 1.7
ai ax

C-| | =(B-A)-| : | dladowolnych ay,...,a, € K. Poniewaz
Qn Qn,

B € Mgym(K)i A€ Myun(K), wiec B+ A € Mgyn(K). Z lematu 1.10
otrzymujemy rownosé¢ C' = B - A. [J




Rozdziat 2

Przeksztalcenia liniowe a
macierze

2.1 Izomorfizm  przestrzeni  L(V;W)
i men(K)

Twierdzenie 2.1. Niech V i W bedqg przestrzeniami lintowymi nad
ciatem K o bazach uporzqdkowanych (aq,...,an) @ (B1y..., Om) od-
powiednio. Niech ¢: L(V; W) — Myun(K) bedzie przeksztatceniem,
ktore kazdemu f € L(V; W) przyporzedkowuje macierz f w podanych
bazach przestrzeni Vi W. Woéwczas ¢ jest izomorfizmem liniowym.

Dowéd. Niech f,g € L(V; W) iniech A = [a;;] oraz B = [b;;] beda
macierzami f i g odpowiednio, w rozpatrywanych bazach przestrzeni
ViW. Wtedy dla k£ = 1,...,n mamy, ze

(f+g)(ar)= f(ar)+g(ar) Zazkoﬁ+zbkoﬁ Za1k+bzk o f3,

wiec, ze wzordw (1.5) i (1.6), A + B jest macierza przeksztalcenia
liniowego f 4 g w zadanych bazach przestrzeni V i W, czyli p(f+g) =
= »(f) + ©(g). Dalej, dla dowolnego a € K oraz dla dowolnego k =

18
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m

(a'f)(ak>:ao.f(ak):aoiaikoﬁi:Z(a‘aik)oﬂia

i=1 1=1

skad macierza przeksztatcenia a- f w rozpatrywanych bazach jest a- A,

czyli p(a- f) = a-@(f). Zatem ¢ jest przeksztatceniem liniowym. Jezeli

o(f) = ¢(g), to na mocy twierdzenia 1.7, f(a) = g(a) dla dowolnego

a €V, skad f = g. Zatem przeksztalcenie ¢ jest roznowartosciowe.
Wezmy dowolne A = [a;;] € Myxn(K) i niech f = Zaij ° ¥4,

1,7
gdzie (ij)i=1...m jest baza przestrzeni L(V; W) zdefiniowana w twier-
Jj=1,...,n
dzeniu 1.2. Wtedy f € L(V;W) oraz z dowodu twierdzenia 1.2
m

flag) = Zaik o f; dla kazdego k = 1,...,n. Zatem ¢(f) = A i prze-
i=1
ksztalcenie ¢ jest ,na”. Stad ostatecznie ¢ jest izomorfizmem linio-

wym. [J

Twierdzenie 2.2. Niech V 1 W bedg przestrzeniami liniowyms nad
ciatem K o bazach uporzqgdkowanych (ay, ..., cp) 1 (B1,. .., Fn), odpo-
wiednio. Niech A = [a;;] bedzie macierzq przeksztatcenia f € L(V; W)
w tych bazach. Wowczas f jest izomorfizmem liniowym wtedy 1 tylko
wtedy, gdy macierz A jest odwracalna. Jezeli f jest izomorfizmem li-
niowym, to A™! jest macierzq przeksztatcenia f~1 € L(W; V') w bazach
(B1y--oy Bn) i (aq, ... ) przestrzeni W i V.

Dowdd. Zalézmy, ze f jest izomorfizmem liniowym. Istnieje wow-
czas przeksztatcenie odwrotne f~': W — V, ktére jest izomorfi-
zmem liniowym. Niech B bedzie macierzg przeksztalcenia liniowego
/= w bazach (B4,...,5,) i (ai1,...,an) przestrzeni W i V. Oczywi-
écie f~! o f = idy oraz macierza przeksztalcenia tozsamosciowego idy
w bazach (ay,...,a,) 1 (a1, ..., q,) przestrzeni V jest macierz jednost-
kowa I,. Zatem, na mocy twierdzenia 1.11, B- A = I,,, skad B = A™".

Na odwrot, zalézmy, ze macierz A jest odwracalna. Istnieje wte-
dy macierz B € M,(K) taka, ze B- A = A- B = [,. Z twierdze-
nia 2.1 istnieje przeksztalcenie g € L(W; V'), ktérego macierza w ba-
zach (0y,...,3,) 1 (aq,...,ay) przestrzeni W i V jest B. Z twierdze-
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nia 1.11 otrzymujemy zatem, ze I, = B - A jest macierzg przeksztat-
cenia g o f w bazach (aq,...,ay) i (aq,..., ) przestrzeni V', skad
go f =1idy. Ponadto z twierdzenia 1.11, I,, = A- B jest macierza prze-
ksztalcenia f o g w bazach (B1,...,0,) 1 (B1,...,0s) przestrzeni W.
Stad fog =idy. Zatem g = f~!i f jest izomorfizmem liniowym. (]

2.2 Macierz przejScia
Niech (oq,...,a,) i (f,...,a)) beda dwiema uporzadkowa-

nymi bazami przestrzeni liniowej V nad cialem K. Niech dla
ay;

1=1,...,n, | bedzie wektorem wspodtrzednych wektora o) w ba-
An;

zie (aq,...,qp), tz0. o = a1; 0 a; + ... + ap; © ;. Woéwezas macierz

kwadratows

a1p a2 ... Qip
ag91 QA92 ... QA9pn

Ap1 Ap2 ... Qpnp

nazywamy macierzq przejécia od bazy (v, . .., o) do bazy (o, ... ).

Réwnowaznie, A jest macierza przeksztalcenia tozsamosciowego

idy: V — V w bazach (o,...,a}) i (aq,...,q,) przestrzeni V.
Poniewaz idy jest izomorfizmem liniowym, wiec z twierdzen 2.2

i 1.7 uzyskujemy od razu nastepujace

Twierdzenie 2.3. Macierz przejécia A od bazy (a1, ..., a,) do ba-
zy (o, ..., al) przestrzeni liniowej V' jest macierzq odwracalng i A™*
jest macierzq przejécia od bazy (o, ..., o) do bazy (ay, ..., ). Je-

ay
zeli : jest wektorem wspotrzednych wektora o € V w bazie

Qn
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ay

(a1,...,qp), to A7V - |+ | jest wektorem wspdirzednych wektora o

w bazie (o),...,a)). O

Przyklad 2.4. Zalézmy, ze (aq,...,q,) jest baza przestrzeni K™

oraz o = |a;1,aia,. .., 0] dla i = 1,...,n. Woéwczas macierza przej-
$cia od bazy kanonicznej (e1,...,e,) do bazy (q,...,q,) jest A =
ai; a921 ... QApi
A1 Q99 ... Qp2

= ) . . |. Np. dla n = 3, macierza przejscia od bazy
Aip Ao9n  -.. Qpp

1 00
(€1,€9,e3) do bazy ([1,1,1],[0,1,2],[0,0,1]) jest | 1 1 0 |. O
1 21

Twierdzenie 2.5. Zalézmy, ze (ai,...,q,), (o, ...,q),
(ay”, ..., ") sa bazami przestrzeni liniowej V nad cialem K. Jezeli A
jest macierza przejscia od bazy (o, ...,a,) do bazy (af,..., o)) oraz
B jest macierza przejscia od bazy (o, ...,a)) do bazy (ay”,...,a,”),
to A - B jest macierza przejscia od bazy (ai,...,a,) do bazy
(..., a”).

Dowdd. Niech f: V' — V bedzie przeksztatceniem liniowym da-
nym wzorem f(a) =« dla a € V. Wtedy A jest macierza f w bazach
(o, ...,a})i(ay,...,0). Niech g: V' — V bedzie przeksztatceniem li-
niowym danym wzorem g(a) = a dla @ € V. Wtedy B jest macierza g
w bazach (o”,...,a,”) 1 (af,...,al). Woéwczas z twierdzenia 1.11,
A - B jest macierza przeksztalcenia f o g w bazach (a;”,...,a,”)
i (ag,...,apn). Ale fog = idy, wiec A - B jest macierzg przejicia
od bazy (aq,...,a,) do bazy (a1”,...,«,"). O

7 twierdzen 2.3 i 2.5 wynika od razu nastepujacy

Whiosek 2.6. Niech (ay,...,an), (&,...,a)), (a7, ... an") be-
dg bazams przestrzeni liniowej V' nad ciatem K. Jezeli A jest macierzq
przejécia od bazy (o}, ..., al) do bazy (aq,...,qy) oraz B jest macie-
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rzq przejscia od bazy (o, ..., al) do bazy (aq”,...,0y,”), to macierzq
przejécia od bazy (ay,. .., a,) do bazy (y”,...,a,”) jest A=1 . B.

Przyklad 2.7. Znajdziemy macierz przejscia od bazy
([1,3,1],(2,2,1],(3,4,2]) do bazy ([2,7,3],[3,9,4],[1,5,3]) przestrze-
ni R3. Z przyktadu 2.4 mamy, ze macierza przejécia od bazy kanonicznej

1 2 3

do bazy ([1,3,1],[2,2,1],(3,4,2]) jest A= | 3 2 4 | oraz macierza
1 1 2

przejécia od bazy kanonicznej do bazy ([2,7,3],[3,9,4],[1,5,3]) jest

2 31
B = |7 9 5 |. Obliczamy (np. przy pomocy operacji elementar-
3 4 3
0 1
nych) A7l = 2 1 . Z wniosku 2.6 macierzg przejscia od
4
bazy ([1, 3, 1],[2,2,1], 3,4, 2]) do bazy ([2,7,3],[3,9,4],[1,5,3]) jest
1 1
- =| -4 -5 —8 .U
3 4 6

2.3 Zmiana baz

Twierdzenie 2.8. Niech (ay,...,qy) i (&, ...,al) bedg dwiema
uporzgdkowanymi bazami przestrzeni liniowej V' i niech (0, ..., Bm)
i (B1,...,0,) bedg dwiema uporzgdkowanymi bazami przestrzeni li-
niowey] W nad ciatem K. Niech C bedzie macierzq przeksztatcenia
f e L(V;W) w bazach (ay,...,ap) i (B1,...,0m) i niech D bedzie
macierzq f w bazach (ofy,..., ) i (5],...,0.,). Niech A bedzie ma-
cierzq przejscia od bazy (aq,...,0) do bazy (af,..., ) oraz niech
B bedzie macierzq przejécia od bazy (5, ..., Bm) do bazy (51, .., 05,)-
Wtedy

D=B"1.C.A.

Dowdd. Poniewaz f = f oidy, wiec z twierdzenia 1.11, C' - A
jest macierza f w bazach (of,...,al) 1 (81,...,0m). Ponadto f =
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= idwof, wiec namocy twierdzenia 1.11, B-D jest macierza f w bazach
(af,...,;al) i (B1,...,0m). Stad B- D = C - A. Ale z twierdzenia 2.2
macierz B jest odwracalna, wiec D = B™1.C - A. O

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Kazde prze-
ksztalcenie liniowe f: V — V nazywamy endomorfizmem liniowym
przestrzent V. Przez macierz takiego endomorfizmu f w bazie upo-
rzadkowanej (a, ..., a,) przestrzeni V rozumiemy macierz f w bazach

(a1, ...,ap) 1 (ay,...,ap).

Z twierdzenia 2.8 i z twierdzenia Cauchy’ego mamy od razu naste-
pujacy

Whiosek 2.9. Niech (ay,...,0p) @ (..., a)) bedg uporzgdko-
wanymi bazami przestrzeni lintowej V. Niech A bedzie macierzqg endo-
morfizmu f € L(V;V) w bazie (a1, ...,a,) i niech B bedzie macie-
rzq f w bazie (&, ..., ). Niech P bedzie macierzq przejécia od bazy
(a1,...,ap) do bazy (o}, ..., ). Wtedy B= P~1- A- P. W szczegdl-
nosci det(B) = det(A). O

Definicja 2.10. Powiemy, ze macierze A, B € M,(K) sa podobne,
jezeli istnieje odwracalna macierz C' € M, (K) taka, ze B=C~1-A-C.
Piszemy wtedy A ~ B.

Stwierdzenie 2.11. Dla dowolnych macierzy A, B,C € M,(K):

(i) A~ A,

(ii) jezeli A~ B, to B~ A,

(iii) jezeli A~ B i B~C,to A~ C.

Dowdd. (i) Poniewaz A =1-1-A.I,, wiec A ~ A.

(ii) Niech A ~ B. Wtedy istnieje X € M, (K) takie, ze B = X~ -
A-X sked A=X-B-X'=(X"1)"1.B-X"1 czyli B~ A.

(iii) Niech A ~ B'i B ~ C. Wtedy istnieja macierze odwracalne
XY € M,(K) takie, e B=X"1-A-X1C=Y"'-B-Y, skad
C=Y 1. X1A.X.Y=X-Y)" A (X Y), czyli A~ C. O

Uwaga 2.12. Dla dowolnego ciata K macierze A, B € M,(K) sa
podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sa macierzami pewnego endomor-
fizmu f przestrzeni K™ w pewnych bazach tej przestrzeni. Rzeczywi-
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Scie, jesli macierze A i B sa podobne, to istnieje macierz odwracalna
C = [¢;] € M(K) taka, ze B=C"'-A-C. Niech f € L(K™; K™) be-
dzie przeksztatceniem liniowym, ktore w bazie kanonicznej przestrze-
ni K™ ma macierz A. Niech «; = [cy, ¢y 0] dla @ = 1,...,n.
Woéwezas (aq, ..., ) jest baza przestrzeni K" ztozona z kolumn ma-
cierzy C. Wtedy C' jest macierza przejécia od bazy kanonicznej do ba-
zy (a1, ..., ap). Wowcezas z wniosku 2.9 macierza f w bazie (aq, ..., ay)
jest C71. A.C = B. Natomiast implikacja odwrotna wynika od razu
z wniosku 2.9. [J

Z twierdzenia 1.9, wniosku 2.9 oraz z uwagi 2.12
nastepujacy

Whniosek 2.13. Dla dowolnego ciata K, jezeli macierze A, B €
€ M, (K) sq podobne, to r(A) = r(B) oraz det A = det B.

Przyklad 2.14. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni R?
danym wzorem analitycznym

fllz1, wa, w3]) = [221 + 3z + 23, T2y + Y29 + b3, 321 + 429 + 323).

Znajdziemy macierz f w bazie ([1,3,1],[2,2,1],[3,4,2]). Macierza
przejScia od bazy kanonicznej do bazy ([1,3,1],(2,2,1],[3,4,2]) jest

1 2 3 2 31
P=13 2 4]|. Ponadto A= |7 9 5 | jest macierza f w bazie
1 1 2 3 4 3

kanonicznej. Zatem z wniosku 2.9, macierz B = P~!. A. P jest macierza
f w bazie ([1,3,1],(2,2,1],[3,4,2]). Z przyktadu 2.7 wynika, ze P~! =

0 1 -2 3 3 5
= 2 1 —5|.Stad uzyskujemy,ze B= | —27 —26 —48 .0
-1 -1 4 21 20 37

Stwierdzenie 2.15. Jezeli macierze P € M,,(K) i Q € M, (K)
sq odwracalne, to dla dowolnej macierzy A € M, n(K)

r(P-A-Q)=r(A).
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Dowdd. Niech f: K™ — K™ g: K" - K" i h: K™ — K™ be-
da przeksztatceniami liniowymi posiadajacymi w bazach kanonicznych
odpowiednio macierze: A, ), P. Woéwczas, 7z twierdzenia 2.2, g i h sg
automorfizmami. Zatem (f o g)(K") = f(g(K™)) = f(K") = Im f
1h(f(K™)) = f(K"), skad dim Im(ho fog)=dim Im f. Z twierdze-
nia 1.11 macierza ho fog w bazach kanonicznych jest P-A-(Q. Ponadto
z twierdzenia 1.9, r(P- A-Q) = dim Im(ho fog)ir(A) =dim Imf.
Stad r(P-A-Q)=r(A). O




Rozdziat 3
Algebry

3.1 Okreslenie algebry. Przyklady algebr

Definicja 3.1. Niech (A, +,0) bedzie przestrzenia liniowg nad cia-
tem K. Powiemy, ze A jest K-algebrq, jezeli istnieje odwzorowanie
- A x A — A spelniajace nastepujace warunki:

Al.a-(8-7) = (a-B) -~ dla dowolnych «, 5, € A,

A2.a-(f+vy)=a-B+a-~voraz (B+7) - a=F-a+7-adla
dowolnych a, 3,v € A,

A3. a0 (a-f) = (aoca) -8 =a-(aocf) dla dowolnych a € K,
a, 3 € A

Moéwimy, ze e € A jest jedynks K-algebry A, jezelia-e=e¢-a=a
dla kazdego a € A.

Przyklad 3.2. 7 algebry liniowej I wynika, ze dla dowolnego cia-
ta K i dla dowolnej liczby naturalnej n przestrzen liniowa macierzy
kwadratowych M,,(K) ze zwyklymi dzialaniami macierzowymi tworzy
K-algebre z jedynks [,,. U]

Przyktad 3.3. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K.
Przestrzen liniowa L(V; V) endomorfizméw przestrzeni V' jest K- al-
gebra z jedynka, jesli mnozenie w L(V; V') okredlimy jako sktadanie
przeksztatcen. Rzeczywiscie, jesli f,g € L(V;V), to z algebry linio-

26
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wej I fog € L(V;V). Ponadto skltadanie przeksztalcen jest taczne
oraz dla dowolnych f,g,h € L(V;V) i dla dowolnych a € K, a € V

mamy
(f-(g+h)(a)=f((g+h)(a)) =Flg(a) + h(a)) =
= f(g(@)) + f(h(a)) = (f - 9)(a) + (f - h)(a) = (f - g+ [ - h)(a),
astad f-(g+h)=f-g+ f-h. Ponadto
((g+h)- flla) = (g+h)(f(a)) = g(f(@)) + h(f(a)) =

=(g- @)+ (h-f)la) =(g-f+h-f)a),

wiec (g+h)-f=g-f+h-f. W konicu
(a-(f-9)(e) =ao((f-9)(e)) =

=ao (f(9(a))) = flaog(a)) = (f - (a-g))(a),
czylia-(f-g)=f-(a-g)oraz

(@ f)-9)(e) = (a- f)(g(a)) = ao (fg(a))),

wiec a - (f-g) = (a- f)-g. Jedynka tej K-algebry jest przeksztalcenie
tozsamosciowe idy: V — V. 0O

Niech A bedzie K-algebrg. Dla dowolnego @ € A mozemy in-

dukcyjnie okredlié o™ dla wszystkich n € N kladac: o' = « oraz
a™! = a" . a dla wszystkich n € N. Zatem: o® = o -...- . Jeze-
N——

li dodatkowo algebra A ma jedynke e, to przyjmujemy, ze o’ = e dla
dowolnego o € A. Nietrudno jest wykazaé, ze dla dowolnego o € A
i dla dowolnych m,n € N

an . (Xm — Cvn%—m oraz (‘an)m — anm'

Definicja 3.4. Podalgebra K-algebry A nazywamy taka podprze-
strzefi B przestrzeni liniowej A, 7e o - 3 € B dla wszystkich o, 3 € B.
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Uwaga 3.5. Podalgebry K-algebry A sa tez w naturalny sposob
K-algebrami. Dla dowolnego o € A podprzestrzen lin(a,a?,...) jest
podalgebra algebry A, przy czym dla dowolnych 38,7~ € lin(a,a?,...)
mamy, ze 3 -y =~- .

Definicja 3.6. Niech A i B beda algebrami nad tym samym cia-
tem K. Powiemy, ze algebry A i B sa izomorficzne i piszemy A = B,
jezeli istnieje izomorfizm liniowy f: A — B taki, ze f(z-y) = f(z) - f(y)
dla dowolnych z,y € A.

Twierdzenie 3.7. Niech V' bedzie przestrzenig liniowq nad cia-
tem K wymiaru n € N. Wowczas K-algebry L(V;V) i M,(K) sq
izomorficzne. Doktadniej, jesli (an,...,q,) jest uporzqdkowang bazg
przestrzent V' oraz dla f € L(V;V), Ay jest macierzq przeksztalce-
nia f w bazie (av,...,qn), to odwzorowanie p: L(V;V) — My,(K)
dane wzorem ¢(f) = Ay dla f € L(V; V) jest izomorfizmem algebr.

Dowdd. Z twierdzenia 2.1, ¢ jest izomorfizmem liniowym. Ponad-
to, z twierdzenia 1.11, dla dowolnych f,g € L(V; V) zachodzg réwnosci
o(fog)=Aspg=Ar-Ay=o(f) - ¢(g). Zatem ostatecznie ¢ jest izo-
morfizmem K-algebr i L(V;V) = M,(K). O

3.2 Algebra wielomianéw

Niech K bedzie dowolnym ciatem. Wielomianem zmiennej x
o wspoétezynnikach z ciata K nazywamy wyrazenie algebraiczne f po-
staci

f=a,z" +an 12" + ...+ a1z + ag, (3.1)

gdzie ag, ay, ..., a, s3 ustalonymi elementami ciata K zwanymi wspot-
czynnikami wielomianu f oraz n € Ng. Jezeli a, # 0, to méwimy,
ze wielomian f ma stopien réwny n i piszemy st(f) = n, a a, nazy-
wamy najstarszym wspotczynnikiem wielomianu f. Wielomianem ze-
rowym nazywamy taki wielomian, ktérego wszystkie wspotczynniki sa
rowne 0. Zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspétezynnikach
z ciata K bedziemy oznaczali przez K|[z].
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Dodawanie i mnozenie wielomianéw z K|z] jest analogiczne do do-
dawania i mnozenia wielomianéw o wspoélczynnikach rzeczywistych.
Ponadto w naturalny sposéb K|[z| jest przestrzenia liniowa nad cia-
tem K oraz {1,z,2% ...} jest baza K[z] nad K. Mozna wykazadé,
ze K|[z] jest nawet K-algebra. Ponadto dla dowolnych wielomianéw
fis- -y fn € K[z] zachodzi r6wnosé

st(fi-forooor fu) = st(f1) + st(fo) +... + st(fn).

Ponadto dla dowolnych niezerowych wielomianéw fi,..., f, € Klz]
najstarszy wspoétczynnik wielomianu f; - ... - f, jest réwny iloczynowi
najstarszych wspotczynnikéw wielomianéw fi, ..., fy.

Jezeli f € Klz], f # 0, to dla dowolnego wielomianu g € K|z]
istnieje doktadnie jedna para wielomiandéw (¢,7) € K[z] x K|[z] taka,
e g=q-f+rist(r)<st(f).

Wartoscig wielomianu f postaci (3.1) w punkcie a € K nazywamy
element f(a) = a,a™+ an_1a" ' + ...+ aja + ap. Powiemy, ze element
a € K jest pierwiastkiem wielomianu f € K|z, jezeli f(a) = 0.

Mozna wykazaé, ze dla dowolnego ciata K istnieje ciato K (z) takie,
7e K[z] C K(z) oraz K(z) = {5 . f,9 € K[z]}. Ponadto dodawanie
i mnozenie w K|z] jest zgodne z dodawaniem i mnozeniem w K (z),
tzn. K[z] jest podalgebra K-algebry K(z).

Definicja 3.8. Powiemy, ze wielomiany wy, ws,...,w, € K|z]
(n > 2) sa wzglednie pierwsze, jezeli istnieja ui,uog, ..., u, € K[z]
takie, ze wiu + waug + ... + Wy, = 1.

Méwimy, ze wielomiany w, ws,...,w, € Klz] (n > 2) sa parami

wzglednie pierwsze, jezeli kazde dwa sposrod nich sa wzglednie pierw-
sze.

Lemat 3.9. Jezeli dla kazdego i = 1,...,n wielomiany w € K[z]
i w; € K[z] sqg wzglednie pierwsze, to wielomiany w i wiw, ... w, tez
sq wzglednie pierwsze.

Dowédd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista.
Zatoézmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech wielo-
miany w i w; beda wzglednie pierwsze dla kazdegot=1,...,n,n+ 1.
7 zalozenia indukcyjnego istnieja wielomiany u,v takie, ze 1 = wu +
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+w; ... wyo, skad wy4 = wuw,y + Wy ... wWpwysv. Ponadto istnie-
ja wielomiany uy,us takie, ze 1 = wu; + wpius, wiee 1 = wu; +
H(WUWp1 W1 . Wy W1 0) U = W (U + UWp 1 U2) + W1 - .. Wyt (VU2),
czyli wielomiany w i wy ... w,y; sa wzglednie pierwsze. [J

Lemat 3.10. Jezeli wielomiany ws,...,w, € Klz] (n > 2) sq
parami wzglednie pierwsze, to wielomiany

g1 = WaWs...Wp,G2 = W1W3 ... Wpy...,Gnp = W1Wa...Wn_1

sq wzglednie pierwsze.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza jest oczywista. Za-
t6zmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech
wielomiany wy, ..., w,, w,; beda parami wzglednie pierwsze. Z lema-
tu 3.9 istnieja wielomiany wu,v takie, ze 1 = wp41u + w; ... wyv. Po-
nadto z zatozenia indukcyjnego istniejg wielomiany u,, ..., u, takie, ze
L = giuy + gous + ... + Gnln, skad wpp1 = GrWp1UL + GoWnt1Ug +
+ .o+ GnWpirUy. Zatem 1 = (grwn41)(uiu) + (gowWner)(ugu) + ... +
+(gnwny1) (Upu) + wy . .. wyv, wiee wielomiany hy = wows. . . WyWp41,
hy = wiwsz ... wWaWpy1, ...y = WiWy ... Wy Wy, Ky = Wiws ... W,
sa wzglednie pierwsze. [J

Lemat 3.11. Jezeli a,b sqg réznymi elementami ciata K, to dla
dowolnych liczb naturalnych k i | wielomiany (x — a)f i (z — b)" sq
wzglednie prerwsze.

Dowéd. Poniewaz (z —a) - 7=+ (¢ — b) - 7=~ = 1, wiec wielomiany
r—aix—>b sy wzglednie pierwsze. Zatem z lematu 3.9 wielomiany x —a
i (x —b)! s3 wzglednie pierwsze. Korzystajac ponownie z lematu 3.9
otrzymujemy ostatecznie, ze wzglednie pierwsze sa takze wielomiany
(x =b)i(z—a) O

3.3 Wartos$é¢ wielomianu w punkcie alge-
bry

Niech A bedzie K-algebra z jedynka e i niech f = a0+ a1z + ...+
+ana™ € K(x]. Wartodciq wielomianu f w punkcie a € A nazywamy




Algebry 31

element f(a) algebry A okre§lony wzorem
fla)=apoe+aroa+...+a,oa".
Mozna wykazaé, ze dla dowolnych wy, ws € K[z] zachodza réwnosci

wi () - wa(a) = wa(a) - wi(a) = (wwz)(a).

Przyklad 3.12. Dla dowolnego ciala K wyznaczymy wartosé¢ wie-
lomianu w = 22 — (a + d)z + ad — bc € K|z] w punkcie A = [ CCL ZJ
K-algebry M,(K). Mamy

w(A) =A%~ (a+d)- A+ (ad —bc) - I, =

| a®+bc ab+bd B a’?+ad ab+bd N
" | ac+cd be+d? ac+cd ad+ d?

n ad — bc 0O 10O
0 ad—bc| |0 O’
czyli w(A) = 0,. O

Uwaga 3.13. Niech ¢: A — B bedzie izomorfizmem K-algebry A
na K-algebre B. Przez prosta indukcje mozna wykazaé, ze p(a”) =
= [¢(a)]™ dla dowolnego o € A i dla dowolnego n € N. Jezeli do-
datkowo A i B majg jedynki, to dla dowolnego wielomianu w € K|z]
e(w(a)) = w(p(a)). W szezegdlnoscei, jesli w(a) = 6, to w(p(a)) = 0.
Z twierdzenia 3.7 wynika zatem, ze jesli A jest macierza endomorfi-
zmu f przestrzeni liniowej V nad cialem K w bazie (ay,...,ay), to
dla dowolnego wielomianu w € K[z] w(A) jest macierza endomorfizmu
w(f) w tej bazie. W szczegdlnosci A" jest macierza endomorfizmu f"
w podanej bazie dla dowolnego n € N.

Lemat 3.14. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej
V wymiaru n € N nad ciatem K. Dla dowolnych u,w € K|[z] zachodzi

Kerw(f) C Ker (uw)(f).
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Dowdéd. Jesli a« € Kerw(f), to [w(f)(a) 6. Zatem

[(ww)(N(a) = [ulH([wH(a)) = [w(H]O) = 0, cvli a e
€ Ker (wu)(f). O

Lemat 3.15. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V/
wymiaru n € N nad cialem K. Jezeli wielomiany w,u € K[z] sq
wzglednie pierwsze, to Ker w(f) N Ker u(f) = {6}.

Dowdd. Istnieja wielomiany vy, vo € K|x] takie, ze wvy 4+ uvy = 1,
skad (wvy)(f) + (uve)(f) = idy. Niech a € Ker w(f) N Ker u(f).
Wtedy z lematu 3.14, a € Ker (wvy)(f) i a € Ker (uvy)(f), skad
a € Ker[(wvy)(f) + (uve)(f)] = Ker idy = {0}, czyli a = 6. O

Lemat 3.16. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V-

wymiaru n € N nad ciatem K. Jezeli wielomiany wy, ..., w, € K[z] sq
wzglednie pierwsze, to Im w1 (f) + ...+ Imw.(f) =V.
Dowdéd. Istnieja wielomiany uq,...,u, € K[z| takie, ze wyu; +

+.. .+ wau, = 1, wiee (wu)(f) + ... + (weu,)(f) = idy. Stad
dla o€ V, o = [w(A(m(HN) + - + [ (Al (la). Ale
[wl( N([wi(H))(@) € Im w;(f) dlai=1,...,r, wiecc @ € Im w(f) +
+...+Imuw(f). O

3.4 Wielomiany wielu zmiennych

Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech z4,...,z, beda zmienny-
mi. Dla dowolnych &1,.. ., k, € Ny wyrazenie algebraiczne a:r:'f‘ - xﬁ”
nazywamy jednomianem o wspoOtezynniku a € K. Jezeli dodatko-
wo a # 0, to liczbe k1 + ... + k, nazywamy stopniem jednomia-
nu aat’fl C xﬁ". Natomiast wielomianem n-zmiennych x1,...,x,
nazywamy skonczona sume jednomiandéw, przy czym stopniem ta-
kiego wielomianu nazywamy maksymalny stopien niezerowego jedno-
mianu wystepujacego w jego zapisie. Zbior wszystkich wielomianow
n-zmiennych xzi,...,z, nad cialem K bedziemy oznaczali przez
K|zy,...,z,). Mozna wykazaé, ze K|[zi,...,z,] z naturalnymi dzia-
taniami mnozenia i dodawania wielomianéw oraz mnozeniem wielo-
mianow przez skalar jest K-algebra.




Rozdzial 4

Wektory i wartosci wlasne

4.1 Wielomian charakterystyczny

Niech K bedzie dowolnym ciatem. Wielomianem charakterystycz-
nym macierzy A € M,(K) nazywamy wyznacznik macierzy A — x - I,.
Zatem jezeli A = [a;], to

apn — a9 PN QA1n
a21 Q22 — T ... Qon
det(A—a-L)=| o " (4.1)
an1 an2 cer Qpp — X

Oznaczmy A — x - I, = B = [b;;]. Wtedy b;; € K[z] oraz st(by) = 1

ist(b;) <ldlai#j,4,5=1,...,n. Ponadto z okre§lenia wyznacznika
mamy, ze
det(A—z - I,) = det(B) = Y sgn(0) - bio(1) * - - - * bno(n)-
oES)

€ K|[z]. Ponadto st(bis(1)-- .- bno(n)) =

Wynika stad, ze det(A—x - I,,)
) < n oraz

= St(bla(l)) + ...+ st bna(n)
$t(bio(1) - - -bromy)) =N <= st(bip)) = 1 dla kazdegoi =1,...,n &

<= 0(i) =idlakazdegoi=1,...,n < o =1id.
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Wynika stad, ze det(A —z - I,) = (a;3 — ) - (asa — ) - ... - (A — @) +
+G dla pewnego wielomianu G € K|[z] takiego, ze st(G) < n. Zatem
st(det(A —x - I,,)) = n oraz

det(A—x-1,) = (—1)"2" + cp1z™ '+ ... + 12 + co (4.2)
dla pewnych cg,c;,...,ch-1 € K. Podstawiajac x = 0 uzyskamy do-
datkowo, ze ¢y = det(A).

Przyktad 4.1. Wyznaczymy wielomian charakterystyczny W ma-
cierzy

19 24 12
A=| —18 —-23 —12 | € M;(R).
6 8 5
Mamy
19 — X 24 12 w1 +w2 l1—-z2 1—1x 0
W=| —18 —23—g —12 | 0 1—z 3—3z|"=h
6 8 b—= 6 8 5—=x
11—z 0 0 10 0
= 01—z 3-3z| = (1 —a)? - ]0 1 3| =
6 2 5H—=x 6 2 b—=x
-2l 3 — 1m0 52— 6] = —(z—1)2-(2+1). O
2 b—x
Niech (o, ..., ) bedzie uporzadkowana baza przestrzeni linio-

wej V nad cialem K i niech f: V — V bedzie endomorfizmem linio-
wym przestrzeni V. Niech A bedzie macierza przeksztatcenia f w bazie
(a1, ..., an). Wowczas wielomian charakterystyczny macierzy A nazy-
wamy wielomianem charakterystycznym przeksztatcenia f.

Twierdzenie 4.2. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu
skonczenie wymiarowe) przestrzeni liniowej nie zalezy od wyboru ba-
2y uporzgdkowanej tej przestrzeni.

Dowdéd. Niech (ay,...,an) 1 (o), ..., a)) beda uporzadkowanymi
bazami przestrzeni liniowej V' nad cialem K. Oznaczmy przez P ma-
cierz przejécia od bazy (ai,...,a,) do bazy (af,...,a)). Wezmy do-
wolne f € L(V; V). Niech A bedzie macierza przeksztalcenia f w bazie
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ai,...,q,) 1 niech B bedzie macierza przeksztalcenia f w bazie
af, ..., al). Wowcezas, jak wiemy, B = P~'-A-P. Ponadto B—z-1I,, =
Pt'.A-P—-x-I, = P11 . (A-2a2-1,) - P, wicc z twierdze-
nia Cauchy’ego, det(B — z - I,,) = det(P~!) - det(A — z - I,) - det(P) =
=det(P™'-P)-det(A—x-I,) =det(A—z-1,). O

~—~~

4.2 Wektory i wartosci wlasne endomor-
fizmu liniowego

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K i niech
f € L(V;V). Powiemy, ze a € K jest wartoscig wtasng endomorfi-
zmu f, jezeli istnieje niezerowy wektor o € V taki, ze f(a) = a o a.
Mowimy wowcezas, ze a jest wektorem wlasnym endomorfizmu f odpo-
wiadajacym wartosci wlasnej a.

Uwaga 4.3. Wektory wlasne odpowiadajace roznym wartosciom
wlasnym a,b € K endomorfizmu liniowego f sg rézne. Rzeczywiscie,
mamy, ze a # b oraz istnieja niezerowe wektory « i 3 takie, ze f(a) =
=aoai f(#) =bo#. Gdyby a = 3, to aoa = boa, czyli (a—b)oa = 6.
Ale a # 0, wiec a — b = 0, skad a = b i mamy sprzecznosc.

Stwierdzenie 4.4. Niech ay, ..., a, bedq parami réinymi wektora-
mi wtasnymi endomorfizmu f przestrzeni liniowej V' nad cialem K.
Jezeli ay, ..., a, sq odpowiadajgcymi im wektorami wlasnymai, to wek-
tory aq, ..., qp sq lintowo niezalezne.

Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wy-
nika stad, ze oy # 6. Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna,
dla ktoérej teza zachodzi. Niech aq,...,a,,a,+1 beda parami rézny-
mi warto$ciami wlasnymi endomorfizmu f i niech aq,...,an, Qpt1
beda odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi. Wéwcezas f(o;) =
= ag;oq; dlai = 1,...,n+ 1. Wezmy dowolne c¢,...,¢cp41 € K
takie, ze ¢y o a1 + ... + ¢, 0 + Cpy1 © Ay = 0. Wtedy 0 =
= flcroar+ ...+ cpp1 0 ny1) =10 flon) + ... + g1 0 flan1) =
= (c1a1) 001+ ...+ (Cnan) 0 Oy + (Crs1ny1) © Anyy Oraz (ang1c1)0 Qs +
+ .o+ (@ng16n) 0 + (Apy1ni1) © g1 = 0. Stad po odjeciu stronami
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tych réwnosci uzyskamy, ze ¢1(ani1—a1)oar+. ..+ (Aps1 —an) o, =
= 0. Zatem z zatozenia indukcyjnego ¢;(a,41 —a;) = 0, skad ¢; = 0 dla

i1=1,...,n,gdyz a1 #a; dlai=1,...,n. Zatem c,41 0 Qpyi1 = 0,
a stad c,y1 = 0, bo apyy # 6. Zatem ¢; = 0dlat=1,...,n,n+ 1
i wektory ay, ..., ap, g s3 liniowo niezalezne. [

Twierdzenie 4.5. Niech [ bedzie endomorfizmem liniowym skori-
czenie wymiarowe) przestrzeni liniowej V' nad ciatem K. Wowczas
a € K jest warto$cig wlasng endomorfizmu f wtedy i tylko wtedy, gdy a
jest prerwiastkiem wielomianu charakterystycznego tego endomorfizmu.

Dowdd. Zalézmy, ze a jest warto$cia wlasng endomorfizmu f.

Wtedy istnieje niezerowy wektor @ € V taki, ze f(a) = a o a.
Niech (ay,...,a,) bedzie uporzadkowang baza przestrzeni V' i niech
A = [ajj]ij=1,.n bedzie macierza endomorfizmu f w tej bazie. Ist-
nieja a,...,a, € K takie, ze @« = a; o a; + ... 4+ a,q,. Ponadto
f(a) = bioai+...+byoa, dla pewnych by, ..., b, € K. Wtedy, jak wie-
by ax
my, |l =A-| :|.Ale f(a) =aoca = (aa;)oa;+...+(aan)oan,
by, O
ai aa ay ay
wiec A- = D], czyli A- | =ao . |. Zatem wektor
ap aan, an an,
[ai,...,an] jest rozwigzaniem uktadu jednorodnego
(a” — CL)QTI + a19T9 + ... 4+ Aiply = 0
asxry + (agg — (1).?72 + ... + aopnly = 0
amT; + Upots + ... + (app—a)z, = 0
(4.3)
Ponadto [ay,...,a,] # [0,...,0], bo inaczej a = 6. Stad z twierdzenia

Cramera otrzymujemy, ze det(A — al,) = 0, czyli a jest pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego endomorfizmu f.

Na odwrét. Zaldézmy, ze a jest pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego endomorfizmu f. Wtedy det(A — a - I,) = 0, skad
r(A —a-I,) # n. Istnieja zatem ay,...,a, € K nie wszystkie row-
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a1 —a A1n 0
ne 0 takie, ze a; o S+ 4apo0 Sl =1 1, awiec
Qn1 Qpn — @ 0
[a1,...,an] jest niezerowym rozwiazaniem uktadu (4.3), skad
ay 0 ay ay
(A—a-1I,)- =1 ], awiec A- | =ao © . Wtedy
an 0 Qn Qn
a=a0q +...+ta,0a, # 0 oraz f(a) =bioa; + ...+ b, 0y,
by ay ai
gdzie = A- | =ao :|. Stad f(a) = ao «a, czyli
by, an an

a jest wartoscig wlasng endomorfizmu f i o jest wektorem wiasnym
odpowiadajacym wartosci wtasnej a. [

Definicja 4.6. Wektorem wtlasnym macierzy A € M, (K) nazy-
wamy wektor wlasny przeksztatcenia liniowego f: K™ — K" ktore
il
w bazie kanonicznej ma macierz A, tzn. f([z1,...,2,]) = A -
Tn

Przyktad 4.7. Znajdziemy wartosci i wektory wtasne macierzy A
z przyktadu 4.1. Z obliczenn wykonanych w przyktadzie 4.1 i z twierdze-
nia 4.5 wynika, ze wartosciami wtasnymi macierzy A sg jedynie a; =1
i A9 = —1.
1. Wyznaczamy wektory wlasne odpowiadajace wartosci wiasnej
a; = 1. W tym celu rozwigzujemy uktad (4.3):
18x; + 24xy + 1223 = 0 Loy, (~1)ra brg
—18z;, — 24xy — 1223 = 0 =
6$1 + 8$2 + 4I3 =0
3ry + 4z + 23 = 0
3r1 + 4ry + 213 = 0 =3z + 49+ 223 = 0.
3.1'1 + 4.T2 + 2253 =0
Zatem x1 = 2t, 19 = s, 13 = —3t — 2s, gdzie t, s € R. Ale wektory
wlasne muszg by¢ niezerowe, wiec ostatecznie wektory wtasne odpo-
wiadajace wartosci wlasnej a; = | sa postaci: [2t, s, —3t — 2s], gdzie
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t,s € Rorazt # 0lub s # 0.
2. Wyznaczamy wektory wlasne odpowiadajace wartoéci wtasnej

as = —1. Uktad (4.3) ma postac:
201‘] + 24.%’2 + 12(1’3 =0

_‘r’(;l) 71
18z, — 27y — 1225 = 0 1 ETE
6r; + 8ry + b3 0
52y + 6x9 + 3x3 =
7‘2:_27’1

921 + 1laxs + 623 =

(=Dra, riers

—Try — ) =

0
0
31 + 4dxy + 3x3 = 0
0
0
3r; + 4dxy + 3z3 = 0

|
EHE
|

|

{

1 + X9 = 0
51’1 + 6332 + 31‘3 = 0 TQ?STI’ET?’_?)TI

3r1 + 4x9 + 323 = 0

T+ iz + 3:E3 ; 8 { ry + 2o 0 T2

Ty + 3$3 - 0 Ty + 31’3 =0
T — 3z3 = 0
o + 3xz3 = 0

Zatem z3 = t, x1 = 3t, 1o = —3t, gdzie t € R. Ale wektor wita-
sny musi by¢ niezerowy, wiec ostatecznie wszystkie wektory wlasne
odpowiadajace wartosci wlasnej a; = —1 sg postaci [3t, —3t,t], gdzie

te R\{0}. O

Definicja 4.8. Powiemy, ze cialo K jest algebraicznie domkniete,
jezeli kazdy wielomian f € K[x] dodatniego stopnia posiada pierwia-
stek w ciele K.

Podstawowym przyktadem ciata algebraicznie domknietego jest cia-
o C liczb zespolonych. Z twierdzenia 4.5 wynika zatem od razu naste-

pujacy
Whniosek 4.9. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni linio-

wej Vo wymiaru n € N nad ciatem algebraicznie domknietym K. Wow-
czas f posiada wartosé wltasng i wektor wiasny.




Wektory i wartosci wltasne 39

7 zasadniczego twierdzenia algebry mozna wyprowadzié¢, ze kazdy
wielomian nieparzystego stopnia o wspoétczynnikach rzeczywistych po-
siada pierwiastek rzeczywisty. Zatem z twierdzenia 4.5 mamy

Whniosek 4.10. Niech f bedzie endomorfizmem rzeczywistej prze-
strzeni lintowej V- wymiaru nieparzystego n € N. Wowczas f posiada
warto$¢ wtasng i wektor wlasny.

Przyklad 4.11. Pokazemy, ze jezeli cialo K nie jest algebraicznie
domkniete, to pewna macierz kwadratowa nad K nie posiada wartosci
wtasnej. Najpierw zauwazmy, ze jesli cialo K nie jest algebraicznie
domkniete, to istnieja n € N oraz ao, ..., a,_; € K takie, ze wielomian
w=2" —a,_12" ' — ... — a7 — ag nie posiada pierwiastka w ciele K.
Przez prosta indukcje mozna wykazaé, ze (—1)" - w jest wielomianem
charakterystycznym macierzy

0 1 0 0 0
0 1 ... 0 0
0o 0 0 ... O 0
A=
0o 0 0 ... 0 1
| Gp Q1 G2 ... A4p—2 dp-1 |

Zatem z twierdzenia 4.5, macierz A nie posiada warto$ci wtasne;j.
01
-1 0

W szczegdlnosci macierz € M,(R) nie posiada rzeczywistej

wartosci wtasnej. [J

owy SONB/SP/512497/202
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Twierdzenie
Cayleya-Hamiltona

5.1 Podprzestrzenie niezmiennicze

Definicja 5.1. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni linio-
wej V nad ciatem K. Powiemy, ze podprzestrzen V; C V przestrzeni V'
jest f-niezmiennicza, jezeli f(V1) C Vi (czyli f(a) € Vi dla kazdego
a e V).

Jezeli Vi jest podprzestrzenia f-niezmienniczg endomorfizmu f
przestrzeni liniowej V, to fy; jest endomorfizmem przestrzeni V;.

Przyktad 5.2. Niech f i g beda endomorfizmami przestrzeni linio-
wej V nad ciatem K takimi, ze fog = go f. Udowodnimy, ze wowczas
Ker g jest podprzestrzenia f-niezmiennicza. Rzeczywiscie, dla dowol-
nego a € Ker(g) mamy, ze g(a) = 60, wiec g(f(a)) = (9o f)(a) =
— (fog)(a) = f(g(a) = £(0) = 0, czyli f(a) € Kerg.

Niech ag, a1, ...,a, € K oraz niech g = agidy + a1 f + ... + a, f™
Wtedy fog = go f, wiec Ker (agidy + arf + ...+ a,f") jest pod-
przestrzeniag f-niezmiennicza przestrzeni V. W szczegolnosci Ker f jest
podprzestrzenia f-niezmienniczg przestrzeni V. [

Przyktad 5.3. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni linio-
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wej V nad cialem K iniecha € K. Niech W, = {a € V : f(a) = aoa}.
Wtedy W, = Ker (f —a-idy), wiec z przyktadu 5.2, W, jest podprze-
strzenia f-niezmiennicza przestrzeni V. Zauwazmy, ze W, # {0} wtedy
i tylko wtedy, gdy a jest wartoscig wiasng endomorfizmu f. Jezeli a
jest wartoscig wlasna endomorfizmu f, to podprzestrzen W, bedziemy
nazywali podprzestrzenig niezmienniczq wektorow wtasnych endomor-
fizmu f odpowiadajgcych wartosci wtasnej a. U

Przyklad 5.4. Opiszemy wszystkie jednowymiarowe f-niezmienni-
cze podprzestrzenie przestrzeni liniowej V' nad cialem K dla ustalonego
jej endomorfizmu f. Szukane podprzestrzenie sa postaci W = lin(«)
dla « € V\ {0}. Ale « € W, wiec f(a) = a o a dla pewne-
go a € K. Poniewaz o # 0, wiec a jest wartoscia wtasng endo-
morfizmu f, za§ «a jest odpowiadajacym jej wektorem wlasnym. Na
odwrét, niech o bedzie wektorem wiasnym endomorfizmu f. Wtedy
a # 0, wiee W = lin(a) jest podprzestrzenia wymiaru 1 przestrze-
ni V oraz istnieje a € K takie, ze f(a) = a o a. Zatem dla b € K
flboa) =bo fla) = bo(aoa) = (ab) oa € W. Stad W jest
podprzestrzenig f-niezmiennicza przestrzeni V. W ten sposéb wykaza-
liSmy, ze podprzestrzen W przestrzeni V' wymiaru 1 jest podprzestrze-
nia f-niezmienniczg wtedy i tylko wtedy, gdy W jest generowana przez
pewien wektor wtasny tego endomorfizmu. [

Stwierdzenie 5.5. Niech ay,...,a, bedg parami réznymi warto-
Sciami wtasnymi endomorfizmu f przestrzeni lintowej V' nad ciatem K
1 niech o € Wy, dlai = 1,...,n. Jezeli a1 + ... + o, = 0, to
ar=...=aqa, =20.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista.
Zalozmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n i niech aq,
ey, Gy beda parami réznymi wartosciami wlasnymi endomor-
fizmu f i niech oy € W,, dla ¢ = 1,...,n,n + 1 beda takie, ze
g+ .ot ay o = 0 Jezeli o # 6 dladi = 1,...,n+ 1, to
a; jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wlasnej a; dla
1 =1,...,n+ 1. Zatem ze stwierdzenia 4.4, wektory aq,...,Qn, Qnt1
sa liniowo niezalezne i mamy sprzeczno$¢. Stad ap = 6 dla pewne-
gok =1,...,n+ 1 i woéwczas z zalozenia indukcyjnego o; = 6 dla
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wszystkich i € {1,...,n + 1} \ {k}. Zatem a; = ... = apy; = 6. O

Ze stwierdzenia 5.5 w prosty sposéb mozna wyprowadzi¢ nastepu-
jacy wniosek.

Whniosek 5.6. Niech ay,...,a, bedg parami roznymi wartoscia-
mi wlasnymi endomorfizmu [ przestrzeni liniowej V' nad cialem K
it ntech X; € W,, bedzie zbiorem wektorow liniowo niezaleznym dla
1=1,...,n. Wtedy zbiory X1, ..., X, sq parami roztgczne oraz zbior
X1 U...UX, jest liniowo niezalezny. ]

5.2 Potegowanie macierzy

Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V wymiaru
n € N nad cialem K i zalézmy, ze f posiada n liniowo niezaleznych

wektorow whlasnych aq, ..., a,. Wtedy (aq,...,q,) jest baza V oraz
istnieja ay, ..., a, € K takie, ze f(o;) = a;oa; dlai =1,..., n. Zatem
macierza endomorfizmu f w bazie (a, ..., a,) jest macierz diagonalna
ax 0O ... 0
0 as ... 0
D(ay,...,ap)=1| . . . - (5.1)
0O 0 ... a,

Latwo sprawdzié, ze D(by,...,b,) - D(c1y...,cn) = D(bica,. .., bncy),
skad przez prosta indukcje uzyskujemy, ze dla dowolnej liczby natural-
nej k
D(ay,...,a,)* = D(d},..., d"). (5.2)
Niech teraz K bedzie ciatem i A € M, (K). Wtedy A jest macierzg
endomorfizmu f przestrzeni K™ w bazie kanonicznej, przy czym

T

fzr, ... zy)) = A - : |. Zalézmy, ze macierz A ma n liniowo
Ln

niezaleznych wektoréw wtasnych aq, ..., a,. Wtedy (aa,...,a,) jest

baza przestrzeni K" oraz istniejg ay, ..., a, € K takie, ze f(a;) = a;oqy
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dla 7 = 1,...,n. Ponadto w tej bazie macierza endomorfizmu f jest
D(al, ce ,an).

Jezeli a; = [pli,pgi, ce 7pnz] dai=1,...,n to P= [pU] € Mn(1{>
jest macierza przejscia od bazy kanonicznej do bazy (as,...,qa,) oraz
D(ay,...,a,) =P 1-A-P skad A= P-D(ay,...,a,) - P7'. Zatem
przez prosta indukcje uzyskamy stad, ze A¥ = P- D(ay,...,a,)*- P!
dla kazdego k € N, czyli

AF =P.D(ab, ... af) - P7' dla wszystkich k € N.  (5.3)

Przyklad 5.7. Znajdziemy wzér na A* dla macierzy

4 3 -3
A=1]2 3 -2 | e M;R).
4 4 -3
Wyznaczamy najpierw wielomian charakterystyczny W macierzy A.
4—x 3 —3 | katks | 1 —1x 0 -3
W = 2 3—a —g | fiths 01—z —9 | M=
4 4 -3—=x l—-z 11—z —-3—-=z
1—2x 0 -3 1l—2x 0 -3
= 01—z —2 | =" 01—z —2|=
11—z 0 -1—-=x 0 0 2—=x
=(1—-12)%2-1).

Zatem wartosciami wlasnymi macierzy A sa: a=11a = 2.
Wyznaczamy baze podprzestrzeni W, wektoréw wtasnych odpowia-
dajacych wartosci wtasnej a = 1.

33 =3[0 1 1wy 1w, |11 —1[0
2 2 =210 | % =" 11 10| =21 +22—a3 =0.
4 4 —410 11 —1]0

Zatem W jest hiperptaszczyzng o bazie {[1,0,1],[0,1, 1]}.
Wyznaczamy baze podprzestrzeni Wy wektorow wlasnych odpowia-
dajacych wartosci wlasnej a = 2.

2 1 =200 ™™ ="""10 -2 1|0|" =°
4 4 5|0 0 -2 10

ie umowy SONB/SP/512497/202
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|
llloics

3
2
1

— N

1
= 0 0 1 _1 0 . Zatem x5 = 4t, z; = 3t,

|0 0
Ty = 2t, gdzie t € R i bazg podprzestrgzeni Wy jest {[3,2,4]}.

Z wniosku 5.6 mamy zatem, ze wektory [1,0,1],[0,1,1],[3,2,4] sa
liniowo niezalezne, a poniewaz dim(R?®) = 3, wigc te wektory tworza
baze przestrzeni R3.

O]wl‘wz[l 0o -3

[

Macierzg przejécia od bazy kanonicznej do bazy
1 0 3
([1,0,1],[0,1,1],[3,2,4]) jest P = | 0 1 2 |. Stad dla k € N ma-
11 4
my, ze

AF = P.D(1,1,2%) - P~

Macierz P~' wyznaczymy przy pomocy operacji elementarnych.

1 0 3|1 00 1 03] 100
01 2(01 0™ 012 01 0]""
11 4]0 0 1 01 1{-1 0 1
10 3] 1 0 0] (1 0 3|1 0 O w) —3ws
01 2/ 0 10| "N o1 2(01 of 3w
00 -1|-1 -1 1| 00 11 1 -1
[1 0 0/—-2 =3 3] -2 -3 3
010/-2 -1 2|,czyiP'=]-2 -1 2
(00 1] 1 1 —1] 1 1 -1
(1 0 3 1 0 0 1 0 3.2k
Stad P-D(1,1,2") = [0 1 2|-[{0 1 0| =]0 1 2k!
|11 4 0 0 2* 1 1 4-2*
Zatem ostatecznie
1 0 3.2k [ —2 -3 3
A =10 1 21 |.| =2 —1 2|, czyli
1 1 4.2k 11 -1

3.2 -2 3.2k _3 3-3.2*k
Ak____ 2k+1 —9 2k+1_1 2_2k+1 D
4.2 4 4.9k 4 5—4.92k
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5.3 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Niech K bedzie ciatem. Wéwczas zbior M, (K|[z]) macierzy kwa-
dratowych stopnia n o wspoétezynnikach z algebry wielomianéw K|z]
jest K-algebra z naturalnymi dziatlaniami na macierzach. Ponadto
M, (K|[z]) jest tzw. podalgebra macierzy kwadratowych stopnia n nad
ciatem K (z) funkcji wymiernych.

Lemat 5.8. Niech Ay,..., Ay € M, (K). Jezeli Ag+x-A1+ ...+
+ak A =0p, to Ag=A1 = ... = A = 0,.

Dowéd. Dla dowolnych 2,5 = 1,2,...,n mamy
0= [A0+$A1++$k14k]l] = [A0]1]+[33A1]1]++[.’Ek/1k]” =
= [A0]1]+[A1]UI+ . .+[Ak]ijﬂl'k, WIQC 0= [AO]ij = [Al]ij =...= [AkJZ]
Zatem Ag= A, =...= A, =0,. U

7 lematu 5.8 wynika od razu nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.9. Dla dowolnych macierzy Ao,..., A, Bo, ...,
B, € Mn(K)

AQ+IA]+ . +TkAk = B()+ZEB1+ . +II}kBk <> Vogign Ai = Bi- O

Lemat 5.10. Dla dowolnej macierzy A(x) € My(K|z]) istnieje
k € Ny oraz istniejg macierze Ao, Ay, ..., A € M, (K) takie, ze

Alx) = Ag+a- Ay + ...+ 2% Ay

Dowdd. Jesli A(x) = 0, to wystarczy przyjaé¢ k = 0 oraz Ag = Op.
Niech dalej A(z) # 0,,. Wtedy okreslamy k = max{st([A(z)];;) : 4,7 =
1,2,...,n}. Zatem dla i,j = 1,2,...,n mamy, ze [A(z)];; = aoy +
a1, + . .. + agijz” dla pewnych a;;; € K. Stad

A = [agi)ijer,.m + T [arijlijet, . m+ ...+ k- [akijlij=1,.m- U

Twierdzenie 5.11 (Cayleya-Hamiltona). Dla dowolnego cia-
ta K kazda macierz A € M,(K) jest pierwiastkiem swojego wielomia-
nu charakterystycznego tzn. jesli det(A—x-1I,) = co+cix +... +cpa”,
toco-In+c1-A+...4+cp- A" =0,
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Dowéd. Oznaczmy B(xz) = A—x - I,,. Niech D(x) bedzie macierza
dopelnien macierzy B(x). Wtedy z algebry liniowej I wiemy, ze

B(z) - D(x)" = D(x)" - B(z) = det(B(z)) - I, = (co+ ... + coz™) - I,

(5.4)

Ponadto maz{st([D(x)"];;) : i,5 = 1,2,...,n} < n— 1, wiec z lema-
tu 5.10, istniejg macierze Ag, A1, ..., An_1 Mn(K) takie, ze

D) =Ag+z-A+...+2" A, (5.5)

Z (5.4) i (5.5) mamy, ze
(A—z-L) (Ag+.. . 42" A, ) = (Ao+. .. +2" A1) (A—z- 1),

n—1 n—1 n—1 n—1
czyli ZA(.’ElAl)— Z.TH—l'Ai: Z(Z’lAl)A— ZI’H_I 'Ai,
1=0 1=0 1=0 1=0

wiee > z'- (A-4;) =D ' (A;- A), skad na mocy stwierdzenia 5.9

A-A=A4,-Adlai=0,1,...,n—1. (5.6)
Ponadto
B(x)-D(z)l = (A—z-1,) Zx “A; = AA0+Z:E (A- A —Aiq)—
—x" A,

Zatem z (5.4) i ze stwierdzenia 5.9 otrzymujemy, ze

C()]n:A'Ao, Ci']n:A'Ai—Ai—l (Z:].,,’I’L”‘].), cn[n:_An—l-
(5.7)

Staddiz (5.6) mamy, ze

cOI + Ao At =co- L+ (c1- 1) - A+ +((‘n I,) A" =A- Ay +

+Z (AAz - Aifl)Ai—An_lAn - AA()‘FZ (A . Az . Al - Ai—»l . Al)—

=1 i=1
n—1

_A'n—l An = AOA+ Z (Az : AH_l - Ai—l . AZ) _Anﬁl An - AOA+
i=1
n—1 n—1
Y AATT =S A A A A = Ag A+ A AP Ay AP+

i=1 i=1
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+An 1 A" (Ag A+ A AP Ay AP A, o AV = A, AT =0,
O

Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona i z twierdzenia 3.7 wynika od razu
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.12. Kazdy endomorfizm skonczenie wymiarowej
przestrzeni liniowej jest pierwiastkiem swego wielomianu charaktery-
stycznego. [

Definicja 5.13. Wielomiany f € K|[z] postaci f = 2" +ap_ 12" '+
+...+ a1z + ag, gdzie ag, ..., a,_1 € K oraz n € Ny nazywamy wielo-
mianams unoTmowanymi.

Ze wzoru (4.2) i z twierdzenia 5.12 mamy natychmiast nastepujacy
wniosek.

Whniosek 5.14. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni linio-
wej V' nad ciatem K wymiaru n € N. Wowczas istnieje wielomian
unormowany w € K|x] stopnia n, ktérego pierwiastkiem jest f. O

w Bialymstoku,
vdstawie umowy SONB/SP/512497/202



Rozdziat 6

Macierze blokowe 1 klatki
Jordana

6.1 Macierze blokowe a podprzestrzenie
niezmiennicze
Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V' wymiaru
n € N nad cialem K. Niech Vi,... V; beda podprzestrzeniami
f - niezmienniczymi przestrzeni V' takimi, ze V = V1 ®...®V,. Wowcezas
fiv; jest endomorfizmem podprzestrzeni V; dlat=1,...,soraz I'm f =
=Im fjy, ®... @ Im fy,, skad
dimIm f = dim I'm fjy, +... +dim Im fjy,. (6.1)
Ponadto Ker f = Ker fiy, ... ® Ker fy,, wigc
dim Ker f = dim Ker fiy, + ... +dim Ker fy,. (6.2)

Niech dla ¢ = 1,...,s, A; € My, (K) bedzie macierza f, w bazie
(i1, ..., gy, ) podprzestrzeni V;. Wowcezas

(Q11y e ey Qaleyy e vy Qsly e vy s, )

48

Rozbudo
z programu ,,Spoleczn:
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jest bazg przestrzeni V i macierzg endomorfizmu f w tej bazie jest
macierz blokowa postaci

A]_ 0k1><k2 .« e Okl st

Oty Az oo O,
M(AL Ag,y .o A = | 2 02 ek (6.3)

Okoxkr Okyxky --- As

Na odwrdét, jesli macierz endomorfizmu f w pewnej bazie uporzadko-
wanej (o1, . .., Qqky, ..., Qs1, . .., Qs ) Przestrzeni V ma postaé (6.3),
to Vi = lin(ay,. .., ) jest podprzestrzenia f-niezmiennicza prze-
strzeni V dlat=1,...,soraz V=V D... 0V,

6.2 Wlasnosci macierzy blokowych

Ze wzoru (6.1) i z twierdzenia 1.9 uzyskujemy dla macierzy (6.3)
wzor

T(]\/[(Al, AQ, ceey As)) = ’/'(A1) + ...+ ’I”(AS). (64)

Ponadto z okreslenia macierzy blokowej mamy wzory:
M(Al,...,AS) ——.’E']n = M(Al—LE'I]CN....,AS—.’I)'I]CS). (65)

M(Ay, ..., As, A1) = M(M (A, ..., Ag), Asir)- (6.6)
Uwaga 6.1. Z okreslenia mnozenia macierzy tatwo mozna uzasad-
nié, ze jedli A;, B; € My, (K) dlai = 1,2, to M(A;, Ay) - M(By, Bs) =
= M(A; - By, Ay - By). Stad i ze wzoru (6.6) przez prosta indukcje
dostajemy, ze jezeli A;, B; € M, (K) dlai=1,...,s, to
M(A],...,AS) 'M(Bl,...,Bs) - M(A1 'Blﬂ-”:As Bs) (67)
Przez prostg indukcje otrzymamy stad, ze dla dowolnego m € N

M(Ay,...,A)™ = M(AD, ..., A™). (6.8)
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Uwaga 6.2. 7 wlasnosci wyznacznikow mozna wyprowadzi¢, ze
det M(A;, Ay) = det Ay - det Ay. Stad i ze wzoru (6.6) przez prosta
indukcje uzyskujemy wzor

det M(Ay, ..., A;) = det A, - ... - det A,. (6.9)

Uwaga 6.3. Ze wzoréw (6.5) i (6.9) wynika od razu, ze jeSli wj
jest wielomianem charakterystycznym macierzy A; € M, (K) dla
1=1,...,8 tow; ... ws jest wielomianem charakterystycznym ma-
cierzy blokowej M(Ay, ..., As).

6.3 Klatki Jordana

Niech K bedzie ciatem, m € N oraz a € K. Wéwczas macierz

[a 1 0 0 ... 0 O]
0 al 0 ... 00
0 0al ... 00
J(m7 a) = . : . : . . . 6 A{nl(K) (610)
0000 ...ua'll
100 00 ... 0 a]
nazywamy klatkq Jordana stopnia m wyznaczona przez a.
Zatem
o 1 a 1 0
J(1,a) = [al, J(2,a)=[ ],J(3,a): 0 a 1 |,itd
0 a
0 0 a

Oczywiscie wielomianem charakterystycznym macierzy J(m,a) jest
(a — x)™. Wiasnosci klatek Jordana J(m,0) odgrywaja bardzo duza
role w prezentowanej teorii.

Lemat 6.4. Diai = 1,...,m — 1 macierz J(m,0)" ma same je-
dynki na i-teg przekgtnej nad gtéwng przekgtng i poza tym same zera.
Ponadto J(m,0)™ = 0,, oraz r(J(m,0)") =m —i dlai=0,1,...,m.

Dowdd. J(m, 0) jest macierza w bazie kanonicznej endomorfizmu f
przestrzeni K™ danego wzorem

f([]?l, Lo, ... ,l’nl]) = [IQ, T3y Ty O] (611)
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Przez ~ prosta  indukcje  wzgledem 4 uzyskujemy  stad,
ze fl([xlvx%'“,xm]) = [Ii_H,.IH_Q,...,mm,o,...,O] dla
i1 = 1,2,....m — 1 oraz f™ = ©O. Stad dla ¢ =
=1,...,m—1macierz f* w bazie kanonicznej ma same jedynki na i-tej
przekatnej nad gtéwna przekatng i poza tym same zera. Ponadto z uwa-
gi 3.13, dlai = 1,..., m macierza f* w bazie kanonicznej jest J(m,0)¢,
co dowodzi pierwszej czesSci lematu. Natomiast druga cze$¢ wynika
stad, Ze na mocy twierdzenia 1.9, 7(J(m,0)") = dim Im f* = m —i dla
i=1,...,moraz J(m,0)° = I,. O

Lemat 6.5. Dia dowolnych liczb naturalnych m, k:

N 0, jesli k#m
J ,0 k—1y __ 2 k k+1y »
P 041 =207 m, 0+ m 0 = { 5 R A
Dowdd. Jezeli k < m — 1, to z lematu 6.4 mamy

r(J(m,0)571) = 2r(J (m, 0)%) 4+ r(J(m,0)*+") =
=[m—-(k=1)]=2(m—k)+[m—(k+1)]=0.

Jezeli k = m, to z lematu 6.4 r(J(m,0)*') = m — (m — 1) = 1 oraz

J(m,0)% = J(m,0)** = 0,,, wiec

r(J(m, 00571 = 2r(J(m, 0)F) + r(J(m,0)"* ) =1-2.0+0 = 1.

W koricu dla k& > m + 1 z lematu 6.4 wynika, ze J(m,0)* ! =
= J(m,0)* = J(m,0)** = 0,,, zatem

r(J(m,0)F71) — 27(J (m, 0)%) + r(J(m,0)"*") =0—2-0+0=0. O

Lemat 6.6. Dla dowolnej liczby naturalne; m zachodzi rownosé:

r -m my) m—1 my m-—2 my m—3 m m—k+1
a (1)“ 5 )a 5 )a e (1 )a
m my m-—1 my m-—2 m m—k+2
0 a L)a 5 )@ P P [
m m\ _ m—1 m m—k+3
Jkayn=| Y ’ A b
m m m—
0 O 0 a keq)@
L0 O 0 0 a™
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gdzie (T) = 0 dla wszystkich 1 > m. W szczegdlnosci:

a™ ’I’TLCLm_l (gt)am—Q
:| ) ‘](37 a)m = 0 a™ ma"""l
0 0 a™
Dowdd. Mamy J{k,a) = al}, + J(k,0) oraz macierze aly, i J(k,0)
sq przemienne. Zatem ze wzoru Newtona J(k, a)™ = (aly+J(k,0))™ =

_ Z<’?>(a1k)m—u(k,0)i - ’”_’>am—fJ(k,o)i. Ponadto

i=0 i=0
J(k,0)° = I, i z lematu 6.4, J(k,0) 0r dla ¢ > k oraz ma-
cierz J(k,0)' dlai=1,...,m — 1 ma same jedynki na i-tej przekatnej
nad gléwna przekatng i poza tym same zera, co konczy dowdd
wzoru (6.12). O

a™ ma™™ 1

J(2,a)™ = { 0 e

—~

//

Lemat 6.7. Niech k = (ki, ko, ..., k) bedzie nierosngcym ciggiem
liczb naturalnych (tzn. ky > ko > ... = ki) i niech

J(k;a) = M(J(ky,a), J(keya),. .., J(kya)). (6.13)

Wowczas dla kazdego k € {ki, ..., ki} liczba klatek Jordana wymiaru k
w macierzy J(k;a) wynosi r(J(rk;0)571) — 2r(J(k;0)%) +7(J(k;0)k+1).
Ponadto dlab+# 01k eN

r(J(k; D)1 — 20 (T (k3 D)%) + 7(J (k5 5)*) =0

oraz dlan = ki + ...+ k; zachodzi réwnosé: t =n—r(J(k;a) —a- I,).

Dowdéd. Pierwsza cze$é lematu wynika od razu z (6.4), (6.8)
i z lematu 6.5. Natomiast druga cze$¢ wynika stad, ze dla b # O,
det J(k;b) = bFr++kt £ 0, wiec macierz J(r;b)! jest odwracalna dla
kazdego i € N, skad r(J(k;b)") = ky + ... + k; dla ¢ € Ny. Zatem
r(J(k;0)* 1) — 2r(J(k; b)) + r(J(k;b)¥*1) = 0. W koncu na mocy
wzoréw (6.4) i (6.5) oraz lematu 6.4

n—r(J(k;a)—a-I,) =k +...+k—r(J(k1,0)) +...+7(J(k:,0)) =

= (ky —r(J(k1,0)) + ...+ (b, — r(J(k,0))) =1+ ...+ 1 =¢t. O
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Lemat 6.8. Niech aq, ..., a, bedg parami roznymi elementami cia-
ta K i niech ki,...,K, bedg nierosngcymi ciggami skonczonymi liczb
naturalnych takimi, ze suma wyrazow ciggu k; jest réwna m; dla v =
=1,...,7. Niechn=my+...4+m, oraz A=M(J(k1;a1),...,J(K.;a,)).
Dia k € N orazi =1,...,r liczba klatek Jordana J(k,a;) w macierzy A
jest dana wzorem

Nk, @) = r((A—a:l,)* 1 —2r((A—ai L)) +r((A—a; L)), (6.14)

Ponadto (ay —x)™ - ...- (a, —x)™ jest wielomianem charakterystycz-

nym macierzy A oraz dlat=1,...,r liczha wszystkich klatek Jordana

wyznaczonych przez a; w macierzy A wynosin —r(A —a; - I,).
Dowdd. Ze wzordéw (6.4), (6.5) i (6.8) oraz z lematu 6.7 mamy, ze

r((A —a; 1)) — 2r((A - a; 1)) +r((A - a; I,)") =

= r((J (ks a;) — ailn, )71 = 2r((J (ki; ai) — ailn,)*)+
+r((J (kg a;) —ai L)) = (T (k5 0)57 1) =20 (J (kg3 0)F) 40 (T (ks 0)*1),

a wigc na mocy lematu 6.7, ta liczba jest réwna N (k,a;). Poniewaz

macierz A — z - I, jest trojkatna gorna, wiec jej wyznacznik wynosi

(ay—z)™ -...-(a,—x)™, a to oznacza, ze wielomian charakterystyczny

macierzy A jest réwny (a; —z)™ ... (a, — )™ . W koricu ze wzoréw
T

(6.4) i (6.5) mamy, ze n — (A —a; - I,) = > _ [m; — r(J(kj;a5 — as))]-
=1

Ale dla wszystkich j # ¢ macierz J(k;; a; —i a;) ma wyznacznik rowny

(aj —a;)™ # 0, wiec m; — r(J(kj;a; —a;)) = 0 dla j # i. Zatem

n—r(A—a;-I,) = m; —r(J(k;0)), czyli na mocy lematu 6.7, n —

—r(A — a; - I,) jest liczba wszystkich wyznaczonych przez a; klatek

Jordana w macierzy A. O

Twierdzenie 6.9. Niech ky,...,k, oraz K\, ...,k bedq nierosng-
cymi ciggami skonczonymsi liczb naturalnych. Niech aq, ..., a, bedg pa-
rami rozZnymi elementami ciata K oraz niech al, ..., a, bedq parami

roznyma elementami ciata K. Jezeli macierze blokowe
M(J(k1,a1), ..., (ke ar)) 1 M(J (K}, d)),. .., J(KS, al)) sq podobne, to
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r = s oraz po ewentualnej permutacji indeksow a; = a; oraz k; = K;
dla kazdego1=1,...,r

Dowdd. Oznaczmy dla wygody A = M(J(ky,a1),...,J (&, ar))
i A" = M(J(k),d)),...,J (K, al)). Z zalozenia wynika, ze macierze A
i A’ maja ten sam stopien n i istnieje odwracalna macierz P € M, (K)
taka, ze A" = P~'. A - P. Niech m; bedzie suma wszystkich wyrazéw
ciagu #; dla ¢ = 1,...,7 i niech m} bedzie suma wszystkich wyrazéw
ciagu /19 dla y =1,...,s. Z uwagi 2.12 i z twierdzenia 4.2 wynika, ze
macierze A i A’ maja identyczne wielomiany charakterystyczne. Zatem
z lematu 6.8, (a, —z)™ - ... (a, —2)™ = (a} — )™ ... (a/, — 2)™
1 z przyjetych zalozenr r = s oraz {a1,...,a,} = {a},...,al}. Stad

mozemy bez zmniejszania ogélnosci rozwazan zakladaé, ze a; = a

oraz m; = m, dla wszystkich ¢ = 1,...,r. Ponadto dla ¢ = 1,...,r,
A'—a;- I, = PV (A—aq;-I,) - P, wigc dla wszystkich k € Ny
(A —a;-I,)f = P71 (A—a; - I,)* - P, skad na mocy wniosku 2.13,
r((A —a; - I)*) = r((A — a; - I,)*). Zatem z lematu 6.8 dla kazdego
¢t = 1,...,7 i dla wszystkich £k € N macierze A i A’ majg tyle sa-
mo klatek Jordana J(k,a;), a to oznacza, ze k; = & dla wszystkich

i=1,...,r. 0

Uwaga 6.10. Jezeli w macierzy A z lematu 6.8 dokonamy jakiej-
kolwiek permutacji klatek Jordana, to otrzymamy macierz podobna
do macierzy A, gdyz permutacji klatek Jordana odpowiada permuta-
cja baz odpowiadajacych im podprzestrzeni niezmienniczych oraz na
mocy uwagi 2.12 macierze tego samego endomorfizmu w réznych ba-
zach sa podobne.

m 3
ie umowy SONB/SP/512497/202



Rozdziat 7

Twierdzenie Jordana

7.1 Sformulowanie twierdzenia Jordana

Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V' wymiaru
n € N nad cialem K. Zalézmy, ze wielomian charakterystyczny w
endomorfizmu f rozklada sie na czynniki liniowe nad cialem K, tzn.

w= (1" (x—a)™ (r—ay)™ ... -(x—a)™, (7.1)

gdzie aq, ..., a, s3 parami roznymi elementami ciata K, zas my, ..., m,
sa pewnymi liczbami naturalnymi. Wowczas zachodzi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 7.1 (Jordana). Istnieje baza przestrzeni liniowej V'
oraz istniejg nierosnqce ciqgi skonczone liczb naturalnych Ky,..., Ky
takie, ze suma wyrazow ciqggu K; jest rowna m; dla kazdegoi =1,...,r
oraz M(J(ki;a1),...,J(Kr;ar)) jest macierzq f w tej bazie. Ponadto
dla kazdego i = 1,....7r cigg k; ma doktadnie dim Ker (f — a; - idy)
wyrazow oraz dla kazdego k € N liczba wystgpien liczby k w ciggu K;
jest rowna

N(k,a;) = 2dim Ker (f — a; - idy)* — (dim Ker (f — a; - idy)F T+

+dim Ker (f — a; - idy )*™).
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W szczegolnosci ciqgi Ky, . . . , kr SQ wWyznaczone jednoznacznie przez en-
domorfizm f.

Uwaga 7.2. Baze wystepujaca w sformutowaniu twierdzenia Jor-
dana nazywamy bazq Jordana, zas macierz endomorfizmu f w tej bazie
nazywamy macterzg Jordana tego endomorfizmu.

Dowdd istnienia bazy Jordana przedstawimy w nastepnym roz-
dziale. Natomiast udowodnienie wtasnosci ciagéow k1, ..., k, podanych
w twierdzeniu Jordana w oparciu o istnienie bazy Jordana nie przedsta-
wia problemu. Mianowicie, jesli A jest macierza Jordana endomorfizmu
f, to z lematu 6.8 wynika, 7e A = M(J(k};a1),....J(k.;a,)) dla pew-

nych niemalejacych skonczonych ciagéow «1, ..., «! liczb naturalnych,
i na mocy uwagi 2.12, macierze A oraz M (J(k1;a1),....J(kr;0ar))
sa podobne. Zatem z twierdzenia 6.9 k; = k| dla wszystkich i =

= 1,...,r. Ponadto z lematu 6.8, dla wszystkich « = 1,...,r, ciag
k; ma dokladnie n — r(A — a; - I,,) wyrazéw. Ale z algebry liniowej I
n=dmIm(f —a;-I,)+dim Ker (f — a; - I,,) oraz z twierdzenia 1.9
i uwagi 3.13 mamy, ze dim Im (f —a; - I,) = r(A — a; - I,), wiec k;
ma dokladnie dim Ker (f — a; -idy) wyrazéw. Podobnie uzasadnia sie,
ze dla kazdego k € N liczba wystapien liczby k w ciggu k; jest réw-
na N(k,a;) = 2dim Ker (f — a; - idy)* — (dim Ker (f — a; - idy)* ! +
+dim Ker (f — a; - idy )* ).

7.2 Konsekwencje twierdzenia Jordana

Whniosek 7.3. Zatozmy, ze wielomian charakterystyczny endomor-
fizmu f przestrzeni lintowej V' nad ciatem K wymiaru n € N rozktada
sie nad K na czynniki liniowe. Niech B bedzie macierzq f w pewnej
bazie przestrzeni V.. Wowczas dla kazdej wartosci wtasnej a endomor-
fizmu f liczba wszystkich klatek Jordana wyznaczonych przez a w ma-
cierzy Jordana dla f jest rownan—r(B—a-1,) oraz dla kazdego k € N
liczba N(k,a) klatek Jordana J(k,a) w macierzy Jordana endomorfi-
zmu f wyraza sie wzorem

N(k.a) = r((B — al,)* ') = 2r((B — al,)*) + r((B — al,)**™").
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Dowdd. Niech A = M(J(ki1,a1),...,J(kr, a.)) bedzie macierza
Jordana endomorfizmu f. Wtedy, z wniosku 2.9, istnieje odwracalna
macierz P € M,(K) taka, 22 B = P7* - A-P. Stad B—a-1I, =
=Pt . (A—a-1I,)- P, wicc dla kazdego k € Ny, (B —a - I,)F =
= P71 (A—a-I,)* P. Zatem, z wniosku 2.13, 7((B — a - I,)F) =
=7r((A—a-I,)*) dla kazdego k € Ny. Na mocy lematu 6.8 i twierdze-
nia Jordana konczy to dowod naszego wniosku. [

Przyklad 7.4. W oparciu o twierdzenie Jordana znajdziemy ma-
cierz Jordana endomorfizmu f przestrzeni liniowej R® posiadajacego

4 1 1
w bazie kanonicznej macierz A = | —2 1 —2 |. W tym celu wyzna-
11 4
czamy najpierw wielomian charakterystyczny w; tego endomorfizmu:
44—z 1 1 3—x 0 z—3
wp=| -2 1-—z —2|"="| 2 1-z —2|kh
1 1 4—x 1 1 44—z
3—x 0 0]
- 2 1-z -4 2(3—:n)~| 1_‘;" 5__;1
1 1 65—z
= @B—-2)-b—-6x+22+4) = —(v —3)% Wtedy A —3-I; =
1 1 1
=| -2 —2 -2 |,skad r(A—3-I3) = 1. Zatem, z wniosku 7.3, liczba
1 1 1

ngystkich klatek J(k,3) jest rowna dim R® —r(A—3-I;) =3—1= 2.
Wynika stad, ze macierzg Jordana endomorfizmu f jest J((2,1);3) =

.0

I
oo w

1
3
0

wWw o O

Definicja 7.5. Niech A € M, (K). Jezeli macierz A jest podobna
do macierzy J(A) wystepujacej w sformutowaniu twierdzenia Jordana,
to méwimy, ze J(A) jest postacig Jordana macierzy A.
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Przyklad 7.6. Znajdziemy posta¢ Jordana macierzy A = J(m,a)?
dla a # 0 i ciala K, w ktorym 1+ 1 # 0. Z lematu 6.6 uzyskujemy, ze

[a? 2a 1 0 0 ]
0 a®> 2a 1 0
) 0 0 a®> 2a 0
AT=10 0 0 a 0 |
0 0 0 O a’ |
wiec wielomianem charakterystycznym A jest w = (a® — z)™ oraz

r(A—a*-I,) = m—1,¢gdyz 2a = a-(1+1) # 0, boa # 0
i1+ 1 0.Z wniosku 7.3 wynika, ze w macierzy J(A) jest doktadnie
m — (m — 1) = 1 klatka J(k,a?). Zatem J(A) = J(m,a?). O

Uwaga 7.7. Z twierdzenia Jordana i z uwagi 6.10 wynika, ze postaé
Jordana J(A) macierzy kwadratowej A jest wyznaczona jednoznacz-
nie przez A z doktadno$cig do porzadku klatek Jordana. Natomiast
twierdzenie Jordana oraz twierdzenie 6.9 i stwierdzenie 2.11 podaja
warunki konieczne i wystarczajace na to aby byty podobne macierze
A, B € M,(K), z ktérych co najmniej jedna ma postaé¢ Jordana.

-1 -1 2
Przyktad 7.8. Sprawdzimy, czy macierze A = 3 -5 6
2 =2 2
0 6 6
B=| -2 16 12 | € M3(R) sa podobne. Prosty rachunek poka-
4 —-28 —-20
zuje, ze r(A) = r(B) = 2 oraz macierze te maja taki sam wielomian
charakterystyczny w = —x-(z+2)?. Znajdziemy posta¢ Jordana macie-
rzy A. Mamy tutaj r =2 oraz a1 =0, as = —2 oraz m; =11 mgy = 2.
1 -1 2
Poniewaz A — (=2) - I3 = | 3 =3 6 |, wigc r(A —(=2) - I3) =1
2 =2 4

i z wniosku 7.3 w macierzy J(A) sa dokladnie 3—1 = 2 klatki J(k, —2).
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0 0 0
Stad J(A) = M(J(1,0),J((1,1);=2)) = | 0 =2 0 |. Podobnie,
0 0 -2
2 6 6
B—-(-2)-I3 = | -2 18 12 |, skad po prostych rachunkach
4 —28 —18

r(B — (=2) - I3) = 2 i z wniosku 7.3 w macierzy J(B) jest doktad-
nie 3 — 2 = 1 klatka J(k,—2). Stad J(B) = M(J(1,0),J(2,-2)) =
0 0 0
=10 —2 1 |.Zatem macierze A i B nie sa podobne. [J
0 0 -2

Latwo wykazac, ze jesli K jest cialem algebraicznie domknietym, to
kazdy wielomian f € K|z] dodatniego stopnia rozktada si¢ na czynniki
liniowe w K|z]. Z tego powodu z twierdzenia Jordana mamy natych-
miast nastepujace

Twierdzenie 7.9. Niech [ bedzie endomorfizmem przestrzeni li-
niowej V. wymiaru n € N nad ciatem algebraicznie domknietym K.
Wowczas istnieje baza Jordana tej przestrzeni, w ktorej macierz prze-
ksztatcenia f jest macierzq Jordana.

Na mocy zasadniczego twierdzenia algebry ciato C jest algebraicz-
nie domkniete, wiec z twierdzenia 7.9 mamy nastepujace

Twierdzenie 7.10. Niech [ bedzie endomorfizmem zespolonej
przestrzeni lintowey V- wymiaru n € N. Wowczas istnieje baza Jor-
dana tej przestrzeni, w ktorej macierz przeksztatcenia f jest macierzq
Jordana.

7.3 Podprzestrzenie cykliczne

Definicja 7.11. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni linio-
wej V wymiaru n € N nad ciatlem K. Podprzestrzeniq cykliczng o ge-
neratorze o € V nazywamy podprzestrzen lin(a, f(a), f2(a),...), t.j.
najmniejsza podprzestrzen f-niezmiennicza zawierajaca wektor a.
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Lemat 7.12. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V
wymiaru n € N nad ciatem K. Niech o € V' 1 niech r € N bedq takie,
ze fr(a) =0 i fr1(a) # 0. Wowczas

(1) wektory a, f(a),..., 7 Ha) sq liniowo niezaleine,

(i) W = lin(a, f(a),..., f""(«)) jest podprzestrzeniq f - nie-
zmienniczq wymiary v przestrzenit V,

(iii) macierzq fiw w bazie ("~ Ha),..., f(a),a) jest J(r,0),

(i) dla kazdego naturalnego k < v i dla kazdego i = 0,1,...,r
W N Kerf*t C f{(W).

Dowdéd. (i) Indukcja wzgledem r. Dlar = 1, f(a) =601 f! =
= f = idy, skad 0 # fYa) = idy(a) = a, wicc wektor a
jest liniowo niezalezny. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnej licz-
by naturalnej r i niech f*(a) = 6 i f"(a) # 6. Wezmy dowolne
ag,ai,...,a, € K takie, ze aqgoa +ajo f(a)+...+a, o fT(«a) = 6.
Wtedy z tej réwnosci uzyskamy, ze ag o f"(a) = 0. Ale f"(a) # 6,
wiec ag = 0 oraz a; o f(a) + ... +a, o f"(a) = 6. Niech 3 = f(a).
Wtedy f71B3) = f"(a) # 01 f(3) = f(a) = 6, wiec z zatoze-

(
nia indukcyjnego wektory 8, f(8),..., f7"1(8) sa liniowo niezalezne.

AleajofB+ ...+ a0 fr7YB) =6, wieca; = ... = a, = 0. Stad
ap =a; = ... = a, = 01iwektory a, f(®),..., f"(«) sa liniowo nieza-
lezne.

(ii) Z (i) wynika, ze wektory «, f(a),..., 7! (a) tworza baze¢ pod-
przestrzeni W, skad dimW = r. Niech 8 € W. Wtedy istnieja
ag, i, ..., a,—1 € K takie, ze 8 = apoa+ajof(a)+...+a,_10f " 1(a).
Ale f"(a) = 0, wiec f(3) = apof(a)+arof*(a)+...+a,—90fHa) €
W. Zatem W jest podprzestrzenig f-niezmienniczg.

(iii) Dla ¢ = 1,...,r, i-tym wektorem bazy uporzadkowanej
(frYa),..., fla),a) jest fr(«a). Zatem dlai=2,...,7, f(f7"(a))
= f=0=D(q) jest (i — 1)-szym wektorem tej bazy oraz f(f"'(a)) =
= f"(a) = 6. Stad macierza fijw w bazie (f""!(a),..., f(a),a) jest
J(r,0).

(iv) Poniewaz k < r, wiec wystarczy wykazaé, ze W N Ker ™7 C
C f/(W) dla wszystkich j = 0,1,...,7. Dla j = 0 teza zachodzi, bo
a € Kerf" i wobec tego W C Kerf", skad W N Kerfm = W C
C idy(W) = f%W). Niech dalej j > 0. Wezmy dowolne 3 €
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ceWnNKerfr=. Wtedy 8 =apoa+ajo fla)+...+a;_10fI7a)+
+aj o fi(a) + ...+ a1 0 fTYa) dla pewnych ag,ay,...,a,1 € K
oraz 0= [73(3) = a0 [ (a) + a1 0 f(a) ...+, 10 S (a).
Zatem z (i) ap = a; = ... =aj_; = 0 1 wobec tego 8 € f/(W). O

Definicja 7.13. Méwimy, ze endomorfizm f przestrzeni liniowej V'
jest nilpotentny, jezeli istnieje liczba naturalna s taka, ze f° = ©.
Najmniejsza liczbe naturalng s taka, ze f® = © nazywamy wowczas
stopniem nilpotentnosci f.

Uwaga 7.14. 7Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, ze jeze-
li wielomianem charakterystycznym endomorfizmu f przestrzeni linio-
wej V wymiaru n nad ciatem K jest (—1)"-z", to f jest endomorfizmem
nilpotentnym stopnia s < n. Na odwr6t, niech f bedzie endomorfi-
zmem nilpotentnym stopnia nilpotentnosci s. Wtedy f*~! # O, wiec
istnieje a € V takie, ze f*7'(a) # 6. Ponadto f* = O, wiec f*(a) = 0.
Zatem, z lematu 7.12, wektory a, f(a),..., fS}a) sa liniowo nieza-
lezne i dim V' = n, wiec s < n, czyli f* = 6.

Lemat 7.15. Niech f bedzie nilpotentnym endomorfizmem stop-
nia s przestrzeni lintowey V. Jezeli W jest podprzestrzeniq przestrze-
ni V takq, ze Kerf' C Kerf !+ W dla kazdego i = 1,...,s, to
W =1V.

Dowd6d. Mamy, ze Kerf C Kerf'+ W = Keridy + W = {0} +
+W = W, wiec Kerf C W. Zatézmy, ze dla pewnego j < s — 1,
Kerfi C W. Wtedy Kerfi*' C Kerfl+ W CW +W C W, czyli
Kerfi*t C W. Stad przez indukcje Kerfi C W dlai = 1,...,s.
W szczegdlnosci V = Kerfs CW. Ale W CV, wiec W =V. U
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Dowdd twierdzenia Jordana

8.1 Algorytm znajdowania bazy Jordana
dla endomorfizmu nilpotentnego

Niech f bedzie nilpotentnym endomorfizmem stopnia s przestrzeni
liniowej V' wymiaru n € N nad cialem K. Oto algorytm znajdowania
bazy Jordana endomorfizmu f:

Poczatek:
znajdz o € V \ Kerfs?

B:= (f(a),..., f(a),a)
W = lin(B)

Dopéki dim W < n wykonuj:
znajdz najwicksze t < s takie, ze Kerf! ¢ Kerft=1 + W
znajdz a € Kerft\ (Kerft=' + W)
jesli B= (B1,...,0k), to
B = (ﬁlw--»ﬁk:ft_](a)v“'af(a)7a)

W = lin(B)

Wypisz

B

Zanim przedstawimy dowod poprawnosci tego algorytmu zilustru-
jemy jego dziatanie na przyktadzie. Wezesniej jednak zrobimy ogdlng
uwage majaca wiele praktycznych zastosowan.

62

Rozbudo
ramu ,Spoleczn:
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Uwaga 8.1. Niech g bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V'
wymiaru n € N nad cialem K i niech h = g — a - idy dla pewnego
a € K. Wéwczas podprzestrzen W przestrzeni V' jest g-niezmiennicza
wtedy i tylko wtedy, gdy W jest h-niezmiennicza. Ponadto, jezeli A
i B sa macierzami endomorfizméow g i h odpowiednio w pewnej bazie
przestrzeni V, to A= B +a- I,.

Przyklad 8.2. Znajdziemy baze Jordana endomorfizmu f z przy-
ktadu 7.4. Wiemy juz, ze w; = —(x — 3)3. Niech h = f — 3 - idgs.
Znajdziemy najpierw baze Jordana endomorfizmu h. Z twierdzenia
Cayleya-Hamiltona mamy, ze h®> = ©, wiec mozemy stosowaé¢ nasz

1 1 1
algorytm. Macierza h w bazie kanonicznej jest B = | —2 —2 -2
1 1 1

Prosty rachunek pokazuje, ze B2 = 05. Stad h? = © i s = 2. Te-
raz znajdujemy Kerh rozwiazujac (na macierzy uzupelnionej) uklad

1 1 1140
rownain | —2 —2 =20 |, ktéry redukuje sie do jednego réwnania:
1 1 110
T1+x9+w3 = 0.Stad Kerh = {[x1, 22, 3] € R®: 21429423 = 0} i mo-
1 1 1 1
zemy wzia¢ o = [1,0,0]. Zatem h(a) = | =2 =2 =2 . | 0| =
1 1 1 0

= [1,-2,1], wiec B; = (h(a),a) = ([1,-2,1],[1,0,0]) oraz W, =
= lin([1,—-2,1],[1,0,0]) = lin([1,0,0],[0, —2,1]) = {[a, —2b,b] : a,b €
€ R}. Poniewaz dim R® = 3, wiec z algorytmu mamy ¢ = 1. Pozo-
staje zatem znalez¢ wektor 3 € Kerh \ (Kerh® + Wy) = Kerh \ Wh.
Mozemy przyja¢ § = [0,—1,1]. Wtedy algorytm daje baze Jordana
([1,-2,1],[1,0,0],[0, —1,1]), a macierza h w tej bazie jest J((2,1);0).
Zatem, z uwagi 8.1, macierza f w tej bazie jest J((2,1);3) =

310
=10 3 0 |.Macierzg przejscia od bazy kanonicznej do znalezionej
0 0 3
1 1 0
bazy Jordana jest P=| —2 0 1 |.Zatem J(A) = P~'-A-P, skad
1 0 -1
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A= P-J(A)- P!, wiecdla k € Nmamy A* = P-J(A)*- P~L. Ze wzo-
3 k310

0

k

réw (6.8)1(6.12) mamy, ze J(A)* = | 0 3k . Przy pomocy
0 0 3
0 -1 -1
operacji elementarnych latwo znajdujemy, 22 P! = | 1 1 1
0 -1 =2
Zatem po prostych rachunkach
kE+3 k k
AF =31 -2k 3-2k -2k |.O
k E k+3

Dowd6d poprawnosci podanego przez nas algorytmu wyznaczania
bazy Jordana endomorfizmu nilpotentnego wynika od razu z paragra-
fu 7.3, lematu 7.12 i nastepujacego lematu.

Lemat 8.3. W i-tym kroku algorytmu oznaczmy przez o; wek-

tor a oraz przez t; liczbe naturalng t dlat =1,..., k. Wowczas uktad
B = (ftlil(a1)7 RN f(al)a (€3 R ftkil(ak:)v HE 7f(ak)a ak) jeSt linzo-
wo niezalezny oraz s =t1 =2ty > ... 2 t.

Dowdd. Indukcja wzgledem k. Dla k = 1 teza wynika od razu z le-
matu 7.12. Zatézmy, ze teza zachodzi dla pewnego £ —1 > 11 ze mozna
wykona¢ k-ty krok algorytmu. Wtedy s = t; > t, > ... > t_; i ukiad
B = (f““l(al), ceey f(al), o, ... ,ftk_l_l(()ék_l), Ceey f(()’.k_l), ak—l)
jest liniowo niezalezny. Niech W; = lin(f“ a;),..., f(a), ) dla
i =1,....,k oraz W = lin(B'). Wtedy, z lematu 7.12, dimW; = ¢;
dla ¢« = 1,...,k. Ponadto z zalozenia indukcyjnego W = W; &
e Wi Jesli Kk —1 = 1, to t, = tg < 8 = tp_;. Jedli za$
k—1 > 1, to tp_1 jest najwieksza liczba naturalng nie wigksza niz
s taka, ze Kerft*1 ¢ Kerft*171 + W, + ... + Wj_y oraz t; jest
najwicksza liczbg naturalng nie wickszg niz s i taka, ze Kerf% ¢
¢ Kerfo ! 4+ W, + ... + Wy_g + Wiy, skad t,_, > t,. Zatem
§ =1t > ... 2 tg_1 > t. Wykazemy teraz, ze ukltad B jest linio-
wo niezalezny. Na mocy lematu 7.12 i zalozenia indukcyjnego wystar-
czy pokazaé, ze W, N W = {6}. Zaltézmy, ze tak nie jest. Wtedy
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W, N W #£ {6}, wiec istnieje najwieksza nieujemna liczba catkowi-
ta ¢ < ty — 1 oraz istniejg a;,...,a, 1 € K takie, ze a; # 0 oraz
B = aiof(ag)+...+ay _10f* (ay) € W.Stad § € WNKerft =i, Ale
W =W, & ... 5 W, oraz W; jest podprzestrzenia f-niezmiennicza,
na mocy lematu 7.12, dlai = 1,...,k — 1, wiec W N Kerft—% =
= (WlﬂKGTftk'i)@. . .@(Wk_lﬂKerft’“_i). Alet, 2ty 2 .. .ty > t,
wiec z lematu 7.12, W; N Kerf* ™ C fY(W;) dlaj=1,...,k— 1. Za-
tem W N Kerft*~* C f{(W) i wobec tego 3 € f{(W). Istnieje wiec
w € W takie, ze 3 = f'(w). Stad a; o ax + a1 © flag) + ... +
tag, 10 f* 1 ay) —w € Kerf'. Ponadto ¢ < t; — 1, wiec Kerf* C
C Kerft* 1 skad a; o ap + ajy1 0 flag) + ...+ a1 0 f% 17 (ay) €
€ Kerfte=l + W. Ale ap, € Kerft, wiec fi(a) € Kerftx—! dla
j=1,...,ty — 1. Zatem a; o ap, € Kerft*~1 + W. Lecz a; # 0, wiec
ap € Kerf%*=! + W i mamy sprzeczno$é¢ z wyborem ay,. O

Uwaga 8.4. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej
V wymiaru n € N nad cialem K. Jezeli f jest nilpotentny, to jak
wykazali$my, istnieje baza Jordana, w ktdérej macierza f jest J(x;0).
Wynika stad, ze (—1)" - 2™ jest wielomianem charakterystycznym en-
domorfizmu f. Wobec uwagi 7.14 oznacza to, ze endomorfizm f jest
nilpotentny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wielomianem charaktery-

stycznym jest (—1)" - z".

8.2 Dowdéd istnienia bazy Jordana
w przypadku ogdélnym

Stwierdzenie 8.5. Niech w; bedzie wielomianem charakte-
rystycznym endomorfizmu f i zalozmy, Ze istniejg wielomiany
wy,...,w, € K[z] parami wzglednie pierwsze i takie, Ze wy = wy ... Wy.
Wowczas Ker w;(f) jest podprzestrzeniq f-niezmienniczg dla
i=1,...,7 oraz V= Ker wi(f) & ... 5 Ker w,(f).

Dowdd. Z przykladu 5.2 wynika, ze podprzestrzenie Ker w;(f)
s f-niezmiennicze dla ¢ = 1,...,r. Niech g = wows...wy, g2 =
= WW3 ... Wy, ..., G = W Wy ... w,_. Wtedy, z lematu 3.10, wielomia-
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ny gi, ..., 9, sa wzglednie pierwsze. Zatem, z lematu 3.16, I'm g, (f) +
+...+ Im g.(f) = V. Ponadto z twierdzenia Cayleya-Hamiltona,
wy(f) = © idodatkowo dlai = 1,...,r, w;g; = wy, wiec Im g;(f) C
C Kerwi(f)dlai=1,...,7r. Zatem V = Ker wi(f)+...+Ker w,(f).
Ponadto z lematéw 3.14, 3.15 i 3.9 dla ¢« = 1,...,7 mamy, ze
Ker wi(f) N (Ker wi(f) + ... + Ker w;_1(f) + Ker wi(f) +
+... + Ker w.(f)) € Ker wi(f) N Ker g(f) = {6}, wiec
V=FKerul(f)®...® Kerw.(f). O

Dowéd twierdzenia Jordana. Stosujemy oznaczenia z paragra-
fu 7.1. Niech w; = (r — a;)™ dla i = 1,...,r. Wtedy, z lema-
tu 3.11, wielomiany wy, ..., w, s3 parami wzglednie pierwsze. Niech
Vi= Ker w;(f) dlai=1,...,r. Wtedy, ze stwierdzenia 8.5, podprze-
strzenie V1,...,V, sa f-niezmiennicze oraz V =V, Vo d ... D V,.
Niech g; = (f —a; -idy)p, dlai =1,...,7. Wtedy g/ = O, wiec na
mocy paragrafu 8.1, istnieje baza Jordana B; przestrzeni V; wzgledem
endomorfizmu g;, przy czym macierza g; w tej bazie jest A; = J(k;;0),
gdzie k; jest nierosnacym ciagiem liczb naturalnych o sumie réwnej
t; = dimV; oraz z uwagi 8.1, A; + a; - I;, = J(k;,a;) jest macierza
(f —a; - idy)y, oraz (—=1)% - (x — a;)" jest wielomianem charaktery-
stycznym macierzy J(k;;a;), na mocy wzoru (6.9), dla i = 1,...,7.
Zatem B = (Bi,...,B,) jest baza Jordana endomorfizmu f i macie-
rza f w tej bazie jest A= M(J(k1;a1),...,J(kr;a,)). Zatem ze wzoru
(6.9) mamy, ze wy = (=1)t-Fr . (z—ap)-. . (z—a,)r, wiect; = my
dla 2 = 1,...,7. W szczegdlnosci dim V; = m; oraz suma wszystkich
wyrazow ciagu k; wynosi m; dlat=1,...,r.

Uwaga 8.6. Przy oznaczeniach dowodu twierdzenia Jordana
zauwazmy, ze jesli s; jest najmniejsza liczbg naturalng taka, ze
dim Ker (f — a; - idy)® = my, to g; jest endomorfizmem nilpotent-
nym stopnia s;. Gdy s; = 1, czyli dla dim Ker(f — a; - idy) = my
baza Jordana podprzestrzeni V; jest dowolna baza podprzestrzeni V.
W szczegblnosci dla m; = 1 baza V; sktada sie z jednego wektora (mia-
nowicie z wektora wlasnego endomorfizmu f odpowiadajacego wartosci
wlasnej a;).
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Przyklad 8.7. Znajdziemy baze Jordana endomorfizmu f prze-
strzeni R* posiadajacego w bazie kanonicznej macierz

3 -4 0 2
4 -5 -2 4
A= o 0 3 -2
0 0 2 -1

Stosujac kolejno operacje: ki + ko, k4 + k3, wy — wy oraz dwukrotnie
rozwiniecie Laplace’a uzyskujemy w prosty sposob, ze wielomianem
charakterystycznym endomorfizmu f jest w = (z+1)?-(z —1)%. Zatem
wartosciami wlasnymi f sa jedynie liczby 1 i -1. Teraz wyznaczamy
Ker (f — idy) rozwiazujac na macierzy uzupelnionej uktad réwnar:

2 —4 0 210 9 _4 0 910 o

4 —6 -2 410 wz —2w1 3 W1, 5W2,5W3
= 0 2 =2 010 =

0 0 2 =210 0 0 a 210

0o 0 2 —2|0] e

(1 -2 0 110] 1 =2 0 110 o,

0 1 -1 0}0 v 0 10 —10 =

0 0 1 -1]0] 0 01 —1]0

(1 0 0 —=1]0]

01 0 —1]|0], skad Ker(f — idy) = Ulin([L,1,1,1]). Za-

(001 1[0

tem z wniosku 7.3, w macierzy J(A) jest dokladnie jedna klatka
Jordana wyznaczona przez warto$¢ wilasna 1, a wiec musi to by¢
J(2,1).
Teraz wyznaczamy podprzestrzen Ker (f — idy)?. Po prostych
—-12 16 12 -16
—-16 20 16 —20
0 0 0 0|’
0 0 O 0
skad otrzymujemy, ze Ker (f — idy)?> = {[a,ba,b] : a,b € R}.
Zatem dim Ker (f — idy)? = 2. Ponadto [1,0,1,0] € Ker (f — idy)*\
\Ker (f —idy), wiec bazg Jordana podprzestrzeni Vi = Ker (f —idy)?
jest ((f —idy)([1,0,1,0]),[1,0,1,0]) = ([2,2,2,2],[1,0, 1,0]).
W podobny sposéb obliczamy, ze Ker (f + idy) = lin([1,1,0,0]).

rachunkach uzyskujemy, ze (A — I;)? =
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Zatem z wniosku 7.3, w macierzy J(A) jest doktadnie jedna klatka
Jordana wyznaczona przez warto$¢ wtlasng -1, a wiec musi to by¢
J(2,—1). Stad

11 0 0
01 0 O
00 0 —1
0 0 12 -8
, oo s —4| . o,
Ponadto (A + I,)* = 00 12 —8 , wiec Vo = Ker (f +idy)* =
00 & —4

= {[a,b,0,0] : a,b € R} oraz dim V; = 2. Zatem baza Jordana podprze-
strzeni Va jest ((f +idv)([1,0,0,0]),[1,0,0,0]) = ([4,4,0,0],[1,0,0,0]).
W konsekwencji bazg Jordana przestrzeni V dla endomorfizmu f jest
(2,2,2,2],[1,0,1,0],[4,4,0,0],[1,0,0,0]). O




Rozdziat 9

Przestrzen sprzezona

9.1 Okreslenie i podstawowe wlasnosci
przestrzeni sprzezonej

Niech V' bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem K. Przeksztalce-
nie liniowe f: V — K nazywamy funkcjonatem liniowym. Jak wiemy,
L(V; K) jest przestrzenia liniowa nad ciatem K. Nazywamy ja prze-
strzemig sprzezong przestrzeni V' i oznaczamy przez V*.

Przyktad 9.1. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Postacia ogdélna
funkcjonatu liniowego f: K™ — K jest

fxr, @y ..y zy]) = a1y + agxy + ... + any,

gdzie a1, asy, ..., a, sa dowolnymi ustalonymi elementami ciata K. [J

Twierdzenie 9.2. Jezeli V jest skoriczenie wymiarowq przestrzeniq
liniowq nad ciatem K, to

Vv

Dowdéd. Poniewaz dimV < oo, wiee dim V* = dim L(V; K) =
dimV -dim K = dimV -1 = dim V. Stad z algebry liniowej I mamy,
ze V*=V. 0

69

Rozbudo
rogramu ,,S|
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Uwaga 9.3. Mozna wykazaé, ze jezeli V jest przestrzenig nieskon-
czenie wymiarows nad ciatem K, to dimV < dim V*, a wiec w szcze-
golnosci przestrzenie V* i V' nie sg izomorficzne.

Uwaga 9.4. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiarun € N

nad ciatem K iniech (ag, as,...,a,) bedzie uporzadkowang baza prze-
strzeni V. Niech of € V* dlai =1, 2,...,n bedzie funkcjonatem linio-
wym, ktéry na bazie (ag, as,...,a,) jest okreslony wzorem
. _J 0, gdy k#1
ot () —{ paaz 01)

Jezeli f € V* to f(ax) = ai dla pewnych a, € K, k = 1,2,...,n,
wiec flax) = ax = (a1 - af +as- a5+ ...+ a, - ) (ax) dla kazdego

k=1,2,...,n,czyli f=a;-a]+ay-a5+...+a,-a). Zatem wek-
tory af,as,...,a) generuja przestrzen V*, ktéra ma wymiar n. Stad
(af,a%,...,00) jest bazg przestrzeni V*; nazywamy ja bazq sprzezong
do bazy (a1, as,...,q,).

Twierdzenie 9.5 (o oddzielaniu). Niech W bedzie podprzestrze-
nig przestrzeni lintowej V- nad ciatem K. Wowczas dla kazdego wektora
a € V\W istnieje funkcjonal f € V* taki, ze f(a) # 04 f(W) = {0}.

Dowdéd. Poniewaz a € V \ W, wige W N lin(a) = {0}. Z algebry
liniowej I wynika zatem, ze istnieje podprzestrzen U przestrzeni V taka,
ze V=Walin(a)®U, skad V = lin(a) &V, gdzie Vi = W G U, czyli
W C V. Kazdy wektor 5 € V moze by¢ zatem jednoznacznie zapisany
w postaci # = aoa + v dla pewnych a € K, v € V;. Dla takiego
3 definiujemy f(3) = a. Proste sprawdzenie pokazuje, ze f € V*
Poniewaz Ker(f) = Vi 2 W, wiec f(W) = {0}. Ponadto f(a) =

= f(loa+60) = 1. Zatem f jest szukanym funkcjonatem. O]

Whniosek 9.6. Dla dowolnego niezerowego wektora o« przestrzeni
liniowej V' nad cialem K istnieje funkcjonal f € V* taki, ze f(a) # 0.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé twierdzenie 9.5 do podprzestrzeni

W = {6}. O
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9.2 Zanurzenie kanoniczne przestrzeni V
w przestrzen V*

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Definiujemy
V** — (V*)*.

Dowolny wektor a@ € V' wyznacza przeksztatcenie o™ przestrzeni V*
w cialo K okreslone wzorem

a™(¢) = ¢(a) dla kazdego p € V*. (9.2)

Tak okredlone przeksztalcenie a** jest liniowe, gdyz dla dowolnych
01,2 € V* a € K mamy
(g1 + p2) = (01 + @2)(@) = pi(a) + v2(a) = ™ (1) + ™ (p2),
a*(a-p1) = (a-p1)(a) =a-¢gi(a) =a-a™(p1).

Zatem dla dowolnego a € V mamy, ze o™ € V**.

Twierdzenie 9.7. Przeksztalcenie o +— o™ jest zanurzeniem
przestrzeni lintowej V' w przestrzen V**. W szczegolnosci, jezeli
dimV < oo, to to zanurzenie jest izomorfizmem.

Dowdd. Dla dowolnych o, 5 € V, ¢ € V*, a € K mamy, ze
(a + 8)*(p) = ¢la+ B) = ¢la) + 0(B) = a™(p) + 7(p) =
= (@™ + 8*) (), wigc

(a +5)** — a** +,3**

Ponadto (00)"(4) = plaoa) =0 pla) =a-a”(¢) = (a-0")(¢),
czyli
(a-a)™ =a-a™.

Zatem przeksztalcenie a +— o™, a € V| jest liniowe.

Wezmy dowolne a € V'\ {#}. Wtedy, z wniosku 9.6, istnieje p € V*
takie, ze p(a) # 0, czyli a**(¢) # 0. Zatem o** # 0, skad wynika, ze
jadro przeksztalcenia o — a** jest trywialne. Zatem to przeksztatcenie
jest zanurzeniem.

Jezeli dodatkowo dim V' < o0, to z twierdzenia 9.2, dim V* = dim V'
oraz dim V* = dim V**, skad dimV = dim V**. Ale przeksztalcenie
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a +— o jest zanurzeniem, wiec z dimV** = dimV < oo jest ono
,na” zatem jest izomorfizmem. [J

Uwaga 9.8. W przypadku przestrzeni liniowej V' skoniczenie wy-
miarowej samo istnienie izomorfizmu V' = V** nie jest faktem intere-
sujacym, gdyz wynika bezposrednio z twierdzenia 9.2, ale rezultatem
nowym i ciekawym jest mozliwoé¢ okreslenia naturalnego i uniwersal-
nego przepisu, ktéry dla kazdej skonczenie wymiarowej przestrzeni li-
niowej V' pozwala okresli¢ taki izomorfizm. Dzieki temu mozna kazda
skonczenie wymiarowa przestrzen liniowa V utozsamiaé¢ z przestrze-
nig V**. Jedli za§ dimV = oo, to dimV < dim V* < dim V**, a wiec
przestrzenie V' i V** nie sa izomorficzne, a wiec w szczegdlnosci zanu-
rzenie o — ** nie jest ,na’.

9.3 Przeksztalcenie sprzezone

Definicja 9.9. Niech f: V — W bedzie przeksztalceniem linio-
wym przestrzeni liniowej V nad cialem K w przestrzen liniowa W nad
ciatem K. Przeksztalcenie f*: W* — V* dane wzorem

f* () = ¢ o f dla kazdego p € W*
nazywamy przeksztalceniem sprzezonym z przeksztatceniem f.

Poniewaz f i ¢ sa liniowe, wiec f*(¢) € V* dla kazdego ¢ € W*.
Teraz pokazemy, ze przeksztalcenie f* jest liniowe. W tym celu wezmy
dowolne ¢, € W* a € K, a € V. Wtedy

[f*(e1+ w2)](@) = [(e1 + ¥2) o fl(a) = (1 + @2)(f(a)) =
= e1(f(a)) + pa(f(a)) = (w10 f)la) + (p20 f)(a) =
= [f"(e)l(a) + [f*(@2)l(a) = [ (1) + " (p2)l(a),

wiec

[ (1 +2) = [ (p1) + [ (02).

Ponadto
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=a-oi(fla)) =a-(prof)la) =a-[f(e)la) = [a- f(e1)](),
zatem
[a-o1) =a- (1)

Stad przeksztalcenie f* jest liniowe, czyli f* € L(W*; V*).
W  podobny sposéb mozna wykaza¢, ze dla dowolnych
f,ge L(V; W), a € K:

(f+9)=f+g oraz(a-f)* =a- f".

Zatem przeksztalcenie f — f* f € L(V;W) jest liniowe.

Twierdzenie 9.10. Przeksztalcenie f +— f* jest zanurzeniem
przestrzeni liniowej L(V; W) w przestrzen L(W*;V*). Jesli dodatko-
wo dimV < oo i dim W < oo, to przeksztafcenie jest izomorfizmem.

Dowéd. Niech f € L(V; W), f # 0. Wtedy istnieje a € V takie, ze
f(a) # 0. Zatem, z wniosku 9.6, istnieje ¢ € W* takie, ze ¢(f(a)) # 0,
skad 0 # (o f)(a) = [f*(¢)](@), czyli f*(v) # 0. Stad przeksztalcenie
liniowe f — f* ma trywialne jadro, czyli jest zanurzeniem.

Zatdézmy teraz, ze dimV < oo i dimW < oo. Wtedy z wniosku 1.4
i twierdzenia 9.2, dim L(W*; V*) = dim W*-dim V* = dim W-dim V' =

= dim L(V; W), wiec to zanurzenie jest izomorfizmem. [J

Zadanie 9.11. Niech V, W, U beda przestrzeniami liniowymi nad
cialem K i niech f: V — Wi g: W — U beda przeksztalceniami
liniowymi. Pokazaé, ze (g o f)* = f* o g*.

Twierdzenie 9.12. Niech V i W bede przestrzeniami liniowymi
nad ciatlem K 1 niech f:V — W bedzie przeksztatceniem liniowym.
Wowczas

(i) f jest epimorfizmem <= f* jest monomorfizmem;

(i) f jest monomorfizmem <= f* jest epimorfizmem.

Dowdd. (i) =. Zalézmy, ze f jest ,na” i niech f*(p) = 0 dla
pewnego ¢ € W*. Wezmy dowolne 3 € W. Wtedy istnieje a € V
takie, ze 8 = f(a), skad ¢(8) = ¢ (f(a)) = (pof)(a) = [f*(¥))(a) =0
Stad wobec dowolnosci 3, ¢ = 0. Zatem Kerf* = {0}, czyli f* jest
zanurzeniem.
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<. Zaldézmy, ze f* jest roznowarto$ciowe, ale f nie jest ,na”. Wtedy
W # f(V), wiec na mocy twierdzenia 9.5, istnieje niezerowy funkcjonat
© € W* taki, ze ¢(f(V)) = {0}. Wobec tego o f = 0, czyli f*(¢) = 0,
skad ¢ = 0 i mamy sprzeczno$é¢. Zatem f jest ,na’”.

(ii) <. Zalézmy, ze f* jest ,na”, ale f nie jest réznowartosciowe.
Wtedy istnieje niezerowe a € V takie, ze f(a) = 0. Z wniosku 6.6,
istnieje funkcjonal ¢ € V* taki, ze p(a) # 0. Ponadto f* jest ,na”,
wiec istnieje ¢ € W* takie, ze ¢ = f*(¢)) = 1o f. Stad 0 # ¢(a) =
= (Yo f)(a) =9(f(a)) =1(0) = 0 i mamy sprzecznosé. Zatem f jest
roznowartosciowe.

=. Zalézmy, ze f jest roznowartosciowe i niech ¢ € V*. Z algebry li-
niowej I istnieje podprzestrzen U przestrzeni W taka, ze W= (V)& U.
Okreslamy przeksztatcenie h: W — K wzorem h(f(a)+03) = ¢(a) dla
aeVipelU. Wtedy h jest dobrze okre$lona funkcja. Ponadto dla
ai, a9 €V, 01,8, € U, a € K mamy, ze

h((f(a1)+51)+(f(a2)+B2)) = h(f(ar+az)+(Bi+5:)) = elar+ag) =

= plon) + lag) = h(f(ar) + B1) + h(f(a2) + 2)

oraz

h(ao (f(ar)+01)) =h(ao f(ar) +aofy) =
=h(f(aoar)+aof)=plaoar)=a-p(a)=a-h(f(ar)+ B1),

skad h € W*. Ponadto dla o € V mamy, ze [f*(h)](a) = (ho f)(a) =
= h(f(a)) =h(f(a)+0) = p(a), wiec f*(h) = ¢, czyli f* jest ,na”. O

Twierdzenie 9.13. Niech V i W bedqg skonczenie wymiarowyms
przestrzeniami liniowymi nad ciatem K 1 niech f € L(V;W). Niech
(e, ..., ) bedzie bazq V' oraz niech (81, ..., Bm) bedzie bazg W . Jesli
A jest macierzq f w bazach (ay,...,an) i@ (B1,-..,0m), to AT jest
macierzq f* w bazach sprzezonych (B5,...,05) i (af, ..., ak).

Dowéd. Niech A = [a;] € Myun(K). Wtedy dla j = 1,...,n
mamy f(o;) = a1j001 +ag082+...+am;00y. Staddlai=1,...,m
oraz dla j = 1,...,n mamy [f*(57)|(a;) = [5F o fl(a) = 57 (f(ay)) =
= Bf(a1j 0 fi+agjo P+ ...+ amjo Bn) = & oraz (a;of + ... +
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+ain0g) () = ai;. Zatem f*(5f) = apnai+. . . 4apal dlai=1,...,m,
j = 1,...,n. Zatem macierza f* w bazach sprzezonych (57, ... ,ﬁ*)
i (af,..., ar) jest AT. O

Whniosek 9.14. Niech V i W bedq skonczenie wymiarowymi prze-
strzeniami liniowymi nad ciatem K @ niech f € L(V;W). Wtedy
dim Im f = dim Im f*.

Dowéd. Przy oznaczeniach twierdzenia 9.13 na mocy twierdzen
1.9 9.13 mamy, ze dim Im f = r(A) = r(AT) = dim Im f*. O

ano i udostgpniono w ramach projektu pn
Rozbudowa otw 6w naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku,
dofinansowanego z programu ,,Spoleczna dzialnos¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021




Rozdziat 10

Funkcjonaly dwuliniowe

10.1 Izomorfizmy kanoniczne

Definicja 10.1. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi nad
cialem K. Funkcje £: V x W — K nazywamy funkcjonatem dwulinio-
wym, jezeli

(1) va,beK va,ﬁGV v’)’EW E(a oa+bo /67 7) =a- 5(06, 7) +b- 5(67 7)
oraz

(11) va,bGK V’YEV vC!,ﬂEW f(’ya aoa+bo ﬂ) =a- 5(77 a) +0b- f(% 3)
Zbior wszystkich funkcjonaléw dwuliniowych z V x W w K oznaczamy

przez L(V,W; K).

Stwierdzenie 10.2. L(V,W; K) jest podprzestrzenig liniowqg prze-
strzent KV>W przeksztatcen ze zbioru V- x W w ciato K.

Dowdéd. Przede wszystkim zauwazmy, ze zbiér L(V, W; K) jest nie-
pusty, bo np. przeksztalcenie zerowe ©(«, 3) = 0 dla wszystkich a € V,
B € W jest funkcjonatem dwuliniowym z V x W w K.

Niech &,m € L(V,W;K), a € K. Wykazemy, ze {+n € L(V,W; K)
oraz a-& € L(V,W; K). W tym celu wezmy dowolne o, 3 € V, v € W,
b,c € K. Wtedy

(E+n)boa+coB,y)=Eboatcof,y)+nboa+cof,y)=

=b§(a,’\/)+(,£(,8,"‘/)+b7](0{,")/)-{-677(6,’\/) =
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=b-(E+n)(,y)+c- (E+n)(B,7)

oraz
(a-)boa+coBy)=a-gbhoatcos,) =

=a-(b-&la,y) +c-§(8,7) =b-(a-E)(a,7) +c-(a-)(5,7).

W ten sposob wykazaliSmy liniowo$¢ przeksztatcen € + 7 i a - € na
pierwszej wspolrzednej. Analogicznie dowodzimy liniowosci tych prze-
ksztalcen na drugiej wspotrzednej. [

Uwaga 10.3. Niech ¢ € L(V,W; K). Dla dowolnego ustalonego
a € V okreSlamy przeksztatcenie £'(a): W — K kladac

(€(a))(B) =&(a, B) dla §eW. (10.1)

Woéwezas dla dowolnych aq, a9 € K, (1,0, € W
(€'(a))(ar0fi+ayo B2) = &(a, a1 0 B +ag 0 Ba) =
=ay-&(a, B1) +az - &(a, B2) = a1 - (§())(Br) + az - (€'())(Ba).

Zatem &'(a) € W*. W ten sposéb mamy okreslone przeksztalcenie
&V =W

Analogicznie, dla dowolnego ustalonego # € W okreslamy prze-
ksztalcenie £”((): V — K kladac

€ (B)(a) = &(a, B) dla a € V. (10.2)

Wowezas dla dowolnych aq, a0 € K, aq, 9 € V
(€7 (B)) (a1 0y +az0az) =&(ar 0oy +axoa, 3) =

= ax 'f(alaﬁ) +ap - '5(062,[?)) =4ap - (f”(ﬁ))(al) +asg- (5”(5))(042)-

Zatem &7 () € W*. W ten sposob mamy okreslone przeksztatcenie
W -V

Twierdzenie 10.4. Jezeli V i W sq przestrzeniami liniowymi nad
ciatem K, to przeksztalcenie & +— &' jest izomorfizmem przestrze-
ni liniowej L(V,W; K) na przestrzenn L(V;W*) oraz przeksztalcenie
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£ — & jest izomorfizmem przestrzeni liniowej L(V, W; K) na prze-
strzer, L(W; V*).

Dowdd. Dla dowolnych a,b € K, o, € V, v € W mamy, ze
((aca+tbof))(y) =Eaca+bof,y)=a-&(a)+b-&0,7) =
= (a-&(a)(v) + (b-€(B)(7) = (a-&(a) +b-£(8))(7), skad wobec

dowolno$ci v mamy, ze
Elaoca+bof) =a-&(a) +b-£'(06).

Zatem przeksztalcenie § — &' jest liniowe.
Dla f € L(V;W*) oznaczmy przez f przeksztalcenie V. x W w K
dane wzorem

fl@,8) = (f(a)(B) dlaa eV, 3 €W. (10.3)

Sprawdzimy, ze f € L(V,W;K). Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ warun-
ku (i) definicji 10.1 wezmy dowolne a,b € K oraz dowolne a,3 € V,
Ve W. Wiedy flaoa+bofn) = (flaoa+bo@) ) =
~(a- fla)+b- F(3)(7) = a- (F@)() +b- (F(B)() =a- Flam) +
+b- f(B3,7), czyli warunek ten zachodzi.

Teraz wykazemy, ze spelniony jest warunek (ii) definicji 10.1.
W tym celu wezmy dowolne a,b € K oraz dowolne v € V', a, 3 € W.
Wiedy f(1,a0a+b08) = (f(1)(@oa+bod) = a- (f(x))a)+b-
(f()(B) =a- f(v,a)+b- f(v, B), wiec warunek ten tez jest spelniony.

Zatem f € L(V,W; K) i otrzymujemy odwzorowanie f + f prze-
strzeni L(V;W*) w przestrzetr L(V, W; K).

Udowodnimy, ze (f)' = f dla dowolnego f € L(V; W*). Dla dowol-
nycha € V., 3 € W: (7))(@))(8) = f(a, 8) = (F(a))(5), skad wobec
dowolnosci 3, ((f)')(a) = f(a), a wiec wobec dowolnosci a, (f) = f.

Teraz udowodnimy, ze dla dowolnego & € L(V,W; K) jest & = £.
W tym celu wezmy dowolne a € V, 3 € W. Wtedy (£)(a, ) =
= (& (a))(B) = &(a, B), skad wobec dowolnosci v i 3 uzyskujemy, ze
=<

Zatem przeksztalcenie f — f jest odwrotne do przeksztalcenia
& — & czyli przeksztalcenie £ — £ jest bijekcja i ostatecznie jest ono
izomorfizmem. W szczegblnosci przeksztalcenie f — f jest izomorfi-
zmem przestrzeni liniowej L(V; W*) na przestrzen L(V,W; K).
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Dla dowolnych a,b € K, a, 3 € W, v € V mamy, ze
(€ (aca+bof))(v) =&(v,aca+bof)=a-&(y,a)+b-&(v,0) =
= (a-&(a)(v) + (b-&(@))(7) = (a-&(a) +b-&(8))(7),

skad wobec dowolnosci v mamy, ze

§(aca+bof)=a-&(a)+b-& ()

Zatem przeksztalcenie £ — &’ jest liniowe. Podobnie jak w (i) dowo-
dzimy, ze jest ono bijekcja. Zatem przeksztalcenie £ +— &7 jest izomor-
fizmem przestrzeni liniowej L(V, W; K) na przestrzen L(W;V*). O

Uwaga 10.5. Izomorfizm ¢ — ¢ nazywamy kanonicznym izo-
morfizmem przestrzeni L(V, W; K) na przestrzen L(V; W*). Natomiast
izomorfizm f — f nazywamy kanonicznym izomorfizmem przestrzeni
L(V;W*) na przestrzen L(V, W; K).

10.2 Przypadek przestrzeni skonczenie
wymiarowych

Twierdzenie 10.6. Niech V i W bedq skonczenie wymiarowymi
przestrzeniami liniowymi nad ciatem K i niech € € L(V,W; K). Przy
naturalnym utoZsamieniu przestrzeni V** z przestrzenig V oraz prze-
strzeni W** z przestrzenig W mamy, Ze &' = (£7)* i&” = (£')*. Ponadto
dim¢ (V) = dim & (W).

Dowdd. Naturalne utozsamienie przestrzeni V** z przestrzenig V/
polega na utozsamieniu wektora oo € V' z przeksztalceniem a** danym
wzorem a**(¢) = p(a) dla ¢ € V*. Zatem dla dowolnych o € V,
B € W mamy, s ((€)(@™)(8) = (o™ 0 €)(8) = a™(€(B) =
= &B)(a) = £a,8) = €(a)(3), skad wobec dowolnosci 5,
(&) (o) = &(a). Ale a** = a, wiec wobec dowolnosei a, (§7)* = &'
Stad dim &¢'(V) = dim(&”)*(V*).

Analogicznie pokazujemy, ze (£')* = £”. Ponadto, na mocy twier-
dzenia 9.13 mamy, ze dim(¢”)*(V**) = dim &” (W), wiec dim¢'(V) =
=dim & (W). O
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Definicja 10.7. Rzedem funkcjonatu dwuliniowe-
go &€ L(V,W;K) nazywamy rzad przeksztalcenia liniowego
¢ € L(V;W*), czyli wymiar podprzestrzeni &'(V) (a wobec twierdze-
nia 10.6 jest to wymiar podprzestrzeni £’ (W)).

Stwierdzenie 10.8. Jezeli V 1 W sqg skonczenie wymiarowy-
mi przestrzeniami liniowymi nad ciatem K, to dim L(V,W; K) =
=dimV - dim W.

Dowdéd. Z twierdzenia 10.4, dim L(V,W; K) = dim L(V; W*). Po-
nadto dimW < oo, wiec z twierdzenia 9.2, dimW* = dimW. Ale
dimV < oo, wige dim L(V; W*) = dimV - dim W* = dim V' - dim W
Zatem dim L(V,W; K) = dim V - dim W. O

Twierdzenie 10.9. Niech V i W bedq przestrzeniami lintowymsi

nad ciatem K. Niech (aq, . .., ay) bedzie uporzgdkowang bazq przestrze-
ni Vi niech (By,...,0m) bedzie uporzqdkowang bazq przestrzeni W.
Wowczas dla dowolnych @ = 1,...,n, j = 1,...,m przeksztalcenie

&ij: V x W — K dane wzorem

n m
§ij (Z Tk O Uy D YL O 51) = TiYj (10.4)
k=1

1=1
jest funkcjonatem dwuliniowym oraz uklad (&) =1 n jest bazq prze-

ij=1,...m
strzeni L(V,W; K).
Dowdd. Z uwagi 9.4 wynika, ze (05,..., #) jest baza przestrze-
ni W*. Zatem, z twierdzenia 1.2, uktad (¢j;) =1, n, gdzie
1=1,....m
, _ ) O, gdy k#4,

J

jest baza przestrzeni L(V;W*). Z dowodu twierdzenia 10.4 wynika
zatem, ze ukltad (i) ;=1 . jest baza przestrzeni L(V,W; K). Ponad-

,,,,,

=1,....m
to ©j; (Z Tk O Qe Y Y1 © ﬁz) = (%‘i (Z Ty 0 ak>> (Z Yo ﬁz) -
k=1 =1 k=1 =1
= (z; - B;) (Zyz O@) = xy; - B;(Bj) = zy;, dla dowolnych i =
=1
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=1L...,n,7=1....,m Z1,...,%p,Y1,...,Ym € K. Stad ¢;; = §; dla
wszystkich ¢ =1,...,n, j = 1,...,m i uktad (fw) tworzy baze

przestrzeni L(V,W; K). O

Definicja 10.10. Macierz [£(w, ;)] € Mpxm(K) nazywamy
macierza funkcjonatu dwuliniowego & € L(V,W;K) w bazach

(alv"wan)a (ﬁla"'aﬁm)'
Uwaga 10.11. Niech A = [a;;] € Muxm(K) bedzie macierza
funkcjonatu dwuliniowego & € L(V,W;K) w bazach (a1,...,ay),

(61, ..., Bm). Udowodnimy, ze woéwczas € = ZZaij&j. Dla dowol-

i=1j=1

nych z1,...,Zn, Y1, .., Ym € K na mocy wzoru (10.4)
n m n m n m
Z Z ai;&ij (Z Ty 0 Zyl o ﬁl> = Z Z a;jz;y; oraz z dwuli-
i=1 j=1 k=1 =1 i=1j=1

niowosci £ mamy
i3 m n m
§(kaoakazyl0ﬁl):22xl (04, 0y),
k=1 =1 i=1j=1
wiec

n m n m
& (Z Tk O (ks Z Ee) ﬁl) = Z Z i T3Y;- (10.6)
k=1 =1 i=1j=1

n m
Zatem rzeczywiscie & = > Y ay ;. Na odwrét, dla dowolnych
i=1j=1
a; € K,i=1,...,n, 7 =1,...,m przeksztalcenie £: V x W — K
n m

dane wzorem (10.6) jest réwne » Y a;&; na mocy pierwszej czesci

i=1j=1
naszej uwagi, a wiec £ € L(V, W; K) i [a;;] € Mpxm(K) jest macierza &
w bazach (ay,...,ay), (81, .., 0Om). Zatem kazdy funkcjonal dwulinio-

wy £ € L(V,W; K) jest dany wzorem (10.6).
Zauwazmy jeszcze, ze przy utozsamieniu macierzy [a] ze skalarem
a € K wzér (10.6) mozna zapisa¢ w postaci:

13 (Z T 0 Oy Y Yl oﬂl> =[z1,...,20) - A Y1, ym)”. (10.7)
k=1 =1
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Twierdzenie 10.12. Niech A bedzie macierzq funkcjonatu dwuli-
niowego £ € L(V,W; K) danego wzorem (10.6) w bazach (a, ..., ay),

(Biy. .., Bm). Wtedy AT jest macierzq przeksztatcenia liniowego & w ba-
zach (aq,...,qp) @ (BF,...,05). W szczegdlnosci rzqd funkcjonatu €

jest rowny rzedowi macierzy A.
Dowéd. Dlai = 1,...,n, j = 1,...,m mamy, ze ({'(x))(3;) =

= &(a;,B;) = a;; oraz (Z aik-ﬁ,’;> (Bj) = ai; na mocy okresle-
k=1

nia przeksztalcenia & oraz wzoru (9.1). Stad &'(«) Zalk By dla
k=1

i = 1,...,n. Zatem wspéhrzedne wektora &'(q;) tworza i-ty wiersz

macierzy A, czyli tworza i-ta kolumne macierzy A7. St@d macierza

przeksztalcenia liniowego £ w bazach (av,...,an) 1 (85,...,05) jest

macierz AT. 7 twierdzenia 1.9 mamy, ze dim¢&' (V) = r(AT). Ale

r(AT) = r(A), wigc rzad funkcjonatu £ jest réwny r(A). O

10.3 Zmiana bazy a funkcjonaly dwuli-
niowe

Twierdzenie 10.13. Niech A bedzie macierzq funkcjonatu dwuli-
niowego £ € L(V,W; K) danego wzorem (10.6) w bazach (ay, ..., o),
(B1,- .-y Bm). Niech P bedzie macierzq przejscia od bazy (aq, ..., o)
do bazy (o,...,al) oraz niech @) bedzie macierzq przejScia od bazy
(Brs- .oy Bm) do bazy (BY,...,0,). Wéwczas PT - A-Q jest macierzq &
w bazach (o, ...,a), (B1,...,0.).

Dowéd. Ze wzoru (10.7), z definicji macierzy przejscia oraz z de-
finicji 10.7 wynika, ze dla dowolnych ¢« = 1,...,n, 7 = 1,....m
£(aj,0;) = (i — takolumna P)' - A . (j — takolumna Q) =
= (i — ty wiersz PT) - A - (j — ta kolumna Q). Ale z definicji iloczy-
nu macierzy A - (j — ta kolumna Q) = j — ta kolumna (A - Q), wiec
(o, 85) = [P" - A-Qly, skad mamy teze. O

Korzystajac ze wzoru (10.7) oraz z definicji macierzy endomorfizmu
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liniowego w bazie i z definicji 10.7 mozna udowodni¢ w podobny sposdb
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.14. Niech A bedzie macierzq funkcjonatu dwuli-
niowego £ € L(V,W; K) danego wzorem (10.6) w bazach (a, ..., ay),
(Bi,. .., Bm). Niech P bedzie macierzq endomorfizmu f przestrzeni V
w bazie (ay, . .., ) oraz niech Q bedzie macierzq endomorfizmu g prze-
strzeni W w bazie (B, . .., Pm). Wowczas & : VW — K dane wzorem

&, B) =&(f(a),9(B)) dlaceV, 3eW

jest funkcjonatem dwuliniowym i jego macierzq w bazach (o, . . ., o),

(Br, .-, 08m) jest PT - A-Q. O

w Bialymstoku,
na podstawie umowy SONB/SP/512497/202
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Formy kwadratowe

Niech K bedzie ciatem, w ktérym 141 # 0. Wielomian n-zmiennych
T1,...,Ty postaci
n
> ai, (11.1)
ij=1
gdzie a;; € K oraz a;; = aj; dla wszystkich 4,7 = 1,...,n nazywamy
formq kwadratowq n-zmiennych nad ciatem K.
Forme kwadratowa (11.1) mozna tez zapisywaé w postaci

n
Zaiix? + ZZaijxixj. (112)
=1

1<j

Przykiad 11.1. (a) Postacia ogdlng formy kwadratowej jednej
zmiennej jest wyrazenie az?, gdzie a € K.

(b) Postacia ogdlna formy kwadratowej dwdoch zmiennych jest wy-
razenie az? + bz + 2cxi1o, gdzie a, b, c € K.

(c) Postaciag ogdlng formy kwadratowej trzech zmiennych jest
wyrazenie a;r? + aori + a3x§ + 2ar1x9 + 2bxix3 + 2cxors3, gdzie
ay,aq,az,a,b,ce K. [

Macierz A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierzq formy (11.1), r(A)
nazywamy rzedem formy (11.1), za$ det(A) nazywamy wyrdzinikiem tej
formy.

84

Rozbudo
amu S
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7 definicji formy kwadratowej wynika, ze jej macierz A spetnia wa-
runek A = AT czyli A jest macierzq symetryczng. Na odwrét, kazda
macierz symetryczna nad K jest macierza pewnej formy kwadratowej
nad K.

Przyktad 11.2. Macierza formy kwadratowej z? + z2 —
—3x1r9 — 3x1T3 trzech zmiennych x1,z9,23 nad cialem R jest

2

—_

A= —
Na forme kwadratowa (11.1) mozemy tez patrzeé¢ jak na funkcje
n-zmiennych F': K™ — K dang wzorem

F([x1,-..,z,)) = i Qi T; %5, (11.3)

ivjzl

. Zatem wyrdznik tej formy det(A) = (—1)3F! -

[[SSSISY)
O ol
O Ovlw

|
— oW

= (—

N

) - (_(_%)) = _Z- # 0, skad jej rzad wyno-

O Nw

-3
si 3. O

gdyz funkcja F' jest wyznaczona jednoznacznie przez wspotczynniki a,j,
bo a;; = 5 [F(ei+¢;) — F(e;) — F(g5)] dla wszystkich ¢, j € {1,...,n}.
Utozsamiajac macierz [a] ze skalarem a € K uzyskamy, ze

a;y a2 ... Qn
I
21 Q22 ... Q2p
, T_ 1 1 o =
[T1, .. o) Az, . xn) =[x, - T : A : e
: . z,
Ap1 Apo ... 0app
[ a11T1 + a19T9 + ... + 10Ty i
= ["”17 coey Tiy e T/n] ) ;121 + QT2 + ... + AinTn =
L An11 + Ap2To + ...+ Apndy |

n n n
= [ > lwi Y aijay] l = [ > iz } = F([x1,-.., 1)), a wiec

i=1 j=1 ij=1
wz6r (11.3) mozna zapisa¢ w postaci:

F(lz1, ... zn)) = 21, 0] - A [21,- ., 2] (11.4)
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Twierdzenie 11.3. Niech f bedzie automorfizmem przestrzeni li-
niowe] K™ posiadajgcym w bazie kanonicznej macierz B i niech F
bedzie formq kwadratowqg n-zmiennych o macierzy A. Woéwczas F o f
tez jest formg kwadratowq n-zmiennych i jej macierzq jest BT - A . B.

Dowdd. Na mocy wzoru (11.4)

(Fof)([z1,...,zn]) = F(f([z1,...,20])) =
=F([a:1...xn]-BT):[xl...xn]'BT-A-([xl...xn}-BT)T:
—[zy...2,)- (BT -A-B)-[21...2,]""

Wystarczy zatem pokazaé, ze macierz BT - A- B jest symetryczna. Ale
z wlasnodci transponowania macierzy (BT - A- B)T = BT. AT.(BT)T =
= BT . A. B, gdyz macierz A jest symetryczna. [J

Definicja 11.4. Powiemy, ze formy kwadratowe F' i G, n-zmien-
nych nad ciatem K sg réwnowazne, jezeli istnieje automorfizm f prze-
strzeni K" taki, ze G = F o f.

7 twierdzenia 11.3 i ze stwierdzenia 2.15 otrzymujemy od razu na-
stepujace

Twierdzenie 11.5. Rownowazne formy kwadratowe n-zmiennych
majq takie same rzedy. U

Twierdzenie 11.6. Relacja réwnowazinosci form kwadratowych
jest relacjq réownowaznosci w rodzinie wszystkich form kwadratowych
n-zmiennych nad ciatem K.

Dowdéd. Niech F', G, H beda dowolnymi formami kwadratowymi
n-zmiennych nad ciatem K. Poniewaz idgn jest automorfizmem prze-
strzeni K™ oraz F' = Foidgn, wiec forma F' jest rtownowazna formie F.

Zalézmy, ze forma F' jest rownowazna formie G. Wtedy istnieje
automorfizm f przestrzeni K™ taki, ze G = F o f. Ale wtedy f~! tez
jest automorfizmem przestrzeni K™ oraz F' = G o f~!, wiec forma G
jest rownowazna formie F'.

Zalézmy, ze forma F jest rownowazna formie G oraz forma G jest
rownowazna formie H. Wtedy istnieja automorfizmy f, g przestrzeni
K™ takie,ze G=Fofi H=Gog. Zatem H=Fo(fog). Ale fog
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jest automorfizmem przestrzeni K™, wiec forma F' jest réwnowazna
formie H. [J

Definicja 11.7. Formq kanoniczng n-zmiennych nad ciatem K na-
zywamy forme postaci

e1x? + cxs + ..+ a7, (11.5)

dla pewnych ¢, ca,...,c, € K.

Twierdzenie 11.8. Kaida forma kwadratowa n-zmiennych nad
ciatem K jest rownowazina pewnej formie kanonicznej n-zmiennych.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem n. Przeprowadzone przez
nas rozumowanie nazywa sie metodq Lagrange’a sprowadzania formy
kwadratowej do postaci kanonicznej.

Dla n =1 teza jest oczywista na mocy przyktadu 11.1 (a).

Niech n bedzie taka liczbg naturalna wieksza od 1, ze kazda forma
kwadratowa (n — 1)-zmiennych nad cialem K jest rownowazna pewnej
formie kanonicznej (n — 1)-zmiennych. Rozwazmy dowolng forme kwa-
dratowg F' n-zmiennych nad ciatem K o macierzy A = [a;;] € M, (K).
Jezeli a;; = 0 dla wszystkich 7,5 € {1,...,n}, to F jest forma kano-
niczna. Zatézmy wiec dalej, ze ag # 0 dla pewnych k,1 € {1,...,n},
przy czym k < [. Mozliwe sg teraz tylko dwa przypadki.

Przypadek 1. a; = 0 dla wszystkich ¢ = 1,....,n. Wtedy k£ < [
oraz

F([Il, P ,xn]) =2 Zai]‘l‘i.??j =
i<j
=2 Z Qi TiT5 + 2. Z ayr;r; + 2 - Z Ak TpTj + 2041 T X
i<j itk Al i<lizk k<j,j#l
Rozwazmy przeksztatcenie liniowe f: K™ — K™ dane wzorem

Tr + T — I
flloy, o Ty ey Ty, X)) = (20, 5 2——,...,xn].

Poniewaz f2 = idyn, wiec f jest automorfizmem przestrzeni K. Po-
nadto (F o f)([z1,...,3,]) = F([zy,.... B35, 858 g,]) =

T — Iy Ty + 1
=2- Z Qi T;T +2- Z a;1T; 5 +2- Z akj-—Q-—Ij—f-
i< itk j#l i<litk k<j,j#l
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T+ Tp— . o
+2ay k2 L. k2 ! Mamy tutaj cztery skladniki, przy czym

w pierwszych trzech sktadnikach (bedacych sumami) nie wystapi 3.
Poniewaz ay; # 0, wiec w otrzymanej formie kwadratowej (réwnowaz-
nej formie F'), 27 wystapi z niezerowym wspotczynnikiem réwnym L,
W ten sposob dochodzimy do przypadku 2.

Przypadek 2. a,, # 0 dla pewnego s = 1,...,n. Bez zmniejszania
ogo6lnoscei rozwazan mozemy zaktadaé, ze s = n, gdyz dla s < n przy
pomocy automorfizmu f przestrzeni K™ danego wzorem
flz1, .- xsy .oy xp)) = [21, -y Tp, - . ., Ts) mozemy forme F' zastapi¢
forma F o f, w ktorej wspotczynnik przy x, jest rowny ass # 0. Niech
zatem dalej a,, # 0. Wtedy

n—1

F(lxy,...,z,)) = Z a;jTx; + 2 - Z AinTiTpn + T2 =

1<j<n i=1

1 n—1 1 n—1
, 2 2
= D iy + ann(Tn + —— 3 @inTi)” — — (3 ainT:)".
i<j<n nn j=1 Ann 5=
Niech g bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni K" w siebie da-

n—1
nym wzorem g([1, ..., Tn1,Tn]) = [T1,. ., Tno1, Tn = 7= ) AinTi)]-
i=1

Wéwezas Ker g = {0}, wiec g jest automorfizmem przestrzeni
K™ Ponadto (F o g)([z1,...,2Zn]) = anp2? + G([z1,. .., 2y 1]), gdzie
G jest forma kwadratowa (n — 1)-zmiennych i G([z1,...,2,_1]) =

1 n—1
= Z a;T;T; — a—(z ainzi)®. 7 zalozenia indukcyjnego istnieje

i<j<n nn =1

automorfizm h przestrzeni K™™' taki, ze (G o h)([z1,...,2n_1]) =
=122 + ...+ cpx2_| dla pewnych ci, ..., c, 1 € K. Istnieja zatem
funkcjonaty p;: K" - K dlaiz=1,...,n — 1 takie, ze
h([.Tl,...,.’L’n_‘]]) = [(,01([.771,...,Z'nfl]),...,g&‘n_l([l‘l,...,l‘nfl])].
Niech t: K™ — K" bedzie odwzorowaniem danym wzorem

t([l’l, vy Ip—1, ZI)n]) = [(pl([l'l, ce ,.fL’n_l]), ce ey QOn_1<[.T1, <o ,xn_l]), 1n]
Wéwezas t jest przeksztalceniem liniowym i Kert = {6}, czyli t jest
automorfizmem przestrzeni K". Ponadto (F o (g ot))([z1,...,2s]) =

2 .
=cr?+ . H e |+ appr?. O
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Przyktad 11.9. Przy pomocy metody Lagran-
ge’a  sprowadzimy  do postaci  kanoniczne] nad  cia-
tem K forme kwadratows, F([xq, Tq, T3, 24)) =
= x1T9 + Tox3 + X314 + x4x; i znajdziemy automorfizm linio-
wy f przestrzeni K* taki, ze F o f jest forma kanoniczng. Mamy tutaj
przypadek 1, wiec fi([x1, 2, T3, 24]) = [21, 2, BT, TZ] Wiedy

(F © fl)([xl’ T2, T3, ’134]) =

T3+ Ty T3+ Ty T3 — Ty T3 — T4 -
= T1Z9 + Ty 5 + 5 . 5 5 r =

1 1 1
= T1T9 + 53321133 + él'lIg + Z.Z% — Zl’i + 5(172.1'4 — 51’1.’13’4 =

=17 +lxa: +1x:L' +—x2—l(:1: -z +:1:)2+1(:c2—x1)2:
182 + Sxals + 50Ty + 705 = 7 (T4 — Lo+ 1 1

1 o 1, 1, 1,5 1 1 1
= —1(234 — T9 + .CCl) =+ Z.I'l + ZZ'Q + ZI3 + 51’11’2 =+ 5.’1311173 —+ 5[2’32373.
Stad fo([x1, 22, 23, 4]) = [21, T2, 23,74 + T3 — 71]. Zatem (F o f; o
fo)([21, B, 23, 24)) = —3af + 12 + Lol + 1ol + Loyao 4 Laias + a0as.
Teraz zajmiemy sie forma kwadratowa Gi:

1 1 1 1 1
Gl([l’l, g, .%3]) = ZZ’% + Zlg + ZZL‘% + 5.’1?1112 + §£U1$3 + —2‘1’21‘3 =

1 1 1 1
= Z(m% + 2z 23 + 2x9x3) + Zaz% + ng + 5012 =

1

1 1 1 1
= Z(.Q?g + x4+ IQ)Q — Z(xl + 332)2 + Zl‘? + ng + §CE1ZE2 =

1
= Z(IB + T + IQ)Q

Stad hy ([z1, 2. x3]) = [21, T2, —T1—Ta+w3] oraz (Grohy ) ([x1, 22, 23]) =

= ix% Zatem f‘a([371,$2,ﬂ?3,374]) = [171a3?2,353 — X — 1E2,£U4] oraz

r 1 1
(F ofiofao fa)(lthl??,ﬂ?s, 584]) = ZZE% — in
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Pozostaje zatem obliczy¢ fie foe f3. Poniewaz (fy0 f3)([x1, 29, T3, 14]) =
= follz1, 2o, 13 — 71 — To,74]) = [71, T2, 73 — ) — T2, T4 + T2 — T,
wiec (f1 o fao f3)([I1,$2,$37$4D = fi(lz1, 22,23 — 11 — 29,24 + T2 —
r1]) = |21, 22, —71 + él'?, + ém, —To + %.1'3 — %m]. Zatem szukanym
automorfizmem liniowym przestrzeni K* jest

1 1 1

f([z1, 2, x5, 24]) = [21, X9, —1 + 51133 + 5354, —T9 + 51103 - 5374]-




Rozdzial 12

Formy kwadratowe
rzeczywiste

12.1 Klasyfikacja rzeczywistych form
kwadratowych

Forme kwadratowa nad ciatem R nazywamy formag kwadratowq rze-
czywistq.

Twierdzenie 12.1. Jesli formy kwadratowe rzeczywiste n - zmien-
nych sq réwnowazine, to ich wyrozniki majg ten sam znak.

Dowé6d. Zalézmy, ze formy kwadratowe rzeczywiste F i G
n-zmiennych sg réwnowazne i maja macierze A i B odpowiednio. Wte-
dy, z twierdzenia 11.3, istnieje odwracalna macierz kwadratowa C
o wspotczynnikach rzeczywistych taka, ze B = CT - A . C. Zatem
z twierdzenia Cauchy’ego oraz z tego, ze det CT = det C uzyskamy,
ze det B = (det C)% - det A. Ale det C' # 0, wigc (det C')? > 0 i liczby
det B i det A maja ten sam znak. [

Twierdzenie 12.2. KaZda rzeczywista forma kwadratowa
n-zmiennych jest réwnowazna formie kanonicznej postact

F(lwy,...,za)) =2 +...+ap —2py — ... — Thos, (12.1)

dla pewnych k, s € Ny takich, e k + s < n.
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Dowéd. Na mocy twierdzen 11.6 i1 11.8 wystarczy ogra-
niczy¢ sie do kanonicznych form kwadratowych rzeczywistych
F([z1,...,zn)) =12t +...+cpzl. Jedlig=0dlai=1,...,n, to wy-
starczy wzigé k = s = 0. Niech dalej ¢; # 0 dla pewnego j = 1,...,n.
Dla kazdej permutacji o € S, przeksztalcenie f,: R — R" dane
wzorem fy([x1,...,25]) = [To1), .-+ To(m)] jest automorfizmem linio-
wym. Mozemy zatem bez zmniejszania ogélnosci rozwazan zakltadac,
ze istnieje liczba naturalna m < n taka, ze ¢; # 0dlat = 1,...,m
i ¢; = 0 dla wszystkich ¢ > m oraz istnieja nieujemne liczby catkowite
kis takie, ze k+s =mic¢ >0dlai=1,...,k oraz ¢; < 0 dla

t = k+1,...,m. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni R"
przeksztalcajacym wektor (1, ... Ty na wektor
[\/%_1;171, e \/#E;x,w ﬁxkﬂ, e —\/rl—c—:xm,xmﬂ, ooy Ty Wow-
czas f jest automorfizmem liniowym i (F o f)([z1,...,2zs])) =
=x%+...+$2—xi+l —...—z2.0

Twierdzenie 12.3 (o bezwladnosSci). Réwnowazne rzeczywiste
formy kwadratowe kanoniczne n-zmiennych majq te same liczby wspot-
czynnikow dodatnich jak i uwjemnych.

Dowédd. Zatézmy, ze tak nie jest. Wtedy na mocy wniosku 11.10,
twierdzenia 12.2 i jego dowodu istnieja nieujemne liczby caltkowite
kK, s, s takie, ze k +s = K + ¢ = m < n oraz k > k' i formy
kwadratowe F([z1,...,2p)) = 21 + ...+ 2} — T}, — ... — Th,, Oraz
G([z1,...,x0)) =21 +.. .42} — 2k —...— TY,y sa rGWnOWazZDe. Ist-
nieje zatem automorfizm liniowy f przestrzeni R" o macierzy A = [a;]
w bazie kanonicznej taki, ze F' = G o f. Wtedy
it AT —Th —. . — Ty = (a1t . Ha120) . A (@ T+ A
FaknTn)® = (A 11 1T1F - -+ A1) nZn) = o — (@1 T1 . QT )

Rozwazmy przeksztalcenie liniowe g: R® — R *+* przeksztalca-
jace wektor [x1,. .., x| na wektor a1z +. ..+ a1nTn, . .., a1 T1+. . .+
+ ATy Tk, - - -, T Poniewaz k' < k, wiec n—k+k < n i wobec te-
go Kerg # {0}. Zatem istnieje niezerowy wektor [t1,...,t,] € R™ taki,
ze ajiti+...+apt, =0dlat=1,..., k' orazt; =0dlaj = k+1,...,n.
Zatem t%—{—. . .-{-t,% = —(a(k/H) 1+ Fag ) ntn)g—. . .—(am1t1+. .t
+amntn)? Stad t; = 0dlaj = 1,...,k, czyli [t1,...,t,] = 6 i mamy
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sprzecznosé. [
7 twierdzen 12.2 i 12.3 mamy od razu nastepujacy

Whiosek 12.4. Kazda forma kwadratowa rzeczywista n-zmiennych
jest réwnowazna doktadnie jednej z form postaci (12.1). O

12.2 Formy okreSlone

7 twierdzenia Sylwestera-Jacobiego o bezwtadno$ci wynika od razu
poprawnos¢ nastepujacych definicji.

Definicja 12.5. Forme kwadratowa rzeczywista nazywamy okre-
slong, jezeli w jej postaci kanonicznej wszystkie wspotczynniki rozne
od 0 maja ten sam znak. Jedli sa one nieujemne, to forma nazywa
sie dodatnio okreslona, natomiast jesli sa one niedodatnie, to forma
nazywa sie¢ ujemnie okreslona.

Definicja 12.6. Mowimy, ze forma kwadratowa rzeczywista jest
i1stotnie okreslona, gdy wszystkie wspotezynniki jej postaci kanonicznej
sa r6zne od 0 i maja ten sam znak. Jesli sa one dodatnie, to méwimy,
ze forma jest istotnie dodatnia, a jesli ujemne, to mowimy, ze forma
jest istotnie ujemna.

Whprost z definicji rownowaznosci form kwadratowych i z definicji
12.5 1 12.6 wynikaja nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 12.7. Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F
n-zmiennych byta dodatnio okreslona potrzeba i wystarcza, zZeby dla
dowolnego wektora [x1,...,x,] € R" zachodzila nieréwnosé
F([x1,...,2z,)) > 0.0

Twierdzenie 12.8. Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F
n-zmiennych byta istotnie dodatnia potrzeba i wystarcza, Zeby dla do-
wolnego niezerowego wektora [xy, ..., x,] € R™ zachodzila nieréunosé

Uwaga 12.9. Niech F' bedzie forma kwadratowa rzeczywista
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n-zmiennych. Wéwczas forma F' jest ujemnie okreslona wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy forma —F' jest dodatnio okreslona. Ponadto forma F
jest istotnie ujemna wtedy i tylko wtedy, gdy forma —F jest istotnie
dodatnia.

Z uwagi 12.9 1 z twierdzen 12.7 i 12.8 wynikaja od razu nastepujace
twierdzenia.

Twierdzenie 12.10. Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F
n-zmiennych byta ujemnie okreslona potrzeba i wystarcza, zeby dla do-
wolnego wektora [xq, ..., x,] € R™ zachodzita nieréwnosé
F([x1,...,2,]) <0.0

Twierdzenie 12.11. Na to aby forma kwadratowa rzeczywista F
n-zmiennych byta istotnie ujemna potrzeba i wystarcza, zZeby dla do-
wolnego niezerowego wektora [xy,...,x,] € R™ zachodzita nieréwnosé

F([x1,...,25]) <0.0

Lemat 12.12. Forma kwadratowa rzeczywista F n-zmiennych
(n>2) o macierzy A = [a;;] € M,(R) jest istotnie dodatnia wtedy

i tylko wtedy, gdy ayy > 0 oraz forma G (n — 1)-zmiennych zo, . .., z,
o macierzy B = [a110;; — a1;01]i=2, ., jest istotnie dodatnia.
j=2,..,n ’

Dowédd. Forme F' mozemy zapisa¢ w postaci

7

F([Q?l, Cen ,In]) = G,HZU? + 211312 A1 + Z AjpT T (122)
j=2 5. k=2

Zatozmy, ze forma F' jest istotnie dodatnia. Wtedy podstawiajac
ry=1,z;,=0dlaj =2,...,n we wzorze (12.2) uzyskamy, ze a;; > 0.
Stad

a1

1 2 1 n 2 n
F = an lxy + —Z Q15T — a Zaljxj + Z aj]gfjl'k'
1 \j>

(12.3)

2 n n (L‘—f-
-1 L, = Y A Y
Ponadto —_ - ayzi | + Y apmiar = Y |aj r; +
; =

k=2

Jj=2 j,k=2

aiy
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a1;a1k 1
+2 ) (a]‘k_ Y 1k>a:jxk = —G([ra,...,7,]). Zatem na mocy
1<j<k aii ani

(12.3)

2

1 & 1
F(lzr,... zn]) = an |21+ —Z ayjr | + —G([z2, ..+, za)).

11— an

(12.4)

Wezmy dowolny niezerowy wektor [zs,...,7,] € R"! i niech

11 = =2 " ay;z;. Wtedy z (12.4) wynika, ze iG([:EQ, ceyTyn]) >0,

7j=2

a1y 4

a poniewaz aj; > 0, wiec G([za,...,z,]) > 0. Zatem forma G jest
istotnie dodatnia.

Na odwrét, zalézmy teraz, ze a;; > 0 i forma G jest istot-
nie dodatnia. Wtedy na mocy (12.4) dla dowolnego niezerowego
wektora [zy,...,z,] € R™ jest F([xy,...,2,]) > 0. Zaldzmy, ze
F([x1,...,2n]) = 0. Wtedy ze wzoru (12.4) i z tego, ze an > 0 uzy-

n

skamy z; + E}TZ ayz; = 0 oraz G([za, ..., x,]) = 0. Ale forma G jest
j=2

istotnie dodatnia, wigc ; =0dla j = 2,...,n, wiec tez x; = 01w kon-

sekwencji [xy,...,2,] = 6. Sprzeczno$¢. Zatem F([zy,...,z,]) > 0

i forma F' jest istotnie dodatnia. [J

Lemat 12.13. Niech A = [a;;] € My(R) bedzie macierzq syme-
tryczng takq, ze n > 2 oraz ay; > 0. Wéwczas dla kazdego s = 2,...,n
zachodzi réwnosé:

detlaai; — a1,01j)i=a. s = (a11)** deta;]izt,....s-

1=2,.

J=20008 J=1,.8
Dowad. Z twierdzenia Laplace’a mamy, ze

detlaria;;—a104j) iz, s =
J=2,...,8

1 a12 aiz ... A1g
0 aj1a9e — a12a12 @11Q23 — @12013 ... Q11025 — A12015
0

= 11032 — @13Q12 A11G33 — A13A13 ... Q11035 — Q13015

0 anag — ajsa12 11053 — 15413 ... A110ss — Q1501

mowy SONB/SP/512497/202
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Po zastosowaniu operacji elementarnych w;+a;wi dlaj =2,...,s
uzyskamy, ze

1 a9 aiz ... QAig
a2 AaAnG ap;nad23 ... A1102
detla a;; — ayaijli—y, s = | @3 G1A32 andsy ... andzs | =
j:27“,75 . . .
Q1s Q110s2 A110s3 ... QAl110gs
ap; Q1112 a;n@13 ... 1101
Q12 Q11022 A11Q23 ... QA1102s
= EL a3 apas2 apasz ... 01103s | =
11
a1s A11Qs2 Q11053 ... QA110ss
ap; a2 a3 ... Qs
Q12 Aa22 Q23 ... QAgs
— s—1 _ $—92
= a—u(a”) @13 Az 433 ... QAa3zg = (CL11> det[aij]i:h_ﬁ, bo
: : : J=1l,..;s
A1s Gsp Us3 ... Qss

macierz A jest symetryczna. [J

Twierdzenie 12.14 (Kryterium Sylvestera). Na to, by forma

kwadratowa rzeczywista F n-zmiennych o macierzy A = [a;;] € M, (R)
aiy ... Qg

bylta istotnie dodatnia potrzeba i wystarcza aby | : : t | >0dla
g1 ... Qg

kazdego s =1,...,n.

Dowdéd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Dlan = 1 teza jest oczy-
wista, bo forma a;;z? jest istotnie dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy
ay; > 0.

Zatézmy, ze teza zachodzi dla form kwadratowych rzeczywistych
stopnia n — 1 i niech F bedzie forma kwadratowa rzeczywista
n-zmiennych o macierzy A = [a;] € M,(R).

Jezeli forma F' jest istotnie dodatnia, to na mocy lematu 12.12,
a;; > 0 oraz forma G (n — 1)-zmiennych z,...,7, 0 macierzy
B = [anay — a1ia14)i=2. 5 jest istotnie dodatnia. Zatem z zatozenia

¢
yeen

J=2,...,n

ano i udostgpniono w ramach projektu pn.

Rozbudowa otw 6w naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku,

dofinansowanego z programu ,Spoleczna dzialnosé nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021
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indukcyjnego det[ai1a;; — ay;a15]izs,. s > 0 dla kazdego s = 2,...,n.

yoo

Stad, na mocy lematu 12.13, det[zlj;];i_ws >0dlas=2,...,n. Zatem
det[aij]i‘:l’._.’s > 0 dla kazdego s = 1?21,;

Na z:il\;&’f'l."’gt, zalézmy, ze det[aij]i.:lw,s > 0 dla kazdego s = 1,...,n.
Wtedy ay; > 0 oraz na mocy lematljlzilé:'isf}, det[ai1a;;—a1;a415]—2 s > 0

j:?,“.,s
dla kazdego s = 2,...,n. Zatem z zalozenia indukcyjnego forma G

jest istotnie dodatnia. Stad i z lematu 12.12, forma F' tez jest istotnie
dodatnia. [

ano i udostgpniono w ramach projektu pn.

Rozbudowa otw 6w naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku,

dofinansowanego z programu ,Spoleczna dzialnoé¢ nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021




Rozdzial 13

Przestrzenie euklidesowe 1
ortogonalne I

13.1 Funkcjonaly dwuliniowe symetrycz-
ne

Definicja 13.1. Macierzg funkcjonatu ¢ € L(V,V;K) w ba-
zie (aq,...,0p) przestrzeni V' nazywamy jego macierz w bazach
(a1,...,ap), (01,...,qp), t.j. macierz [£(o, o)) € My (K).

Definicja 13.2. Niech V bedzie skoiiczenie wymiarowa przestrze-
nig liniowa nad ciatem K. Funkcjonal dwuliniowy & € L(V, V; K) nazy-
wamy symetrycznym, jezeli &(a, 3) = &(8, a) dla dowolnych o, 3 € V.

Stwierdzenie 13.3. Niech A = [a;;] € M, (K) bedzie macierzq
funkcjonalu dwuliniowego § € L(V,V; K) w bazie (ay,...,ap). Wow-
czas & jest symetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest syme-
tryczna.

Dowdd. Jezeli € jest symetryczny, to dla dowolnych 2,7 =1,...,n
ai; = &, o) = &(ay, ) = aj;, a wiec macierz A jest symetryczna.

Na odwrét, zatézmy, ze macierz A jest symetryczna, a wiec a;; = aj;
dla wszystkich i, 7 = 1,...,n. Wezmy dowolne «, 5 € V. Wtedy istnie-
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n n
ja Ty, Ty, Y € K takie, ze a =) zioa; i B=) y;oaq
=1

i=1 j
Zatem ze wzoru (10.6) mamy

)=

n
i=1j=

A5 TY;
1
oraz

n n n n
f(ﬁ,a) = Z A A5;YjTq = Z Z&ijiﬁiyj = Z Z ai;TiYj,

j=1li=1 Jj=1li=1 1=1j=1

czyli £(8,a) = &(a, 3) i funkcjonal & jest symetryczny. O

Uwaga 13.4. Z uwagi 10.11 i ze stwierdzenia 13.3 wynika, ze jezeli
(v, ...,0ay) jest baza przestrzeni liniowej V' nad cialem K, to kaz-
dej macierzy symetrycznej A = [a;;] € M, (K) odpowiada funkcjonat
dwuliniowy symetryczny & € L(V,V; K) dany wzorem

n n n o on
£ (inoai,z:yjoaj> ZZZ(LULL’Z'?]J‘, (131)
i=1 j=1 i=1j=1

ktérego macierzg w bazie (a,...,a,) jest A.

13.2 OkreSlenie przestrzeni euklideso-
wych i ortogonalnych

Definicja 13.5. Niech V bedzie skonczenie wymiarows rzeczywi-
sta przestrzenig liniowa i niech ¢ € L(V,V;R) bedzie funkcjonatem
dwuliniowym symetrycznym spetniajacym warunek

&(a, @) > 0 dla kazdego niezerowego wektora o € V. (13.2)

Pare (V, £) nazywamy wowczas przestrzenig euklidesowg, a funkcjonat €
nazywamy iloczynem skalarnym tej przestrzeni.
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Przyktad 13.6. Niech n bedzie dowolng liczba naturalna. Nietrud-
no sprawdzié, ze (R", €), gdzie

5([x1v"'7xn]v[ylv-~~7yn]) :ixiyi (133)

jest przestrzenia euklidesowa. [

Uwaga 13.7. Niech V' bedzie rzeczywistg przestrzenia liniows wy-

miaru n € N i niech (ay,...,a,) bedzie uporzadkowana baza tej
przestrzeni. Niech £ € L(V,V;R) bedzie funkcjonatem dwuliniowym
symetrycznym i niech A = [a;;] bedzie macierza ¢ w podanej bazie

przestrzeni V. Ze stwierdzenia 13.3 macierz A jest symetryczna, wiec
otrzymujemy forme kwadratowa rzeczywista F' n-zmiennych

F([xl,...,:z:n]) = Z aijxia:j. (134)
ij=1
Ponadto dla dowolnych zi,...,z, € R zachodzi rownosé¢

n
f(.’Eloal +...+.Tn0an,11710&1+...+In005n) = Z Qi TiZTy-
i,j=1

Wynika stad, ze £ jest iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy
forma kwadratowa F’ jest istotnie dodatnia. Zatem, z twierdzenia 12.14,
¢ jest iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy A = AT oraz
ai; ... Qg
> 0 dla kazdego s =1,...,n.

g1 ... Qgg

Przyktad 13.8. Z uwagi 13.7 otrzymujemy w szczegolnosci, ze
wszystkie iloczyny skalarne w przestrzeni R? dane sg wzorem

b2

E([z1, xa], [y1, Yo]) = ax1y) +bx1ya+broys +cxoye, gdzie a > 0, ¢ > — O
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Definicja 13.9. Niech V' bedzie skonczenie wymiarows przestrze-
nia liniowg nad cialem K i niech £ € L(V,V; K) bedzie funkcjona-
tem dwuliniowym symetrycznym. Woéwczas pare (V, ) nazywamy prze-
strzenig ortogonalng, a funkcjonat & nazywamy uogélnionym iloczynem
skalarnym tej przestrzeni.

Definicja 13.10. Méwimy, ze przestrzen ortogonalna (V,§) jest
niezdegenerowana, jezeli dla dowolnego niezerowego wektora a € V
istnieje 5 € V takie, ze £(«, 8) # 0. Méwimy tez wtedy, ze funkcjonal &
jest miezdegenerowany.

Przyktad 13.11. Kazda przestrzen euklidesowa (V&) jest prze-
strzenia ortogonalna niezdegenerowana, bo dla dowolnego niezerowego
a € V mamy, ze {(a,a) > 0. O

Przyklad 13.12. Przestrzen R* z funkcjonalem dwuliniowym &
danym wzorem

5([$17372,$3-,1B4], [yla yg,yg,y4]) = T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — T4lY4 (135)

jest przestrzenia ortogonalng niezdegenerowana (chociaz nie jest to
przestrzen euklidesowa). Rzeczywiscie, dla dowolnego niezerowego wek-
tora o = [x1, X2, T3, 24] € R* istnieje s = 1,2, 3, 4 takie, ze z; # 01 wow-
czas &(a,g;) # 0. Ponadto dla 8 = [1,1,0,0] mamy, ze &(8, 5) = 0,
wiec (V) €) nie jest przestrzenia euklidesowa. Otrzymang w ten spos6b
przestrzen ortogonalna nazywa sie przestrzeniq Minkowskiego. Odgry-
wa ona duza role w fizyce. [J

Twierdzenie 13.13. Niech (V, &) bedzie przestrzeniq ortogonalng.
Niech A bedzie macierzq funkcjonatu & w pewnej bazie uporzgdkowanej
(1, ...,qap) przestrzeni V. Wowczas réwnowaine sq warunki

(i) przestrzeri (V,€) jest niezdegenerowana,

(ii) & jest izomorfizmem przestrzeni liniowej V' na przestrzen V*,

(iii) macierz A jest odwracalna.

Dowéd. (i) = (it) Wezmy dowolne o € Ker &. Wtedy ze wzo-
ru (10.1) uzyskujemy, ze &(a, 3) = 0 dla dowolnego 5 € V. Ale prze-
strzen (V&) jest niezdegenerowana, wiec o = 6. Stad & jest zanurze-
niem. Ponadto z twierdzenia 9.2 mamy, ze dim V* = dimV = n, czyli
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&' jest zanurzeniem przestrzeni wymiaru n w przestrzenn wymiaru n.
Zatem, z algebry liniowej I, £’ jest izomorfizmem.

(i1) = (ui4) Z twierdzenia 10.12 mamy, ze AT jest macierza prze-
ksztalcenia liniowego ¢ w bazach (ay,...,an) 1 (af,..., ). Zatem,
z twierdzenia 2.2, macierz AT jest odwracalna, skad macierz A jest
odwracalna.

(#i1) = (i) Z twierdzen 2.2 i 10.12 mamy, ze &' jest izomorfizmem.
W szezegdlnosci Ker & = {0}. Wezmy dowolny niezerowy wektor o €
€ V. Wtedy &'(a) # O, wiec istnieje 3 € V takie, ze (¢'(a))(3) # 0.
Stad, na mocy wzoru (10.1), &(a,3) # 0. Zatem przestrzen (V,§) jest
niezdegenerowana. [J

Przyktad 13.14. Niech V bedzie skonczenie wymiarows przestrze-
nig liniowg nad ciatem K i niech £ € L(V,V; K) bedzie funkcjonatem
dwuliniowym zerowym tzn. (o, 3) = 0 dla wszystkich «, 3 € V. Wte-
dy £ jest symetryczny, a wiec (V) jest przestrzenig ortogonalng. Na-
zywamy ja przestrzenia ortogonalna catkowicie zdegenerowang.

13.3 Podprzestrzenie prostopadtle

Definicja 13.15. Niech (V, £) bedzie przestrzeniag ortogonalng. Mo-
wimy, ze wektory «, 3 € V' sg prostopadle, jezeli &(a, 5) = 0. Piszemy
wtedy o L 3. Méwimy, ze wektor a € V jest prostopadly do niepu-
stego podzbioru B C V, jezeli a 1L 3 dla kazdego 5 € B. Piszemy
wtedy a L B. Mdéwimy, ze niepuste podzbiory A i B przestrzeni V
sa prostopadle, i piszemy A L B, jezeli @ L (§ dla dowolnych o € A,
(3 € B. Zbior wszystkich wektoréw o € V' prostopadtych do niepustego
podzbioru A C V oznaczamy przez At. Zatem

At ={a eV :a L g dla wszystkich 3 € A}. (13.6)

Uwaga 13.16. Niech A i B beda niepustymi podzbiorami prze-
strzeni ortogonalnej (V, £). Udowodnimy, ze jezeli A L B, to lin(A) L
1 lin(B). Wezmy dowolne « € lin(A) i dowolne 3 € lin(B). Wbwczas
istnieja ay,...,as € A, (1,...,0, € B 1iskalary ay,...,as, b,...,0b,
takie, Ze « = a;0oa; + ... +asoas 1 0 = b ofB1+ ...+ b. o[,
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Stad z dwuliniowosci & wynika, ze £(a, 3) = Z Z (azbj)€(cu, B;) = 0,
i=1j=1

gdyz &(ay, 5;) = 0 dla wszystkich ¢ = 1,...,s, j = 1,...,r. Zatem

lin(A) L lin(B).

Twierdzenie 13.17. Niech (V, &) bedzie przestrzeniq ortogonalng.
Wéwczas dla dowolnych niepustych podzbioréw A, B i dla dowolnej
podprzestrzent W przestrzeni V' :

(i) A C (AL)L i AL jest podprzestrzeniq liniowq; jest to najwicksza
podprzestrzen prostopadia do A,

(i) jezeli A C B, to B+ C AL,

(i) dim W+ > dim V — dim W,

() jezeli przestrzen (V,€) jest niezdegenerowana, to dimW+ =
=dimV —dim W oraz W = (W1)+.

Dowdd. (i) Poniewaz At 1 A, wiec A C (A1)+ iz uwagi 13.16,
lin(AY) L A, skad lin(At) € AL Ale A+ C lin(A'), wiec AL =
= lin(Al). Zatem At jest podprzestrzenia liniows przestrzeni V. Jezeli
U jest podprzestrzenig przestrzeni V prostopadly do A, to z definicji
At U C At. Stad At jest najwicksza podprzestrzenia prostopadta
do A.

(ii) Niech a € B*. Wtedy a L (8 dla wszystkich 3 € B. Ale A C B,
wiec a L 3 dla wszystkich 3 € A, czyli a € AL. Zatem Bt C AL,

(iii) Oznaczmy przez f naturalne wlozenie podprzestrzeni W
w przestrzen V. Wtedy f(a) = a dla wszystkich o € W. Za-
tem, z twierdzenia 9.12, f*: V* — W™ jest epimorfizmem. Ponadto
&V = V* wiec g = f*o&:V — W* jest przeksztatceniem linio-
wym. Z algebry liniowej I wiemy, ze dim V' = dim Ker g + dim I'm g.
Ale Im g jest podprzestrzeniag W*, wiec dimV < dim Ker g +dim W*.
Ponadto, z twierdzenia 9.2, dimW* = dim W, a zatem dimV <
< dim Ker g + dim W. Dalej, dla dowolnego a@ € V' mamy

a€Kerg < [ (€(a)=0 < Vsew(f'({()))(B) =0 <

= Vaew(€'(a))(f(B) =0 <= Ysew ({(a)(B) =0

— Ygewl(o,f) =0 < « € W,
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Zatem Kerg = W2 i wobec tego dimV < dim W+ + dimW, czyli
dim W+ > dimV — dim W.

(iv) Z twierdzenia 13.13, &’ jest epimorfizmem, wiec z dowodu punk-
tu (iii) ¢ tez jest epimorfizmem i wobec tego Im g = W*. Zatem z do-
wodu punktu (iii) uzyskujemy, ze dimV = dim W' + dim W, czy-
li dimW+ = dimV — dim W. Podstawiajac w miejsce podprzestrze-
ni W podprzestrzeti W= uzyskamy, ze dim V' = dim(W*)* + dim W+.
W konsekwencji dimW = dim(W+)+. Ale z (i) W C (W)}, wiec
ostatecznie W = (W+)*. O

Definicja 13.18. Wektor a nalezacy do przestrzeni ortogonalnej
(V, &) nazywamy izotropowym, gdy o L a. Podprzestrzen, ktérej ele-
mentami sg wektory izotropowe nazywamy podprzestrzeniq izotropowg.
Kazda jednowymiarowa podprzestrzen izotropowa nazywamy prostq
1zotropowq. Zbiér wszystkich wektoréw izotropowych danej przestrze-
ni ortogonalnej nazywa sie stozkiem izotropowym. Jezeli wektor § € V
nie jest izotropowy (tzn. £(3, 3) # 0), to méwimy, ze (§ jest wektorem
nieizotropowym.

Przyklad 13.19. W przestrzeni Minkowskiego opisanej w przy-
ktadzie 13.12 wektory G = [1,1,0,0] i v = [1,—1, 0, 0] sa izotropowe,
ale ich suma +~ = [2,0,0,0] nie jest wektorem izotropowym. Zatem
stozek izotropowy nie musi by¢ podprzestrzenia liniowa. [J

Przyktad 13.20. Niech (V,¢) bedzie przestrzenia ortogonalna nad
cialem K, w ktorym 1+1 = 0. Wowcezas 6 jest wektorem izotropowym.
Jezeli i B sa wektorami izotropowymi, to £(a+ 3, a+ 8) = £(a, a) +
+(141)-&(a, B)+£(8, B) = 0 oraz dla dowolnego a € K &(aoa, acar) =
=a%-&(a,a) = a®- 0 = 0. Zatem stozek izotropowy przestrzeni (V,¢)

jest podprzestrzenia przestrzeni V. [J

Stwierdzenie 13.21. Niech (V&) bedzie przestrzeniq ortogonalng
nad ciatem K, w ktorym 1 4+ 1 # 0. Wowczas stozek izotropowy W
przestrzeni (V. £) jest podprzestrzeniq przestrzeni V- wtedy i tylko wtedy,
gdy W = V+.

Dowdd. Jezeli W = V' to na mocy twierdzenia 13.17, W jest
podprzestrzenia przestrzeni V.
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Na odwrot, zalézmy, ze W jest podprzestrzenig przestrzeni V'
i niech a € W. Wtedy &(a, ) = 0. Zalézmy, ze istnieje § € V ta-
kie, ze &(a, ) # 0. Jesli B € W, to a+ [ € W, skad £(3,8) = 0
10 = £(a+0,a+6) = £l @)+ (141)E(a, B)+E(, 6) = (1+1)£(a, B).
Ale 1+ 1 # 0, wiec &(o, 3) = 0 i mamy sprzecznos$é. Zatem [ & W,
czyli £(5,8) # 0. Stad o — Xob) o3 e W. Ale v e Wi 255((5‘5)) # 0,

. | €3
wiec § € W i mamy sprzecznos¢. [J




Rozdzial 14

Przestrzenie euklidesowe 1
ortogonalne II

14.1 Iloczyny skalarne a formy kwadrato-
we

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n € N nad ciatem K,
w ktérym 1+ 1 # 0 i niech (ag, ..., a,) bedzie uporzadkowana baza
tej przestrzeni. Niech & € L(V,V; K) bedzie uogdlnionym iloczynem
skalarnym i niech A = [a;;] € M,(K) bedzie macierza & w podane;j
bazie przestrzeni V. Ze stwierdzenia 13.3 wynika, ze macierz A jest
symetryczna, wiec otrzymujemy forme kwadratowa F' n-zmiennych

F([$1,...,;In]) = zn: Qi TiX5. (141)

ij=1

Ponadto dla dowolnych z1,...,z, € K zachodzi réwnos¢

n
f(xioar+ ...+ Tp0oQn,T1001+ ...+ Tp0ay) = Z Qi TiT;.
ij=1
Poniewaz w ciele K zachodzi 2 = 1+1 # 0, wicc a;; = 5 - [F(g; +¢5) —
—F(g;) — F(gj)], tzn. wspdtczynniki a;; sa wyznaczone jednoznacznie

przez forme F' dla wszystkich 4,5 =1,... n.

106
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Niech f bedzie automorfizmem liniowym przestrzeni K™ i niech
B = [b;j] € M,(K) bedzie macierza f w bazie kanonicznej (g1, ..., &,)
przestrzeni K. Wowczas z twierdzenia 2.2 macierz B jest odwracalna.
Niech §; = bjjoa1+...+ by 0oa, dlai =1,...,n. Poniewaz macierz B
jest odwracalna, wiec (f1, ..., 3,) jest bazg przestrzeni V oraz B jest
macierza przejécia od bazy (a1, ..., ay) do bazy (61, ..., ).

Niech C' = [¢;5] € M,(K) bedzie macierza formy kwadratowej Fo f.
Wéwezas z twierdzenia 11.3 mamy, ze C = BT . A B. Zatem, na mo-
cy twierdzenia 10.13, BT - A . B jest macierza funkcjonatu ¢ w bazie
(Bi,.-.,0n). Z twierdzenia 11.8 istnieje automorfizm liniowy f prze-
strzeni K" taki, ze ¢;; = 0 dla wszystkich réznych ¢,7 = 1,...,n.
Wowezas dla dowolnych x4, ..., 2., Y1, ..., Y, € K zachodzi rownosé

E@iofi4 ...+ xp0fnyioBit...+ynol) = ity (14.2)
i=1

Niech (of),..., ) bedzie uporzadkowang baza przestrzeni V i niech
P bedzie macierza przejscia od bazy (o, ..., a,) do bazy (o}, ..., ).
Wowczas z twierdzenia 10.13, iloczyn P" - A - P = [a};] € M, (K) jest
macierza { w bazie (o], ..., ). Ponadto z twierdzen 2.1 i 2.2 istnieje
automorfizm liniowy ¢ przestrzeni K", ktorego macierza w bazie kano-
nicznej jest P. Oznaczmy przez F’ forme kwadratows odpowiadajaca
funkcjonatowi & w bazie (o, ..., ), czyli

F'([x1, ..., z]) = i i TiT 5. (14.3)

1,7=1

Woéwezas z twierdzenia 11.3, F' = Fog, czyli formy kwadratowe F' i F”
sg rOwnowazne.
W ten sposéb udowodniliémy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 14.1. Niech K bedzie ciatem, w ktorym 1+ 1 # 0.
Niech F i F' bedg formami kwadratowymi n-zmiennych x1, ..., x, nad
K o macierzach A i A" odpowiednio. Niech V bedzie przestrzeniq li-
niowqg wymiaru n nad ciatem K. Wowczas formy F i F' sq row-
nowazne wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje uogolniony iloczyn skalar-
ny & € L(V,V; K) posiadajecy w pewnych bazach uporzgdkowanych
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(1, .yam), (... al) przestrzeni V. macierze A i A’ odpowiednio.

0

14.2 Suma prostopadla podprzestrzeni

Definicja 14.2. Niech (V&) bedzie przestrzenia ortogonalng. Za-
t6zmy, ze V' jest suma prostg swoich podprzestrzeni W1, ..., W, takich,
ze W; L W; dla wszystkich ¢ # j. Mowimy wowczas, ze V' jest sumg
prostopadtq podprzestrzeni Wy, ..., W, i piszemy

V=W e, We®d, ... W,

Jezeli V =W, &, Wy, to méwimy, ze podprzestrzen W jest dopetnie-
niem prostopadtym podprzestrzeni Wj.

Przyktad 14.3. Niech (V, €) bedzie niezdegenerowana przestrzenia
ortogonalna nad ciatem K posiadajaca niezerowy wektor izotropowy a.
Wtedy W = lin(a) = {a o« : a € K} jest prosta izotropowa, bo dla
dowolnych a,b € K, £(aoa, boar) = (ab)é(a, &) = ab-0 = 0. Wykazemy,
ze W1 nie posiada dopethienia prostopadtego. Gdyby podprzestrzen Wy
byta dopetieniem prostopadtym podprzestrzeni Wy, to V= W; + W,
WiyNWy = {0} 1 W, L Wy Ale o # 0 i przestrzenn (V,€) nie jest
zdegenerowana, wiec istnieje 3 € V takie, ze {(«,3) # 0. Ponadto
W, C Wit i Wy C Wi, wiec z twierdzenia 10.14 (i) Wy + Wy C Wi,
czyli V. C Wit. Oznacza to w szczegélnosci, ze o L 3, a wiec &(a, 3) = 0
i mamy sprzecznosé. [J

Przyktadem takiej przestrzeni moze by¢ przestrzenn Minkowskiego
z wektorem izotropowym [1, 1,0, 0].

Niech (V, €) bedzie przestrzenia ortogonalna i niech W bedzie pod-
przestrzenia przestrzeni V. Wéwcezas (W, {w xw ) jest przestrzenig orto-
gonalng. Jesli przestrzeii ortogonalna (W, {w«w) jest niezdegenerowa-
na, to mowimy, ze podprzestrzen W jest niezdegenerowana. Jesli prze-
strzen ortogonalna (W, &w«w) jest catkowicie zdegenerowana, to mo-
wimy, ze podprzestrzen W jest catkowicie zdegenerowana. Zatem pod-
przestrzen W jest niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego niezerowego wektora o € W istnieje 3 € W takie, ze &(«, 3) # 0.
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Ponadto podprzestrzen W jest catkowicie zdegenerowana wtedy i tylko
wtedy, gdy &(a, 5) = 0 dla dowolnych o, f € W.

Przyktad przestrzeni Minkowskiego pokazuje, ze podprzestrzen
przestrzeni niezdegenerowanej moze nie by¢ podprzestrzenig niezde-
generowang (a nawet moze by¢ catkowicie zdegenerowana).

Twierdzenie 14.4. Kazda przestrzen ortogonalna (V, &) wymiaru
n € N jest sumq prostopadlq podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanej
1 podprzestrzeni niezdegenerowanej, przy czym podprzestrzeniq catko-
wicie zdegenerowang jest V+ oraz dim V+ =n — r(€).

Dowdéd. Niech (V,§) bedzie przestrzenig ortogonalng. Z twierdze-
nia 13.17 (i) mamy, ze V' jest podprzestrzenia przestrzeni V. Z de-
finicji podprzestrzeni prostopadtej do zbioru wynika, ze V* jest pod-
przestrzenig catkowicie zdegenerowana. 7Z algebry liniowej I wiemy, ze
istnieje podprzestrzenr W przestrzeni V taka, ze V = V1 ®W. Z okre-
$lenia V- wynika, ze W LV} awiec V = V1@, W. Wezmy dowolny
niezerowy wektor a € W. Poniewaz VX NW = {0}, wiec o & V1.
Oznacza to, ze istnieje 3 € V takie, ze £(a, ) #0. Ale V =V + W,
wiec 3 = v + ¢ dla pewnych wektoréw v € Vi § € W. Poniewaz
£(a,y) = 0, wiee £(a,B) = &(a,y +0) = &(a,7) + (e, 0) = &(a,0)
i wobec tego &(a,d) # 0. Zatem podprzestrzen W jest niezdegenero-
wana iV =V+@, W.

Niech V bedzie sumg prostopadta podprzestrzeni catkowicie zdege-
nerowanej U i podprzestrzeni niezdegenerowanej Wi. Wtedy U L U
iU LW, orazV =U+ Wy, wiec U LV, czyli U C V*+. Wezmy
dowolne o € V+. Wtedy a = 3 + 7 dla pewnych 8 € U oraz v € W;.
Stad v = a — 8 € V1, a wiec v € Wit. Ale podprzestrzen W, jest nie-
zdegenerowana, wiec v = 6. Stad o = 3, czyli a € U, a wiec V+ C U
i ostatecznie U = V+.

Ze wzoru (10.1) mamy, ze V+ = Ker&'. Niech A bedzie macie-
rza & w pewnej bazie (ay,...,a,) przestrzeni V. Woéwcezas z twier-
dzenia 10.12 AT jest macierza & w bazach (ay,...,q,) i (af,..., k).
Z twierdzenia 1.9 mamy, ze dim Im & = r(AT). Ponadto r(AT) = r(A)
oraz n = dimV = dim Ker ¢ + dim Im ¢, wiec dim V%t = n — r(A).
Zatem z twierdzenia 10.12 otrzymujemy, ze dim V+ =n —r(¢). O
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Twierdzenie 14.5. KaZda podprzestrzen niezdegenerowana W do-
wolnej przestrzeni ortogonalnej (V, &) posiada doktadnie jedno dopet-
nienie prostopadte. Jest nim W=. W szczegélnosci kazda podprzestrzert
przestrzeni euklidesowej posiada jednoznacznie wyznaczone dopetnienie
prostopadte.

Dowdd. Poniewaz podprzestrzen W jest niezdegenerowana, wiec
WnNW+ = {#}. Ponadto, wprost z definicji podprzestrzeni prostopadte;
do zbioru, W L W+. Wezmy dowolne a € V. Wtedy &'(a)w € W*.
7, twierdzenia 13.13 §|’W jest izomorfizmem przestrzeni W na prze-
strzein W*. Zatem istnieje 3 € W takie, ze {y, (8) = &'(a)w. Ozna-
cza to, ze dla dowolnego v € W (§(8))(7) = (§'(@)w)(7), czyli
&(B,7) = &(a,y), a wiec &(a — B,7v) = 0, skad a — 3 L 7 dla kazdego
v € W. Zatem a — 8 € W+ i wobec tego o € W + W+. W kon-
sekwencji V. = W + W' i ostatecznie V. = W @&, W. Pozostaje
zatem udowodnié¢, ze W+ jest jedynym dopelieniem prostopadlym
podprzestrzeni W. W tym celu niech U bedzie dowolnym dopeie-
niem prostopadtym podprzestrzeni W. Wtedy U L. W, skad U C W+,
Ponadto V. = W@ U i V = W @ W+, wiec z algebry liniowej I
dmV = dim W + dim U = dim W + dim W+, skad dim U = dim W+.
Zatem U = W+,

Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika stad, ze kazda podprzestrzen
przestrzeni euklidesowej jest niezdegenerowana, gdyz jedynym wekto-
rem izotropowym tej przestrzeni jest wektor zerowy. [

Twierdzenie 14.6. Podprzestrzen W przestrzeni ortogonalnej
(V,€) posiada dopetnienie prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
WnwtcCcvi,

Dowéd. Zatézmy, ze W ma dopeklienie prostopadte U. Wtedy
V=WaoUiW L U. Wezmy dowolne o € W NW+. Wtedy o € W,
wiec o L U oraz a € W+, wiec a L W. Zatem na mocy twierdze-
nia 13.17 (i) mamy, ze « L (W +U). Ale W +U =V, wigc a € V1.
Stad WNW+L C V.

Na odwrdét, zatézmy, ze W N W+ C V4. Z twierdzenia 14.4 istnieje
niezdegenerowana podprzestrzenn H C W taka, ze (W NW4) @, H =
= W. Ponadto, z twierdzenia 14.5, H ®, H* = V. Dalej, W N W+ C
C V+ C H*, wiec z algebry liniowej I istnieje podprzestrzen B C H*
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taka, ze (W NW) @ B =H* Stad W& B =V. Ale BC H*, wiec
B 1 H. Ponadto W N W+ C V*+ wiec B L (W N W), Poniewaz
W = (WNWH)+ H, wigc na mocy twierdzenia 13.17 (i), uzyskujemy
stad, ze B L W. Oznacza to, ze W &, B=V. ]

Twierdzenie 14.7. Podprzestrzen W # V' przestrzeni ortogonal-
nej (V, &) posiada dokladnie jedno dopetnienie prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy podprzestrzen W jest niezdegenerowana.

Dowdd. Jezeli podprzestrzen W jest niezdegenerowana, to na mo-
cy twierdzenia 14.5, posiada ona dokladnie jedno dopemienie prosto-
padte.

Na odwrét, zaldézmy, ze podprzestrzen W posiada dokladnie jedno
dopeienie prostopadle U. Przypusémy tez, ze W nie jest niezdegene-
rowana. Wtedy istnieje niezerowy wektor o € WNW=. Poniewaz W #
# V, wiec U # {6}. Ponadto W NU = {0}, czyli a ¢ U. Niech
(a1,...,as) bedzie uporzadkowana baza U. Niech H = lin(a +
ag,...,a+ag). JeSli H = U, to aj,a+a; € U, skad a € U i mamy
sprzecznosé. Zatem H # U. Ponadto a € W, wiec « € W + H. Ale
a+a; € W+ H, wiec oy € W+ H dla wszystkich7 =1,...,s. Oznacza
to, ze U C W+ H, a poniewaz W +U =V, wiec stad W+ H = V. Da-
lej,« L Woraza; L Wdlai=1,...,s. Zatem z twierdzenia 13.17 (i)
H 1 W. Wezmy dowolne g € W N H. Wtedy 3 € W oraz istnieja
skalary ay,...,as takie, ze 3 =ajo (@ +ay)+...+ aso (a+ ay), skad
f—(a1+...4as)oa = ajoa;+...+asoas € WNU = {6}. Z liniowej nie-
zaleznosci wektoréw aq, . .., a, uzyskujemy stad, ze a; = ... =a, =0,
a wigc 3 = 0. Oznacza to, ze WNH = {0} i ostatecznie W, H =V.
Ale H # U, wiec mamy sprzecznosé¢ z jednoznacznoscig U. [

14.3 Uklady wektoréw parami prostopa-
dlych

Definicja 14.8. Niech (o, . .., ay,) bedzie uktadem wektoréw prze-
strzeni ortogonalnej (V, ¢). Mowimy, ze (ay, ..., ay,) jest ukladem wek-
toréw parami prostopadtych, jezeli oy L «; dla wszystkich ¢ # j,
L,j=1,...,n.




112 Wyktady z algebry liniowej 11

Twierdzenie 14.9. Niech (ay, ..., a,) bedzie uktadem parami pro-
stopadtych i nieizotropowych wektoréw przestrzeni ortogonalnej (V, ).
Wowczas uktad (aq,..., ) jest liniowo niezaleiny i podprzestrzen
lin(ag, ..., ) jest niezdegenerowana. W szczegélnosci kaidy uktad
niezerowych parami prostopadtych wektoréow przestrzeni euklidesowej
jest lintowo niezaleiny.

Dowdéd. Wezmy dowolne skalary aq, ..., a, takie, ze ajoaq +...+
+a, o a, = 0. Wtedy dla s = 1,...,n mamy, ze 0 = &(,a; 0 a; +

+. 4 an o) Za] (i, o) = a; - §(ai, i), bo &(ai, ;) = 0

dla wszystkich j # z Ale z zalozenia &(ay, ;) # 0, wiec a; = 0 dla

i =1,...,n. Oznacza to, ze uktad (aq,..., ;) jest liniowo niezalezny.
WeZmy dowolny niezerowy wektor a € lin(ay,...,q,). Wtedy
istnieja skalary aq,...,a, nie wszystkie réwne 0 i takie, ze a =

=a;o01+...+a,0q,. Zatem q; #Odlapewnegoiz 1,...,n. Stad
a; € lin(ay, ..., ay) oraz &(a, o;) Zaj (aj, ;) = a;-&(u, oq) # 0,

bo &(aj, ;) = 0 dla wszystkich j 7& ioraz a; # 01 &(q;, i) # 0, gdyz
wektor «; nie jest izotropowy. Zatem podprzestrzen lin(as, . .., ) jest
niezdegenerowana. [J
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Rozdzial 15

Bazy prostopadtle

15.1 Przestrzenie nad cialami, w ktérych
1+1#0

Definicja 15.1. Niech (V&) bedzie przestrzenia ortogonalng. Baze
(a1, ..., 0p) tej przestrzeni nazywamy bazq prostopadiq, jezeli tworzy
ona uktad wektoréow parami prostopadtych.

Baze prostopadla («q,...,a,) nazywamy na wpél unormowang, gdy
&(ai, q) € {1,—1,0} i unormowang, gdy &(a;, ;) € {1,0}.

Przyktad 15.2. Niech K bedzie cialem, w ktorym 1 4+ 1 # 0.
Woéwezas K? z funkcjonatem dwuliniowym & danym wzorem

E([w1, 2], 11, y2]) = 2x1y1 + T2y

jest niezdegenerowang przestrzenia ortogonalng oraz (g1, €5) jest baza
prostopadly tej przestrzeni. W przypadku K = R uktad (% 0 €1,E9)
jest bazg unormowana tej przestrzeni. Natomiast w przypadku K = QQ
przestrzen ta nie posiada bazy na wpoél unormowanej. Rzeczywiscie,
gdyby nasza przestrzeil posiadata baze («, ) na wpdél unormowana,
to a = [ay,a9) i B = [by, by] dla pewnych liczb wymiernych ay, ag, by, by
i mielibySmy, ze 2a? + a2 = 1, 2b? + b3 = 1 i 2a1b1 + asby = 0. Stad
1 = (2a% + a2)(20? + b2) — (2a1b; + asbs)? = 2(arby — ashy)?, wiec
uzyskalibyémy, ze v/2 € Q, co nie jest prawdg. O
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Przyklad 15.3. Niech (V,€) bedzie n-wymiarowa (n € N) prze-
strzenia euklidesowa. Wéwczas kazdy uktad (aq,...,a,) niezerowych
parami prostopadtych wektoréw tej przestrzeni jest, na mocy twier-
dzenia 14.9, liniowo niezalezny, a poniewaz dim V' = n, wiec uklad ten
tworzy baze prostopadta przestrzeni (V,¢&). O

Lemat 15.4. Jezeli przestrzen ortogonalna (V,€) nad ciatem K,
w ktorym 1 + 1 # 0 nie jest catkowicie zdegenerowana, to istnieje
~v €V takie, Ze &(7,7) # 0.

Dowdd. Z zalozenia istnieja wektory «, 5 € V takie, ze {(«, 3) # 0.
Jezeli (o, ) # 0, to wystarczy wziaé v = «. Podobnie, jesli
£(B,B) # 0, to wystarczy wziaé v = (. Zalézmy wiec, ze &(o,a) =
=&(8,8) = 0. Niech v = a+ 5. Wtedy £(7v,7) = &(a, a)+2-&(a, B) +
+£(8,8)=(1+1)-&(a,5) 20, bo 1 +1#01i&(e,3) #0. O

Uwaga 15.5. W praktyce wektor nieizotropowy 7, o ktérym mo-
wa w lemacie 11.6, wyznaczamy w ten sposob, ze najpierw znajdujemy
jakakolwiek baze (v1,...,7v,) przestrzeni V. Nastepnie dlai =1,...,n
obliczamy &(7;, vi). Jesli €(vi, vi) # 0 dla pewnego i, to bierzemy v = ~;.
W przeciwnym przypadku obliczamy &(v;, ;) dla wszystkich réznych
1,7 =1,...,n. Jesli wszystkie te liczby sa rowne 0, to przestrzen (V,§)
jest catkowicie zdegenerowana i mamy sprzecznos¢. Zatem istniejg roz-
ne 4,j = 1,...,n, dla ktérych &(v;,7v;) # 01 z dowodu lematu 15.4
wynika, ze mozemy przyjac¢ v = v + ;-

Twierdzenie 15.6. Niech (V,§) bedzie przestrzeniq ortogonalng
wymiaru n € N nad ciatem K, w ktérym 141 # 0. Wéwczas (V, ) po-
siada baze prostopadlq ztozong 2z wektoréw nieizotropowych wtedy @ tylko
wtedy, gdy przestrzen (V, &) jest niezdegenerowana.

Dowéd. Implikacja = wynika od razu z twierdzenia 14.9.

Na odwrét, zaldézmy, ze przestrzen (V&) jest niezdegenerowana.
Z lematu 15.4 wynika, ze istnieje oy € V takie, ze &(a1, 1) # 0.
Poniewaz dimV = n € N, wiec na mocy twierdzenia 14.9, istnie-
je maksymalny podzbiér {ay,...,as} ztozony z wektoréw nieizotro-
powych i parami prostopadlych tej przestrzeni. Wtedy, z twierdze-
nia 14.9, uklad (ag,...,qas) jest liniowo niezalezny i podprzestrzen
W =lin(a, ..., as) jest niezdegenerowana. Zatem, z twierdzenia 14.5,
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W @, Wt =V, skad podprzestrzen W+ jest niezdegenerowana. Je-
zeli Wt #£ {6}, to z lematu 15.4, istnieje asy; € W takie, ze
E(asy1, asp1) # 0. Zatem, z twierdzenia 14.9, (ou,..., s, asqq) jest
uktadem nieizotropowych wektoréow parami prostopadtych, co prze-
czy maksymalnoéci s. Stad W+ = {#} i wobec tego W = V, a wigc
(aq,...,as) jest baza prostopadla przestrzeni (V). O

Uwaga 15.7. Zauwazmy, ze kazda baza prostopadia (ai,...,ay)
niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V, &) sktada sie z samych
wektoréw nieizotropowych. Rzeczywiscie, jesli £(a;, a;) = 0 dla pew-
negot=1,...,n, to a; L o; dla wszystkich j =1,...,n, wi¢c z twier-
dzenia 13.17 (i), €(a;, ) = 0 dla wszystkich a € V| co przeczy temu,
ze przestrzen (V. €) jest niezdegenerowana.

Twierdzenie 15.8. Kazda niezerowa przestrzen ortogonalna (V,§)
nad ciatem K, w ktorym 1+ 1 # 0 posiada baze prostopadiq.

Dowéd. Z twierdzenia 14.4 mamy, ze V = V+ &, W dla pewne;
niezdegenerowanej podprzestrzeni W. Jedli V4 = {6}, to teza wynika
z twierdzenia 15.6. Jesli W = {6}, to V jest calkowicie zdegenerowana
i kazda jej baza jest prostopadta. Niech zatem V* # {6} i W # {6}.
Wtedy, z twierdzenia 15.6, istnieje baza prostopadla (aq, ..., as) pod-
przestrzeni W ztozona z wektorow nieizotropowych oraz z algebry
liniowej I istnieje baza (0y,...,3,) podprzestrzeni catkowicie zdege-
nerowanej V+, bedaca baza prostopadla. Poniewaz W L V<, wiec
(a1, ..., B1,...,0:) jest uktadem wektoréw parami prostopadtych.
Ponadto V = V+ & W, wiec (ay,...,a,, B1,...,8,) jest baza prosto-
padla przestrzeni (V;&). O

Z paragrafu 14.1 mozna uzyska¢ inny dowod twierdzenia 15.8. Mia-
nowicie (31, ..., f,) jest na mocy wzoru (14.2) baza prostopadta prze-
strzeni (V,&).

Whniosek 15.9. Niech (V,§) bedzie przestrzeniq ortogonalng nad
ciatem K, w ktérym 1+ 1 # 0. Wéwczas kazdy uktad (oa,...,as)
parami prostopadtych i nieizotropowych wektorow tej przestrzeni mozna
uzupetnié do bazy prostopadtej przestrzeni (V,&). W szczegdlnosci, jesli
a €V iéla,a) # 0, to istnieje baza prostopadta przestrzeni (V,€)
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20WeTajqca .

Dowéd. Z twierdzenia 14.9 podprzestrzen W = lin(ay, ..., as) ma
wymiar s i jest niezdegenerowana. Z twierdzenia 14.5,V = W @&, W+,
Jedli Wt = {6}, to (ay,...,a,) jest baza prostopadla przestrzeni
(V,€). W przeciwnym przypadku, na mocy twierdzenia 15.8, W+ po-
siada baze prostopadia (01, ..., 0), a wiec (o, ..., a5, 01,...,0:) jest
baza prostopadta przestrzeni (V,€). O

Z przeprowadzonych w tym rozdziale dowodow wynika nastepujacy
algorytm znajdowania bazy prostopadtej przestrzeni ortogonalnej (V, )
nad ciatem K, w ktérym 1+ 1 # 0:

Krok 1. Wyznaczamy podprzestrzen V. W tym celu trzeba naj-
pierw wziaé jakakolwiek baze (v1,...,7,) przestrzeni V. Podprze-
strzeit V+ sklada sie z takich wektoréw z; o v, + ... + T, 0 Y, Ze
skalary zi,...,z, € K spehiaja uktad réwnan in &(ay,05) = 0

i=1
dlaj =1,...,n Jedli V1 =V, to (V1,...,7) jest baza prostopa-
dla przestrzeni (V,€) i algorytm koniczymy. W przeciwnym przypadku
wyznaczamy jakakolwiek baze (as,...,a,) podprzestrzeni V* i prze-
chodzimy do nastepnego kroku.

Krok 2. Znajdujemy jakakolwiek podprzestrzen W przestrzeni V
taka, ze V = V+ @ W. Niech dim W = r. Wyznaczamy wektor 3, €
€ W taki, ze &(01,01) # 0. Jezeli r = 1, to (aq,...,as 1) jest baza
prostopadla przestrzeni (V,€) i algorytm koriczymy. W przeciwnym
przypadku przechodzimy do nastepnego kroku.

Krok 3. W sposéb podobny do podanego w kroku 1 wyznaczamy
w podprzestrzeni W podprzestrzen W, wszystkich wektoréw prosto-
padtych do wektora ;. Nastepnie wyznaczamy w niej podobnie jak
w kroku 2 wektor 3y taki, ze £(fs, 52) # 0. Jezeli r = 2, to baza pro-
stopadta przestrzeni (V) jest (au, ..., as, 01, O2) 1 algorytm konczymy.
W przeciwnym przypadku przechodzimy do nastepnego kroku.

Krok 4. W sposéb podobny do podanego w kroku 1 wyznaczamy
w podprzestrzeni W podprzestrzen W, wszystkich wektoréw prostopa-
dlych do wektora 5. Nastepnie wyznaczamy w niej podobnie jak w kro-
ku 2 wektor A5 taki, ze £(03, O3) # 0. Jezeli r = 3, to baza prostopa-
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dla przestrzeni (V&) jest (aq,...,as, 01,02, 83) 1 algorytm konczymy.
W przeciwnym przypadku kontynuujemy nasz algorytm az znajdziemy
parami prostopadte wektory [, ..., 3, w podprzestrzeni W i wypisu-
jemy baze prostopadla (aq,. .., as, 01, .., 3:) przestrzeni (V).

Przykltad 15.10. Znajdziemy baze prostopadla przestrzeni orto-
gonalnej (R3, ), gdzie funkcjonal dwuliniowy & dany jest wzorem:

E([x1, 2, T3], [Y1, Yo, Y3]) = T1y1 — 1Yo —Toy1 +2T2Y2+ToYs +T3Ya +T3Ys3.

1 -1 0
Macierza € w bazie kanonicznej R* = V jest A = | =1 2 1
0 11

1

Podprzestrzenn V- znajdujemy przy pomocy metody eliminacji Gaus-

1 —

1 -1 040 1 010
12 10| M™E o 1 10| mE™ [é (1) i 8},wi@c
0 1 1410 0 1 110

V+ = {[-t,—t,t] : t € R} i baza (prostopadta) podprzestrzeni V* jest

{[-1,-1,1]}. Poniewaz {[—1,—1,1],[0,1,0],[0,0,1]} jest baza prze-
strzeni V, wiec V. =V+ @, W dla W = lin(eq,e3) = {[0,a,b] : a,b €
€ R}. Ponadto &(gq,€2) = 2, &(e9,e3) = 1, &(e3,63) = 1. Podprze-
strzen W, przestrzeni W prostopadla do wektora e3 sktada sie z wszyst-
kich wektoréw [0, a,b] € W takich, ze 0 = &(e3,[0,a,b]) = a + b, czyli
Wy = {[0,a,—a] : a € R} = lin([0, 1, —1]). Zatem baza prostopadia
przestrzeni (V,§) jest ([-1,—1,1],[0,0,1],[0,1,—1]). O

15.2 Przestrzenie nad cialami, w ktérych
1+1=0

Twierdzenie 15.11. Niech (V,§) bedzie niezdegenerowanq prze-
strzenig ortogonalng wymiarun € N nad ciatem K, w ktorym 14+1 = 0.
Wowczas (V,€) posiada baze prostopadtq wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje wektor nieizotropowy o € V.

Dowdd. Implikacja = wynika od razu z uwagi 15.7.
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Na odwroét, zatézmy, ze istnieje wektor nieizotropowy a € V. Wte-
dy, na mocy twierdzenia 14.9 i tego, ze dim V = n € N, istnieje w prze-
strzeni (V&) uklad (aq,...,as) parami prostopadtych wektoréw nie-
izotropowych o najwiekszej liczbie elementéw s € N. Z twierdzenia 14.9
wynika, ze uktad (a1, ..., as) jest liniowo niezalezny i podprzestrzen
W =lin(ay, ..., as) jest niezdegenerowana. Zatem z twierdzenia 14.5,
W @, WL =V, skad podprzestrzeri W+ jest niezdegenerowana. Za-
16zmy, ze W # {0}. Jezeli w podprzestrzeni W istnieje wektor nie-
izotropowy 9, to (ay, ..., as, d) jest uktadem s+ 1 wektoréw nieizotro-
powych i parami prostopadtych, co przeczy maksymalnosci liczby s.
Zatem kazdy wektor podprzestrzeni W2 jest izotropowy. Ponadto ist-
nieja 4,7 € W™ takie, ze £(8,7) # 0. Rozwazmy uktad wektorow:
(a1,..., 041, E(%a) oy — % 083, a5 +7). Poniewaz 3 L oy, v L ay
dlai =1,...,s oraz &£(3,0) = &(v,7) = 0, wiec jest to uktad s + 1
wektorow nieizotropowych i parami prostopadtych, co przeczy maksy-
malnosci s. Przypuszczenie, ze W+ # {6} doprowadzilo nas do sprzecz-
noéci. Stad W+ = {6} i wobec tego (a, ..., as) jest baza prostopadia
przestrzeni (V, ). O

Przyklad 15.12. Niech K bedzie ciatem, w ktérym 1+ 1 = 0 (np.
K = Z,). Wéwczas K? z funkcjonatem dwuliniowym ¢ danym wzorem

5([11017 552]» [yb yz]) = I1Y2 + Tal

jest przestrzenia ortogonalna niezdegenerowana, przy czym kazdy wek-
tor o € K? jest izotropowy. Zatem z twierdzenia 15.11, ta przestrzen
nie posiada bazy prostopadlej. [

Twierdzenie 15.13. Niech (V, &) bedzie przestrzeniq ortogonalng
nad ciatem K, w ktérym 1+1 = 0. Jezeli przestrzen (V, &) nie jest cal-
kowicie zdegenerowana, to (V, &) posiada baze prostopadtq wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje nieizotropowy wektor a € V.

Dowéd. Zalézmy, ze (a1, . .., as) jest baza prostopadla przestrzeni
(V,€). Jezeli kazdy z wektorow aj, ..., as jest izotropowy, to z twier-
dzenia 13.17 (i), przestrzen (V, ) jest catkowicie zdegenerowana. Zatem
dla pewnego i = 1,...,s wektor a; jest nieizotropowy.
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Na odwrdét, zalézmy, ze istnieje wektor nieizotropowy o € V. Wte-
dy a € V+ oraz na mocy twierdzenia 14.4, V = VL @, W dla pewnej
niezdegenerowanej podprzestrzeni W. Jedli V4 = {6}, to teza wynika
z twierdzenia 15.11. Niech dalej V+ # {6}. Wtedy V+ posiada baze
(B1, - .., 0r), ktora jest baza prostopadta. Ponadto W # {0} ia = v+
dla pewnych v € W, 3 € V. Ale £(a,a) # 01 &(8,8) = £(8,7) =0,
wiec £(7,7) # 0. Zatem z twierdzenia 15.11, podprzestrzeti W posiada
baze¢ prostopadla (aq,...,as). Stad (ai,...,as B, ..., 03:) jest baza
prostopadla przestrzeni (V,¢). O

Uwaga 15.14. Niech (V,€) bedzie przestrzenia ortogonalng wy-
miaru n € N nad cialem K, w ktérym 1+1 = 0. Niech (aq, ..., a,) be-
dzie baza przestrzeni V. Wéwcezas dla wektora o = ajoa+...+a,0a,

mamy, ze (o, ) = aff(a, 1) + ... + a2€(an, o). Zatem jesli
&(ay, ;) = 0 dla wszystkich ¢ = 1,...,n, to kazdy wektor « € V
jest izotropowy. Jezeli zas &(ay, ;) # 0 dla pewnego i = 1,...,n, to

przestrzen (V, £) posiada wektor nieizotropowy. Zatem przestrzen (V, €)
posiada wektor nieizotropowy wtedy i tylko wtedy, gdy &(a;, ;) # 0
dla pewnego 7 = 1,...,n. Ponadto jest to r6wnowazne temu, ze ma-
cierz & w pewnej bazie przestrzeni V' ma na gléwnej przekatnej nieze-
rowy element.

15.3 Ortogonalizacja Schmidta

Niech (V,&) bedzie przestrzenig euklidesowa wymiaru n € N. Wow-
czas baze prostopadia tej przestrzeni mozemy wyznaczy¢ za pomoca
tzw. ortogonalizacji Schmidta. Najpierw znajdujemy jakakolwiek baze
(V15 - - -, V) Przestrzeni V. Baze prostopadta (o, . . ., ;) konstruujemy
indukcyjnie:

1. Ktadziemy a; = 7.

2. Jezeli dla pewnego k < n wektory parami prostopadte aq, ..., o
sa juz skonstruowane i lin(ay,...,ar) = lin(v,...,7%), to wektora
a1 szukamy w postaci

Oyl = Yer1 + a1 001 + ...+ ag o ag. (15.1)
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Poniewaz podprzestrzen lin(ayq,. .., ax) ma wymiar k, wiec o; # 0 dla
kazdego i = 1,..., k. Ponadto nasza przestrzen jest euklidesowa, wiec
E(ay, ) > 0dlad =1,...,k. Z wlasnosci operacji elementarnych na
uktadzie wektorow omawianych na algebrze liniowej I wynika, ze dla
dowolnych skalaréw ay, . .., ay i dla wektora oy, 11 danego wzorem (15.1)
mamy

lin(ag, ..., app1) = lin(og, ..., ok, V) =

= lin(ay,...,ar) + lin(yeer) = lin(y, .o ) + lin(yes) =
= lz’n(fYIa cees Vs 7k+l)‘

Wystarczy zatem aby &(, agy1) = 0 dla wszystkich ¢ = 1,... k, tzn.
aby &(ay, Yiv1) + aié(ay, ;) = 0 dla wszystkich s = 1,.. . k. Zatem

oy, ,
aiz—w dlai=1,...,k. (15.2)
Znalezione w ten sposoéb wektory ayq, ..., a, sa niezerowe i parami pro-

stopadte, wiec na podstawie przyktadu 15.3, tworza one baze prosto-

dt estrzeni (V, €). Ponadto (——— e, ————0 jest
padla przestrzeni (V, €). Pona (\/moal, T ay) jes
baza prostopadla unormowana tej przestrzeni.

Przyklad 15.15. Stosujac ortogonalizacje Schmidta znajdziemy
baze prostopadla przestrzeni ortogonalnej (R®, €) przy zatozeniu, ze
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macierza ¢ w bazie kanonicznej przestrzeni R? jest A = | 1 2 2
0 25

7 uwagi 13.7 w prosty sposéb uzyskujemy, ze (R3, €) jest przestrzenia
euklidesowa. Niech v; = [1,0,0], 72 = [0,1,0], 73 = [0,0,1]. Wtedy
(71,72, 73) jest baza kanoniczng przestrzeni R3. Zatem &(vi,v1) = 1,

E(Y2,72) = 2, €(73,73) = 5. Oczywiscie a3 = v = [1,0,0]. Ponadto ze
wzoréw (15.1) i (15.2) mamy, ze ap = Yo + a0y oraz a = ——% =
— _ &) _ 1 '
&(vm) 1
ze wzoréw (15.1) 1 (15.2) uzyskujemy, ze az = 73 + a1 © a1 + ag 0 g
foayy) . _€nys) _ _ &lazs) o) —
€(a1,ai) - é(vim) =0, 0 = &(az,a2) Ale §(az,73) =

=&(ve —71,73) = E(v2sv3) — (s v3) = 2 — 0 = 2 oraz &(ay, ap) =

= —1, a wiec ag = 9 — a3 = [—1,1,0]. Ponownie

oraz a; = —
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= & — e =) = ) = 26(n,n) + ) = 2 -
—2. 1+1 =1, wiec ap = —2 oraz a3 = [0,0,1] — 20 [-1,1,0] =
= [2,—2,1]. Zatem szukang baza prostopadla naszej przestrzeni jest
({1,0,0],[-1,1,0],[2,—2,1]). O
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