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MODEL WZROSTU REGIONU

1. Wstep

Teoria wzrostu gospodarczego jest dos¢ dobrze opisana w literaturze. Rys hi-
storyczny mozna znalez¢ w [Barro, Sala-i-Martin 1999, rozdz. 1-3], atakze
w [Czerwinski 1973], gdzie akcent zostal potozony na strong matematyczna.
Nalezy zauwazy¢, ze w wigkszosci przypadkéw modele te opisujg wzrost go-
spodarki narodowej jako catosci (bez podziatu na regiony). Pierwsze modele
wzrostu dotyczyly gospodarek zamknigtych, czyli bez uwzgledniania handlu
zagranicznego oraz byty one jednosektorowe (jedyny wytwarzany produkt mégt
by¢ jednoczesnie dobrem konsumpcyjnym iinwestycyjnym, azatem
i czynnikiem produkcji). Opisywaty one w rézny sposéb funkcj¢ produkcji. Mo-
del Harroda-Domara' przyjmowat state wspStczynniki kapitato- i pracochtonno-
$ci, czyli nie dopuszczal substytucji kapitatu rzeczowego i pracy, a modele np.
Solowa i Swana® — funkcje neoklasyczne. Poza tym modele przyjmuja rézne
funkcje konsumpcji: od zatozenia statej krancowej sktonnosci do konsumpcji
(model Harroda-Domara) do zastosowania teorii uzytecznos$ci (model
Ramsey’a)’. Uogdlnienia polegaty na opisie gospodarki wielosektorowej (np.
modele oparte na teoriach przeptywéw miedzygateziowych Leontiewa czy von
Neumanna)*, atakze na uwzglednianiu handlu zagranicznego, czyli na
otwieraniu gospodarki’. Wymienione tu modele traktowaty gospodarke jako
jednos¢. Jezeli pojawialy sie regiony, to jako ilustracja problemu agregacji,
szczeglnie w rozwazaniach opartych na analizie input-output®,

Niniejsza praca stanowi kolejna prébe’ wprowadzenia regionéw
w uproszczony sposéb do modelu Harroda-Domara. W zwiazku z tym w p. 2
przypomnimy zarys najprostszego modelu H-D. Z kolei w p. 3 gospodarka naro-
dowa zostaje podzielona na dwa regiony, z ktérych pierwszy jest stabo rozwinig-
ty, a drugi — silny gospodarczo.

' Zob.: [Allen 1975, s. 202 i dalsze].

2Zob.: [Barro, Sala-i-Martin 1999, s. 16 i dalsze; Allen 1975, s. 258 i dalsze].
3Zob.: [Barro, Sala-i-Martin 1999, s. 59 i dalsze].

4 Zob. np.: [Czerwinski 1973, rozdz. 5].

3 Zob. [Barro, Sala-i-Martin 1999, rozdz. 3].

¢ Zob. np.: [Starzenski 1978, s. 23 i dalsze].

7 Zob.: [Rogowski 2003].
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2. Jednosektorowy model jednoczynnikowy (Harroda-Domara)®

Jak juz wspomniano o tym wyzej, zakladamy, ze gospodarka jest zamknieta,
produkowany jest jeden produkt, ktéry moze by¢ zaréwno konsumowany przez
gospodarstwa domowe, jak i inwestowany przez przedsigbiorstwa. Innymi sto-
wy, zachodzi nastgpujacy podzial produkcji Y na $rodki konsumpcyjne C
i inwestycyjne [:

(1) Y=C+1’

Dla prostoty analizy przyjmujemy brak deprecjacji kapitatu, z czego wynika,

ze inwestycje brutto sg tozsame z inwestycjami netto, czyli
dK
2 =—,

dt
gdzie K oznacza zas6b kapitatu.

Przy tworzeniu produkcji pomijamy tu prace, natomiast zaktadamy, ze kapi-
tatochtonno$¢ v jest stata:

1
3) Y=-K.
v
Z drugiej strony gospodarstwa domowe otrzymuja dochéd w wysokosci Y,
ktéry jest dzielony na konsumpcj¢ C i oszczednosci S:

@) Y=C+S.

O konsumpcji i oszczgdno$ciach zaktadamy, ze krancowe do nich sktonnosci
sq state, czyli

(5) C=cY oraz S=sY,
gdzie c oraz s=1-c sg krancowymi sktonnosciami do konsumpcji i oszczg¢dnosci,
odpowiednio.

Model Harroda-Domara stanowia réwnania (1)-(5). Z poréwnania (1) i (4)
otrzymamy dobrze znany warunek réwnowagi zréwnujacy oszczgdnosci
Z inwestycjami:

(6) S=1,

co przy podstawieniu (5), (3) oraz (2) w (6) doprowadza nas do nastgpujacego
réwnania rézniczkowego:

(7) %:EK,
dt v

ktérego rozwiazaniem jest funkcja

8 Zob.: [Czerwinski 1973, s. 41 i dalsze].
? Zmienne modelu s3 funkcjami czasu, ale dla skrécenia zapisu opuszczamy w zapisie
Zmienng czasowa, z.

dofinansc
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R
—t

®)  K=Kpe",

gdzie K, jest zasobem kapitalu w momencie poczatkowym ¢=0.
Podstawiajac (8) do (2), (3) i (5) otrzymujemy réwnania opisujace zmiany
inwestycji, produkcji/dochodu oraz konsumpcji i oszczgdnosci:

N
-t

) [=1Iye ,
N
-t
Y=Y0€v s
S
2t
S —_-Soev

oraz C=Cpe" ,

gdzie wskaznik 0 oznacza warto$¢ odpowiedniej wielko$ci w momencie poczat-
kowym ¢=0.

_ s
Wspdlne tempo wzrostu g, czyli g =—, nazywamy gwarantowana stopa
v

wzrostu.

3. Model typu Harroda-Domara dla regionéw

Powyzej przedstawiono dobrze znany z literatury podstawowy model Harro-
da-Domara, w ktérym zaktadano brak handlu zagranicznego. To zatozenie pod-
trzymujemy w dalszym ciagu. Jednak w tym miejscu przyjmujemy podzial go-
spodarki na dwa regiony A i B o poréwnywalnej liczbie ludnosci, z ktérych je-
den (A) jest duzo stabiej rozwiniety gospodarczo niz drugi (B)'. Réwniez i tu
nie bierzemy pod uwage sity roboczej, innymi stowy traktujemy jej zaséb jako
prawie nieograniczony.

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

Y,,Yp - produkcja/dochody

S4,Sp —oszczednosci

I,,Ig -inwestycje

K 4,K g — zasoby kapitatu w regionach A i B, odpowiednio.
Przyjmujac oznaczenia z punktu poprzedniego otrzymujemy

' W niniejszej pracy nie rozwazamy definicji regionu. Traktujemy to pojecie bardziej
abstrakcyjnie, o czym $wiadczy przyjety podzial na regiony i zatozenia na ich temat.

w Bialymstoku,
podstawie umowy SONB/SP/512497/202
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(10) Y=Y, +Y;p
(11) K=K, ,+Kpg
(12) I=1,+Ig
(13) S=S,+Sg,

co przy zatozeniu wystgpowania réwnowagi w skali makro, czyli / =S, mamy
réwnanie
(14) Ip+1p=S8S,+Sp.

Przyjmujemy, ze w obu regionach mamy do czynienia ze stalymi, cho¢ nie-
koniecznie réwnymi, krancowymi sktonnosciami do konsumpcji (c,4,cp) ido
oszczgdnosci (s4 =1—c,, Sp=1—cpg). Daje nam to nastgpujace réwnania
oszczednosci

(15) Sy =54Y4 oraz

(16) SstBYB'

Podobnie jak w punkcie poprzednim, przyjmujemy state, cho¢ niekoniecznie
takie same, wspdtczynniki kapitatochtonnosci (v4,vg ) w regionach:

(17) YA="I_KA
va
1

(18) YBz—KB'
VB

Ponadto z definicji inwestycji (podtrzymujemy zalozenie o braku deprecjacji
kapitatu) otrzymujemy:

dK
19 [, =""4
(19) AT ar

dK
20 [o=—"8
(20) B dt

Jezeli przyjmiemy, ze o poziomie rozwoju gospodarczego regionu $wiadczy
dochéd per capita, to przy podobnej liczbie ludnosci i podobnym tempie przyro-
stu_ naturalnego w regionach, mozemy przyja¢ za kryterium rozwoju dochéd
globalny. Zatem nasze zalozenie, ze region A jest stabiej rozwinigty niz B jest
réwnowazne nieréwnosci

1) Y, <Yg
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Kluczowym zalozeniem przyjetym w pracy jest cigzenie kapitalu (oszczed-
nos$ci) do regionu silniejszego, a zatem wystgpuje przeptyw z regionu A do re-
gionu B''. Oznaczmy ten eksport symbolem S A— g - Otrzymamy zatem nastgpu-
jace warunki réwnowagi w obu regionach'%:

(22) Ify=S8Sa=Ss>8

(23) Ip=Sp+Sasp-

Po wstawieniu réwnan (15)-(20) do (22) i (23) powstaje uktad réwnan réz-
niczkowych, opisujacy akumulacj¢ kapitalu w obu regionach:

M—AzsiKA —SasB
(24) dt Va
dI(—B=s‘BK +SA B
dt Vp B -

Zauwazy¢ nalezy, ze w przypadku braku przeptywu oszczednosci z regionu
A do regionu B, czyli S4_,5 =0, otrzymujemy nastgpujace wielkosci kapitatu
w obu regionach:

SA

—t

K, =K,ye"
(25) ATTAT
"By

KB —KBoe B

czyli obserwujemy wzrosty wedlug stép gwarantowanych. Przypadek ten nie
jest interesujacy, gdyz w rzeczywistosci regiony izolowane w jednej gospodarce
raczej nie wystepuja.

Zal6ézmy teraz, ze przeptyw oszczednosci z regionu mniej rozwinigtego do
rozwinig¢tego bardziej jest staly w czasie. Otrzymujemy wéwczas, podobnie jak
wyzej, akumulacje kapitatu w obu regionach wedlug stép gwarantowanych:

(

Sa,

v v
K4 =[KA0 ‘S—ASAijev‘ +’;A“SA—>B
J

26) A s A

_ VB v_z—t Vg
Kp=|Kpp+—Saple® ——Sap

L SB S

W obu powyzszych przypadkach oba regiony si¢ rozwijaja, bo z naszych za-

' Powyzsze zatozenia sa przytoczone za [Rogowski 2003].
12 Zauwazmy, ze w ten spos6b zapewniony tez jest warunek réwnowagi (14) dla catej
gospodarki.
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lozen wynika, ze produkcja, dochéd i inwestycje rosna wedtug tych samych stp

s s
co kapitat, czyli wedtug stép gwarantowanych: A w regionie A oraz "B wB.
Va Vg
W [Rogowski 2003] analizowano rozwiazanie uktadu (24), gdy przeptyw ka-
pitatu z regionu biedniejszego do bogatszego jest wprost proporcjonalny do do-
chodu w regionie B, czyli S4_,p =KYp. Otrzymano tam wynik méwiacy, ze

przy realistycznych zalozeniach region biedniejszy od pewnego momentu za-
cznie si¢ kurczy¢, dochodzac do kapitatu, produkcji i oszczgdnosci zerowych.
Oznacza to, ze konieczne jest zasilanie zewnetrzne (hz lub inwestycje publicz-
ne), jezeli region mniej rozwinigty ma tez si¢ rozwija¢. W przypadku inwestycji
publicznych finansowanych z podatkéw rozwdj regionu bardziej rozwinigtego
bedzie wolniejszy.

Kolejnym zatozeniem o ksztalttowaniu si¢ przeptywu oszczednosci z A do B
jest przyjecie, ze ten strumien jest wprost proporcjonalny do réznicy w poziomie
rozwoju obu regionéw, rozumianych jako dochody per capita. Przy zatozeniu,
ze liczba ludnosci w nich jest podobna, to réznica pozioméw moze by¢ trakto-
wana jako réznica dochodéw, czyli

(27) Sasp =Yg —Yy).

W tym przypadku uktad (24) zamienia si¢ w uktad réwnan rézniczkowych
(28) opisujacych ksztattowania si¢ kapitalu w obu regionach.

dKy _sp+tK K

------ K- Xk
dt VA A Vp B
(28)
dKp sp+K K
T =___KB _—KA
dt Vp Va4

Nalezy zauwazy¢, ze zaséb kapitatu w regionie A nie bedzie si¢ zmieniat, je-

dK 4

zeli =0, czyli gdy
+K K
(29) E‘A——"‘KA_*KBZO
VA VB

oraz bedzie wzrastal, gdy

+ K K
(30) Ry gL SN
VA VB

Analogicznie, zaséb kapitatu w regionie B bgdzie staty, gdy

Ky-SK,=0
1%

SB+K

(31)
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oraz bedzie si¢ powiekszal, gdy

Spt+K K
BT Kg——K,>0
VB VA

(32)

Réwnania i nieréwnosci (29-32) pozwalaja narysowaé przestrzen fazowa,
czyli wykresy zmian zasobéw kapitaléw w obu regionach (zob. rys. 1). Numery
przy prostych oznaczaja réwnania je opisujace. Z nieréwnosci (30) i (32) wyni-
ka, ze w obszarze I oba zasoby rosna, czyli oba regiony si¢ rozwijaja. Natomiast
w obszarze II rosnie zaséb kapitalu w regionie B, a maleje w regionie A, co
oznacza rozw0j B iregres A. W czgsci III rysunku 1 sytuacja jest odwrotna.
Mozna wigc zauwazyé, ze teoretycznie oba regiony moga razem by¢ w fazie
wzrostowej (I), po czym od pewnego momentu jeden z nich zaczyna si¢ cofac,
mozliwa jest nawet zamiana rél obu regionéw. Patrzac na to realistycznie, region
stabszy zacznie si¢ od pewnego momentu cofa¢. Zatem wniosek jest podobny,
jak wyzej: aby nie dopusci¢ do takiej sytuacji, niezbedne sg inwestycje ze-
wnetrzne.

Rysunek 1.
Przykladowe trajektorie zasobow kapitatu w regionach A i B

h @

Ka

W celu otrzymania rozwiazania analitycznego zat6zmy dodatkowo, ze w obu
regionach mamy takie same kranicowe sktonnosci do oszczedzania i réwne sobie
wspotczynniki kapitatochlonnos$ci. Innymi stowy przyjmujemy zalozenie

(33) S=84=8p, V=V, =Vpg.

Woéwczas ukiad (28) przyjmie posta¢ nastgpujaca:

podstawie umowy SONB/SP/512497/202




468 Jozef Rogowski

fZ_K_A_ S+KKA—EKB
(34) d dt 1% \4
aKp _ _Sﬁ[( _EK
. dt y B A
Po zsumowaniu i odjg¢ciu réwnan z (34) uzyska¢ mozna
d(KA+KB)=£(KA +KB)
(35) < d‘ ,
dKg-K,) s+2K(K _K,)
| dr B A

co prowadzi nas do funkcji pokazujacych ksztatltowanie si¢ sumy i réznicy zaso-
béw kapitaléw w obu regionach:

f
Ko+Kg=(Kp+Kpyle
(36) s+2Kt

+ 2K E—
KB"KA=S (Kpo—Kaple *

W calej gospodarce zaséb kapitalu rosnie wedlug gwarantowanej stopy
wzrostu, natomiast réznica réwniez ro$nie wykladniczo ito ze stopa wzrostu

+2K s ) . .
> —. Musi zatem nastgpi¢ moment, od kt6-
% \%

rego zasob kapitatu w regionie A zacznie male¢ i dojdzie do 0.
W celu wyznaczenia funkcji ksztaltowania si¢ zasobéw kapitatu w regionach
nalezy dodac i odjaé stronami réwnania w uktadzie (36). Otrzymamy wéwczas:

. .S
wigksza od gwarantowane;j,

I 2_Kt it

KB=§ Kpo+Kpo+(Kgog—Kagle? le¥

(7 ) 2\ s
i =L

K4 =3 Kpo+Kpo—(Kgo—Kaple¥ le¥

Mozna zatem zauwazy¢, ze region bardziej rozwinigty (B) bedzie si¢ rozwijat
w dalszym ciagu w tempie wigkszym od gwarantowanego:

dinK s 2K Kpy—K
(38) ainfp _5 <K BOZK A0 ,
dt vV v

(K0 +KA0)€’ +KBO_KA0

co oznacza wzrost tempa akumulacji kapitalu w regionie B do wartosci granicz-

ie umowy SONB/SP/512497/2021
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s . .
nej réwnej - , czyli stopy wzrostu réznicy zasobéw kapitatu (zob. (36)).

Inaczej przebiega akumulacja w regionie mniej rozwinigtym (A). Jej przebieg
w czasie pokazuje pochodna funkcji Kj: :

d 1
(39) 4== (KBO+KA0)%—(KBO—KAO

Nalezy zauwazy¢, ze zas6b kapitalu w tym regionie ro$nie, jezeli

(40) <V 5 Keo+Kao
2k \s+2k Kgy—Kyp )

po czym nastgpuje regres. Czyli w czasie réwnym prawej stronie nieréwnosci (40)
zaséb kapitatu jest najwiekszy. Z analizy drugiego réwnania z uktadu (37) wynika,
ze analizowany zas6b osiagnie warto$¢ zerowa w momencie
v  Kpp+K

In B0 A0

(41) t=—
2K KBO—KAO

Otrzymali$my zatem wzrost obu regionéw w czasie ¢ spetniajacym nieréwnos¢
(40) (obszar I na rys. 1), po czym region B ro$nie dalej, a w regionie A zaczyna
wystepowac regres (obszar II na rys. 1). Tempo zmian zasobu kapitatu w regionie
mniej rozwinigtym dopdki jest on dodatni wynosi
danA_S 2K KBO_KAO

dt —v % —ﬁz
(Kpo+Kaple ¥ —(Kpop—Kaup)

Nalezy zauwazy¢, ze tempo to rézni si¢ od gwarantowanej stopy wzrostu in mi-
nus wigcej niz od niej rézni si¢ in plus stopa wzrostu zasobu kapitatu w regionie
bardziej rozwinigtym (por. (38) z (42)).

(42)

4. Wnioski

Zauwazmy, ze przedstawiony model pokazuje, ze istnieja warunki, przy ktérych
oba regiony mogg si¢ rozwija¢, chociaz r6znica migdzy nimi bedzie si¢ powigkszaé
i w koficu mniej rozwinigty zacznie si¢ cofaé. Co wigcej, w pewnym momencie
zaséb kapitatu spadnie do 0, czyli nastapi catkowita dekapitalizacja.

W modelu tu przedstawionym nie analizowalismy roli rzadu i samorzadu (wy-
datkéw i systemu podatkowego). Bez ich pomocy (transferéw finansowych) nie
uda si¢ nie tylko zmniejszy¢ dystansu dzielacego oba regiony, ale réwniez nie
uniknie si¢ procesu dekapitalizacji w regionie mniej rozwinigtym.

Réwniez w modelu nie uwzgledniono roli handlu zagranicznego i inwestycji
zagranicznych. Szczegdélnie roli tych ostatnich nie mozna przeceni¢. Pamigta¢ jed-

h projektu pn

w Biatymstoku,
podstawie umowy SONB/SP/512497/202
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nak nalezy, ze przedstawiony w pracy model jest konstrukcja abstrakcyjng i bardzo
uproszczong. Nalezaloby zatem ten model rozwina¢ w kierunku bardziej reali-
stycznych zatozen, pozwalajacych zbudowa¢ na tej podstawie modele ekonome-
tryczne. Rozwéj ten powinien p6j$¢ w kierunku uwzglednienia handlu zagranicz-
nego, szczegblnie w przypadku regionéw przygranicznych — handlu przygranicz-
nego, roli rzadu i samorzadu, liczby ludnosci i jej ewolucji. Mozna tez wzorem
modelu Ramsey’a zdefiniowaé wielko$¢ konsumpcji gospodarstw domowych
zgodnie z teorig uzytecznosci. Co wigcej, nie mozna tez pomija¢ problemu lokali-
zacji inwestycji.
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Streszczenie

W pracy przedstawione zostaly rézne wersje modelu wzrostu regionu oparte
o model wzrostu Harroda-Domara. Gléwnym zatozeniem jest przepltyw oszcz¢dno-
$ci zregionu mniej rozwinigtego do regionu rozwinigtego w wyzszym stopniu.
Otrzymany wynik pokazuje, ze bez zewngtrznych zrédet zasilania (zagranica, rzad,
samorzady) réznica rozwoju migdzy obydwoma regionami bedzie si¢ powigkszata,
z tym ze w pewnym momencie region biedniejszy osiagnie rozwéj najwigkszy, po
czym zacznie si¢ cofaé. Wydaje sig, Ze bez zasilania zewngtrznego tego zjawiska
nie da si¢ uniknaé, przynajmniej przy przyj¢tych zatozeniach modelowych.

MODEL OF THE REGION’S GROWTH

Summary

In the paper the different versions of model of regional growth based on the
Harrod-Domar’s growth model are presented. The existence of the flow savings
from the less developed region to the higher developed one is the main assumption.
The obtained result shows that the difference between the regions will increase and
there is a phase in which the region less developed reaches the highest development
and later this region will regress. It could be seemed that without any outside capi-
tal flow this situation will be observed, of course by the model assumptions.
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