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Wstęp 

Niniejsza ksią żka jest podręcznikiem do przedmiotu Algebra 
ogólna I wykładanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia
łymstoku w oparciu o następują cy program: 

grupy : definicje i przykłady grup, podgrupy, twierdzenie Lagran
ge'a, grupy cykliczne, grupy przekształceń, grupy permutacji, 
twierdzenie Cayley'a, homomorfizmy, dzielniki normalne, grupy 
ilorazowe, twierdzenia o homomorfizmach. 

pierścienie : definicje i przykłady, ideały, h omomorfizmy, pierścienie 
ilorazowe, ideały maksymalne, pierścienie wielomianów, zasad
nicze twierdzenie algebry, jednoznaczność rozkładu, twierdzenie 
Gaussa, pierścienie ideałów głównych . 

ciała : definicje i przykłady, ciała proste, ciało ułamków dziedziny 
całkowitości, elementy algebraiczne, ciało liczb algebraicznych , 
stopień rozszerzenia ciał, rozszerzenia algebraiczne. 

Wieloletnie doświadczenia autora zwią zane z wykładaniem algebry 
ogólnej pokazały, że przedmiot ten sprawia spore trudności studen
tom. Okazało się, że powyższy program nie jest łatwo zrealizować 
w trakcie piętnastu wykładów w sposób przystępny dla słuchaczy bez 
dysponowania dobrymi materiałami dydaktycznymi. Okazało się też, 
że odsyłanie studentów do literatury nie jest ( z wielu powodów) sku
tecznym rozwią zaniem problemu. Właśnie dlatego powstał ten skrypt. 
W oparciu o materiał tu umieszczony można sprawnie prowadzić wy
kłady ubogacają c je dodatkowymi przykładami, uwagami dydaktycz-
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8 Wykłady z algebry ogólnej I 

nymi, informacjami historycznymi, ciekawostkami, zadaniami, proble
mami, itp. 

Wskazane jest aby Czytelnik był obeznany z podstawowym kursem 
elementarnej teorii liczb oraz z podstawowym kursem algebry liniowej. 

W podręczniku liczbami naturalnymi będziemy nazywali dodatnie 
liczby całkowite, zaś sam zbiór wszystkich liczb naturalnych będziemy 
oznaczali przez N. Zatem N = {l, 2 ,  . . .  } .  Koniec dowodu oznaczamy 
symbolem D. 

Autor dziękuje mgr Marcinowi Łubie za pomoc w składzie kompu
terowym tego podręcznika. 

Autor 
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Rozdział 1 

Pojęcie grupy 

1.1  o kreślenie grupy 

Definicja 1 .  Działaniem w niepustym zbiorze A nazywamy każde 
odwzorowanie zbioru A x A w zbiór A. Jeżeli ° j est działaniem w zbio
rze A i a, b E A, to o((a, b)) oznaczamy przez a ob i nazywamy wynikiem 
działania ° na parze (a, b). 

Działania będziemy oznaczali symbolami: 0, . , +,  EB, itd .  

Definicja 2 .  Systemem algebraicznym nazywamy układ postaci 
�4,01, ... ,On, el, ... , ek ) , W którym A j est niepustym zbiorem, 0l, ... , On 

Są działaniami w A oraz el, . . . , ek E A są wyróżnionymi elementami 
zbioru A. 

Działaniu w zbiorze skończonym A można przyporządkować ta
belkę wpisuj ąc w lewym górnym rogu oznaczenie działania i wypisując 
dwukrotnie elementy zbioru A: raz w pierwszym rzędzie poziomym 
i raz w pierwszym rzędzie pionowym, a następnie wpisując na przecię
ciu rzędu poziomego odpowiadającego elementowi a i rzędu pionowego 
odpowiadaj ącego elementowi b wynik omawianego działania na parze 
(a, b). Odwrotnie, każda tabelka, która w pierwszym rzędzie pozio
mym i pierwszym rzędzie pionowym zawiera wszystkie elementy da
nego skończonego zbioru A napisane tylko jeden raz , a na pozostałych 
miej scach ma wpisane w dowolny sposób pewne elementy zbioru A,  

10 

Zdigitalizowano i udostępniono w ramach projektu pn. 
Rozbudowa otwartych zasobów naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Białymstoku,  

dofinansowanego z programu „Społeczna odpowiedzialność nauki” Ministra Edukacji i Nauki na podstawie umowy SONB/SP/512497/2021



Pojęcie grupy 1 1  

określa w A działanie . Wynikiem tego działania na parze (a, b) j est 
element stojący w rzędzie poziomym odpowiadającym a i rzędzie pio
nowym odpowiadającym b .  Wynika stąd w szczególności , że w zbiorze 
n-elementowym można określić dokładnie nn2 różnych działań . 

Niech o będzie działaniem w zbiorze A.  Powiemy, że 
(l) działanie o j est łączne, j eżeli Va,b,CEA (a o b) o c = a o (b o c) , 
(2) działanie o j est przemienne, j eżeli Va,bEA a o b = b o a, 

(3) e E A j est elementem neutralnym działania o, j eżeli VaEA e o a = 
= a o e = a. 

Można wykazać, że jeśli działanie o w zbiorze A j est łączne, to 
wynik tego działania na układzie elementów al, ... ,an E A nie zależy 
od sposobu rozmieszczenia nawiasów . Na przykład 

(al o (a2 o a3)) o a4 = (al o a2) o (a3 o a4) = al o (a2 o (0,3 o a4)) = 

= al o ( (a2 o a3) o a4) = ( (al o a2) o a3) o a4. 

Pozwala to na pomijanie nawiasów i używanie zapisu al o a2 o ... o an 

dla dowolnej liczby naturalnej n.  

Uwaga 1. Łatwo zauważyć , że działanie w zbiorze skończonym jest 
przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy j ego tabelka j est symetryczna 
względem głównej przekątnej . W szczególności w zbiorze n-elemen

towym istniej e  dokładnie n n(n2-1) różnych działań przemiennych . 

Uwaga 2 .  Każde działanie w zbiorze A może posiadać co najwyżej 
j eden element neutralny. Rzeczywiście ,  niech e i f będą elementami 
neutralnymi działania o w zbiorze A. Wtedy w szczególności e o a = a 
oraz b o f = b dla dowolnych a, b E A. Podstawiając a = f i b = e 

uzyskamy stąd, że e o f = f i e o f = e,  skąd e = f· 

Definicja 3 .  Grupą nazywamy system algebraiczny (G, o, e) speł-
niający następujące warunki (aksjomaty) : 

(Gl . )  Va,b,cEC (a o b) o c = a o (b o c) , 
(G2 . )  VaEC eoa=ao e=a, 

(G3 . )  VaEC:3xEC a o X = X o a = e. 

Definicja 4.  Grupę (G ,  o, e )  nazywamyabelową , jeżeli działanie o 

j est przemienne . 
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12 Wykłady z algebry ogólnej I 

N azwa grupa abelowa pochodzi od nazwiska norweskiego matema
tyka Nielsa Henrika Abela (1802-1829), który jako pierwszy prowadził 
systematyczne badania wykorzystujące własności grup przemiennych . 

Uwaga 3. W dowolnej grupie (G , o, e) zachodzą następujące prawa 
skracania równości :  
(I) Va,b,cEG [aob = aoe =} b = ej oraz ( II) Va,b,cEG [boa = eoa =} b = ej. 

Rzeczywiście ,  na mocy (G3) istnieje  x E G taki , że x oa = aox = e ,  
więc j eżeli a o b = a o e, t o  x o (a o b) = x o (a o e), skąd z (G 1 ) 
(x o a) o b = (x o a) o e, czyli e o b = e o e. Zatem z (G2) b = e, co 
dowodzi (I). Dowód (II) j est analogiczny. 

Uwaga 4 .  Element x w aksjomacie (G3) j est wyznaczony j edno
znacznie przez element a, gdyż jeżeli dodatkowo y E G spełnia warunek 
aoy = y oa = e, to aox = aoy, więc z uwagi 3, x = y. Ten dokładnie 
jeden element x nazywamy elementem odwrotnym (przeciwnym) do a 
i oznaczamy przez a-l (przez -a, gdy o = +). Z uwagi 3 wynika od 
ra7:U, że x j est elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy 
a o x = e. Ponieważ a-l o a = e, więc a j est elementem odwrotnym do 
a -l, skąd mamy wzór 

(0,-1 ) -1 = a dla każdego a E G. 

Ponadto dla dowolnych a, b E G zachodzi wzór : 

(a o b)-l = b-lo a-l. 

Rzeczywiście , wystarczy zauważyć , że (a o b) o (b-lo a-l) = e. Z łącz
ności działania o mamy (a o b) o (b-l o a-l) = ((a o b) o b-l) o a-l = 

= (a o (b o b-l)) oa-l = (a oe) oa-l = a oa-l = e. 

Przez prostą indukcję uzyskujemy stąd ,  że dla dowolnej liczby natu
ralnej n i dla dowolnych elementów al, ... ,an grupy G zachodzi wzór: 

Uwaga 5 .  Niech (G,  o ,  e ) będzie grupą i niech a E G.  Oznaczmy 
przez la odwzorowanie zbioru G w siebie dane wzorem la(x) = a o x 
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Pojęcie grupy 1 3  

dla 1: E G oraz oznaczmy przez r a odwzorowanie zbioru G w siebie 
dane wzorem ra (x) = x ° a dla x E G. Pokażemy, że wówczas la i ra 
są bijekcjami G na G. Z uwagi 3 wynika od razu, że przekształcenia la 
i ra są różnowartościowe . Ponadto dla każdego b E G j est la (a-l o b) = 
= a ° a-l o b  = e ° b = b oraz ra (b ° a- l ) = b ° a-l o a = b ° e = b, więc 
przekształcenia la i ra są "na" . 

Rzędem grupy (G, 0 ,  e ) nazywamy moc zbioru G. Rząd grupy 
(G ,  o ,  e ) będziemy oznaczali przez IG I . Jeśli IG I j est liczbą naturalną, 
to mówimy, że grupa (G, 0 ,  e ) j est skończona. Z uwagi 5 wynika, że 
j eżeli (G, 0, e) j est grupą skończoną, to w każdym wierszu i w każdej 
kolumnie tabelki działania ° występują wszystkie elementy zbioru G. 

1.2 Całkowita potęga elementu grupy 

I .  Niech (G,· , e) będzie grupą. Wówczas dla a E G, a-l j est ele
mentem odwrotnym do a .  Całkowitą potęgę elementu a określamy 
następuj ąco: 
1. aO = e, 
2. al = a, 
3. an+l = an . a dla n = 1 , 2 , . .  . 
4. a-n = (a- l )n dla n = 1 , 2 , . . . 

Zatem dla n = 1 , 2 ,  . . .  

an = �. 
n 

Można udowodnić, że dla dowolnych liczb całkowitych m, n i dla 
każdego a E G zachodzą wzory: 

Ponadto j eżeli a, b E G są takie ,  że a . b = b ·  a, to dla dowolnego 
całkowitego n zachodzi wzór : 
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14 Wykłady z algebry ogólnej I 

Zapis użyty w I nazywamy multipli katywnym (od łacińskiego mutipli
care -- mnożyć). W tym zapisie często element neutralny e oznacza się 
przez 1, chociaż nie musi to być liczba naturalna 1. 

II. Niech (G ,  + ,  O) będzie grupą. Wówczas dla a E G, -a j est ele
mentem przeciwnym do a. Całkowitą wielokrotność elementu a okre
ślamy następująco : 
l'. O·a=O, 
2' . 1 · a=a, 
3 '. (n + 1 )  . a = n · a + a dla n = 1, 2, . . . 
4'. (- n) . a = n . ( -a) dla n = 1, 2, ... 

Taki zapis nazywamy addytywnym (od łacińskiego addere - doda
wać) i z reguły j est on stosowany jedynie w przypadku grup abelowych. 
W tym zapisie element neutralny grupy jest oznaczany przez O ,  chociaż 
nie musi to być liczba całkowita o. 

Z I wynika, że dla dowolnych liczb całkowitych m, n i dla każdego 
a E G zachodzą wzory: 

(1)' n· a + m· a = (n + m) . a oraz (2)' n · (m · a) = (nm) . a. 

Jeżeli napiszemy niech G będzie grupą, to będziemy mieli na myśli 
grupę multiplikatywną z działaniem oznaczonym kropką, którą - tak 
.iak w przypadku wyrażeń algebraicznych - często będziemy pomijać. 

1.3 Przykłady grup 

Przykład 1 .  Niech G = {a} będzie dowolnym zbiorem jedno
elementowym. W zbiorze tym można określić tylko j edno działanie : 
a ·  a = a. Wówczas (G, ·, a) j est grupą· Nazywamy j ą  grupą trywialną. 

Przykład 2 .  Addytywne grupy liczbowe. Tak będziemy na
zywać grupy, których elementami są pewne liczby zespolone, a działa
niami - zwykłe dodawanie liczb . Najbardziej typowymi przykładami 
takich grup są: addytywna grupa liczb całkowitych (Z, +, O) ozna
czana przez Z+, wymiernych (Q, +,  O) oznaczana przez Q+, rzeczywi-
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Pojęcie grupy 1 5  

stych (�, + ,  O) oznaczana przez �+ i zespolonych (C , +,  O) oznaczana 
przez C+ . 

Przykład 3. Multiplikatywne grupy liczbowe. Elementami 
takich grup są pewne niezerowe liczby zespolone, natomiast działaniem 
-- zwykłe mnożenie liczb. Wśród nich najbardziej typowymi są: 

( { -1 ,  l } ,  " 1), (Q* , " 1 ) , (�* , ', 1) , (C* , " 1 ) , (Cn , " 1) ,  (Coo, " 1 ), 

gdzie K* = K \ {O} dla K = Q, �, C,  natomiast Cn j est zbiorem 
wszystkich zespolonych pierwiastków stopnia n z 1 ,  tzn.  

Cn = {cos 2�7r + i sin 2�7r : k = O ,  1 ,  . . . , n - l} 
00 

i wreszcie Coo = U Cno Z algebry liniowej wiemy, że ICnl = n. Waż-
n=l 

nym przykładem z punktu widzenia klasyfikacj i grup abelowych są 
00 

grupy Cpoo = U Cpn , dla liczb pierwszych p. 
n=l 

Przykład 4 . Jeżeli V j est przestrzenią liniową nad ciałem K, 
to 1/ z dodawaniem wektorów + i wyróżnionym elementem e (wek
tor zerowy) tworzy grupę abelową (V, +, e). Stąd mamy np. grupy 
(Kn , + ,e) dla n =  1 , 2 ,  . . .  

Przykład 5 .  Jeżeli K j est ciałem, to (K \ {O} ,  . , 1) tworzy grupę 
abelową· Nazywamy ją grupą multyplikatywną ciała K i oznaczamy 
przez K*. 

Przykład 6 .  Addytywna grupa reszt moduło m. Niech m bę
dzie dowolną liczbą naturalną i niech IZm = {O ,  1 ,  . . .  , m-l}. W zbiorze 
IZm określamy dodawanie modulo m, EBm przyjmując , że dla dowolnych 
a, b E IZm : 

a EBm b = reszta z dzielenia a + b przez m. 
W oparciu o własności kongruencj i  łatwo wykazać , że (IZm , + ,  O) jest 
grupą abelową i IlZml = m. Grupę tę będziemy oznaczali przez IZ;t;,. 

Przykład 7. Multiplikatywna grupa reszt moduło m. Przy 
oznaczeniach przykładu 6 niech 
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16  Wykłady z algebry ogólnej I 

z:n = {k E Zm: NWD(k,m) = l}. 
W zbiorze Z:n określamy mnożenie modulo m, 8m przyjmując ,  że dla 
dowolnych a, b E Z:n: 

a 8m b = reszta z dzielenia a . b przez m. 

W oparciu o elementarną teorię liczb można łatwo wykazać , że dla 
m > l, (Z:n, 8m, l} tworzy grupę abelową· Grupę tę będziemy ozna
czali przez Z�L. Z elementarnej teorii liczb wiadomo, że IZ:n1 = <p(m), 
gdzie <p j est funkcją Eulera. 

Przykład 8. Niech K będzie ciałem i niech n E N oraz niech 
G Ln (K) oznacza zbiór wszystkich odwracalnych macierzy kwadrato
wych stopnia n nad K. Wówczas z algebry liniowej wiadomo , że ma
cierz kwadratowa A stopnia n nad K należy do GLn (K) wtedy i tylko 
wtedy, gdy det (A) =/: o. Stąd łatwo wyprowadzić (przy pomocy twier
dzenia Cauchy'ego) , że GLn (K) ze zwykłym mnożeniem macierzy i ma
cierzą jednostkową In tworzy grupę· Oznaczamy j ą  przez GLn (K). Dla 
n � 2 ta grupa nie j est abelowa. Rzeczywiście, niech A oznacza ma
cierz, która ma j edynkę na głównej przekątnej oraz na drugim miejscu 
w pierwszym wierszu, a na pozostałych miejscach same zera i niech B 
oznacza macierz, która ma same jedynki na głównej przekątnej oraz na 
drugim miejscu w pierwszej kolumnie . Wtedy det (A) = det (B ) = l, 
więc A ,  B E GLn (K) . Ale A· B =/: B . A, gdyż macierze A . B i B . A 
mają inne elementy stojące w lewym górnym rogu . 

Przykład 9 .  Niech X będzie dowolnym niepustym zbiorem . 
Oznaczmy przez S(X) zbiór wszystkich bijekcj i j : X ---+ X. Niech ° 

oznacza składanie przekształceń w S(X), tzn . dla j, g E S(X) i x E X: 
(J ° g ) (x) = j(g (x) ) . Niech ponadto idx oznacza przekształcenie toż
samościowe zbioru X na siebie . Ze wstępu do matematyki wynika, że 
wówczas (S(X), o,  idx) tworzy grupę· Nazywamy ją grupą symetryczną 
zbioru X i oznaczamy przez S(X). Można wykazać , że j eśli zbiór X 
ma co najmniej 3 elementy, to grupa S(X) nie jest abelowa. Jeżeli 
X = {l, 2, ... , n} , to zamiast S( {l, 2, . .. , n}) piszemy Sn i Sn nazy
wamy grupą permutacji zbioru n-elementowego . Oczywiście ISnl = n!. 
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Pojęcie grupy 1 7  

Przykład 10. Izometrią płaszczyzny II nazywamy każde odwzo
rowanie II na II zachowujące odległość punktów . Jeżeli F � II, to 
izometrią własną figury F nazywamy taką izometrię f płaszczyzny II, 
że f(F) = F.  Niech o oznacza składanie przekształceń i niech I bę
dzie przekształceniem tożsamościowym II na siebie .  Wówczas dla każ
dej figury F � II zbiór n(F) wszystkich izometrii własnych figury F 
tworzy grupę ze względu na składanie przekształceń z wyróżnionym 
elementem idn. Dla n = 3,4, . . .  przez Dn będziemy oznaczali grupę 
izometrii własnych n-kąta foremnego . Łatwo zauważyć , że IDnl = 2n 
oraz grupa Dn nie j est abelowa. Ponadto grupa n(II) jest nieskończona 
i nie j est abelowa. 
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Rozdział 2 

Podgrupa grupy 

Definicja 1. Podgrupą grupy (G, · , e) nazywamy taki podzbiór 
H <;;;: G, że e E H, h - l E H dla każdego h E H oraz hl . h2 E H dla 
dowolnych hl , h2 E H. 

Przykład 1. Centrum grupy. Zbiór 

z (G) = {a E G :  a ·  g = g . a dla każdego g E G} 

nazywamy centrum grupy G. Pokażemy, że Z(G) j est podgrupą 
grupy G. Ponieważ dla każdego g E G jest g . e = e . g = g, więc 
e E Z(G) . Niech h E Z(G) . Wtedy dla każdego g E G jest h · g = g '  h ,  
skąd g = h- l gh oraz h- l . g = g . h-l , a więc h- l E Z(G) . Weźmy 
dowolne hl , h2 E Z(G) . Wtedy dla dowolnego g E G, (hl h2 )g  = 
= hl (h2g) = hl (gh2 ) = (hlg ) h2 = (ghl ) h2 = g (hl h2 ) ,  skąd hl h2 E Z( G) . 
Zatem Z(G) j est podgrupą grupy G. Zauważmy j eszcze ,  że grupa G 
jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G = Z(G) . 

Z definicj i 1 mamy od razu, że każda podgrupa H grupy (G, ·, e ) 
tworzy grupę ze względu na ograniczenie do H działania · . Na odwrót , 
niech (G,·, e) będzie grupą i niech H będzie takim podzbiorem G, że 
H tworzy grupę ze względu na ograniczenie do H działania " Wtedy 
istnieje  i E H będące elementem neutralnym grupy H. Zatem 1-i = i, 
skąd i = e, czyli e E H. Ponadto z założenia hl ' h2 E H dla dowolnych 
hl , h2 E H. Niech h E H. Wtedy istniej e  x E H takie, że h . x = 

18 
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= :r. h = e. Ale h ,  x E G, więc x = h- l , skąd h-l E H. Wobec tego H 
j est podgrupą grupy G. W ten sposób udowodniliśmy następujące 

Stwierdzenie 1. Niech (G,· ,  e) będzie grupą. Podzbiór H � G jest 
podgrupą grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy H tworzy grupę ze względu 
na ograniczenie do H działania · . D 

Przykład 2 .  Ze stwierdzenia 1 wynika od razu, że G i {e}  są 
podgrupami grupy (G,·, e) . Pierwszą z nich nazywamy podgrupą nie
wła.�ciwą, zaś drugą - - trywialną. Z definicj i  podgrupy wynika też, że 
podgrupa trywialna jest jedyną podgrupą jednoelementową 
grupy G. 

Stwierdzenie 2 .  Niepusty podzbiór H � G jest podgrupą grupy 
(G , · ,  e )  wtedy i tylko wtedy, gdy hl·h;;l E H dla dowolnych hl , h2 E H. 

Dowód. Niech H będzie podgrupą grupy (G,·, e ) . Weźmy dowolne 
hl, h2 E H. Wtedy h;;l E H, skąd hl . h;;l E H. 

Na odwrót , niech H będzie niepustym podzbiorem zbioru G takim, 
że hl . h;; l E H dla dowolnych h], h2 E H. Wtedy istniej e  x E H, 
skąd e = x . X- l E H, czyli e E H. Weźmy dowolne h E H. Wtedy 
h-l = e . h- l E H, więc h- l E H. W końcu dla dowolnych hl , h2 E H 
mamy, że hl . h2 = hl . (h;; l ) -1 E H, czyli hl . h2 E H. Zatem H jest 
podgrupą grupy G. D 

Przykład 3 .  Podgrupa cykliczna. Niech (G , · , e) będzie grupą 
i niech a E G. Udowodnimy, że podzbiór 

jest najmniej szą (w sensie inkluzj i) podgrupą grupy G zawierającą ele
ment a. Ponieważ a = al, więc a E (a). W szczególności (a) # 0. 
Weźmy dowolne hl ,  h2 E (a). Wtedy istnieją  liczby całkowite kI , k2 
takie ,  że hl = akl i h2 = ak2. Zatem hl ·h;;l = akl·(ak2)-1 = akl'a-k2 = 

= o,kl-k2 E (a). Zatem ze stwierdzenia 2, (a) j est podgrupą grupy G 
oraz dodatkowo a E (a). Niech H będzie dowolną podgrupą grupy G 
taką, że a E H. Wtedy ze stwierdzenia 1 mamy, że ak E H dla każdego 
k E Z, czyli (a) � H. Zatem (a) j est najmniej szą podgrupą grupy G 
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20 Wykłady z algebry ogólnej I 

zawieraj ącą element a . Nazywamy j ą  podgrupą cykliczną generowaną 
przez element a. Natomiast a nazywamy generatorem podgrupy (a). 

Definicja 2 .  Powiemy, że grupa G j est cykliczna, j eżeli istnieje  
element a E G (zwany generatorem tej grupy) taki, że  G = (a). 

Stwierdzenie 3. Każda grupa cykliczna jest abelowa. 
Dowód. Niech G będzie grupą cykliczną o generatorze a. Wtedy 

G = {ak : k E Z}. Weźmy dowolne x, y E G. Wtedy istnieją  k, l E Z 
takie , że x = ak oraz y = al. Zatem x . y = ak . al = ak+l = al+k = 
= 0/ . ak = y . x ,  czyli grupa G j est abelowa. D 

Twierdzenie l. Niech H będzie podgrupą grupy skończonej G. 
Wtedy jHj jes t dzielnikiem jGj. 

Dowód. Dla dowolnego g E G niech 

gH = {g . h :  h E H} . 

Ponieważ g = g . e i e E H, więc g E gH , skąd 

G = U 9H. (2 . 1 ) 
gEG 

Z prawa skracania równości w grupie wynika, że odwzorowanie 
h H g '  h dla h E H j est bij ekcją H na gH, czyli 

jHj = jgHj dla każdego g E G. (2 . 2 ) 

Niech a, b E G będą takie , że aH n bH =I- 0. Wtedy istnieją  
hl, h2 E H takie ,  że a·hl = b· h2. Zatem b = ah1h"21 oraz dla dowolnego 
h E H, b· h = a ·  (h1h"21h) E aH, gdyż h1h"21h E H. Stąd bH � aH. 
Ale zbiory aH i bH są skończone , więc z (2 . 2 ) , bH = aH. Stąd i z (2 . 1 )  
oraz z e  skończoności grupy G wynika, ż e  istniej ą  al , a2 , . . . , ak E G ta-

k 
kie, że zbiory al H, a2H, .. . , akH są parami rozłączne oraz G = U aiH. 

i=l k 
Zatem jGj = L jaiHj = k· jHj, czyli jHj dzieli jGj. D 

i=l 
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Stwierdzenie 4.  Niech H � G będzie skończonym niepustym pod
zbiorem grupy (G ,  " e) . Wówczas H jest podgrupą grupy G wtedy i tylko 
wtedy, gdy hl . h2 E H dla dowolnych hl , h2 E H. 

Dowód. Jeśli H j est podgrupą grupy G,  to hl . h2 E H dla dowol
nych hl , h2 E H. 

Na odwrót, załóżmy, że hl . h2 E H dla dowolnych hl , h2 E H. 
Ponieważ H =I- 0, więc istnieje x E H. Wtedy X2 

= x . x E H i j eśli 
dla pewnego naturalnego n, xn E H, to także xn+l = xn . x E H. 
Zatem {x ,  x2 , .1:3, . . . } � H i zbiór H j est skończony, więc istnieją liczby 
naturalne m > n takie , że xm = xn . Stąd xm-n = e i m - n E N, więc 
e E H. Ponadto z tego rozumowania wynika, że dla każdego h E H 
istnieje  n E N takie, że hn = e oraz n > 1 .  Zatem h- l = hn- l E H. 
Stąd ostatecznie mamy, że H j est podgrupą grupy G. O 

Wniosek 1 .  Jeżeli rząd grupy G jest liczbą pierwszą, to grupa G 
jest cykliczna (a więc jest abelowa) . 

Dowód. Niech liczba pierwsza p będzie rzędem grupy G. Ponieważ 
p > 1, więc istniej e  a E G, a =I- e. Zatem podgrupa (a) ma co naj
mniej dwa różne elementy: e i a oraz z twierdzenia 1 ,  l(a)1 dzieli liczbę 
pierwszą p. Zatem l(a)1 = p, czyli l(a)1 = I GI ,  skąd G = (a) i grupa G 
jest cykliczna. Zatem ze stwierdzenia 3 grupa G j est abelowa. D 

Stwierdzenie 5 .  Część wspólna dowolnej niepustej rodziny pod
grup grupy G jest podgrupą grupy G .  

Dowód. Niech {HdtET będzie dowolną niepustą rodziną podgrup 

grupy (G,·, e) . Wtedy e E Ht dla każdego t E T, więc e E n Ht· 
tET 

Niech hl , h2 E n Ht· Wtedy hl , h2 E Ht dla każdego t E T. Zatem ze 
tET 

stwierdzenia 2 ,  hl . h21 E Ht dla każdego t E T. Stąd hl ' h21 E n Ht· 

Zatem ze stwierdzenia 2 ,  n Ht j est podgrupą grupy G. D 
tET 

tET 

Przykład 4. Podgrupa generowana przez podzbiór grupy. 
Niech X � G będzie dowolnym podzbiorem grupy (G, ·, e) . Oznaczmy 
przez X rodzinę wszystkich podgrup grupy G zawierających zbiór X. 
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Ponieważ G E X, więc rodzina X j est niepusta. Zatem ze stwierdze

nia 5, (X) = n H j est podgrupą grupy G zawierającą zbiór X. Po-
HEX 

nadto z określenia (X) wynika, że j eśli H j est podgrupą grupy G zawie-
rającą zbiór X, to H E X oraz (X) � H. Zatem (X) j est najmniejszą 
(w sensie inkluzj i) podgrupą grupy G zawierającą zbiór X. Nazywamy 
j ą  podgrupą generowaną przez podzbiór X i oznaczamy przez (X). Na
tomiast X nazywamy zbiorem generatorów podgrupy (X). Oczywiście 
(0) = {e}, bo {e} j est najmniejszą podgrupą grupy G. Jeśli zaś zbiór 
X j est niepusty, to łatwo zauważyć, że (X) j est zbiorem wszystkich 
l / t . . kl k2 k d' X k k e ementow pos aCI Xl 'X2 . . . •  'Xn", g Zl€ Xl,··· ,Xn E , l,···, n E 

E {l, -l} oraz n E N. Jeśli zbiór X j est skończony i X = {Xl, ... , Xn}, 
to zamiast ({Xl,' .. , xn} )  będziemy pisali (Xl, ... , xn). 

Stwierdzenie 6 .  Jeżeli a jest elementem grupy (G, · ,  e) i n jest 
najmniejszą liczbą naturalną taką, że an = e, to podgrupa (a) ma do
kładnie n elementów oraz 

(a) = {e,a,a2, ... ,an-l}. 

Dowód. Oczywiście {e,a, ... ,an-l} � (a). Niech h E (a). Wtedy 
istnieje liczba całkowita k taka, że h = ak. Dzieląc z resztą liczbę k 
pn�ez liczbę n uzyskamy, że k = qn + r dla pewnych q, r E IŁ takich, 
że T E {O,l, ... ,n -l}. Zatem h = aąn+r = aąn. ar = (an)ą. ar = 
= eą . ar = ar E {e, a, ... ,an-1 }. Stąd (a) � {e, a, ... ,an-1} i ostatecz
nie (a) = {e, a, ... ,an-1 }. Gdyby podgrupa (a) nie miała dokładnie n 
elementów, to istniałyby liczby całkowite k, s takie, że O � k < s < n 
oraz aS = ak. Ale wtedy as-k = e i s - k E N oraz s - k < n, 
więc otrzymalibyśmy sprzeczność z minimalnością liczby n. Kończy to 
dowód naszego stwierdzenia. D 

Stwierdzenie 7. Niech n E N i niech a będzie elementem grupy 
(G,·, e) takim, że podgrupa (a) ma dokładnie n elementów. Wówczas 
an = e oraz ak f e dla dowolnej liczby naturalnej k < n. 

Dowód. Z dowodu stwierdzenia 4 wynika,  że istnieje  najmniejsza 
liczba naturalna s taka, że aS = e. Wtedy ze stwierdzenia 6 pod
grupa (a) ma dokładnie s elementów, skąd s = n i nasze stwierdzenie 
j est udowodnione. D 
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Stwierdzenie 8 .  Jeżeli a2 = e dla każdego elementu a grupy 
( G, . , e) , to grupa G jest abelowa. 

Dowód. Weźmy dowolne a ,  b E G. Wtedy (ab) 2 = e, a2 = e 
i b2 = e. Zatem abab = aabb, skąd z praw skracania równości w grupie , 
ba = ab. Zatem grupa G jest abelowa. D 

Stwierdzenie 9 .  Każda skończona grupa nieabelowa ma rząd więk
szy niż 5. 

Dowód. Niech G będzie grupą rzędu co najwyżej 5 .  Wtedy IGI E 
E {1,2,3,4,5} . Jeśli IGI = 1, to G = {e} , więc G j est abelowa. 
Jeśli IG I  E {2, 3, 5} , to z wniosku 1 grupa G też jest abelowa. Niech 
dalej IGI = 4. Jeśli istniej e  w G element a taki , że (a) = G, to 
grupa G j est abelowa (bo j est grupą cykliczną) . Załóżmy zatem, że 

(a) i- G dla każdego a E G. Weźmy dowolne a E G, a i- e. Wtedy 
podgrupa (a) ma co najmniej 2 różne elementy: e, a i j est różna od G, 
więc z twierdzenia 1, I (a) I = 2. Zatem ze stwierdzenia 7, a2 = e. 
Ponieważ dodatkowo e2 = e, więc a2 = e dla każdego a E G. Zatem 
ze stwierdzenia 8 grupa G j est abelowa i nasze stwierdzenie zostało 
udowodnione . D 
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Rozdział 3 

Grupy cykliczne 

3.1 Rząd elementu grupy 

Definicja 1 .  Niech a będzie elementem grupy (G,·, e) . Jeżeli ist
nieje liczba naturalna k taka, że ak = e, to naj mniej szą taką liczbę 
naturalną k nazywamy rzędem elementu a. W przeciwnym przypadku 
(tzn. gdy an # e dla każdego n E N) mówimy, że rząd elementu a jest 
róvvny 00 (nieskończoność) . Rząd elementu a oznaczamy przez o (a) . 

Przykład 1 .  Zauważmy, że o( -1) = 2 w grupie jR*, gdyż w tym 
przypadku e = 1 oraz -1 # 1 i (_1)2 = 1. Natomiast w grupie jR+ 
mamy, że o ( -1) = 00, bo wówczas e = O oraz dla każdego n E N jest 
n · (-1 ) = -n # O .  

Uwaga 1 .  Przykład 1 pokazuje ,  ż e  należy być bardzo ostrożnym 
przy wyznaczaniu rzędu elementu grupy. Przede wszystkim musimy 
rozumieć naturę działania grupowego oraz wiedzieć j ak wygląda ele
ment neutralny tej grupy. 

Uwaga 2 .  Ze stwierdzeń 6 i 7 z poprzedniego rozdziału wynika od 
razu, że dla dowolnego elementu a skończonego rzędu grupy G zachodzi 
wzór: 

o(a) = I (a) I· 

24 
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W szczególności z twierdzenia 1 z rozdziału 2 mamy, że rząd do
wolnego elementu grupy skończonej G jest dzielnikiem rzędu 
grupy G. 

Stwierdzenie 1 .  Niech a będzie elementem skończonego rzędu 
grupy (G, ·, e) .  Wtedy dla dowolnego całkowitego k :  

ak = e <==} o(a) I k .  

Dowód. Jeśli o(a) I k, to istniej e  s E Z takie, że k = s . o(a). 
Zatem ak = as.o(a) = (ao(a») S = eS = e . Na odwrót , załóżmy, że ak = e . 
\Vtedy istnieją  q, r E Z takie , że k = q . o(a) + r i O � r < o(a) .  Stąd 
e = ak = aq'o(a)+r = aq·o(a) . ar = e· aT = ar , czyli ar = e . Ale r < o(a) , 
więc r rf- N, czyli r = O. Zatem k = q . o(a) i o(a) I k. D 

Stwierdzenie 2 .  Jeżeli a i b są elementami skończonych względnie 
pierwszych rzędów grupy G oraz a· b = b · a, to o(ab) = o(a) . o(b) . 

Dowód. Oznaczmy : n = o(a) , m = o(b) .  Wtedy m, n E N, 
(m. n) = 1 oraz an = e i bm = e . Z rozdziału 1 mamy, że (ab) k = akbk 
dla każdego k E Z. W szczególności (ab)mn = amnbmn = e . e = e, 
skąd l = o(ab) � mn. Ale e = (ab) l = albl , więc e = (al bl ) n = 
= alnbln = ebln = bln , czyli bln = e . Zatem ze stwierdzenia 1, m IZn. 
Ale (m, n) = 1, więc z zasadniczego twierdzenia arytmetyki , m I l. 
Analogicznie pokazujemy, że n I l. Ponieważ m I l  i n I loraz (m, n) = 1 ,  
więc mn Il, czyli mn � l. Ale wcześniej pokazaliśmy, że l � mn, więc 
ostatecznie l = mn, czyli o(ab) = o(a) . o(b) .  D 

Stwierdzenie 3 .  Jeżeli a jest elementem nieskończonego rzędu 
grupy (G, " e) , to dla dowolnych liczb całkowitych k i l: 

ak = al <==} k = l. 

W szczególności grupa (a) jest nieskończona. Ponadto grupa (a) po
siada dokładnie dwa generatory: a i a- l . 

Dowód. Załóżmy, że istnieją różne liczby całkowite k, l takie, 
że ak = al . Bez zmniejszania ogólności możemy zakładać , że k > l. 
"Vtedy k - l E N i ak-l = e, co przeczy temu , że o(a) = 00. Implikacja 
odwrotna j est oczywista. 
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26 Wykłady z algebry ogólnej I 

Ponieważ a = (a-l)-l E (a-l), więc (a) � (a-l). Ale (a-l) � (a), 
więc (a-l) = (a), czyli a-l j est generatorem grupy (a). Ponadto 
z pierwszej części dowodu a-l 1= a. Niech teraz b E (a) będzie ge
neratorem grupy (a). Wtedy istniej e  liczba całkowita k taka, że b = ak 
oraz a E (ak). Zatem istnieje  l E Z takie , że a = (ak)l = akl. Zatem 
z pierwszej części dowodu k i  = 1, skąd k = 1 lub k = -1 oraz b = a 
lub b = a-l. D 

Lemat 1 .  Niech a będzie elementem skończonego rzędu grupy G. 
Wówczas dla dowolnej liczby całkowitej k :  

Dowód. Oznaczmy d = (o(a), k) . Wtedy d ! k ,  więc istniej e  cał
kowite l takie , że k = dl , skąd ak = (ad)l E (ad). Zatem (ak) � (ad). 
Ponadto z elementarnej teorii liczb wiemy, że istnieją  liczby całko
wite x, y takie , że d = o(a)x + k y. Stąd ad = ao(a)x+ky = ao(a)x . aky = 
= e·aky = (ak)y E (ak). Zatem (ad) � (ak) i ostatecznie (ad) = (ak). D 

Twierdzenie 1. Niech a będzie elementem skończonego rzędu 
grupy (G, · , e ) . Wówczas: 

(i) dla dowolnego naturalnego dzielnika d liczby o(a) zachodzi wzór: 

(ii) dla dowolnej liczby całkowitej k zachodzi wzór: 

( k) _ o(a) o a - (o(a),k)' 

Dowód. ( i) Zauważmy, że o�) E N i (ad) o�) = adO�) = ao(a) = e. 

Zatem k = o( ad) � o�). Ale e = (ad)k = adk, więc ze stwierdzenia 1 
mamy, że o(a) ! dk . Zatem o�) ! k ,  czyli o�) � k i ostatecznie k = o�). 

( i i )  Z lematu 1 mamy, że (ak) = (a(o(a),k»). Ale d = (o(a), k) j est 
naturalnym dzielnikiem o(a), więc z ( i) oraz z uwagi 2 uzyskujemy, że 

(O(�):k) = o(a<o(a),k») = !(a(o(a),k»)! = !(ak)! = o(ak). O 
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Grupy cykliczne 2 7  

Twierdzenie 2 .  Załóżmy, ż e  (a) jest skończoną grupą cykliczną 
rzędu n. Niech d będzie dzielnikiem naturalnym liczby n. Wtedy w gru
pie ( a) istnieje dokładnie rp(d) elementów rzędu d i są one postaci a�·k, 
gdzie k E {l, ... ,d} oraz (k ,  d) = 1 . 

Dowód. Niech k E {l, ... ,d} będzie takie , że (k, d) = 1. Wtedy 
(!3:. . k n) = (!3:. . k !3:. .  d) = !3:. . (k d) = !3:. · 1 =!3:. Zatem z twierdzenia 1 d '  d 'd d '  d d' , 
o(a;Y·k) = E = d. 

. 
d 

Niech teraz b E (a) będzie elementem rzędu d. Wtedy istniej e  liczba 
naturalna m :::; n taka, że b = am oraz z twierdzenia 1, d = o (am ) = 
= (m�n)' skąd (m, n) = �. Ale (m, n) I m, więc istnieje  k E N takie, 

że m = � . k. Ponadto � = (m,n) = (�. k, �. d) = � . (k,d), więc 
(k, d) = 1. Ale m :::; n, więc � . k :::; n, skąd k :::; d. 

Jeśli k, l E {l, ... , d}, (k, d) = (l, d) = 1 oraz a;Y·k = a;r'l, to 
a;Y·(k-l) = e, więc ze stwierdzenia 1, n I � . (k -l), skąd d I k - l. Ale 
k, l E {l, . . . ,d}, więc k = l. D 

Wniosek 1 .  Skończona grupa cykliczna (a) Tzęd'u n posiada do
kładnie rp( n) generatorów i są one postaci: ak, gdzie k E {l, ... , n} 
oraz ( k, n) = 1. 

Dowód. Element b E (a) j est generatorem grupy (a) wtedy i tylko 
wtedy, gdy o(b) = n. Zatem z twierdzenia 2 grupa ( a) posiada dokład
nie rp( n) generatorów i są one postaci : a ;;'.k = ak, gdzie k E {l, . . . , n} 
oraz ( k, n) = 1. D 

Twierdzenie 3 .  Każda podgrupa grupy cyklicznej jest grupą cy
kliczną· 

Dowód. Niech (G", e) będzie grupą cykliczną o generatorze a 
i niech H będzie dowolną podgrupą grupy G. Jeśli H = { e } , to H = (e) , 
czyli grupa H jest cykliczna. Załóżmy więc dalej , że H =f {e} . Wtedy 
istnieje k E Z takie , że e =f ak E H. Stąd k =f O i a-k = (ak) -l E H. 
Zatem k E N lub -k E N i z zasady minimum istnieje  najmniejsza 
liczba naturalna m taka, że am E H. Wtedy (am) � H. Weźmy 
dowolne h E H. Istniej e  s E Z takie , że h = aS. Ale s = qm + r dla 
pewnych q, T E Z, O:::; r < m, więc aS = aqm+r = aqm . ar = (am )q . ar, 
skąd ar = aS . (am ) -q E H, czyli ar E H. Ponadto O :::; r < m, więc 
z minimalności m, T f. N, czyli r = O . Zatem h = (am) q E (am ), czyli 
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28 Wykłady z algebry ogólnej I 

H � ( am) i ostatecznie H = ( am) . O 

Twierdzenie 4. Grupa cykliczna nieskończona ( a) posiada nie
skończenie wiele podgrup i są one postaci: ( an) ,  gdzie n = 0 , 1 ,  . . .  

Dowód. Z twierdzenia 3 wynika, że każda podgrupa H grupy ( a) 
j est postaci H = ( ak) dla pewnego k EZ. Ale ak = (a-k)-l E ( a-k) , 
więc ( ak) � ( a-k) oraz ( a-k) � ( ak) ,  bo a-k E ( ak) ,  więc ( ak) = (a-k) , 
czyli H = ( an) dla pewnego n = 0 , 1 ,  .. . 

Niech m, n E {O ,  l, .. . } będą takie , że ( am) = ( an) . Wtedy am E 
E ( an) , więc istniej e  k E Z takie , że am = (an)k = anko Zatem ze 
stwierdzenia 3, m = nk, czyli n I m. Analogicznie pokazujemy, że 
m I n. Stąd m I n i n I m oraz n, m E {O ,  1 ,  . .. }, więc m = n. O 

Przykład 2 .  Ponieważ Z+ = ( 1) i 0( 1 ) = 00, więc z twierdzenia 4 
wynika ,  że wszystkimi podgrupami grupy Z+ są: (n) = {n· k :  k E Z} 
dla n = 0 , 1 ,  . . .  Zauważmy, że podgrupa (n) j est nam dobrze znana 
już od szkoły podstawowej , gdyż j ej elementami są wszystkie całkowite 
wielokrotności liczby n. Ponadto ze stwierdzenia 3 wynika, że grupa Z+ 
posiada dokładnie dwa generatory: 1 i -l. 

Twierdzenie 5 .  Wszystkimi podgrupami skończonej grupy cyklicz
nej ( a) są podgrupy postaci ( ad) ,  gdzie d przebiega wszystkie dziel
niki naturalne liczby o ( a) . W szczególności liczba wszystki ch pod
grup grupy ( a) jest równa liczbie wszystkich dzielników naturalnych 
liczby o ( a) . 

Dowód. Jeśli ( adl) = ( ad2) dla pewnych dzielników naturalnych 
dl, d2 liczby o (a) , to z twierdzenia 1 i z uwagi 2 :  ;;;. = o (adl ) = I (adl ) I = 
= l( ad2) 1 = 0 (ad2 ) = �, czyli dl = d2• 

Niech H będzie dowolną podgrupą grupy ( a) .  Wtedy z twierdze
nia 3 istniej e  k E Z takie, że H = ( ak) .  Ale z lematu 1 ,  ( ak) = (a(o(a),k)) 
i ( o( a) ,  k) j est dzielnikiem naturalnym liczby o(a) ,  więc twierdzenie zo
stało udowodnione . O 

Uwaga 3 .  Z twierdzenia 5 wynika, że istniej e  wzajemnie jedno
znaczna odpowiedniość pomiędzy zbiorem wszystkich podgrup skoń
czonej grupy cyklicznej ( a) i zbiorem wszystkich dzielników natural
nych liczby o(a) . W szczególności wynika stąd ,  że dla każdej liczby 
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Grupy cykliczne 29 

naturalnej ci dzielącej rząd skończonej grupy cyklicznej ( a) 
istnieje dokładnie jedna podgrupa rzędu ci grupy ( a) .  

Stwierdzenie 4 .  Jeżeli liczba naturalna n posiada c o  najmniej dwa 
różne,  nieparzyste dzielniki pierwsże, to grupa Z� nie jest cykliczna. 

Dowód. Z założenia istniej ą  różne, nieparzyste liczby pierwsze 
p, q oraz liczby naturalne a, (3, m takie, że n = paqf3m oraz m nie jest 
podzielne ani przez p ani przez q. Z chińskiego twierdzenia o resztach 
wynika zatem, że istnieją  a, b E Z� takie , że a -1 (mod pa), a -
= 1 (mod qf3m) oraz b 1 (mod pam) i b = -1 (mod q(3). Ponieważ 
liczby p i q są nieparzyste , więc a =I- 1 i b =I- 1. Gdyby a = b, to 
1 = -1 (mod pa), skąd pa 12 i mamy sprzeczność . Zatem a =I- b i wobec 
tego {l, a} =I- { l,  b} . Ponadto a2 1 (mod pa) i a2 - 1 (mod qf-Jm), 
więc a2 == l (mod n) , skąd aOn a = 1, czyli o(a) = 2 w grupie Z�, skąd 
(a) = {l, a}. Podobnie pokazujemy, że (b) = {l, b} . Zatem grupa Z� 
posiada dwie różne podgrupy rzędu 2, więc z uwagi 3 ta grupa nie jest 
cykliczna. D 

Uwaga 4. Z elementarnej teorii liczb wiadomo, że jeśli 
n = pfl ..... p�s, gdzie Pl, . . . ,Ps są różnymi liczbami pierwszymi oraz 
al, . . .  ,as są nieuj emnymi liczbami całkowitymi, to liczba wszystkich 
dzielników naturalnych licz by n j est równa 8 (n) = (al -+- 1) ' . . . ' ( as + l). 
Ponadto tp(n) = tp(p�l) ..... tp(p�s) i dla liczb pierwszych p oraz a E N, 
tp(pa) = pa _ pa-l. 

Przykład 3 .  Niech n E N, n> 1. Wtedy Z� = (1) oraz 0( 1 )  = n. 
Zatem z wniosku 1 grupa Z� posiada dokładnie tp(n) generatorów i są 
nimi liczby naturalne k :S.; n względnie pierwsze z n. Ponadto podgrupy 
grupy Z� są postaci : {O} oraz (ci) = {O, d, 2d, . . . , (J - 1) . d}, gdzie 
d < n j est dzielnikiem naturalnym liczby n. Zatem grupa Z� posiada 
dokładnie 8(n) wszystkich podgrup . 

Lemat 2. Niech a będzie elementem maksymalnego rzędu w skoń
czonej grupie abelowej A. Wówczas o(b) l o(a) dla każdego b E A. 

Dowód. Załóżmy, że istnieje  b E A takie, że o(b) nie dzieli o(a) . 
\iVtedy istnieje  liczba pierwsza p oraz liczby naturalne m, n niepodziel
ne przez p i nieuj emne liczby całkowite a, f3 takie, że a < (3 oraz 
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o (a) = pCim i o(b) = pf3n. Niech x = aPo i y = bn. Wtedy z twier
dzenia 1 ,  o(x) = m oraz o(y) = pf3. Ale (m,pf3 ) = 1 , gdyż p nie 
dzieli m, więc ze stwierdzenia 2, o(xy) = pf3m > pCim = o(a) i mamy 
sprzeczność . O 

Twierdzenie 6 .  Jeżeli A jest skończoną grupą abelową i dla każdej 
liczby naturalnej d dzielącej lAI istnieje dokładnie jedna podgrupa rzędu 
d grupy A, to grupa A jest cykliczna. 

Dowód. Załóżmy, że przy tych założeniach grupa A nie j est cy
kliczna. Niech a będzie elementem maksymalnego rzędu w grupie A 
Wtedy (a) =1= A ,  więc istnieje b E A takie, że b � (a). Z lematu 2, 
o(b) I o (a) . Zatem z twierdzenia 5 istnieje  w grupie (a) podgrupa H 
rzędu o(b) . Ale l(b) 1 = o(b), więc na mocy założenia (b) = H, skąd 
b E H � (a) , czyli b E (a) i mamy sprzeczność . Zatem grupa A jest 
cykliczna. O 
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Rozdział 4 

Warstwy, dzielniki normalne 

4.1 Warstwy grupy względem podgrupy 

Niech H będzie podgrupą grupy (G, · , e) . W zbiorze G wprowadzamy 
relacje ""I oraz ""r przyjmując,-ie dla dowolnych a, b E G: 

a ""I b {:} a- l . b E H, 

a ""r b {:} a ·  b- l E H. 

(4.1) 
( 4 . 2 )  

Ponieważ dla każdego a E G j est a- l . a = e = a ·  a- l oraz e E H, 
więc relacje ""I i ""r są zwrotne. 

Ponadto dla dowolnych a, b E G: 
• j eżeli a ""I b, to a- l . b E H, skąd (a- l . b) - l E H, czyli b- l . a E H, 

więc b ""I a; 
• j eżeli a ""r b, to a · b- l E H, skąd (a · b- l ) - l E H, czyli b · a- l E H, 

więc b ""r a . 
Zatem relacj e  ""I i "'r są symetryczne . 
W końcu , dla dowolnych a ,  b, e E G: 
• j eżeli a ""I b i b ""[ e, to a- l . b E H i b- l . e E H, skąd (a- l . b) . 

(b- l . e) E H, czyli a- l . e E H, więc a ""[ e; 
• j eżeli a ""r b i b "'r c, to a ·  b- l E H i b ·  C- l E H, skąd 

(a · b- l ) . ( b ·  C- l ) E H, czyli a ·  C- l E H, więc a "'r c. 
Zatem relacj e  ""[ i ""r są przechodnie . 
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Stąd wynika, że relacj e  <'Vz i <'Vr są relacjami równoważności w zbio
rze G. Klasę abstrakcj i relacj i  <'V Z o reprezentancie a E G oznaczamy 
przez aH i nazywamy warstwą lewostronną·· grupy G względem 
podgrupy H o reprezentancie a. 

1 .  Dla dowolnego a E G zachodzi wzór : 

aH = {a· h: h E H}. (4.3) 

Dowód. Dla h E H mamy, że a-l. (a· h) = h E H, więc a <'Vz a· h 
oraz a . h E aH. Na odwrót , niech g E aH. Wtedy a <'V Z g, skąd 
a-l. g = h E H. Zatem g = a·  h. Zatem aH = {a· h : h E H}. O 

Z własności klas abstrakcj i relacj i  równoważności mamy od razu na

stępujący warunek równości warstw lewostronnych względem 
podgrupy H: 

2. Dla dowolnych a, b E G: 

aH = bH {::} a-l. b E H. ( 4.4) 

Zauważmy, że w szczególności dla h E H j est hH = eH = H. 
Klasę abstrakcj i relacj i  <'Vr o reprezentancie a E G oznaczamy 

przez H a i nazywamy warstwą prawostronną grupy G względem 
podgrupy H o reprezentancie a. 

3 .  Dla dowolnego a E G zachodzi wzór : 

Ha={h·a:hEH}. (4.5) 

Dowód. Dla h E H mamy, że a·(h·a)-l = a·a-l·h-l = h-l E H, 
więc a <'Vr h . a oraz h . a E Ha. Na odwrót , niech g E Ha. Wtedy 
a rvr g, więc g r"Vr a, czyli g . a-l = h E H, skąd g = h . a. Zatem 
Ha={h·a:hEH}. O 

Z własności klas abstrakcji relacj i  równoważności mamy od razu 
następujący warunek równości warstw prawostronnych grupy G 
względem podgrupy H: 

4. Dla dowolnych a, b E G: 

H a = Hb {::} a . b-l E H. (4.6) 
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Zauważmy, że w szczególności dla h E H j est Hh = He = H. 
Z podstawowych własności klas abstrakcj i relacj i  równoważności 

wynika 

5. Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G 
względem podgrupy H są albo równe albo rozłączne . 

6 .  Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G 
względem podgrupy H są równoliczne . 

Dowód. Niech a, b E G. Rozważmy przekształcenie f : H --+ aH 
dane wzorem f (h) = a . h dla h E H. Z 1 .  wynika, że f j est 
"na", zaś z prawa skracania równości w grupie mamy, że f j est różno
wartościowe . Zatem zbiory aH i H są równoliczne . Analogicznie funk
cja g : H --+ Hb dana wzorem g(h) = h· b dla h E H j est "na" oraz 
jest różnowartościowa, więc zbiory Hb i H też są równoliczne. Zatem 
zbiory aH i Hb dla dowolnych a, b E G też są równoliczne . O 

7. Zbiór LG (H) wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzglę
dem podgrupy H j est równoliczny ze zbiorem PG(H) wszystkich warstw 
prawostronnych grupy G względem podgrupy H. 

Dowód. Z 1 .  i 3. 'mamy, że LG (H) = {aH : a E G} oraz PG(H) = 
= {Hb : b E G}. Niech f : LG (H) --+ PG (H) będzie dane wzorem: 
f(aH) = Ha-l dla a E G. Wówczas dla dowolnych a,b E G mamy, że 
f(aH) = f (bH) {:} Ha-l = Hb-l {:} a-l· (b-l)-l E H {:} a-l·b E H {:} 
{:} aH = bH na mocy podanych wcześniej własności warstw. Oznacza 
to , że f j est funkcją i f j est funkcją różnowartościową. Ponadto dla 
b E G mamy, że b = ( b-l)-l, więc Hb = f (b-l H), czyli f j est "na" . 
Zatem f j est bijekcją i zbiory LG (H) oraz PG(H) są równoliczne .  O 

Moc zbioru wszystkich warstw lewostronnych (prawostronnych) 
grupy G względem podgrupy H nazywamy indeksem podgrupy H 
w grupie G i oznaczamy przez (G : H). 

Twierdzenie Lagrange'a. Jeżeli H jest podgrupą grupy skończo
nej G, to 

IG I  = IHI · (G : H). (4. 7) 

W szczególności rząd podgrupy H jest dzielnikiem rzędu grupy G. 
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Dowód.  Ponieważ zbiór G j est skończony więc z zasady abstrakcj i 
wynika, że istniej ą  al, a2, . . .  , an E G takie, że warstwy al H, a2H, . . .  

n 
. . .  , anH są parami rozłączne i ich suma daje  zbiór G, czyli G = U aiH .  

i=l 
Ale H j est zbiorem skończonym, więc na mocy 6 .  mamy, że lai H I  = 

= I H I  dla i = 1, 2 ,  . . . , n oraz n = (G : H), więc I G I  = I H I · (G : H) . O 

4.2 D zielnik normalny grupy 

Definicja l. Niech H będzie podgrupą grupy (G , ·, e) . Powiemy, 
że H j est dzielnikiem normalnym (podgrupą normalną) grupy G, j eżeli 

gH = Hg dla każdego g E G.  (4 . 8) 

Piszemy wtedy : H <] G.  

Przykład l. { e} <] G i G <] G.  

Przykład 2 .  Każda podgrupa zawarta w centrum grupy G j est 
j ej dzielnikiem normalnym. Rzeczywiście, niech H będzie podgrupą 
grupy G zawartą w Z(G) . Wtedy dla każdego g E G mamy, że 
gH = {g . h : h E H} = {h . g : h E H} = H g .  Zatem H <] G.  
W szczególności Z (G) <] G. 

Przykład 3 .  W grupie abelowej G każda podgrupa jest dzielni
kiem normalnym (bo wtedy Z(G) = G i każda podgrupa grupy G j est 
zawarta w Z (G) ) .  

Przykład 4. Każda podgrupa H indeksu 2 grupy G j est dzielni
kiem normalnym grupy G. Rzeczywiście , z 7. wynika, że grupa G ma 
dokładnie dwie warstwy lewostronne i dokładnie dwie warstwy prawo
stronne względem podgrupy H.  Ponieważ eH = H = He, więc jedną 
z warstw lewostronnych (prawostronnych) jest H, zaś drugą warstwą 
lewostronną (prawostronną) jest G \ H. Weźmy dowolne g E G. Jeżeli 
g E H, to gH = H = Hg . Jeśli g fi. H, to gH =1= H i Hg =1= H, więc 
gH = G \ H = H g, czyli gH = H g. Zatem dla każdego g E G j est 
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gH = H g ,  a więc H <J G.  Np.  każda podgrupa rzędu 4 grupy izo
metrii własnych kwadratu jest jej dzielnikiem normalnym. Zaś w gru
pie izometrii własnych trójkąta równobocznego podgrupa obrotów jest 
dzielnikiem normalnym (natomiast żadna podgrupa rzędu 2 nie jest 
dzielnikiem normalnym tej grupy) . 

Stwierdzenie 1. Niech H będzie podgrupą gmpy G.  Wówczas 
równoważne są warunki: 

(i) H <J G; 

(ii) g '  h ·  g- l E H dla dowolnych g E G i h E H .  
Dowód. ( i ) =} (ii) Weźmy dowolne g E G oraz h E H. Ponieważ 

gH = Hg oraz g '  h E gH , więc g '  h E H g. Zatem istnieje  k E H takie , 
że g '  h = k ·  g ,  skąd g '  h ·  g- l = k E H.  

(ii) =} (i) Weźmy dowolne g E G. Wtedy dla h E H mamy, że 
g . h . g- l = k E H. Zatem g . h = k . g E H g. Stąd gH � H g .  
Ponadto g- l . h ·  g = hl E H, więc h ·  g = g '  hl E gH . Stąd Hg � gH 
i ostatecznie gH = Hg dla każdego g E G. Zatem H <l G. D 

Stwierdzenie 2 .  Podgrupa H rzędu 2 grupy G jest jej dzielnikiem 
nor'malnym wtedy i tylko wtedy, gdy H jest zawarta w centrum grupy G. 

Dowód. Jeżeli H � Z(G) , to z przykładu 2 mamy, że H <J G. Na 
odwrót , załóżmy, że H <J G. Ponieważ IH I = 2 ,  więc istnieje  a E H 
takie , że o(a) = 2 i wtedy a =f. e oraz a2 = e i H = {e ,  a}. Weźmy 
dowolne g E G.  Wtedy ze stwierdzenia 1 mamy, że g ' a . g- l E H.  
Jeśli g '  a ·  g- l = e ,  to  g '  a = g ,  skąd a = e i mamy sprzeczność . Zatem 
g ' a ·  g - l = a, skąd g '  a = a ·  g. Zatem a E Z(G) . Ale e E Z(G) , więc 
ostatecznie H � Z ( G) . D 

Przykład 5 .  Część wspólna dowolnej niepustej rodziny dzielników 
normalnych grupy G jest dzielnikiem normalnym grupy G .  Rzeczy
wiście , niech {Hi hEl będzie niepustą rodziną dzielników normalnych 

grupy G oraz niech H = n Hi ' Wtedy z rozdziału 2 mamy, że H j est 
iEI 

podgrupą grupy G .  Weźmy dowolne g E G i dowolne h E H. Wtedy 
h E Hi dla każdego i E I, więc ze stwierdzenia 1 ,  g . h . g- l E Hi dla 
i E I, czyli g . h . g- l E H.  Zatem ze stwierdzenia 1, H <l G.  
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Definicja 2 .  Iloczynem algebraicznym podgrup A,  B grupy G 
nazywamy zbiór 

AB = {a · b :  a E A,  b E B} . (4 .9) 

Stwierdzenie 3 .  Jeżeli H jest podgrupą grupy G, zaś A jest dziel
nikiem normalnym grupy G, to AH = H A oraz AH jest podgrupą 
grupy G .  

Dowód. Weźmy dowolne a E A oraz h E H. Wtedy z e  stwier
dzenia 1, h . a . h- l = b E A,  skąd h . a = b . h E AH. Zatem 
H A � AH. Ponadto ze stwierdzenia 1 , h-l . a . h = c E A, więc 
a . h = h . c E H A, więc AH � H A . Zatem AH � H A i H A � AH, 
czyli AH = HA. Dalej , dla a E A mamy, że a = e . a E HA, bo 
e E H, skąd A � HA. Analogicznie H � HA. Niech a E A oraz 
h E H. Wtedy (a · h)- l = h- l. a- l E HA. Ponadto dla a, b E A oraz 
h, k E H mamy, że h . b = c ·  l dla pewnych c E A oraz l E H, więc 
( a . h) . ( b . k) = a . (h . b) . k = a . (c . l ) . k = (a . c) . ( l . k) E AH. Zatem 
AH j est podgrupą grupy G. O 

Przykład 6 .  Jeżeli A i B są dzielnikami normalnymi grupy G,  to 
AB też jest dzielnikiem normalnym grupy G. Rzeczywiście, na mocy 
stwierdzenia 3 mamy, że AB jest podgrupą grupy G. Ponadto dla 
g E G oraz dla a E A i b E B mamy, że 

bo g . a . g
- l E A oraz g . b . g

- l E B. Zatem ze stwierdzenia 1 mamy, 
że AB <J G. 

4.3 Komutant grupy 
Niech G będzie grupą i niech a, b E G. Komutatorem elementów a,  b 
nazywamy element postaci 

[a, bJ = a- l. b- l. a . b. (4. 10) 
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Zauważmy, że dla dowolnych a, b , c E G zachodzą wzory : 

[a , b] - l = [b , a] 

e · [a ,  b] . C- l = [cae- l , ebe- l ] 

Dowód. Mamy 

e la, b] e- l = e(a- l b- l ab)cl = ea-l e- l eb- lcleae- l ebe- l = 

(eacl )-1 (ebe- l ) - l (eacl ) (ebe- l ) = [eae- I , ebe- l ] .  D 

a . b = b ·  a {::::::::;> [a , b] = e . 

37 

(4 . 1 1 )  

(4 . 1 2 )  

(4 . 1 3 )  

Dowód. Jeśli ab = ba , to  b- l ab = a ,  skąd a- l b-l ab = e ,  czyli [a , b ]  = e .  
Na odwrót , niech [a ,  b ]  = e .  Wtedy a- l b- l ab = e ,  skąd b- l ab = a oraz 
ab = ba. D 

K omutantem grupy G nazywamy zbiór G' wszystkich iloczynów 
wszystkich możliwych komutatorów utworzonych z elementów 
grupy G. Zatem G' składa się z elementów postaci : [a, b] , [a, b] . [c , d] , 
[a , b] · [c , d] . [g ,  h] ' itd . (a ,  b , c, d, g , h ,  . . . E G) . Zatem e = [e , e] E G' oraz 
dla x ,  y E G' istniej ą  komutatory Xl , X2 , . . .  , Xn , Yl , Y2 , . . . , Ym takie , że 
X = XlX2 . . .  Xn oraz y = Yl Y2 . . .  Ym . Stąd 

-1 -1 -1 -1 xy = XlX2 . . .  XnYm Ym-l . . . Yl , 

skąd na mocy (4 . 1 1 ) mamy, że xy- l E G' . Zatem G' j est podgrupą 
grupy G. Ponadto dla g E G mamy, że gxg- l = g (XlX2 . . . Xn )g- l = 
= (gXlg- l ) (gx2g- l ) . . .  (gxng- l ) E G' na mocy (4 . 1 2 ) . Wynika stąd, 
że G' <l G. Ponadto z określenia komutanta oraz z (4 . 13 )  wynika od 
razu ,  że grupa G j est abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G' = {e} . 
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Rozdział 5 

Grupa ilorazowa, iloczyn 

prosty, homomorfizm 

5.1 Grupa ilorazowa 

Niech H będzie dzielnikiem normalnym grupy G. Oznaczmy przez 
G / H zbiór wszystkich warstw lewostronnych grupy G względem pod
grupy H .  Tak więc 

G / H = {gH : g E G} (5. 1) 

oraz I G/H I = (G : H) . Ponadto, gdy grupa G jest skończona, to na 
mocy twierdzenia Lagrange 'a IG / HI = I�\ · 

W zbiorze G/H wprowadzamy działanie o przyjmując , że dla do
wolnych a, b E G: 

(aH) o ( bH) = (a · b)H. (5. 2) 

Uzasadnimy, że określenie działania o j est poprawne, czyli , że nie 
zależy od wyboru reprezentantów warstw. Niech zatem a, b ,  c , d E G 
będą takie , że aH = bH oraz cH = dH. Wtedy a-1 b E H oraz 
c1d  E H. Zatem (ac) - l (bd) = c- 1 a-1 bd = (c1d) [d- 1 (a- 1 b) d] E H, 
gdyż H <] G. Zatem (ac) H  = ( bd)H . 

Teraz uzasadnimy, że działanie o jest łączne . W tym celu weźmy 
dowolne a ,  b, c E G i obliczmy : 

38 
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( aH) o [ (bH) o (cH) ]  = (aH) o ( (b · c)H) = (a · (b · c) )H  = ( (ab) c)H  = 
= [ ( ab)H] o (cH) = [ (aH) o (bH)] o (cH) . 

Sprawdzimy, że warstwa eH = H jest elementem neutralnym dzia
łania o .  Dla dowolnego a E G mamy, że (aH) o H = (aH) o (eH ) = 
= (a · e )H = aH = (e ·  a)H = (eH) o (aH) = H o (aH) . Ponadto 
(aH) o (a- l H) = (a · a- l )H = eH = H oraz (a- l H) o (aH) = 
= (a- l . a )H = eH = H. Zatem warstwą odwrotną do warstwy (aH) 
j est warstwa a- l H ,  czyli 

(aH) - l = a- lH dla każdego a E G.  ( 5 . 3 )  

W ten sposób udowodniliśmy, że system algebraiczny (G/H, o ,  H) j est 
grupą· Nazywamy ją grupą ilorazową względem dzielnika normal
nego H. Jeżeli grupa G j est abelowa, to grupa ilorazowa G/H też 
j est abelowa, gdyż dla dowolnych a , b E G mamy, że (aH) o ( bH) = 
= abH = baH = (bH) o (aH) . 

Twierdzenie 1 .  Dla dowolnej grupy G grupa ilorazowa G/a jest 
gr'upą abelowq. Ponadto dla dzielnika normalnego H grupy G mamy, 
że G/H jest grupą abelową wtedy i tylko wtedy, gdy Gl � H .  

Dowód. Niech H będzie dzielnikiem normalnym grupy G .  Wtedy 
dla dowolnych a, b E G mamy, że [a H, bH] = (aH) -l o (bH) - l o (aH) o 
o (bH ) = (a- 1H) 0 (b- l H) 0 (abH) = (a- l b- lH) o (abH) = a- 1 b- l abH = 
= [a , b]H .  Zatem grupa G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy 
[a, b] E H dla dowolnych a, b E G, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy 
Gl � H na mocy definicj i  komutanta grupy. W szczególności mamy 
stąd , że G/Gl j est grupą abelową. D 

Przykład 1 .  Można wykazać , że istnieje grupa G rzędu 12 
taka, że I GI I  = 4. Pokażemy, że wówczas w grupie G nie istnieje 
podgrupa rzędu 6 (będzie to oznaczało, że nie można odwracać 
twierdzenia Lagrange 'a ! ) .  W tym celu załóżmy, że grupa G posiada 
podgrupę H rzędu 6. Wtedy z twierdzenia Lagrange 'a mamy, że 
(G : H) = mi- = 1

6
2 

= 2 ,  więc z poprzedniego rozdziału H <J G. Po
nadto I G/H I = 2 , więc grupa G/H jest abelowa (a nawet cykliczna) . 
Zatem z twierdzenia 1 mamy, że Gl � H.  Ale I GI I  = 4 i I H I  = 6 
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oraz 4 nie dzieli 6 ,  więc mamy sprzeczność z twierdzeniem Lagrange 'a .  
Zatem taka grupa G nie posiada podgrupy rzędu 6 .  D 

5.2 Iloczyn prosty grup 

Niech (GI , · 1 , e l ) i (G2 , ' 2 ,  e2 ) będą dowolnymi grupami. W zbiorze 
G = Gl X G2 wprowadzamy mnożenie "po współrzędnych" przyjmując ,  
ż e  dla dowolnych al , b l  E Gl , a2 ,  b2 E G2 : 

( 5.4) 

Niech ponadto e = (e l , e2 ) . Sprawdzimy, że (G, ' , e )  tworzy grupę. 
\V tym celu weźmy dowolne al ,  bl , CI E Gl oraz dowolne a2 , b2 , C2 E G2 . 
Wówczas : 

czyli działanie · j est łączne. Dalej , 

oraz 

e ·  (al , a2 ) = ( el , e 2 )  . (al , a2 ) = (e l ' 1  al , e2 ' 2 a2 )  = (al , a2 ) , 

skąd wynika, że e j est elementem neutralnym działania · . W końcu 

oraz 

(al I ' 1 al ,  a;-
l 

' 2 a2 )  = (e l , e2 ) = e ,  

czyli (G , · , e )  jest grupą oraz 
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Otrzymaną w ten sposób grupę oznaczamy przez Gl x G2 i nazywamy 
iloczynem prostym grup Gl i G2 , Z określenia mnożenia w iloczynie 
prostym grup wynika od razu, że iloczyn prosty grup abelowych 
jest grupą abelową, 

Zauważmy, że podzbiory 

są dzielnikami normalnymi grupy G, Rzeczywiście , e = (C I , e 2 )  E G\n G2 ,  
dla a, x E Gl i b ,  Y E G2 mamy 

( a , e2 ) , (x ,  e2 ) - l = (a , e2)  , (x - l , e2 ) = ( a ' l x - l , e2 ' 2 e2 ) = ( a ' l x - l , e2 ) E G l 

oraz 

(el , b) , (el , y) - l = (e l ' l el , b ' 2 y-l ) = (e l , b ' 2 y- l ) E G2 ,  

skąd Gl i G2 s ą  podgrupami grupy G, Ponadto dla g E Gl , h E G2 
mamy 

oraz 

Zatem rzeczywiście Gl <J G oraz G2 <J G, 
Z określenia podgrup Gl i G2 wynika od razu, że 

(5 , 7) 

Niech teraz a E Gl i b E G2 będą elementami o skończonych rzę
dach równych odpowiednio n i m, Wykażemy, że wówczas element 
g = (a, b) E G ma rząd równy [n, m] , W tym celu zauważmy, że 
ponieważ n I [n, m] i m I [n, m], więc a[n ,m] = el oraz b[n ,m] = e2 , 
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skąd g[n ,m1 = (a[n ,m1 , b[n ,m1 ) = (e l , e2 ) = e . Zatem o(g)  = k E N oraz 
k I [n, m) . Ponadto e = gk = (ak , bk ) ,  więc ak = el i bk = e2 ,  skąd 
z własności rzędu elementu grupy wynika, że n I k i m I k. Zatem 
z elementarnej teorii liczb [n, m) I k. W ten sposób wykazaliśmy, że 
k I [n , m) oraz [n, m) I k, więc ponieważ k i [n , m) są liczbami natu
ralnymi ,  to k = [n, m) . Z tych rozważań wynika od razu, że iloczyn 
prosty skończonych grup cyklicznych o względnie pierwszych 
rzędach jest grupą cykliczną. 

5.3 Homomorfizmy grup i ich własności 

Definicja 1 .  Niech (Gl , · 1 , el ) i (G2 , · 2 , e2 )  będą grupami. Prze
kształcenie f : Gl -----+ G2 takie , że 

f (a · l b) = f (a) ·2 f (b) dla dowolnych a , b E Gl (5 . 8) 

nazywamy homomorfizmem grupy Gl w grupę G2 , zaś zbiór 

Ker U) = {x E Gl : f (x) = e2 } ( 5 . 9 ) 

nazywamy jądrem homomorfizmu f ·  Jeżeli dodatkowo f jest różno
wartościowe , to mówimy, że f jest zanurzeniem grupy Gl w grupę G2 . 
Jeżeli zaś homomorfizm f jest bijekcją, to mówimy, że f jest izomor

fizmem grup . 

Definicja 2 .  Powiemy, że grupa G2 jest obrazem homomorficznym 
grupy Gl , jeżeli istniej e  homomorfizm f grupy Gl na grupę G2 . 

Definicja 3 .  Powiemy, że grupa Gl zanurza się w grupę G2 , jeśli 
istnieje  zanurzenie grup f : Gl -----+ G2 • 

Definicja 4. Powiemy, że grupy Gl i G2 są izomorficzne i piszemy, 
Gl � G2 , j eżeli istniej e  izomorfizm grup f : Gl -----+ G2 . 

Definicja 5 .  Automorfizmem grupy G nazywamy każdy izomor
fizm grup f : G -----+ G. 
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Własności homomorfizmów grup 

1 .  Złożenie homomorfizmów jest homomorfizmem, tzn. jeżeli 
f : Gl ---+ G2 i g : G2 ---+ G3 są homomorfizmami grup, to 
g o f : Gl ---+ G3 też jest homomorfizmem grup . W szczególności 
złożenie izomorfizmów jest izomorfizmem. 

Dowód. Rzeczywiście , dla dowolnych a, b E Gl mamy 

(g o .f) (ab) = g (J (ab) )  = g (J (a)f (b) )  = g (J (a) ) g ( J (b) ) = 
= (g o .f) (a) (g o .f) (b) . D 

2. Jeżeli f : Gl ---+ G2 jest izomorfizmem grup, to f- l : G2 ---+ Gl 
też jest izomorfizmem grup . 

Dowód. Rzeczywiście , ponieważ f jest bijekcją ,  więc ze wstępu do 
matematyki f- l istnieje ,  j est bijekcją oraz dla x E Gl i Y E G2 mamy, 
że y = f (x)  {:} f-l (y) = x .  Weźmy dowolne Yl , Y2 E G2 . Wtedy 
istnieją  Xl , x2 E Gl takie , że Yl = f (Xl ) i Y2 = f (X2 ) , więc YlY2 = 
= f (Xl ) f (X2 )  = f (X lX2 ) ,  skąd f-l (YlY2 )  = XlX2 = f- l (Yl ) .f- l (Y2 ) ' D 

Z 1 .  i 2 .  oraz z tego , że przekształcenie tożsamościowe grupy G 
w grupę G j est j ej automorfizmem wynika od razu 

3. Dla dowolnych grup Gl , G2 , G3 : 
aj Gl rv Gl , 
bJ jeśli Gl rv G2 , to G2 � Gl , 
ej je,�li Gl � G2 i G2 rv G3 , to Gl � G3 . D 
Niech teraz f : Gl ---+ G2 będzie homomorfizmem grup.  Dla 

uproszczenia zapisu działania w obu grupach będziemy oznaczać tak 
samo. Podobnie elementy neutralne tych grup też oznaczymy przez e . 
Wówczas 

4. f (e) = e . 
Dowód. Rzeczywiście, f (e) = f (e . e )  f (e) . f (e) , skąd po 

skróceniu e = f (e) . D 
5. f (a- l ) = [J (a) ] - l dla każdego a E Gl ' 
Dowód. Rzeczywiście, f (a- l )  . f (a) = f (a- l . a) = f (e)  = e na 

mocy 4. , więc f (a- l ) = [J (a) ] - I . D 
6 .  f (al ' a2 . . . . . an ) = f (ad . f (a2 )  . . . . . f (an) dla dowolnych 

al , " "  an E Gl oraz dla dowolnego n � 2 . 
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Dowód. Rzeczywiście , dla n = 2 teza wynika z definicj i  homo
morfizmu, a j eżeli zachodzi ona dla pewnego naturalnego n oraz 
al , · · · , an , an+ l E Gl , to f (al · . . .  · an · an+d = f ( (al . . . . . an) · an+l ) = 
= f (al . . . . . an ) . f (an+l ) = f (ad . . . . . f (an ) . f (an+l ) .  D 

Z 5 .  i 6 .  wynika od razu, że 
7. f (ak ) = [J (a) ] k dla dowolnych a E Gl , k E Z. D 
8 . Jeżeli a E Gl jest elementem skończonego rzędu, to f (a) też jest 

elementem skończonego rzędu oraz 0(J (a) ) I o ( a) . 
Dowód. Rzeczywiście, niech n = o(a) . Wtedy an = e ,  skąd na 

mocy 4 . i 7. e = f (an ) = [J (a) ]n . Zatem istnieje liczba naturalna k 
taka, że k = 0(J  (a) )  i z własności rzędu elementu grupy k I n , bo 
[J (a) ] n 

= e. D 
9 . Ker (J) <J Gl . 
Dowód. Z 4 . mamy, że e E Ker (J) . Jeśli x , y E Ker (J) , to 

f (x )  = f (y) = e ,  skąd f (xy) = f (x) f (y) = e ·  e = e ,  czyli xy E K er (J) 
oraz na mocy 5 .  f (x- l ) = [J (X ) ] - l = e- l = e ,  czyli X- l E Ker (J ) . 
Zatem Ker (J )  j est podgrupą grupy Gl . Ponadto dla g E Gl , h E 
E K er (J ) na mocy 6 .  i 5 .  mamy, że f (ghg- 1 ) = f (g) f (h) [f (g) ] - l = 
= f (g ) e [J (g ) ] - l = e ,  skąd ghg-l E Ker (J) . Zatem Ker (J)  <J Gl . D 

10 .  Homomorfizm f jest zanurzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy 
Ker (J ) = {e} . 

Dowód. :::::} Niech x E Ker (J) . Wtedy f (x) = e = f (e) , skąd 
x = e. Ale e E Ker (J) , więc stąd Ker (J)  = {e} . 

� Niech a ,  b E Gl będą takie , że f (a) = f (b) . Wtedy e = 
= f (a) · [J (b) ] - l = f (a) · f (b- l ) = f (ab-1 ) ,  skąd ab- 1 E Ker (J) = {e} , 
czyli ab- l = e . Zatem a = b i f jest zanurzeniem. D 

1 1 .  Jeżeli H jest podgrupą grupy Gl , to f (H) = {f (h )  : h E H} 
jest podgrupą grupy G2 . 

Dowód. Z 4 .  mamy, że e = f (e) E f (H) , gdyż e E H. Niech 
:r , y E f (H) . Wtedy istnieją a,  b E H takie , że x = f (a) i y = f (b) . 
Zatem a · b- l E H, skąd f(a · b- l ) E f (H) oraz X · y- l = f (a) ·  [f (b) ] - l = 
= f (a) . f (b- l ) = f (a ·  b- l ) ,  czyli x ·  y- l E f (H) i f (H) jest podgrupą 
grupy G2 . D 

12 . Jeżeli K jest podgrupą grupy G2 1 to 

f- I (K) = {x E Gl : f (x) E K} 
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jest podgrupą grupy Gl . 
Dowód. Ponieważ e E K i e = f (e) , więc e E f- I (K) . Niech 

a, b E  f-I (K) .  Wtedy f (a) , f (b) E K, skąd f (ab- l ) = f (a) · (j (b) ] - l E K ,  
czyli ab- l E f- I (K) .  Zatem f- I (K) j est podgrupą grupy Gl . O 

Jeżeli f : Gl ---+ G2 j est izomorfizmem grup, to I GI I = I G2 1  oraz 
każda własność grupy Gl definiowana za pomocą działania w tej grupie 
jest zachowywana przez f . Z tego powodu w algebrze utożsamia 
się grupy izomorficzne. 

5.4 Twierdzenie o izomorfizmie 

Twierdzenie o izomorfizmie. Jeżeli f : Gl --+ G2 jest homo
morfizmem grup, to 

f (  Gl ) "-' Gd K er (J ) . 

W szczególności, jeżeli f jest " na ", to G2 "-' Gd K er (J) . 
Dowód. Z własności 1 1 .  homomorfizmów mamy, że f (GI ) j est 

podgrupą grupy G2 .  Ponadto f odwzorowuje grupę Gl na f (GI ) .  
Oznaczmy K er (J)  = H .  Wtedy z własności 9 .  homomorfizmów 
H <J Gl · Niech F : GI /H ---+ f (GI ) będzie dane wzorem 

F(xH) = f (x)  dla x E Gl . 

Wtedy dla x ,  y E Gl mamy 

F(xH) = F(yH) <=> f (x)  = f (y) <=> (j (x)t l . f (y) = e <=> 

<=> f (x- l ) . f (y) = e <=> f (x- l . y) = e <=> X-l . Y E H <=> xH = yH. 

Zatem F j est dobrze określoną funkcją różnowartościową. Stąd F jest 
bijekcją .  Ponadto 

F( (xH) o (yH) ) = F ( (xy) H) = f (xy) = f (x) · f (y) = F (xH) · F (yH) . 

Zatem F j est izomorfizmem grup , czyli f (GI ) � Gr /Ker (J) . O 
Uwaga 1 .  Niech (G,  . , e) będzie grupą i niech f : A ---+ G będzie 

bij ekcją zbioru A na zbiór G. W zbiorze A wprowadzamy działanie o 
przy pomocy wzoru : 
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a o b = f- l (f (a) . f (b) )  dla a , b E A .  

Niech E = f- l (e ) . Wówczas (A ,  o ,  E) jest grupą i f j est izomorfizmem 
grup, czyli A � G. Rzeczywiście , dla dowolnych a , b , c E A mamy 

a o (b o c) = a o f- l (f (b) . f (c) )  = f-l (f (a) . f (f- l (f (b) . f (c) ) ) ) = 

= f- l (f (a) . (f (b) . f (c) ) )  = f- l ( (f (a) . f (b) )  . f (c) )  

oraz 

(a o b) o c = f- l (f (a) . f (b) )  o c = f-l (f (f- l (f (a) . f (b) ) )  . f (c) )  = 
= f- l ( ( f (a) . f (b) )  . f (c) ) . 

Zatem działanie o j est łączne .  Ponadto dla a E A mamy, że a o E = 
= f- l (f (a) . f (E ) )  = f- l (f (a) . e) = f- l (f (a) ) = a oraz E o a = 
= f- l ( f (E) . f (a) ) = f- l (e · f (a) ) = f- l (f (a) ) = a ,  więc E j est 
elementem neutralnym działania o . W końcu dla a E A oraz dla 
x = f- l ( [J (a) ] - I ) mamy 

a o :r; = f-l (f (a) · f (f-l ( [J (a) ] - l ) ) )  = f-l (f (a) · [J (a) ] - l ) = f- l (e) = E 

oraz 

więc każdy element a E A j est odwracalny i ostatecznie (A, o, E) tworzy 
grupę .  O 
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Rozdział 6 

P rzykłady homomorfizmów . 

Grupy p ermutacji I 

6.1 Przykłady homomorfizmów grup 

Przykład 1 .  Niech ABC D będzie prostokątem, który nie jest 
kwadratem . Oznaczmy przez a symetralną odcinka AB oraz przez b 
symetralną odcinka BC. Niech O będzie punktem przecięcia prostych 
a i b. Wówczas grupa K izometrii własnych tego prostokąta składa się 
z dokładnie czterech elementów: e (przekształcenie tożsamościowe) , 
Sa ,  Sb , Sa · Tabelka działania o wygląda następująco :  

o e Sa Sb Sa 
e e Sa Sb Sa 

Sa Sa e Sa Sb 
Sb Sb Sa e Sa 
Sa Sa Sb Sa e 

Zatem K j est grupą abelową, którą nazywa się grupą czwórkową Kle
ina. Niech teraz G będzie niecykliczną grupą rzędu 4. Wówczas z roz
działu 2 X2 = e dla każdego x E G. Wówczas G j est grupą abelową oraz 
G = {e , x , y , z} , przy czym X2 = y2 

= z2 = e oraz yx = xy #- e , x , y ,  
skąd :ry  = z .  Podobnie zx = xz  = y oraz zy = yz  = :J: .  Na  mocy 
uwagi 1 z rozdziału 5 mamy zatem, że f : G � K takie , że f (e) = e ,  

47 
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f (x) = Sa, f (y) = Sb, f (z) = So jest izomorfizmem grup.  W ten 

sposób wykazaliśmy, że istnieje  tylko jedna z dokładnością do izomor

fizmu niecykliczna grupa rzędu 4 (mianowicie jest nią grupa czwórkowa 

Kleina) . 
Przykład 2 .  Dla dowolnych grup Gl , G2 przekształcenie 

f : Gl ----t G2 dane wzorem 

f (x) = e dla x E G l 

jest homomorfizmem grup. Nazywamy go homomorfizmem trywial
nym. 

Przykład 3. Niech O będzie grupą i g E G. Wtedy przekształcenie 
f : G ----t G dane wzorem 

f (x) = g '  x ·  g- l dla x E G 

jest automorfizmem grupy G, gdyż dla a , b E G j est f (a . b) = 
= g · (a · b) · g- l = (g · a · g- l ) · (g . b · g- l ) = f (a) · f (b) oraz przekształcenie 
h : G ----t G dane wzorem: h(x) = g-l . X • g dla x E G j est odwrotne 
do f . Taki automorfizm f nazywamy automorfizmem wewnętrznym. 

Przykład 4. Niech H będzie dzielnikiem normalnym grupy G 
i niech 7f : G ----t G/H będzie odwzorowaniem danym wzorem 

7f (x) = xH dla x E G. 

Wówczas dla dowolnych a, b E G mamy, że 7f(ab) = (ab )H = 

= (aH) o (bH) = 7f (a) o7f (b) ,  więc 7f j est homomorfizmem grup . Ponadto 
G / H = {aH = 7f (a) : a E G} , więc 7f jest "na" . Dla a E G mamy, że 
a E K er (7f) {::? 7f (a) = H {::? aH = H {::? a E H, więc K er (7f ) = H. 
Taki homomorfizm 7f nazywamy epimorfizmem naturalnym. 

Przy okazj i zauważmy, że każdy dzielnik normalny grupy G jest 
jądrem pewnego homomorfizmu określonego na tej grupie .  Stąd wo
bec własności 9 .  homomorfizmów mamy, że dzielniki normalne 
grupy G są to dokładnie jądra homomorfizmów określonych 
na grupie G. Z twierdzenia o izomorfizmie wynika stąd zatem, że 
każdy obraz homomorficzny grupy G jest izomorficzny z grupą 
ilorazową G/H dla pewnego H <l G. 
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Przykład 5. Opiszemy wszystkie homomorfizmy określone na nie
skończonej grupie cyklicznej G o generatorze a w dowolną grupę B.  
Z własności rzędu elementu grupy mamy, że o (a )  = 00 .  Zatem każdy 
element grupy G może być j ednoznacznie zapisany w postaci ak dla 
pewnego całkowitego k . Niech f : G --+ B będzie homomorfizmem 
grup. Oznaczmy b = f (a) . Wtedy z własności 7. homomorfizmów 
będziemy mieli , że f (ak ) = bk dla k E Z. Na odwrót , weźmy dowolny 
element b E B i niech 

f (ak ) = bk dla wszystkich k E Z . (6 . 1) 

Wtedy z własnoŚci potęgowania w grupie mamy, że f j est homomor
fizmem grupy G w grupę B ,  f (a) = b oraz f (G) = (b) . \Vynika stąd ,  
że  istniej e  dokładnie I B l  różnych homomorfizmów f : G --+ B .  Jeśli 
o(b) = 00, to dla całkowitych k mamy, że bk = e {::} k = O {::} ak = e ,  
więc f j est zanurzeniem. Jeśli zaś o(b) = n E N, to dla całkowitych k 
mamy, że f (ak ) = e {::} bk = e {::} n I k ,  skąd K er (j )  = (an) . Ponadto 
homomorfizm f dany wzorem (6 . 1 )  j est "na" wtedy i tylko wtedy, gdy 
b j est generatorem grupy B. Jeżeli B = (b) oraz o(b) = 00, to homo
morfizm f dany wzorem (6 . 1 )  j est izomorfizmem. W szczególności 
udowodniliśmy więc następujące 

Twierdzenie 2. Każde dwie nieskończone grupy cykliczne (a) i (b) 
są izomorficzne .  Ponadto przekształcenie f : (a) --+ (b) dane wzorem 
(6 . 1) jest izomorfizmem grup . O 

Przykład 6 .  Opiszemy wszystkie homomorfizmy określone na 
skończonej grupie cyklicznej (a) rzędu n w dowolną grupę B .  Niech 
f : (a) --+ B będzie homomorfizmem grup. Oznaczmy b = f (a) . 
Wtedy z własności 8 .  homomorfizmu mamy, że o(b) I o(a) oraz z wła
sności 7. homomorfizmu mamy, że f (ak ) = bk dla k E Z. Na odwrót , 
niech b E B będzie takie , że o(b) I o(a) . Wówczas przekształcenie 
f dane wzorem (6 . 1 )  j est dobrze określone, bo dla dowolnych k, l E Z 
mamy, że j eśli ak = al , to ak-l = e ,  skąd o(a) I k- l .  Ale o(b) I o(a) , więc 
stąd o (b) I k - l  i bk-l 

= e, czyli bk = bl . Natomiast z własności potęgo
wania w grupie mamy, że takie f j est homomorfizmem grup. Ponadto 
taki homomorfizm f j est "na" wtedy i tylko wtedy, gdy (b) = B oraz 
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dla całkowitych k mamy, że ak E KerU) {:} bk = e {:} o(b) I k ,  więc 
KerU) = (ao(b) ) . Stąd dla b takiego , że o(b) = o(a) j est KerU ) = {e} , 
czyli j j est wtedy zanurzeniem grup . W ten sposób udowodniliśmy na
stępuj ące 

Twierdzenie 3 . Każde dwie grupy cykliczne skończone (a) i (b) 
tego samego rzędu są izomorficzne. Ponadto przekształcenie 
j : (a) --7 (b) dane wzorem (6 . 1 )  jest izomorfizmem grup . D , 

Uwaga 2 .  Z twierdzenia 3 i z przykładu 1 wynika, że z dokład
nością do izomorfizmu istniej ą  tylko dwie grupy rzędu 4. Mianowicie 
grupa czwórkowa Kleina i grupa cykliczna zt .  Ponadto z twierdzenia 3 

' .  (("1* � '77 + mamy, ze "-'n - !LJn . 

Uwaga 3 .  Z przykładu 4 mamy, że j : Z+ --7 Z� dane wzorem 
j (k) = k . 1 dla k E Z j est homomorfizmem grupy Z+ na grupę Z� 
oraz KerU)  = (n) . Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy 

Z� � Z+ / (n) .  

Twierdzenie 4. Niech j : G --7 A będzie homomorfizmem grupy 
skończonej G w grupę A .  Wówczas I j (G) I dzieli IG I . Jeżeli dodatkowo 
A jest grupą skończoną, to I j (G) I dzieli ( I G I , l A I)· 

Dowód.  Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, że j (G) � G / KerU ) ,  
skąd n a  mocy twierdzenia Lagrange 'a I J (G) I = IG/KerU) I = 1 K��iJ) l ' 
a więc I j (G) I l i G I · Jeżeli dodatkowo grupa A j est skończona, to 
z twierdzenia Lagrange 'a I j (G) I dzieli lA I, więc z elementarnej teorii 
liczb I j (G) I  dzieli ( I G I , lA I). D 

Przykład 7 .  Pokażemy, że nie istnieje  nietrywialny homomor
fizm grupy D3 izometrii własnych trójkąta równobocznego 
w grupę Zi5 '  W tym celu załóżmy, że istnieje  nietrywialny homo
morfizm j : D3 --7 Zi5 '  Wtedy I j (D3 )  I > 1 oraz z twierdzenia 4 ,  
I j (D3 ) I 1 (6 , 1 5 )  = 3 , więc I J (D3 ) I = 3 oraz z twierdzenia o izomor
fizmie i z twierdzenia Lagrange'a IK  erU) I = 2 .  Ale KerU) <l D3 
i grupa D3 nie posiada dzielnika normalnego rzędu 2 ,  więc mamy 
sprzeczność . 
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Przykład 8 .  Pokażemy, ż e  j eśli zbiory A i B s ą  równoliczne , to 
grupy symetryczne S(A) i S(B) też są izomorficzne. Rzeczywiście, 
niech f : A --+ B będzie bij ekcj ą. Określamy F : S(A) --+ S (B ) 
wzorem F(cp) = f o cP o f- l dla cP E S(A) . Wtedy ze wstępu do 
matematyki mamy, że F ( cp) j est bijekcją j ako złożenie bijekcj i ,  czyli 
F(cb) E S(B)  dla cP E S(A) . Ponadto dla dowolnych CPl , CP2 E S(A) 
mamy 

F(cp] o CP2 ) = f o (CPl o CP2 ) o f- l = 

= (f o CPl o f- l ) o (f o CP2 o f- l ) = F(cpr ) o F(CP2 ) , 

więc F j est homomorfizmem grup. Ponadto G : S(B) --+ S(A) dane 
wzorem G('ljJ) = f- l o 'ljJ o f dla 'ljJ E S(B) j est przekształceniem od
wrotnym do F. Zatem F j est izomorfizmem grup . 

Twierdzenie 5 (Cayley'a) . Każda grupa G zanurza się w grupę 
symetryczną S ( G)  . 

Dowód. Niech dla g E G: 19 (x) = gx dla x E G.  Wtedy, j ak wiemy 
7g j est bijekcją zbioru G na siebie, więc 19 E S (G) . Niech F(g) = 19 dla 
g E G. Wtedy dla g , h , x E G mamy, że (F(gh) ) (x) = 19h (X) = (gh)x = 

= g (hx) = glh (X) = 19 ( 1h (X) ) = ( lg o lh) (X) = (F(g) o F(h ) ) (x) , skąd 
F(gh) = F(g) oF (h) i F j est homomorfizmem grup.  Jeżeli g E Ker (F) , 
to 19 (x) = x dla x E G, czyli gx = x dla x E G. Zatem g = e. Stąd 
z własności 1 0 .  homomorfizmów mamy, że F j est zanurzeniem grup . O 

Z twierdzenia Cayley 'a i z przykładu 8 wynika od razu następuj ący 

Wniosek 1 .  Każda grupa skończona rzędu n zanurza się w grupę 
permutacji Sn zbioru n- elementowego { l ,  2 ,  . . . , n} . O 

6.2 Grupy permutacji 

Niech n � 2 będzie ustaloną liczbą naturalną. Niech Xn = {l ,  2 ,  . . .  , n} .  
Każdą permutacj ę  f E Sn można zapisać w postaci dwuwierszowej 
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tablicy 

(6 .2) 

w której w pierwszym wierszu umieszczone są wszystkie elementy 
zbioru Xn (naj częściej w porządku rosnącym) ,  zaś w drugim wierszu 
umieszczone są kolejne obrazy tych elementów przy odwzorowaniu f. 
Niech Xf = {x E Xn : f (x)  =1= x} . Wtedy dla x E Xn jest x =1= f (x) , 
skąd f (x )  =1= f (f (x) ) ,  więc f (x)  E Xf · Stąd f (Xf ) � Xf , a ponieważ 
f j est różnowartościowe i zbiór Xf j est skończony, więc f (Xf ) = Xf . 
Z tego powodu w zapisie permutacj i f pomijamy zazwyczaj te i , dla 

k '  h f ( · )  . N . ( 1 2 3 ) . . , ( 2 3 ) 
_
�oryc 1, = 1,. p. zamIast 1 3 2 

mozna pIsac 3 2 . 

Przy tej notacj i  dla permutacj i  f mamy wzór : 

f-l  = ( f �l ) f (2 )  f�n) ) . 
2 

(6 . 3) 

Ponadto 

e = ( 1 2 1, � )  . 1 2 1, 
(6 . 4) 

Inwersje 

Inwersją permutacji f E Sn nazywamy taki podzbiór dwuelemen
towy { i , j }  zbioru Xn , że i < j oraz f (i) > f (j ) . Zbiór wszystkich 
inwersj i  permutacj i f E Sn oznaczamy przez If � Np. Ie = 0, więc 
I Ie l  = O, czyli permutacja tożsamościowa nie posiada inwersji . 

Przykład 9 .  Niech i , j  E Xn , i < j .  Oznaczmy przez (i , j) permu
tację zbioru Xn , która zamienia miejscami elementy i, j oraz nie zmie
nia pozostałych elementów zbioru Xn (takie permutacje nazywamy 
transpozycjami) . Zatem 

( i , j ) = ( �  � : : :  � = � ; � !  � j - 1 J j + 1 
j - 1 1, j + 1 � )  . 

(6 . 5 ) 
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Stąd l(i j ) = { { i ,  i + l }, {i, i + 2} ,  { i ,  i + 3 } ,  . . .  , { i , j  - l }, { i, j }, , , " 
v 

j-i 

53 

{i + 1, j }, {i + 2, j }, { i  + 3 , j }, . . .  , {j - 1, j } } . Zatem I l(i ,j ) I = (j - i) + \" 'V' � 
(j- 1 ) -i , 

+ (j - 1) - i = 2 (j - i ) - 1. Uzyskaliśmy zatem, że każda transpozycja 
posiada nieparzystą liczbę wszystkich inwersji . 

Znak permutacji  

Znakiem permutacji j E Sn nazywamy liczbę sgn( .f ) określoną wzo-
rem: 

(6 . 6 ) 

Powiemy, że permutacja  j E Sn j est parzysta, j eśli sgn (f) = 1 oraz , że 
j j est nieparzysta, j eśli sgn(f) = - 1 .  Zatem z przykładu 9 mamy, że 
dowolna transpozycja jest permutacją nieparzystą. Ponieważ 
sgn(e) = ( - 1)0  = 1, więc permutacja  tożsamościowa j est parzysta. 
Zbiór wszystkich permutacj i parzystych j E Sn będziemy oznaczal i  
przez An . 

Twierdzenie 6. Dla dowolnych permutacji j, g E Sn zachodzi 
wzor: 

sgn(f o g) = sgn(f) . sgn(g) . (6 . 7) 

W szczególności sgn (f- l )  = sgn(f) . 
Dowód. Oznaczmy przez Pn rodzinę wszystkich podzbiorów dwu

elementowych zbioru Xn . Niech h E Sn . Weźmy dowolne A E Pn . 
Wtedy A = { i , j }  dla pewnych i, j E Xn, i -I- j . Oznaczmy sgnh (A) = 

= 8gn ( h(i�=�(j» ) .  Określenie to j est poprawne ,  bo 

h(j )-h(i) _ -(h(i)-h(j » _ h(i)-h(j ) 
j -i - -(i-j) - i-j 

Ponadto A E h {:} sgnh (A) = - 1. Wynika stąd wzór : 

sgn(h) = II sgnh (A) . (6 . 8 )  
AEPn 
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Łatwo zauważyć , że dowolna permutacja g E Bn wyznacza bijekcję 

G : Pn -7 Pn przy pomocy wzoru G(A) = {g (i ) , g (j ) }  dla A = { i , j } . 
Wynika stąd ,  że dla dowolnych f, g E Bn zachodzi wzór : 

sgn(f) = II sgnf (G(A) ) . ( 6 . 9) 
AEPn 

Ponadto dla A E Pn mamy 

sgnf (G(A) )  . sgng (A) = sgnfog (A) . (6 . 1 0) 

Rzeczywiście , A = { i , j } dla pewnych i , j E Xn , i =1= j oraz 

oraz 

sgng (A) = sgn (g (i). - �(j) ) . 
Z - J 

Ale sgn (x) · sgn(y) = sgn(x . y) dla dowolnych liczb rzeczywistych x , y, 
więc 

sgn (G(A) ) · sgn (A) = sgn ( f (g (i�) - f (�(j ) )  . g (i )
. 
- � (j ) ) = f g g ( 'l) - g (J ) z - J 

= sgn ( (f o g) (i� - \f o g) (j ) ) = sgnfog (A) . z - J 
Zatem na mocy (6 .8 ) , (6 . 9 )  i (6 . 10 ) mamy 

sgn(f o g) = II sgnfog (A) = II [sgnf (G(A) ) · sgng (A) ]  = 

AEPn 

= II sgnf (G (A) ) · II sgng (A) = II sgnf (A) ·  II sgng (A) = 

= sgn(f) . sgn(g) . 
W szczególności mamy stąd ,  że 1 = sgn(e) = sgn(f o f- l ) 

= sgn(f )  . sgn(f- l ) , czyli sgn(f- l )  = sgn(f) . Kończy to dowód na
szego twierdzenia. O 
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Wniosek 2 .  Dla n � 2 An jest podgrupą normalną indeksu 2 
grupy Sn . 

Dowód. Ponieważ sgn(e)  = 1 ,  więc e E An ·  Niech I, g E An · 
Wtedy sgn (J) = sgn (g) = 1 ,  skąd z twierdzenia 6 mamy, że 
sgn(g- l ) = 1 oraz sgn(J o g- l ) = sgn(J)  . sgn(g- l ) = 1 . 1 = 1 )  
czyli l o  g- l  E An .  Zatem An jest podgrupą grupy Sn . Dalej , n � 2 ,  
więc ( 1 , 2 )  E Sn oraz z przykładu 9 mamy, że sgn( ( l ,  2) )  = - 1 ,  więc 
( 1 , 2 )  rt An .  Weźmy dowolne g E Sn .  Jeśli g rt An , to sgn (g) = - 1 ,  
skąd na mocy twierdzenia 6 sgn( ( 1 , 2 )  o g) = ( - 1 ) · (- 1 ) = 1 ,  czyli 
f = ( 1 , 2 ) o g  E An .  Ale ( 1 , 2 ) 0 ( 1 , 2 ) = e , więc g = ( 1 , 2 ) 0 1  E ( 1 , 2)An . 
Oznacza to, że Sn = An U ( 1 ,  2 )An , więc ostatecznie (Sn : An ) = 2 .  
Zatem z rozdziału 4 , An <J Sn . O 
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Rozdział 7 

Grupy permutacji II 

7.1 Permutacje rozłączne 

Definicja 1 .  Permutacje  f, g E Sn nazywamy rozłącznymi, jeżeli 
Xf n Xg = 0 (równoważnie : f (x)  = x lub g (x) = x dla każdego 
x E Xn) .  

Ponieważ dla h E Sn i dla k E N mamy, że X fk � X f (bo jeśli 
x E Xfk ,  to fk (X) =I x, czyli f (x)  =I x i x E XI) ,  więc mamy stąd 
natychmiast następujące 

Stwierdzenie 1 .  Jeżeli permutacje f, g E Sn są rozłączne, to dla 
dowolnych liczb naturalnych k ,  l permutacje r i gl też są rozłączne .  O 

Stwierdzenie 2 .  Jeżeli permutacje f, g E Sn są rozłączne, to 
(i) f o g = g o f , 
(ii) jeżeli f o g = e ,  to f = g = e ,  

(iii) oU o g)  = [oU) , o(g) ] . 
Dowód. ( i )  Dla x E Xn \ (XI U Xg ) j est f (x) = g (x)  = x ,  więc 

(f o g) (x) = f (g (x ) )  = f (x)  = x = g (x) = g (f (x ) )  = (g o J) (x) . 
Ponadto dla x E XI j est f (x)  E XI , więc f (x) � Xg oraz gU (x) ) = 
= f (x)  i f (g (x ) ) = f (x) , bo g (x)  = x , gdyż x � Xg . Zatem dla 
x E XI mamy, że (f o g) (x) = (g o J) (x) . Podobnie pokazujemy, że 
(f o g) (x) = (g o J) (x) dla x E Xg . Stąd ostatecznie f o g = g o f .  

56 
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( i i )  Załóżmy, że  g =1= e .  Wtedy istnieje  x E Xn takie, że  g (x) =1= x ,  
skąd x E Xg , więc g(x) E Xg, czyli g(x) � Xf i I (g (x) )  = g (x) . Ale 
x = e (x) = U o g) (x) = I (g (x) ) = g (x) i mamy sprzeczność . Stąd 
g = e i w konsekwencj i I = e .  

( ii i ) Oznaczmy k = oU ) , l = o (g) , m = [k ,  l] , s = oU o g) .  Wtedy 
e = U o g ) S  = r o g8 na mocy (i ) , więc z (ii) i ze stwierdzenia 1 mamy, 
że r = e i g8 = e .  Zatem k I s i l I s ,  skąd m I s .  Ale na mocy (i) 
U o g)m = Im O gm = e o e = e, bo k I m i l I m, więc s I m. Zatem 
m I s i s I m, skąd s = m. O 

Uwaga 1 .  Wzór (iii) można uogólnić na większą liczbę parami 
rozłącznych permutacj i .  

7.2 Rozkład permutacji na c ykle 

Niech A będzie niepustym zbiorem oraz niech bo , bI , . . .  , br- I (r � 2)  
będą różnymi elementami zbioru A.  Wówczas permutację postaci 

(7. 1 )  

nazywamy cyklem, a liczbę r - j ego długością. Cykl ( 7 . 1 ) zapisujemy 
prościej j ako ( bo , bI , . . . , br-d .  Zatem transpozycj e  są to dokładnie cy
kle długości 2 .  Z określenia cyklu mamy od razu wzór: 

(7. 2 )  

dla każdego i = O ,  1 ,  . . .  , r - l. 
Ze wzoru (7. 2 )  natomiast przez prostą indukcję  uzyskujemy, że 

(7 . 3) 

dla k ,  i = 0 , 1 ,  . . .  , r  - l. 
Ze wzoru (7 .3 )  mamy w szczególności ,  że (bo , bI , . . . , br_dk (bo ) = 

= bk =1= bo dla naturalnych k < r ,  więc (bo , b I , . . .  , br_ I ) k =1= e dla natu
ralrtych k < r .  Ponadto ze wzoru (7 .3) wynika, że (bo , bI ,  . . . , br- I Y  = e .  
W ten sposób udowodniliśmy następujące 
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Stwierdzenie 3 .  Rząd dowolnego cyklu długości r jest równy r .  O 

Teraz udowodnimy, że każdy cykl długości r j est złożeniem r - 1 
transpozycj i .  

Stwierdzenie 4 .  Dla dowolnych różnych elementów al , a2 , . . .  , ar E 
E A (r � 2) zachodzi wzór: 

Dowód. Indukcja względem r � 2. Dla r = 2 teza jest 
oczywista.  Jeżeli zaś teza zachodzi dla pewnego naturalnego r � 2 
i al , a2 , · · . ,  ar , ar+ ! są różnymi elementami zbioru A,  to z założenia 
indukcyjnego 

więc 

Wniosek 1 .  Cykl jest permutacją parzystą wtedy i tylko wtedy, gdy 
jego długość jest liczbą nieparzystą. 

Dowód. Niech f = (al , a2 , · · · ,  ar) będzie cyklem długości r .  
Wtedy z e  stwierdzenia 4 mamy, że f jest złożeniem r - 1 transpo
zycj i .  Zatem z poprzedniego rozdziału mamy, że sgn (f)  = (-lY-\ 
skąd mamy tezę. O 

Stwierdzenie 5 .  Dla dowolnych różnych elementów ao ,  al , . . .  , ar- l  
zbioru A i dla dowolnej permutacji f E S(A) zachodzi wzór: 
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Dowód. Dla a E A \ {ao , al , . . .  , ar- l } mamy 

[f o (ao , a l , . . .  , ar-d o f- l ] (a) = [f o (ao , al , . . .  , ar-d ] (a) = f (a) 

oraz f (a) tI. {f (ao , f (al ) ,  . . . , f (ar-l ) } ,  więc 

(J (ao ) ,  f (ad , · · · , f (ar- l ) ) (J (a) ) = f (a) . 

Ponadto dla i = 0 , 1 ,  . . . , r  - 1 mamy 

oraz 
(J (ao ) ,  f (al ) ,  . . . , f (ar- l ) ) (J (ai )  = f (aifB, d ·  

Stąd mamy tezę. D 

59 

Twierdzenie 1 .  Każda permutacja ::f e zbioru skończonego A jest 
złożeniem parami rozłącznych cykli. Przedstawienie permutacji w po
staci złożenia parami rozłącznych cykli jest jednoznaczne z dokładno
ścią do kolejności czynników. 

Dowód. Zastosujemy indukcję  ze względu na liczbę n elemen
tów zbioru A. Dla n = 1 i n = 2 teza jest oczywista .  Załóżmy, 
że teza zachodzi dla permutacj i  zbiorów o liczbie elementów mniej 
szej n iż  n .  Niech f ::f e będzie permutacją  zbioru n-elementowego 
A. Istniej e  wtedy a E A takie , że f (a) ::f a . Rozpatrzmy ciąg 
a l = a, a2 = f (ar ) ,  a3 = f (a2 ) ,  . . . Ponieważ zbiór A jest skończony, 
więc wyrazy tego ciągu nie mogą być wszystkie różne . Niech ak+ l 
będzie naj wcześniejszym jego wyrazem równym jednemu z wyrazów 
poprzednich , tzn . niech ak+l = as dla pewnego s < k + 1 .  Je
żeli s > 1 , to f (ak ) = ak+l = as = f (as- r ) ,  skąd ak = as- l , co 
przeczy minimalności k + 1 . Zatem s = 1 i wobec tego elementy 
a l ,  a2 = f (al ) '  . . . ' ak = f (ak- l ) są różne oraz f (ak ) = ak+l = al · 
W zapisie permutacj i f przestawmy kolumny tak, aby w pierwszym 
wierszu na początku występowały elementy al , a2 , . . .  , ak . Wtedy 

f - ( al a2 . . .  ak- l ak a� . . . a�_k ) 
- a2 a3 . . .  ak al f (aD . . .  f (a�_k ) = 

_ ( ) ( a� . . . a�_k ) - al , a2 , . . . , ak o f (aD . . . f (a�_k ) 
. 
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Zatem f j est złożeniem cyklu (al , . . . , ak ) oraz permutacj i ( a� . . . a�_k ) b· A' - { I 
' } N g = 

f (aD . . . f (a�_
k ) 

z lOru - al ' · · · '  an-k · a mocy 

założenia indukcyjnego g = e lub g j est złożeniem skończonej liczby 
cykli rozłącznych , z których każdy j est rozłączny z cyklem (al , . . . , ak ) ,  
skąd f j est iloczynem parami rozłącznych cykli .  

Dla dowodu drugiej części twierdzenia przypuśćmy, że permutacja  
f =J e ma dwa istotnie różne przedstawienia w postaci złożenia (ilo
czynu) cykli rozłącznych : 

f = (al , · . .  , ak ) o . . . = (bl , b2 , . . .  , bs )  o . . .  

Niech np.  cykl ( bl , b2, . . .  , bs )  będzie różny od każdego z cykli wystę
pujących w pierwszym przedstawieniu permutacj i  f . Ponieważ bl E A,  
więc element bl należy do pewnego cyklu występującego w pierwszym 
przedstawieniu permutacj i  f .  Ale składanie cykli rozłącznych j est prze
mienne , więc można zakładać , że bl = aż dla pewnego i = 1 , 2 , . . .  , k . 
Ponadto 

więc można zakładać , że bl = al · Wtedy b2 = f (bl ) = f (al ) = a2 , b3 = 
= f (b2 ) = f (a2 ) = a3 ,  itd . Wynika stąd , że s = k oraz (bl , b2, . . . , bs ) = 
= (al , a2 , · · · , ak ) . Uzyskana sprzeczność kończy dowód naszego twier
dzenia. D 

Ze stwierdzenia 2 oraz z dowodu wniosku 1 wynika od razu nastę
pUj ące 

Twierdzenie 2 .  Jeżeli permutacja f jest złożeniem s cykli parami 
rozłącznych o długościach rl , r2 ,  . . .  , rS 7 to 

(i) o (f )  = [rl ' r2 , · · . ,  rs ] ; 
(ii) sgn (f )  = (_ 1 ) T ! +r2+ . . .  +rs -s . D 

Z twierdzenia 1 ,  ze stwierdzenia 4 oraz z tego , że e = ( 1 , 2 )  o ( 1 , 2 ) 
wynika od razu następujące 

Twierdzenie 3. Każda permutacja f E Sn dla n � 2 jest złoże
niem skoriczonej liczby transpozycji. D 
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Ponieważ znak z łożenia permutacj i j est równy iloczynowi znaków 
tych permutacj i  oraz transpozycje są permutacjami nieparzystymi , 
więc mamy też następujące 

Twierdzenie 4. Permutacja f E 8n dla n � 2 jest permuta
cją parzystą wtedy i tylko wtedy, gdy f jest złożeniem parzystej liczby 
transpozycji . D 

Stwierdzenie 6 .  Jeżeli x ,  y ,  z , t są różnymi elementami zbioru A,  
to w grupie permutacji 8 (A) zachodzi wzór: 

[ (x ,  y ,  z) , (x , y ,  t) ]  = (x ,  y) o (z ,  t ) . (7 .6 )  

Dowód. Mamy 

[ (x , y ,  z) , (x , y ,  t) ]  = (x , y, Z) - l o (x ,  y, t) - l o (x , y, z) o (x ,  y, t) = 
= (x ,  z ,  y) o (t , y ,  x) o (x , y ,  z) o (x ,  y ,  t) = 

= ( �  ; � � )  = (x, y ) o (z ,  t) .  D 

Przykład 1 .  Niech w grupie S4 : 

v = {e ,  ( 1 , 2 ) o (3 , 4) , ( 1 , 3) o (2 , 4) , ( 1 , 4) o (2 , 3 ) } .  ( 7 . 7) 

Oznaczmy: a = ( 1 , 2 ) 0 (3 , 4) , b = ( 1 , 3 ) 0 (2 , 4) , c = ( 1 , 4) 0 (2 , 3) .  Wtedy 

a2 = b2 = c2 = e .  Ponadto a o b = ( ! � � � ) = ( 1 , 4) o ( 2 , 3 ) = c,  

b o a = ( ! � � � ) = c, więc V jest podgrupą rzędu 4 grupy 84 

( izomorficzną z grupą czwórkową Kleina) . Dla f E 84 na mocy stwier
dzenia 5 mamy, że f o a o f- l = f o ( 1 , 2 ) o (3 , 4) o f- l = 
= [ .f o ( 1 , 2 ) o f- l ] o [f 0 (3 , 4) o f- l ] = (1 ( 1 ) , f ( 2 ) )  o (1 (3) , / (4) )  E V 
i podobnie f o b o f- l , f o c o f-l E V. Stąd V <J 84 , Ale V � A4 , 
więc V <J A4 . Dalej , I A4 1  = t = 1 2  i I A4/V I  = I�I I = 1

4
2 = 3 , więc 

grupa A4/V jest abelowa, skąd z twierdzenia 1 z rozdziału 5 ,  A� � V .  
Ponadto e = [e, e] , więc z e  stwierdzenia 6 każdy element grupy V 
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j est komutatorem dwóch cykli długości 3 , które na mocy wniosku 1 są 

permutacjami parzystymi , więc V � A� i ostatecznie V = A� . Z przy
kładu 1 z rozdziału 5 mamy zatem stąd, że w grupie A4 nie istniej e  
podgrupa rzędu 6 ,  chociaż 6 dzieli rząd grupy A4 . D 

Twierdzenie 5 .  Jeżeli A jest zbiorem o co najmniej trzech ele
mentach, to Z(S(A) ) = {e} . 

Dowód. Załóżmy, że tak nie jest . Wtedy istnieje  zbiór A o co 
najmniej trzech elementach i istnieje  j E Z(S(A) )  takie , że j I- e .  
Zatem istniej e  a E A takie , że  j (a) I- a .  Oznaczmy b = j (a) . Wtedy a 
i b są różnymi elementami zbioru A i zbiór A posiada co najmniej trzy 
elementy, więc istnieje  e E A \ { a ,  b} . Dalej , j E Z (S (A) ) , więc na mocy 
stwierdzenia 5 (b , j (c) ) = jo (a , e) oj- l = (a , e) , skąd {b , j (e) } = {a, e} . 
Ale e I- b, więc e = j (e) oraz a i= b ,  więc a = j (c) ,  czyli a = c i mamy 
sprzeczność . Oznacza to, że Z(S(A) ) = {e} . D 
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Rozdział 8 

Zasadnicze twierdzenie 

algebry. Pojęcie pierścienia 

8.1 Zasadnicze twierdzenie algebry i jego 

dowód 

Definicja 1 .  Wielomianem o współczynnikach zespolonych nazy
wamy funkcję f : e ---t e postaci 

gdzie ao , al , . . .  , an są ustalonymi liczbami zespolonymi oraz n = O , 1 ,  . . .  
Ponadto dla an =I- O mówimy, że n jest stopniem wielomianu f (x) . 

Lemat 1 .  Niech f (x) będzie wielomianem o współczynnikach ze
spolonych. Wówczas dla każdego r > O istnieje stała K > O taka, 
ze 

dla wszystkich Zl , Z2 E e takich, że I Zl l , I Z2 1 < r .  
Dowód. Jeżeli f (x) = ao dla x E e ,  t o  wystarczy wziąć K = 1 .  

Załóżmy więc , ż e  f (x) = anxn + an_lX
n- l + . . . + alx + ao , gdzie n ;;:: 1 

i an =I- o .  Weźmy dowolne Zl , Z2 E e takie , że I Zl l , I Z2 1 < r .  Wtedy dla 
k = 1 ,  2 , . . . , n mamy, że 
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oraz z nierówności trójkąta: 

Stąd 

I f (zl )  - f (Z2 ) I = l an (zr - z2 ) + an- 1 (Z�- l - Z�- l ) + . . .  + al (Zl - Z2 ) I � 
� l an l l zr - z2 1 + l an_ l l l z�- l - z�- l l + . . .  + l a1 1 1 z1 - z2 1 � 

� l an l l z1 - z2 l nrn- 1 + l an- 1 1 l z1 - z2 1 (n - 1 ) rn-2 + . . .  + l a1 1 1 z1 - zz l = 
= I Z1 - z2 1 ( l an l nrn- 1 + l an- 1 1 (n - 1 ) rn-2 + . . .  + l a2 1 2r + l a l I ) ,  

więc wystarczy wziąć K = l an l nrn- 1 + l an_d (n - 1 ) rn-2 + . . .  + l a2 1 2r + 
+ I al l . D 

Definicja 2 .  Powiemy, że liczba zespolona Zo j est granicą ciągu 
(zn ) liczb zespolonych , j eżeli 

Piszemy wtedy lim Zn = Zo . n--too 
Lemat 2. Niech f (x) będzie wielomianem o współczynnikach ze

spolonych. Wówczas z lim Zn = Zo wynika, że lim I f (zn ) 1 = I f (zo ) l . n--too n--too 
Dowód. Weźmy dowolne c > o. Z lematu 1 dla r = 1 + I zo l istniej e  

stała K > O taka, że I f (z) - f (zo ) 1 � Kl z  - zo l dla wszystkich z E C 
takich , że I z l  < 1 + I zo l , gdyż I zo l < 1 + I zo l . Ale lim Zn = Zo , więc n--too 
dla <5 = min { 2� '  l} istnieje  no E N takie , że dla wszystkich n � no 
jest I Zn - zo l < <5, czyli I Zn - zo l < 1 ,  a więc I Zn l = I (zn - zo )  + zo l � 
� I Zn - zo l + I zo l < 1 + I zo l , skąd I f (zn) - f (zo ) 1 � K 2� = � < c dla 
n � no · Oznacza to, że lim I f (zn ) 1 = I f (zo ) l . D n--too 

Definicja 3. Powiemy, że ciąg (zn ) liczb zespolonych jest ogra
niczony, j eżeli istniej e  stała A > O taka, że I Zn l � A dla wszystkich 
n E N. 
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Lemat 3. Z każdego ciągu ograniczonego liczb zespolonych można 
wybrać podciąg zbieżny do pewnej liczby zespolonej. 

Dowód. Niech (zn ) będzie ograniczonym ciągiem liczb zespolo
nych . Wtedy istniej e  stała A > O taka, że IZn l ::s;: A dla wszyst
kich n E N. Ponadto dla n = 1 , 2 ,  . . .  istniej ą  an , bn E lR takie , 
że Zn = an + bni ,  więc l an i ::s;: J a� + b� = I Zn l ::s;: A i podobnie 
I bn l ::s;: A dla n = 1 , 2 ,  . . .  Zatem (an ) i (bn ) są ograniczonymi cią
gami liczb rzeczywistych . Stąd z twierdzenia Weierstrassa istnieje  
podciąg (akJ ciągu (an ) , który j est zbieżny do pewnej liczby rzeczy
wistej ao . Zatem z twierdzenia Weierstrassa istnieje podciąg (bzkJ 
ciągu (bkJ zbieżny do pewnej liczby rzeczywistej bo . Stąd także pod
ciąg (azkJ j est zbieżny do ao .  Weźmy dowolne c > O .  Wtedy ist
nieje  no E N takie , że dla wszystkich n ;?: no j est lazkn - ao I < ,J;. 
i I blkn - bo i < 72' Zatem dla Zo = ao + boi oraz dla n ;?: no mamy 

I Zlkn - zo l = Jl ahn - ao l 2 + I bzkn - bo l 2 < JE:; + E:; = c . Oznacza to ,  
że l im Zlk = Zo o D 

n ---7 OO n 

ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY. Każdy wielo
mian dodatniego stopnia o współczynnikach zespolonych posiada pier
wiastek zespolony. 

Dla wielomianów stopnia 1 nasze twierdzenie zachodzi , bo mają  one 
postać f (x) = ax + b , gdzie a , b E C i a i= O oraz wtedy f (  - � )  = O .  

Wystarczy zatem udowodnić to twierdzenie dla wielomianów 
stopni ;?: 2 .  Ale j eżeli f (x ) = anxn + an_ lXn- l + ' "  + alx + ao , 
gdzie ao , al , · · · , an E C, an i= O i n ;?: 2 ,  to f (x) = an . g (x) , gdzie g (x) = :J:n + an- l xn- l + . . . + �x + ao i wielomiany f (x ) i g (x ) mają  ta-an an an 
kie same zbiory pierwiastków. Stąd wystarczy wykazać , że dla każdego 
n ;?: 2 i dla dowolnych ao , al , . . . , an- l E C wielomian 

(8 . 1 ) 

posiada pierwiastek zespolony. 

Lemat 4. Dla wielomianu f (x) postaci (8 . 1 )  i d la każdego z E C 
takiego, że I z l > 1 + lan- l l + . . .  + lao l mamy, że I f (z) 1 > 1 + lao l . 
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Dowód. Załóżmy, że z E C i I z l > 1 + l an-l l + . . . + l ao l . Wtedy 
I z l  > 1 ,  więc I z l k > 1 dla k = 1 , 2 , . . . Stąd dla takich z mamy 

1 1 (z) 1 = I zn + an_I Zn- 1  + . . . + al Z + ao l � 
� I zn l - l an_ I Zn- I + . . . +alz+ao l � I z l n - l an_ I l l z l n- I - . . · - I al l l z l - I ao l · 

Ale I z l k � I z l n- l dla k = 0 , 1 ,  . . . , n  - 1 ,  bo I z l > 1 i n � 2 , więc 

1 1 (z) 1 � I z l n - I z l n- l . ( I an- l l  + . . .  + l al i + l ao l ) = 

= I z l n- l . ( I z l - I an- l l - . . .  - I al l - I ao l ) � I z l n-l � I z l , 

bo n � 2 i I z l � 1 + l an- l l  + . . .  + l ao l .  Stąd 

1 1 (z) l > 1 + l an- l l + . . .  + l al i  + l ao l � 1 + l ao l , 

czyli 1 1 (z) 1 > 1 + l ao l dla I z l > 1 + l an- l l + . . . + l al i + l ao l . D 

Lemat 5 .  Dla wielomianu 1 (x) postaci (8 . 1 )  istnieje Zo E C takie, 
ze 

l J (z) 1 � 1 1 (zo ) 1 

dla każdego z E C.  
Dowód. Ponieważ dla każdego z E C j est 1 1 (z) 1  � 0, więc zbiór 

{ 1 1 (z) 1 : z E C} j est ograniczony z dołu . Posiada on zatem kres 
dolny q. Wtedy 1 1 (z) 1  � q dla każdego z E C oraz dla dowolnego 
m E N istniej e  Zm E C takie, że 1 1 (zm) 1  < q + � . Gdyby dla pewnego 
m było I Zm l  > 1 + l an- l l + . . . + l al i + l ao l , to z lematu 4 , 

1 1 (zm ) I > 1 + I ao I = 1 1  (O) I + 1 � q + 1 � q + � , 

skąd 1 1 ( zm) 1  > q+ � i mamy sprzeczność . Stąd I Zm l � l + l an- I I + . . . + 
+ I ao l dla m E N. Zatem z lematu 3 istnieje  podciąg (ZkJ ciągu (zn ) 
taki , że lim Zkn = Zo dla pewnego Zo E C. Wówczas dla każdego z E C n-too 
i dla każdego m mamy, że 1 1 (zm) 1  < 1 1 (z) 1 + � , skąd 

1 1 (z) 1  > l J (zkJ I - k� ' 
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więc po przejściu do granicy z wykorzystaniem lematu 2 uzyskamy, że 

1 1 (z ) l ?: 1 1 ( zo ) l · D 

Udowodnimy teraz lemat , który zakończy dowód zasadniczego 
twierdzenia algebry. 

Lemat 6. Dla wielomianu 1 (x)  postaci (8 . 1 )  i dla liczby Zo z le
matu 5 mamy, że 1 (zo ) = O .  

Dowód. Niech h(z)  = 1 (z + zo ) = ( z  + zo )n + an- l (z + zo )n- l + . . .  
. . . + a l (z  + zo ) + ao = zn + bn_ I zn- 1 + . . .  + bl z + bo dla pewnych 
bo , bl , . . .  , bn- 1  E <C, bn = 1 . Niech k będzie najmniejszą liczbą natu
ralną taką, że bk =1= O . Wówczas h (z) = zn + bn_ I zn- 1 + . . . + bkzk + bo . 
Z lematu 5 mamy, że dla każdego z E <C 

I zn + bn_ I zn- 1  + . . .  + bkzk + bo i ?:  1 1 ( zo ) 1 
oraz bo = h (O) = 1 (zo ) ,  więc dla z E <C mamy 

I zn + bn_ I zn-1 + . . . + bkzk + bo i ?:  I bo l · (8 . 2 )  

Dla c E ( 0 , 1 )  podstawmy w nierówności (8 . 2 ) : z = c ·  \I-� . Otrzy
mamy wówczas 

więc z (8 . 3 )  po uproszczeniach i podstawieniu 

dn = ( \1- �� ) n , dn-l = bn- l ( Ff) n- l
, . . .  , dk+l = bk+ l ( Ff) k+l  

uzyskamy 

I dn cT! + dn_ I Cn-I + . . .  + dk+ 1ck+l - bock +bo l ?: I bo l dla c E (0 , 1 ) .  (8 .4 )  

Oznaczmy g (x) = dnxn-k- l + dn_ IXn-k-2 + . . . + dk+l . Wtedy z (8 .4) 
mamy 

I ck+ 1g (c) + bo ( 1 - ck ) 1 ?: I bo l dla c E (0 , 1 ) .  (8 . 5 )  

Ponadto I ck+ 1g (c) + bo ( 1 - ck ) 1 � I Ck+lg (c) I + l bo l / 1 - ck l = ck+ l lg (c) l + 
+ l bo l ( 1  - Ck ) , bo O < c < 1 . Zatem z (8 . 5 ) : 
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ck+1 lg (c) l + I bo l - I bo ! ck ;;:: I bo l dla c E (0 , 1 ) ,  

a więc 

c lg (c) l ;;:: I bo l dla c E (0 , 1 ) . 

Ponadto 

I g (c) 1 = I dncn-k- 1 + dn_ l Cn-k-2 + . . . + dk+1 1  :::;; 
:::;; I dn l cn-k- 1 + I dn_ 1 ! cn-k-2 + . . . + I dk+1 1  :::;; 

I dn l + I dn- 1 1  + . . . + I dk+ 1 l , 
bo O < c < 1 .  Zatem 

Stąd po przej ściu do granicy względem c -+ O otrzymamy, że O ;;:: I bo l , 
czyli I bo l = o . Ale f (zo ) = bo , więc f (zo ) = O . D 

8 . 2  Pojęcie pierścienia 

Definicja 4.  Pierścieniem nazywamy system algebraiczny 
(P, + , . , O ,  1 )  taki , że 

P l .  (P, +, O) jest grupą abelową; 
P 2 .  Va,b,CEP a . ( b  + c) = a ·  b + a . c ;  
P3. Va,b,cEP a · (b · c) = (a · b) . c; 
P4. VaEp a ·  1 = a;  
P 5 .  Va,bEP a . b = b . a . 
Działanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, zaś działanie 

oznaczane przez . nazywamy mnożeniem, natomiast element oznaczony 
symbolem 1 nazywamy jedynką pierścienia P . Grupę abelową (P, + , O) 
nazywamy grupą addytywną pierścienia P i oznaczamy przez p+ . 
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Zasadnicze twierdzenie algebry. Pojęcie pierścienia 

Własności działań w pierścieniu 

Niech (P, +, " O, 1) będzie pierścieniem. Wówczas :  
1 .  'VaEp a . O = O . a = O . 

69 

Dowód. Ponieważ O = 0 + 0, więc na mocy P2: a · O  = a ·  (0 + 0) = 
= a . O + a . O ,  czyli a . O + O = a . O + a . O , skąd z prawa skracania 
w grupach abelowych mamy, że a · O = O . Zatem na mocy P5 także 
o ·  a = O . O 

2 . 'Va,bEP - (a · b) = (-a) . b = a . (-b) . 
Dowód. Na mocy P2 i 1 mamy, że a · b + a · (- b) = a ·  [b + (-b) ]  = 

= a · O = O ,  skąd a ·  (-b) = - (a · b) . Stąd na mocy P5:  - (a · b) = 

= - (b · a) = b ·  (-a) = (-a) . b . O 
3 . 'Va,b ,cEP (a + b) . c = a ·  c + b . c. 
Dowód. Na mocy P5,  P2 i znowu P5 mamy, że (a + b) . c = 

= c . (a + b) c . a + c . b = a . c + b . c. O 
4 .  'VaEp ( - 1 ) · a = a ·  ( - 1 ) = -a . 
Dowód. Na mocy P4 i P5 mamy, że a = a ·  1 = 1 . a ,  więc z 2 

i P5 , -a = - (a · 1 ) = a · (- 1 ) = (- 1 ) · a . O 
5 . 'Va,al , . . .  ,an

EP a ·  (al + . . .  + an ) = a . al + . . . + a . an o 
Dowód. Indukcj a  względem n. Dla n = 2 teza wynika z P2 . 

Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n ;;::: 2 i niech 
a l , . . .  , an ,  an+1 E P. Wtedy na mocy P2 i założenia indukcyjnego : 
a· (al  + . . . + an + an+d = a· [ (a 1 + . . . + an) + an+l ] = a · (al + . . . + an ) + 
+a ·  an+ l = a ·  al + . . . + a ·  an + a ·  an+l , czyli teza zachodzi dla liczby 
n +  1. O 

6 .  'Va,b,CEP a ·  ( b  - c) = a . b - a . C. 

Dowód. Z określenia odejmowania, z P2, z 2 i znowu z określenia 
odejmowania mamy, że a ·  (b - c) = a ·  (b + ( - c) )  = a ·  b + a ·  ( - c) = 
= a . b + ( - (a . c) )  = a . b - a . C. O 

Ponieważ (P,+ ,  O) j est grupą abelową, więc ma sens całkowita wielo
krotność k ·  a elementu a E P przez liczbę całkowitą k. Przypomnijmy 
jej określenie : 

O . a = O ,  1 . a = a oraz dla n E N: n ·  a = a + . . .  + a i ( -n) . a = 
� 

= (-a) + . . . + (-a) . , , V' n 

n 
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Z teorii grup mamy zatem następujące własności : 
7. VaEpVn,mEZ n · (rn · a) = (nrn) . a . 
8 . VaEpVn,mEZ n + rn) . a = n ·  a + rn ·  a . 
9. Va,bEpVnEZ n · (a + b) = n · a + n · b . 
Można także udowodnić następującą własność : 
10 .  Va,bEpVnEZ n · (a · b) = (n ·  a) . b = a · (n ·  b) . 
W pierścieniu P możemy też określić nieuj emną całkowitą potęgę 

dowolnego elementu a E P przyjmując , że : 
aD = 1 , al 

= a oraz dla n E N: an+1 = an . a (czyli an 
= a ·  . . . . a) . 

"'-v-' 
n 

Przez prostą indukcję  możemy wówczas udowodnić następujące 
własności : 

1 1 .  VaEpVn,mEZ an . am = an+m . 

12 .  VaEpVn,mEN (an )m = anm . 

13 .  Va,bEpVnEN (a + b) n = t ( � ) an- kbk . 
k=D 
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Rozdział 9 

Podpierścienie , elementy 

odwracalne , dzielniki zera 

9.1 o kreślenie pod pierścienia 

Definicja 1 .  Podpierścieniem pierścienia (P, + , ' , 0 , 1 )  nazywamy 
taki podzbiór A � P ,  który j est pierścieniem ze względu na wszystkie 
d�iałania określone w pierścieniu P (zredukowane do A) . 

Stwierdzenie 1 .  Podzbiór A pierścienia P jest podpierścieniem 
pieT.'3cienia P wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia następujące warunki: 

(I) 1 E A oraz (II) Va,bEA a - b, a . b E A .  

Dowód. Załóżmy, ż e  A jest podpierścieniem pierścienia P .  Wtedy 
0 , 1 E A (ze względu na wykonalność działań O-argumentowych) oraz 
dla dowolnego a E A,  - a E A (ze względu na wykonalność działania 
l-argumentowego) i ponadto dla a , b E A, a . b E A oraz a - b = 
= 0, +  ( -b) E A (ze względu na wykonalność mnożenia i dodawania) . 

Na odwrót , załóżmy, że 1 E A oraz a - b ,  a · b E A dla dowolnych 
a, b E A .  Wtedy O = 1 - 1 E A, skąd dla b E A, -b = O - b E A,  
więc dla a , b E A ,  a + b = a - (-b) E A. Zatem w A j est wykonalne 
mnożenie i dodawanie . Ponieważ wszystkie aksjomaty pierścienia są 
spełnione nawet w P, więc (A ,  + , " O, 1) j est pierścieniem. D 
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9.2 Przykłady pierśc ien i i podpierśc ien i 

Przykład 1 .  Każde ciało j est pierścieniem. Podpierścienie ciał są 
pierścieniami . 

Przykład 2 .  Podpierścienie ciała C nazywamy pierścieniami licz
bowymi. Oczywiście są one pierścieniami . Przykłady pierścieni liczbo
wych : 

a) Pierścień liczb całkowitych Z ;  
b) Dla ustalonej liczby naturalnej a > 1 zbiór 

[ �] = { ;  : n,  k E Z, k � O } 
j est pierścieniem liczbowym (sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi) ;  

c )  Niech d będzie liczbą całkowitą, która nie j est kwadratem liczby 
całkowitej . Wówczas z teorii liczb wiadomo, że d nie j est kwadra
tem liczby wymiernej . Określamy v'd jako zwykły pierwiastek aryt
metyczny z liczby d dla d > O, zaś dla d < O określamy v'd = VidI · i .  
Zatem w obu przypadkach (v'd)

2 
= d. Można sprawdzić , ż e  wówczas 

zbiór Z [  v'd] = {a + bv'd : a, b E Z} j est pierścieniem liczbowym; 
d) Niech d będzie liczbą całkowitą ,  która nie j est kwadratem liczby 

całkowitej taką, że d _ 1 (mod 4) .  Można sprawdzić , że wtedy zbiór 

Z [ 1+2v'd] = {x + Y · 1+2v'd : x, y E Z} j est pierścieniem liczbowym. 

Przykład 3 .  Niech m > 1 będzie ustaloną liczbą naturalną i niech 
Zm = {O ,  1 ,  . . . , m - 1 } .  Dla a, b E Zm określamy: 

aEBmb = reszta z dzielenia a + b przez m; 
a8mb = reszta z dzielenia a . b przez m. 
W oparciu o własności kongruencj i  można sprawdzić , że wówczas 

(Zm , EBm , 8m , 0 , 1 )  j est pierścieniem. 

Przykład 4.  Zbiór wszystkich wielomianów o współczynnikach 
rzeczywistych z dodawaniem i mnożeniem funkcji tworzy pierścień . 
Oznaczamy go przez lR[x] . 

Przykład 5 .  Zbiór wszystkich wielomianów o współczynnikach 
wymiernych z dodawaniem i mnożeniem funkcj i tworzy pierścień . 
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Oznaczamy go przez Q[ x] . 

Przykład 6 .  Zbiór wszystkich wielomianów o współczynnikach 
całkowitych z dodawaniem i mnożeniem funkcj i tworzy pierścień . 
Oznaczamy go przez Z [xJ . 

Przykład 7. Zbiór wszystkich wielomianów o współczynnikach ze
spolonych z dodawaniem i mnożeniem funkcj i tworzy pierścień . Ozna
czamy go przez C[xJ . 

Przykład 8 .  Niech Pl , . . .  , Pn będą pierścieniami . W zbiorze 
Pl x . . .  X Pn określamy dodawanie i mnożenie następująco : 

(a l , . . . , an ) + (bl , . . . , bn ) = (al + bl , . . .  , an + bn ) , 
(al , . . .  , an ) . (bl , . . .  , bn ) = (al · bl , . . .  , an . bn ) ,  

Ponadto określamy O = (O ,  . . . , O) oraz 1 = ( 1 ,  . . .  , 1 ) . Można spraw
dzić , że wtedy (Pl x . . . X Pn , + , . , 0 , 1 ) tworzy pierścień .  Nazywamy 
go iloczynem kartezjańskim pierścieni Pl , . . . , Pn . 

Przykład 9 . Dowolny zbiór jedno elementowy P = {a} z dzia
łaniami + i . takimi, że a + a = a i a . a = a oraz z wyróżnionymi 
elementami O = 1 = a tworzy pierścień . Nazywamy go pierścieniem 
zerowym. Zauważmy, że jeśli pierścień P j est niezerowy, to I P I  > 1 ,  
więc istniej e  niezerowe a E P .  Wtedy a = a ·  1 oraz a . O = O i= a ,  
skąd wynika , że O i= 1 w P. Na odwrót , jeśli O i= 1 w pierścieniu P, to 

I P I > 1 ,  więc pierścień P nie j est zerowy. 

Twierdzenie 1 .  Część wspólna dowolnej niepustej rodziny pod
pierścieni pierścienia P jest podpierścieniem tego pierścienia. 

Dowód. Niech {At hET będzie dowolną niepustą rodziną pod
pierścieni pierścienia P oraz niech A = ntET At . Ponieważ 1 E At  
dla każdego t E T, więc 1 E A. Weźmy dowolne a ,  b E A.  Wtedy 
a, b E At dla każdego t E T, więc ze stwierdzenia 1 ,  a - b, a ·  b E At dla 
każdego t E T. Zatem a - b, a ·  b E A. Stąd na mocy stwierdzenia 1 ,  A 
j est podpierścieniem pierścienia P. D 

U waga 1 .  Niech P będzie pierścieniem. Wówczas dla dowolnego 
podzbioru X � P istniej e  naj mniej szy (w sensie inkluzj i) podpierścień 
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pierścienia P zawierający zbiór X .  Nazywamy go podpierścieniem ge
nemwanym przez zbiór X i oznaczamy przez [X] . Rzeczywiście , niech 
{At hET będzie rodziną wszystkich pod pierścieni pierścienia P zawie
rających zbiór X . Wtedy P E {At hET , więc z twierdzenia 1 mamy, 
że A = nt ET At j est podpierścieniem pierścienia P. Ale X � At dla 
każdego t E T, więc X � A, skąd A j est najmniej szym elementem w ro
dzinie {AthET , czyli A j est najmniej szym podpierścieniem pierścienia 
p zawierającym zbiór X .  

Nietrudno j est zauważyć , że [0] = {k  . 1 : k E Z} ,  natomiast 
dla X #- 0 podpierścień [X ] składa się ze wszystkich skończonych 
sum elementów postaci s . 1 oraz k . X l . X2 • . . . . Xn , gdzie s ,  k E Z, 
X l , X2 , · . .  , x n  E X oraz n = 1 , 2 ,  . . .  Jeśli X j est zbiorem skończo
nym oraz X = {al , . . .  , am } ,  to zamiast [ {al , . . .  , am } ]  będziemy pisali 
[a ] )  . . .  , am] .  Zatem w szczególności mamy stąd 

[a] = { ko · 1 + kl ' a + . . .  + kn · an : ko , kI , " "  kn E Z ,  n = 0 , 1 , 2 , . . .  } . 

Przykład 1 0 .  Niech A i B będą podpierścieniami pierścienia P. 
Oznaczmy przez AB zbiór wszystkich skończonych sum elementów po
staci a . b, gdzie a E A,  b E B . Wtedy 1 = 1 . 1 E AB .  Ponadto 
z określenia AB oraz z tego , że - (a · b) = (-a) . b wynika od razu,  
że j eśli x , Y E AB, to X - Y E AB.  Ponadto z rozdzielności mnoże
nia względem dodawania i z tego , że dla al , a2 E A, bl , b2 E B j est 
(a] . bl ) . (a2 . b2 ) = (a l ' a2 ) . (b l . b2 ) E AB wynika, że dla dowolnych 
.T , Y E AB, .T . Y E AB. Zatem na mocy stwierdzenia 1 mamy, że AB 
j est podpierścieniem pierścienia P .  

9.3 Elementy odwracalne 

Definicja 2 .  Powiemy, że a E P jest elementem odwracalnym 
pierścienia P, j eżeli istniej e  X E P takie, że a ·  X = 1 .  Zbiór wszystkich 
elementów odwracalnych pierścienia P oznaczamy przez P* . 

Twierdzenie 2 .  Dla dowolnego pierścienia P system algebraiczny 
(P* ) " 1 ) jest grupą abelową. 
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Dowód. Ponieważ 1 . 1 = 1 ,  więc 1 E P* . Niech a E P* . Wtedy 
istnieje  x E P takie , że a . x = 1 ,  skąd x . a = 1 ,  czyli x E P* . 
Dalej , dla a, b E P* istnieją  x ,  y E P takie ,  że a . x = 1 i b · Y = 1 ,  
więc ( a  . b) . (x . y) = ( a  . x) . ( b · y) = 1 . 1 = 1 ,  czyli a . b E P* . 
Ponieważ mnożenie j est łączne w P, więc mnożenie j est łączne w P* . 
Zatem z tych rozważań mamy, że (P* , · ,  1 )  j est grupą. Natomiast z P5 
wynika od razu, że grupa ta j est abelowa. D 

Uwaga 2 .  Element odwrotny do elementu a E P* oznaczamy 
przez a- l . Z dowodu twierdzenia 2 wynika, że dla dowolnych a, b E P* 
mamy wzór : 

Przykład 1 1 .  Z teorii liczb wynika, że dla dowolnej liczby natu
rahlej m >  1 :  

z:n = { a  E Zm : (a , m) = l} . 

W szczególności I Z:n 1  = <p(m) .  D 

Przykład 1 2 .  Można pokazać , że dla dowolnych pierścieni 
Pl , . . . , Pn zachodzi wzór : 

9 . 4  Dzielniki zera 

Definicja 3 .  Mówimy, że element a pierścienia P jest dzielnikiem 
zera, j eżeli istniej e  niezerowy element b E P taki , że a · b = o. 

W każdym pierścieniu niezerowym P mamy, że 0 "# 1 oraz 0 · 1  = O, 
więc O j est dzielnikiem zera w każdym pierścieniu niezerowym P. Dziel
niki zera różne od O nazywamy właściwymi dzielnikami zera. 

Przykład 1 3 .  Dla liczb z łożonych m pierścień Zm posiada wła
ściwe dzielniki zera, gdyż istnieją  liczby naturalne a ,  b < m takie , że 
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a . b = m i wtedy a ,  b są niezerowymi elementami pierścienia Zm. oraz 
a 0m b = O .  

Twierdzenie 3 .  W dowolnym pierścieniu P element odwracalny 
nie jest dzielnikiem zera. 

Dowód. Załóżmy, że tak nie jest . Wtedy istnieje  pierścień P oraz 
istniej e  element odwracalny a E P, który j est dzielnikiem zera. Zatem 
istniej e  niezerowe b E P takie , że a . b = O oraz istniej e  x E P takie ,  że 
a . x = 1 .  Zatem b = b . 1 = b . (a . x)  = (b · a) . x = (a · b) . x = O . x = O 
i mamy sprzeczność . O 

Wniosek 1 .  Dowolne ciało nie posiada właściwych dzielników 
zera. O 

Elementy pierścienia P,  które nie są dzielnikami zera nazywamy 
elementami regularnymi. 

Twierdzenie 4. W dowolnym pierścieniu P:  
aj iloczyn elementów regularnych jest elementem regularnym; 
b J jeśli a E P jest regularny i a . x = a . y, to x = y;  
ej 1 jest elementem regularnym. 
Dowód. a) Niech a, b E P będą elementami regularnymi . Weźmy 

dowolny x E P taki , że (ab) x  = o .  Wtedy a (bx ) = O ,  więc z regular
ności a, bx = O, skąd x = O ,  z regularności b. Zatem ab j est elementem 
regularnym . 

b) Niech a E P będzie elementem regularnym i niech x , y E P będą 
takie ,  że ax = ay . Wtedy a (x - y) = O, skąd z regularności a mamy, 
że x - y = O ,  czyli x = y . 

c ) Niech .T E P będzie takie , że 1 . x = O .  Ponieważ 1 . x = x ,  więc 
.T = O i 1 j est elementem regularnym. O 

Definicja 4. Niezerowy pierścień P ,  który nie zawiera właściwych 
dzielników zera nazywamy dziedziną całkowitości. 

Z tej definicj i  wynika od razu,  że dziedziny całkowitości są to takie 
niezerowe pierścienie , w których każdy element niezerowy j est regular
ny. W szczególności na mocy wniosku 1 ,  każde ciało j est dziedziną 
całkowitości , a nawet każdy podpierścień ciała jest dziedziną całkowi-
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tości .  Z twierdzenia 4 mamy natychmiast następuj ący 

Wniosek 2 .  Jeżeli a jest niezerowym elementem dziedziny całko
witości P oraz X , y E P są takie, że ax = ay, to X = y.  D 
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Rozdział 1 0  

Homomorfizmy i ideały 

1 0. 1  Pojęcie ideału pierścienia 

Definicja 1 .  Niepusty podzbiór l pierścienia P nazywamy ideałem 
pierścienia P (oznaczenie : l <J P) , j eżeli 

(I) 'l/ż ,j E I i - j E l oraz (II) 'l/iEI'l/aEP a . i E l . 

Przykład 1 .  W dowolnym pierścieniu P zbiór {O}  jest ideałem 
(nazywamy go ideałem zerowym) . Ponadto cały pierścień P j est ide
ałem P (nazywamy go ideałem niewłaściwym) . Ideały l pierścienia P 
takie ,  że l =1= P nazywamy ideałami właściwymi. 

Uwaga 1 .  Niech l będzie ideałem pierścienia P.  Wówczas l j est 
ideałem właściwym wtedy i tylko wtedy, gdy 1 rf- l .  Rzeczywiście ,  jeżeli 
1 rf- l ,  to l =1= P, a j eżeli 1 E l, to dla każdego a E P, a = a . 1 E l na 
mocy (II ) , skąd 1 =  P. 

Twierdzenie 1 .  Każde ciało K ma dokładnie dwa ideały: {O}  
i K. 

Dowód. Niech l będzie niezerowym ideałem ciała K .  Wtedy 
istniej e  niezerowe z E l, skąd 1 = i- l . i E l. Zatem z uwagi 1 ,  
1 =  K .  D 
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Uwaga 2. Z określenia ideału wynika od razu, że każdy ideał 
I pierścienia P j est podgrupą grupy addytywnej p+ tego pierścienia. 
W szczególności O E I dla każdego I <1 P.  Ponadto j eśli i l , . . .  , in E I <1 P  
oraz al , . . .  , an E P, to al · i l ,  . . .  , an · i n  E I ,  skąd al · i l  + . . . + an · in E I. 

Twierdzenie 2 .  Część wspólna dowolnej niepustej rodziny {IthET 
ideałów pierścienia P jest ideałem pierścienia P.  

Dowód. Niech {IthET będzie niepustą rodziną ideałów pierście
nia P i niech I = ntET ft. Wtedy O E It dla t E T, więc O E I. Dla 
'i , j  E I mamy, że i , j E It dla każdego t E T,  więc i - j E It dla t E T, 
skąd i - j E l . Ponadto dla a E P, i E I mamy, że i E It dla t E T, 
więc ai E It dla każdego t E T, skąd ai E I .  Zatem I <J P. D 

Uwaga 3 .  Z twierdzenia 2 wynika , że dla dowolnego podzbioru X 
pierścienia P istniej e  naj mniej szy w sensie inkluzj i  ideał pierścienia P 
zawierający zbiór X.  Nazywamy go ideałem generowanym przez 
zbiór X i oznaczamy przez (X) . Natomiast X nazywamy zbiorem 
genemtorów ideału I. Np. (0) = {O} . Jeśli zbiór X j est skończony 
oraz X = {al ,  . . .  , an } ,  to zamiast ( {al , . . .  , an } )  piszemy (al , . . .  , an ) . 
Jeżeli istniej e  a E P takie , że I = (a) , to mówimy, że ideał I jest 
główny. Jeżeli istnieją  al , . . . , an E P takie , że I = (al , . . .  , an ) ,  to 
mówimy, że ideał I jest skończenie generowany. 

Twierdzenie 3. Dla dowolnych elementów al , . . .  , an pierścienia 
p zachodzi wzór: 

(a l , . . .  , an ) = {X la l  + . . .  + xnan : X l , · · · , Xn E P} . 

Dowód. Oznaczmy J = {Xl al + . . . + xnan : X l , . . .  , xn E P} . 
Wtedy Xi = O . a l + . . .  + 1 . Xi + . . .  + O . an E J dla i = 1 ,  . . . , n .  
Zatem {al , . . .  , an } � J .  Niech i , j E J ,  a E P.  Wtedy istnieją  
Xl , . . .  , Xn ,  YI , . . . , Yn E P takie ,  ż e  i = xl al + . . .  + xnan oraz j = 
= Ylal + . . .  + Ynan , więc i - j = (Xl - Ydal + . . .  + (xn - Yn ) an E J,  
ai  = (ax I ) al + . . .  + (axn ) an E J .  Zatem J <1 P oraz {al , . . .  , an }  � J. 
Niech A będzie dowolnym ideałem pierścienia P zawierającym zbiór 
{al , . . .  , an } .  Wtedy z uwagi 2 mamy, że X lal + . . .  + xnan E A dla 
dowolnych X l , . . .  , xn E P. Zatem J � A, czyli J j est najmniejszym 
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ideałem pierścienia P zawierającym zbiór {al , . . .  , an } .  Zatem J 
= (al , . . .  , an ) .  O 

Przykład 2 .  Z teorii grup wiemy, że wszystkimi podgrupami 
grupy Z+ są zbiory wielokrotności ustalonych nieujemnych liczb cał
kowitych . Na mocy twierdzenia 3 mamy więc stąd , że każdy ideał 
pierścienia Z j est główny i wszystkimi ideałami tego pierścienia są ide
ały postaci ( k) dla k = 0, 1 , 2 ,  . . . 

Podobnie j est w pierścieniu Zrr" gdyż każda niezerowa podgrupa 
grupy addytywnej tego pierścienia składa się z całkowitych wielokrot
ności ustalonych dzielników naturalnych liczby m. Wynika stąd ,  że 
wszystkie ideały pierścienia Zm są postaci :  (d) , gdzie d = ° lub d < m 

j est naturalnym dzielnikiem liczby m .  W szczególności każdy ideał 
pierścienia Zm j est główny i ten pierścień posiada tyle ideałów,  ile 
dzielników naturalnych ma liczba m .  

Twierdzenie 4.  Jeżeli 11 , . . .  , In są ideałami pierścienia P,  to  
Ii + . . . + In <l P .  

Dowód. Z teorii grup mamy 

11 + . . . + In = {i 1 + . . . + in : i k E h dla k = 1 , . . .  , n} 

j est podgrupą grupy p+ zawierającą 11 U . . .  U In . Niech a E P, i E II + 
+ . . .  + In · Wtedy istnieją  ik E h dla k = 1 ,  . . . , n takie , że i = 
= i 1  + . . .  + in , skąd ai = ai1 + . . .  + ain E II + . . . + In ,  bo aik E h 
dla k = 1 ,  . . . , n . O 

1 0.2 K onstrukcja pierścienia ilorazowego 

Niech I będzie ideałem pierścienia P . Wówczas I j est podgrupą grupy 
P+ , więc można z budować grupę ilorazową P/I = {a + I : a E P} .  
Wówczas : 

a + I = {a  + i : i E I} dla a E P, 

a + I = b + I {:} a - b E I dla a,  b E P,  
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(a + 1) + (b + 1) = (a + b) + l dla a , b E P, 

(P/l ,  + , 1) tworzy grupę abelową· 

w P/l można też określić naturalne mnożenie : 

(a + 1) . (b + 1) = ab + l dla a, b E P. 

8 1  

Sprawdzimy, czy mnożenie warstw nie zależy od  wyboru reprezen
tantów . W tym celu weźmy dowolne al , a2 , bl , b2 E P takie , że al + 1  = 

= 0,2 +1 oraz bl +1  = b2 +1 . Wtedy 'i = a1 - a2 E l oraz j = bl - b2 E l, 
więc al  = a2 + i , bl = b2 + j , skąd al bl - a2b2 = (a2 + i) (b2 + j )  - a2b2 = 
= a2j + ib2 + ij E l, gdyż l <J P. Zatem al b1 + 1 =  a2b2 + l i mnożenie 
warstw jest dobrze określone. 

Dla a ,  b E P mamy, że (b  + 1) . (a + 1) = ba + l = ab + l = 

= (a + 1) . (b + 1) , więc mnożenie warstw jest przemienne. 
Dla a, b, e E P mamy, że (a+ 1) · [ (b + 1) · ( e+ 1) ] = (a+ 1) · ( be + 1) = 

= a (be) + l = (ab) e + l = (ab + 1) . (e  + 1) = [ (a + 1) . (b + 1) ]  . ( e  + 1) , 
więc mnożenie warstw j est łączne . Ponadto (a + 1) · [ ( b + 1) + (e + l) ] = 

= (a+ 1) · [ ( b+ e) + l] = a ( b+e) +l  = (ab+ae) +l = (ab+1) + (ae+1) = 

= (a + 1) . ( b  + 1) + (a + 1) . (e + 1) ,  więc mnożenie warstw j est rozdzielne 
względem dodawania warstw . Ponadto (0,+1) · ( 1 +1) = a · 1 + 1 = a+l  
dla a E P, więc ostatecznie system algebraiczny (PI l ,  + ,  " 1 , 1 + 1) 
j est pierścieniem. Nazywamy go pierścieniem ilorazowym względem 
ideałv, l .  

1 0.3 Ideały :  pierwsze i maksymalne 

Definicja 2 .  Właściwy ideał l pierścienia P nazywamy 
(i )  ideałem pierwszym pierścienia P, j eżeli 

Va,bEP [ab E 1 ,*  (a E l lub b E 1) ] ;  

(ii) ideałem maksymalnym pierścienia P ,  j eżeli 

VJ<Jp [l � J ,*  (I = J lub J = P) ] . 
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Twierdzenie 5 . Niech l będzie ideałem pierścienia P.  Wówczas 
równoważne są warunki: 

(i) l jest ideałem pierwszym pierścienia P; 
(ii) pierścień ilorazowy P I l jest dziedziną całkowito,ści. 
Dowód. ( i ) =;.( ii) Z założenia l =/:: P, więc 1 tJ l, czyli 1 + 1 =/:: 0 + 1 . 

Zatem pierścień P I l j est niezerowy. Niech a ,  b E P będą takie ,  że 
( a + 1) . (b  + 1) = l. 'Wtedy ab + l = O + l, więc ab E l. Zatem 
z pierwszości l wynika, że a E l lub b E l ,  czyli a + l = O + l = l lub 
b + l = O + l = l .  Zatem P I l j est dziedziną całkowitości . 

( i i ) =* (i)  Z założenia 1 + l =/:: O + l ,  skąd 1 tJ l ,  więc l =/:: P.  
'Weźmy dowolne a ,  b E P takie , ż e  ab  E l .  Wtedy ab  + l = O + l ,  
skąd (a  + 1 )  . ( b  + 1) = l .  Ale PI l jest dziedziną całkowitości ,  więc 
a + l = l = O + l lub b + l = l = O + l, czyli a E l lub b E l. Zatem 
l jest ideałem pierwszym pierścienia P. D 

Twierdzenie 6 .  Niech l będzie ideałem pierścienia P .  Wówczas 
r-ównoważne są war-unki: 

(i) l jest ideałem maksymalnym pierścienia P, 
(ii) pier-ścień ilorazowy P I l jest ciałem. 
Dowód. ( i ) =* (ii) Z założenia l =/:: P, więc 1 tJ l ,  skąd 1 + l =/:: 

f. 0+1 = l .  Weźmy dowolne a E P takie , że a+l =/:: 0+1.  Wtedy a tJ l . 
Zatem l C l + (a ) , więc z maksymalności l wynika, że l + (a)  = P. 
Stąd 1 = i + xa dla pewnych i E l oraz x E P. Zatem 1 - xa = i E l ,  

więc 1 + l = .Ta + l = (x + 1) . (a + 1) , czyli a + l jest elementem 
odwracalnym pierścienia P I l . Zatem P I l jest ciałem. 

( i i ) =* (i) Z założenia 1 + l =/:: O + l ,  skąd 1 tJ l,  więc l =/:: P.  Niech 
J <J p  oraz l C J. Wystarczy wykazać , że J = P. Ale istnieje  a E J\l ,  
więc a+ l =/:: 0 + l .  Zatem istniej e  .T E P taki , ż e  (a + 1) . (x + 1 )  = 1 + l ,  
c7-yli a:r + l = 1 + l .  Zatem i = ax - 1 E l. Stąd 1 = ax - i E J,  ho  

(L1.: E .l , i E l C J. Zatem 1 E .l ,  skąd .l = P. D 

Ponieważ każde ciało j est dziedziną całkowitości , więc z twier
dzeń 5 i 6 mamy od razu następujący 

Wniosek 1 .  Każdy ideał maksymalny pierścienia P jest ideałem 
pier-w8zym pierścienia P. D 
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Uwaga 4. Implikacja odwrotna nie j est prawdziwa, bo np. {O} 
j est ideałem pierwszym pierścienia Z, ale {O}  C ( 2 )  C Z , więc {O} nie 
j est ideałem maksymalnym pierścienia Z. 

Można wykazać , że w pierścieniu P = Z [x] ideał (x) j est pierwszy, 
ale (x) C ( .T , 2 )  C P, więc ideał (x) nie jest maksymalny w pierście
niu P.  

1 0.4 Homomorfizmy pierścieni 

Definicja 3 .  Niech A, B będą pierścieniami . Przekształcenie 
f : A ---t B spełniające warunki : 

(I) f ( l )  = 1 ,  

(II) Va,bEA f (a + b) = f (a) + f (b) , 
(III) Va,bEA f (ab) = f (a )f (b) 

nazywamy homomorfizmem pierścienia A w pierścień B. Natomiast 
zbiór Ker (f )  = {x E A : f (x) = O} nazywamy jądrem homomor
.fizTn'U f . 

Przy powyższych oznaczeniach mamy następuj ące własności homo
morfizmu f :  

1 .  K er (J)  <J A . 
Dowód. Ponieważ f j est homomorfizmem grupy A+ w grupę B+ , 

więc z teorii grup wynika, że K er (J) j est podgrupą grupy A + .  Ponadto 
dla i E K er (f ) , a E A j est f (i ) = O , więc f (ai) = f (a) f (i )  = f (a) · O  = O ,  
skąd ai E K er (f )  i K er (f)  <J A. D 

2 .  Jeżeli P jest podpierścieniem pierścienia A) to f (P) jest pod
piedcieniem pierścienia B .  

Dowód. Ponieważ P j est podgrupą grupy A + i f j est homo
morfizmem grup addytywnych , więc z teorii grup f (P) j est podgrupą 
grupy B+ . Ale 1 = f ( l ) E f (P) oraz dla x , y E f (P) istnieją  a , b E P 
takie , że x = f (a) , y = f (b) ,  więc xy = f (a) f (b) = f (ab) E f (P) ' bo 
ab E P. Zatem f (P) j est podpierścieniem pierścienia B. D 

3 . Jeżeli S jest podpierścieniem pierścienia B) to f- l (S) jest pod
pierścieniem pierścienia A .  
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Dowód. Ponieważ S j est podgrupą grupy B+ i f j est homomor
fizmem grup addytywnych, więc z teorii grup mamy, że f-1 (S) j est 
podgrupą grupy A+ . Dalej , f ( l ) = 1 E S, więc 1 E f- 1 (S) . Ponadto 
dla a, b E f-l (S) mamy, że f (a) , f (b) E S,  skąd f (ab) = f (a) f (b) E S, 
czyli ab E f- 1 (S) . Zatem f-1 (S) j est podpierścieniem pierścienia A.  O 

4.  Homomorfizm f jest różnowartościowy {::} Ker (f )  = {O} . 
Dowód. Ponieważ f j est homomorfizmem grup addytywnych , więc 

teza wynika z teorii grup. O 
5 . f (a1 a2 . . . an ) = f (a1 ) f (a2 ) ' " f (an ) dla dowolnych al , a2 , . . . 

. . .  , an E k 
Dowód. Prosta indukcja  względem n. O 

Definicja 4. Powiemy, że homomorfizm f pierścienia A w pier
ścień B j est izomorfizmem pierścieni, j eżeli f jest bijekcją. Powiemy, 
:te pierścień A j est izomorficzny z pierścieniem B i piszemy A � B,  
j eżeli istnieje izomorfizm pierścieni f : A -----+ B.  

W algebrze utożsamia się pierścienie izomorficzne . Można łatwo 
pokazać , że jeżeli pierścienie A i B są izomorficzne , to np . 

I A I = I B l ;  
A j est ciałem {::} B j est ciałem; 
A j est dziedziną całkowitości {::} B j est dziedziną całkowitości .  

Twierdzenie 7 (o izomorfizmie) . Jeżeli f : A -----+ B jest ho-
momorfizmem pieT"i3cienia A na pierścień B, to 

B � Aj Ker (f) . 

Dowód. Niech F : Aj K er (f )  -----+ B będzie dane wzorem 
F(a + Ker (f ) )  = f (a) dla a E A. Wtedy z teorii grup wiadomo , 
że F j est bijekcją i dla a, b E A: F( (a + Ker (f ) )  + (b + Ker (f ) ) )  = 
= F(a + Ker (f) ) + F(b+ Ker (f ) ) . Ponadto F(l + Ker (f) ) = f ( 1 ) = 1 
oraz dla a, b E A:  F( (a + Ker (f ) ) · ( b + Ker (f) ) )  = F(ab + Ker (f ) )  = 
= f (ab) = f (a) f (b) = F(a + Ker (f ) )F(b + Ker (f) ) ,  więc ostatecznie 
F j est izomorfizmem pierścieni . O 

Wniosek 2 .  Jeżeli f : A -----+ B jest homomorfizmem pierścienia 
A w pierścień B, to 
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I (A) f"V A/Ker (f) . 

Wniosek 3 .  Niech 1 : A ---t B będzie homomorfizmem pierścienia 
A na pierścień B .  Wówczas: 

(i) K er (f )  jest ideałem pierwszym pierścienia A {:} B jest dziedziną 
całkowitości; 

(ii) K er (f ) jest ideałem maksymalnym pierścienia A {:} B jest 
ciałem. 

Dowód. Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, że B rv A/ K er (f ) .  
Zatem z twierdzeń 5 i 6 :  

( i )  B j est dziedziną całkowitości {:} A/  K er (f)  j est dziedziną cał
kowitości {:} K er (f )  j est ideałem pierwszym pierścienia A; 

(ii) B j est ciałem {:} A/ K er (f) j est ciałem {:} K er (f )  jest ideałem 
maksymalnym pierścienia A. D 

Przykład 3 .  Niech 1 : Z [x] ---t Z będzie takie ,  że I (w)  = w (O)  dla 
w E Z[x] . Łatwo sprawdzić , że wówczas 1 jest homomorfizmem pier
ścienia Z[x] na pierścień Z. Ponieważ Z j est dziedziną całkowitości , ale 
nie j est ciałem, więc z wniosku 3 mamy, że K er (f)  j est ideałem pierw
szym , ale nie j est ideałem maksymalnym pierścienia Z [x] . Z twierdze
nia Bezout wynika ponadto, że K er (f) = (x) . 

Przykład 4. Niech m > 1 będzie liczbą naturalną i niech 
1 : Z ---t Zm będzie funkcją daną wzorem: 

I (k )  = [kjm dla k E Z.  

Wtedy dla a E {O , 1 ,  . . .  , m - 1 }  mamy, ż e  I (a) = a,  więc 1 j est "na" 
oraz 1 ( 1 ) = 1 . Ponadto dla k, l E Z mamy 

I (k + l ) = [k + l ]m = k + l - [klm + [l]m [klm EBm [ljm (mod m ) , 

skąd I (k + l )  = I (k ) EBm I (l )  i podobnie l (k1 )  = I {k)  8m 1 (1 ) . Zatem 
f j est homomorfizmem pierścienia Z na pierścień Zm . Ponadto 

Ker (f) = {k E Z :  [klm = O} = {k E Z :  m I k} = (m ) . 

Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy 
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Ponadto pierścień Zm j est ciałem wtedy i tylko wtedy, gdy m j est liczbą 
pierwszą .  Zatem z wniosku 3 wynika, że (m) j est ideałem maksymal
nym pierścienia Z wtedy i tylko wtedy, gdy m j est liczbą pierwszą. 
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Rozdział 1 1  

P ierścienie wielomianów 

11.1 K onstrukcja pierścienia wielomianów 

N iech P będzie dowolnym niezerowym pierścieniem. Oznaczmy przez 
P[:T] zbiór wszystkich nieskończonych ciągów 

f = (.fo , h , h , . . . ) ( 1 1 . 1 ) 

takich , że fi E P dla i = 0 , 1 , . . . oraz istniej e  k takie, że ° = fk = 

= fk+ l  = ik+2 = . . .  
Elementy zbioru P [x] nazywamy wielomianami zmiennej x o współ

czynnikach z pierścienia P. Przyjmujemy umowę, że jeśli wielomian 
nazywa się g, to g = (go , gl , . . .  ) , czyli go , gl , . . . są jego kolejnymi 
współczynnikami .  Przy tych oznaczeniach dla wielomianów f, g E P[x] 
mamy 

i = g q fi = gi dla każdego i = 0 , 1 , 2 , . . .  ( 1 1 . 2 )  
Wielomian ° = (0 , 0 , . . . ) nazywamy zerowym, zaś 1 = ( 1 , 0 , 0 ,  . . .  ) 
nazywamy jedynkowym. Jeżeli ° = fI = h = . . . to wielomian i 
nazywamy stałym. Wyrazem wolnym wielomianu f postaci ( 1 1 . 1 ) j est 
współczynnik fo. Jeżeli f i=- 0, to istnieje  największe n takie , że in i=- ° 
i wówczas n nazywamy stopniem wielomianu f i piszemy st (.f) = n, zaś 

, fn nazywamy najstarszym współczynnikiem tego wielomianu . Ponadto 
przyjmujemy, że st (O) = -00 oraz -00 < n dla n = 0 , 1 ,  . . . i ( - 00) + 
+n = ( - (0 ) + ( - (0 ) = - 00 dla n = 0 ,  1 ,  . . . 

87 
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Jeżeli f, g E P[x] ' to istniej ą  k , l E No takie ,  że Ii = ° dla wszyst
kich j > k oraz gj = ° dla wszystkich j > l . Zatem dla wszystkich 
j > max{k , l }  j est Ii + gj = 0 ,  skąd wynika, że (Jo + go , fI + gI , . . . ) E 
E P[x] . Możemy więc zdefiniować w naturalny sposób sumę wielomia
nów f, g E P[x] j ako wielomian f + g = (Jo + go , fI + gI , · ·  . ) . Wówczas 
z naszych rozważań mamy, że dla dowolnych wielomianów f, g E P[x] : 

st ( J  + g) � max{st (J) , st (g) } . ( 1 1 . 3 )  

Jeżeli zaś st (J ) < st (g) , to oczywiście st (J + g) = st(g) . 
Z określenia dodawania wielomianów łatwo wynika, że system al

gebraiczny (P[x] , + , O) j est grupą abelową, przy czym wielomianem 
przeciwnym do wielomianu f j est wielomian -f  = (-fo , -h ,  . . . ) .  

Iloczynem wielomianów f, g E P[x] nazywamy ciąg 

f . g = (JOgo , fOgI + hgo , fOg2 + hgI + !2go , . . .  ) . ( 1 1 .4) 

Zatem dla każdego n = 0 , 1 , . . .  

n 
(J . g) n = L fign-i = L figj . 

i=O i+j=n 
( 1 1 . 5 )  

Zauważmy, ż e  f . g E P[x] . Rzeczywiście , istnieją  k , l E No takie , że 

fi = ° dla wszystkich i > k oraz gj = ° dla wszystkich j > l . Weźmy 
dowolne n > k+l oraz i ,  j E No takie , że i+j = n. Jeśli i > k , to fi = 0 ,  
więc ligj = O ;  j eśli zaś i � k , to  j = n - i � n - k > k + l - k = l ,  więc 

gj = 0 , czyli figj = O .  Stąd dla n > k + l j est (J . g )n = L ligj = ° 
i+j=n 

i f · g E P[x] . 
Jeżeli fi = ° dla i = 1 , 2 ,  . . .  to ze wzoru ( 1 1 . 5 )  mamy 

(Jo , 0 ,  0 ,  . . . ) . (go , gI , . . .  ) = (Jogo , fogI , fOg2 , . . .  ) . ( 1 1 . 6) 

Jeżeli zaś h = 1 oraz fi = ° dla i = 0 , 2 , 3 , . . . to ze wzoru ( 1 1 . 5 ) 
wynika ,  że 

( 0 , 1 , 0 , 0 , . . . ) . (go , gI , . . .  ) = (O , go , gl , . . . ) .  ( 1 1 . 7) 
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Pierścienie wielomianów 89 

Niech teraz f, g E P[x] \ {O} i n = stU) ,  m = st (g) .  Wtedy z wcze
śniej szych wyliczeil mamy, że U . g ) k  = O dla wszystkich k > n + m. 
Stąd i z ( 1 l .6 )  mamy 

Vf,9EP[x] stU · g) :S; stU) + st (g) . ( 1 1 . 8 )  

Stwierdzenie 1 .  Niech f ,  g E P[x] \ {O}  będą takie, że  n aj
starszy współczynnik wielomianu f lub najstarszy współczynnik wie
lomianu g jest elementem regularnym pierścienia P. Wtedy stU ·  g) = 
= stU) + st (g) oraz najstarszy współczynnik wielomianu f . g jest ilo
czynem najstarszych współczynników wielomianów f i g .  

Dowód. Oznaczmy n = stU) ,  m = st (g) . 'Weźmy dowolne i ,  j E No 
takie , że i + j = n + m. Jeśli i < n, to j = n + m - i > m, skąd gj = O 
oraz figj = O .  Jeśli i > n, to fi = O ,  więc figj = O .  Zatem ze wzoru 
( 1 l . 5 )  mamy, że U . g)n+m = fngm i= O ,  bo fn i= O ,  gm i= O oraz fn 
lub gm j est elementem regularnym. Stąd ze wzoru ( 1 1 . 8 )  wynika teza 
naszego stwierdzenia. D 

Wniosek 1 .  Jeżeli P jest dziedziną całkowitości, to dla dowolnych 
f, g E P[x] 

stU · g) = stU) + st(g) . D 

Ze wzorów ( 1 1 .4 )  i ( 1 1 . 5 )  wynika od razu, że mnożenie wielomianów 
j est przemienne . Natomiast ze wzoru ( 1 l .6 )  wynika od razu ,  że 1 = 
= ( 1 ,  O ,  O ,  . . .  ) j est elementem neutralnym mnożenia wielomianów. 

Teraz udowodnimy, że mnożenie wielomianów j est rozdzielne wzglę
dem ich dodawania oraz mnożenie wielomianów j est łączne . \V tym 
celu weźmy dowolne f, g, h E P[x] . Wtedy dla n E No mamy 

i+j=n i+j=n 

i+.j=n i+j=n i+j=n 
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skąd f . (g + h) = f . g + f . h . 
Ponadto ( (J . g )  . h) n = L (J . g) ihj = L L (Jsgt ) hj = 

i+j=n i+j=n s+t=i 
L (Jsgt ) hj = L fs (gthj ) oraz (J · (g · h) )n = L fs (g · h) k = 

s+t+j=n s+t+j=n s+k=n 
= L L fs (gthj ) = L fs (gthj ) ,  więc f . (g . h) = (J . g) . h .  

s+k=n t+j =k sH+j=n 
W ten sposób udowodniliśmy następujące 

Twierdzenie 1 .  System algebraiczny (P [x] ' +, · , 0 , 1 ) tworzy pier
ścień .  

Ten pierścień nazywamy pier·ścieniem wielomianów zmiennej x 
o współczynnikach z pierścienia P. 

Ze wzorów ( 1 1 . 3 )  i ( 1 1 . 6) wynika od razu, że przekształcenie 
rP :  P ---t P[x] dane wzorem 

rP(a) = (a ,  0, 0, . . . ) ( 1 1 . 9 )  

j est różnowartościowym homomorfizmem pierścieni . Z tego powodu 
można dokonać utożsamienia 

(a ,  0, 0, . . . ) _ a dla a E P. ( 1 1 . 10 )  

Przy takim utożsamieniu P j est podpierścieniem pierścienia P[x] . 
Wprowadźmy teraz oznaczenie: 

x = (0 , 1 , 0 , 0 ,  . . . ) .  ( 1 1 . 1 1 ) 

Wówczas ze wzoru ( 1 1 . 7) przez prostą indukcję uzyskam-y, że 

n 
xn 

= (0 , 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . ) dla n = 0 ,  1 , . . . ( 1 1 . 1 2 )  

Niech f E P[x] będzie wielomianem stopnia n :? 1 . Wtedy fn =1= ° 
oraz fi = ° dla każdego i :? n + 1 . Ponadto ze wzorów ( 1 1 . 6 )  i ( 1 1 . 1 2 )  

k 
mamy, że (h ,  0 ,  O , . . . ) . xk = (0 ,  . . . , 0 , Ik , O , . . . ) dla k = 1 , 2 , . . .  więc 
f = (Ja , 0, 0, . . . ) + (O , h , 0 ,  . . .  ) + . . . + (O ,  O , . . . , In , 0 , . . .  ) = fa + hx + 
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Pierścienie wielomianów 9 1  

+ hX2 + . . . + fnxn . Ponieważ dla wielomianu stałego f j est f - fo , więc 
dla dowolnego wielomianu f E P[x] stopnia n � O mamy utożsamienie : 

( 1 1 . 1 3) 

Otrzymujemy w ten sposób naturalną notację  dla wielomianów z pier
ścienia P[x] . Przy tej notacj i  możemy powiedzieć , że wielomiany f, g E 
E P[x] są równe wtedy i tylko wtedy, gdy stU) = st (g ) oraz fi = gi 
dla każdego i .  

Z wniosku 1 i tego , że pierścień P j est podpierścieniem pierście
nia P[x] wynika od razu następujące 

Twierdzenie 2 .  Jeżeli pierścień P jest dziedziną całkowitości, to 
P[x] też jest dziedziną całkowitości. 

Ponieważ podpierścień dziedziny całkowitości j est dziedziną całko
witości , więc zachodzi następujące 

Twierdzenie 3 .  Jeżeli pierścień P[x] jest dziedziną całkowitości, 
to P też jest dziedziną całkowitości. 

Twierdzenie 4. 
(P [x] ) *  = P* . 

Jeżeli P jest dziedziną całkowitości, to 

Dowód. Niech f E (P[x] ) * . Wtedy istniej e  g E P[x] takie , że 
f . g = 1 , skąd z wniosku 1 mamy, że stU) + st (g) = O, więc stU) = 

= st (g) = O . Zatem f, g E P i f · g = 1 ,  czyli f E P* . Jeżeli zaś 
f E P* , to istniej e  g E P takie , że f . g = 1 ,  skąd f E (P [x] ) * . D 

Wniosek 2 .  Pierścień P[x] nigdy nie jest ciałem. 
Dowód. Załóżmy, że dla pewnego pierścienia P pierścień P[x] j est 

ciałem. Wtedy P j ako podpierścień P[x] j est dziedziną całkowitości , 
więc na mocy twierdzenia 4 ,  (P[x] ) *  � P. Ale P[x] j est ciałem , więc 
stąd x E P i mamy sprzeczność. D 

Przykład 1 .  Załóżmy, że w pierścieniu P istniej e  niezerowy ele
ment a taki , że a2 = o. Wtedy w pierścieniu P[x] dla każdego n = 

= 1 , 2 ,  . . .  mamy, że ( 1  + axn ) . ( 1  - axn ) = 1 - a2x2n 
= 1 - O · x2n = 1 .  

Zatem w pierścieniu P[x] istnieją  wielomiany odwracalne dowolnego 
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stopnia n ;:?: 1 .  Oznacza to, że dla takich pierścieni P twierdzenie 4 nie 
j est prawdziwe . Przykładem takiego pierścienia P j est Z4 . 

Definicja 1 .  Wartością wielomianu f = fo+ hx+ . . . + fnxn E P[x] 
w punkcie a E P nazywamy f (a) = fa + ha + . . . + fnar! . 

Definicja 2 .  Pierwiastkiem wielomianu f E P[x] nazywamy takie 
a E P, że f (a) = O . 

Definicja 3 .  Wielomiany f, g E P[x] nazywamy równymi funkcyj
nie, j eżeli 

f (a) = g (a) dla każdego a E P. 

Przykład 2 .  Niech P będzie niezerowym pierścieniem skończonym 
o n elementach oraz P = {al , . . . , ar! } . Ponieważ O 1= 1 w P, więc 1 
j est elementem regularnym w P i na mocy stwierdzenia 1 mamy, że 
wielomian f = (x - al ) . (x - a2 ) . . . . . (x - an ) E P[x] ma stopień n .  
Ponadto f (a) = O dla każdego a E P, więc wielomiany f i O są równe 
funkcyjnie , chociaż f 1= O . Z tego powodu wielomiany nad dowolnym 
pierścieniem P nie mogą być traktowane jako funkcje wielomianowe 
z pierścienia P w pierścień P. 

11.2 Homomorfizmy na pierścieniach wie

lomianów 

Twierdzenie 5 .  Niech f : P ---+ A będzie homomorfizmem 
pierścienia P w pierścień A i niech a E A . Wtedy przekształcenie 
F : P[x] ---+ A dane wzorem 

( 1 1 . 1 4) 

jest homomorfizmem pierścienia P[x] w pierścień A oraz (K er (J ) )  � 
� Ker (F) . Jeżeli dodatkowo f jest " na ", to F też jest 

"
na " .  

Dowód. Ponieważ istniej e  n takie , że Wi = O dla wszystkich i > n,  
więc f (Wi ) = O dla  i > n i wzór ( 1 1 . 14) ma sens . Ze wzoru ( 1 1 . 14) 
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mamy, że F( l ) = F( ( l , 0 , 0, . . . ) )  = f ( l ) + f (O )a+ f (0 )a2+ . . .  = f ( l ) = 1 
oraz F(w + u) = F(w) + F(u) dla dowolnych w , u E P[x] . Ponadto dla 

W , 'l.L E P[x] mamy, że (w , u) n = L WiUj dla n = 0 , 1 , . . .  oraz istnieje 
i+j=n 

m takie , że dla wszystkich k > m j est (W ' U) k = 0 , skąd f ( (W ' U) k ) = ° 
dla k > m .  Ponadto 

F(w . u) = f (wouo ) + f (WOU l + wluO )a  + . . , + f (  L WżUj ) an + . . .  = 

ż+j=T! 
= f (wo ) f (uo ) + [J (wo ) f (ud+ f (Wl ) f (uo ) ] a+ .  . .  + L f (Wi ) f (u'j ) aT!+ . . . 

i+j =n 

oraz 

F(w) . F (u) = [J (wo )  + f (Wl )a  + . . . ] . [J (uo ) + f (uda + . . . ] = 
= f (wo ) f (uo ) + [J (wo ) f (ud + f (wdf (uo ) ] a  + . . .  + 

+ [J (wo ) f (un ) + f (Wl ) f (un-d + . . .  + f (wn ) f (uo ) ] an + . . .  
więc F(w . u) = F( w)  . F(u) dla dowolnych w ,  u E P[x] . Zatem F j est 
homomorfizmem pierścieni . Jeżeli b E Ker (f ) , to f (b) = 0 , więc dla 
w E P[x] j est F(b · w) = F(b) · F(w) = f (b) · F (w) = O · F(w) = 0 , skąd 
b · 'UJ E K er (F) .  Zatem (K er (f) ) � K er (F) . Jeżeli f j est "na" i y E A,  
to  istniej e  b E P takie , że f (b) = y , skąd F(b) = F( (b , 0 ,  O , . . . ) ) = 

= f (b) + ° . a + . . . = y ,  więc F jest "na" . D 
Twierdzenie 6 .  Niech a będzie ustalonym elementem pierście

nia P. Wtedy przekształcenie F : P [x] -----t P dane wzorem F(w) = w (a) 
dla w E P[x] jest homomorfizmem pierścienia P[x] na pierścień P 
o jądrze (:r - a) . W szczególności 

P[xll (x - a) � P . 
Dowód. Przekształcenie f : P -----t P dane wzorem f (p) = p 

dla p E P j est homomorfizmem pierścienia P "na" pierścień P. Za
tem na mocy twierdzenia 5 mamy, że F j est homomorfizmem pier
ścienia P [x] "na" pierścień P. Zatem z twierdzenia o izomorfizmie 
P [.Tl I K er (F) � P. Ponadto F(x - a) = a - a = 0 , więc x - a E 
E K er (F) , skąd (x - a) � Ker (F) .  Niech teraz w E K er (F) .  Wtedy 
w = 0,0 + al X + . .  , + anxT! dla pewnych ao , al , . · . , aT! E P oraz 
ao + aj a + . . .  + anan = O . Stąd 
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w = (0,0 + a1X + . . . + anxn ) - (0,0 + ala + . . .  + anan ) = 
= al (x - a) + a2 (x2 - 0,2 ) + . . . + an (xn - an) . 

Ale xk - ak = (x - a) (xk- 1 + xk-2a + . . .  + xak-2 + ak- l ) dla 
k = 1 , . . . , n, skąd wynika, że w E (x - a) . Zatem Ker (F) = (x - a) 
oraz P[x] / (x - a) rv P. O 

Twierdzenie 7.  Niech f : A ---t B będzie homomorfizmem pier
ścienia A w pienkień B .  Wówczas przekształcenie F : A [x] ---t B[x] 
dane wzorem 

dla 0,0 , . . .  , an E A, n = 0 , 1 , . . .  jest homomorfizmem pierśc'i enia A [x] 
w pier'ścień B [x] . Ponadto Ker (F) = (KerU) )  oraz jeżeli f jest " na ", 
to F też jest " na " . 

Dowód. Ponieważ B j est podpierścieniem pierścienia B [x] , więc 
f j est homomorfizmem plersclenia A w pierścień B [x] . 
Podstawiając a = x w twierdzeniu 5 uzyskamy, że przekształcenie F 
dane wzorem ( 1 1 . 1 5 )  jest homomorfizmem pierścienia A[x] w pierścień 
B [:};] oraz (KerU) )  � Ker (F) .  Niech w E Ker (F) . Wtedy istnieją  
0,0 , . . .  , an E A takie, że w = 0,0  + a1X + . . .  + anxn oraz f (ao )  + 
+ f (adx + . . . + f (an )xn = ° oraz f(ai ) E B dla i = 0 , 1 , . . .  , n , skąd 
f (ai )  = 0 , czyli ai E KerU) dla i = O, . . .  , n . Zatem w E (KerU) ) .  
Stąd Ker (F) = (Ker U) ) .  Załóżmy, że f j est "na" i weźmy dowolne 
bo , · . .  , bn E B . Wtedy istnieją  0,0 , . . . , an E A takie , że bi = f (ai ) dla 
i = O , . . . , n ,  skąd bo + b 1x + . . . + bnxn = F(ao + alx + . . . + anxTl ) , 
czyli F j est "na" . O 
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Rozdział 1 2  

Ważne pierścienie 

1 2 .1 Dzielenie wielomianów 

Definicja 1 .  Niech P będzie pierścieniem, który może nie być 
dziedziną całkowitości . Powiemy, że w pierścieniu P[x] j est wykonalne 
dzielenie z resztą przez wielomian f E P[x] ' jeżeli dla każdego wie
lomianu g E P [x] istnieje  dokładnie jedna para (q ,  r) wielomianów 
q, r E P[x] taka, że g = q '  f + r oraz st (r )  < stU) · 

Uwaga 1 .  Ponieważ st (O) = - 00, więc dla powyższych f jest 
f i= o . 

Uwaga 2 .  Wielomian r nazywamy resztą, zaś q nazywamy niepeł
nyrn ilorazem z dzielenia wielomianu g przez wielomian f . 

Twierdzenie 1 .  Dla dowolnego pierścienia P i dla dowolnego wie
lomianu f E P [x] równoważne są warunki: 

(i) w pierścieniu P [x] jest wykonalne dzielenie z resztą przez wie
lomian f ;  

(ii) najstarszy współczynnik wielomianu f jest elementem odwra
calnym w P . 

Dowód. Niech stU)  = n i niech a będzie najstarszym współczyn
nikiem wielomianu f . 

( i )  =} (ii) Załóżmy, że w pierścieniu P[x] j est wykonalne dzielenie 
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z resztą przez wielomian i . Jeżeli a j est dzielnikiem zera w pierście
niu P, to istniej e  O =J. b E P takie , że b · a = O. Wtedy st (bI) < n oraz 
bi = b ·  i + O = o ·  i + bi i ( b, O) =J. (O ,  bI)  oraz st(O) < n, więc mamy 
sprzecznosc . Zatem a j est elementem regularnym w pierścieniu P. 
Z założenia istniej ą  wielomiany q ,  r E P[x] takie, że xn = q . i + r oraz 
st (T )  < n. Stąd q =J. O i ze stwierdzenia 1 z rozdziału 1 1  mamy, że 
st (q · f) = st (ą)  + st (J )  = st(ą) + n > st(r ) ,  więc n = st (q) + n, czyli 
st(ą)  = O. Zatem q E P i ą =J. O oraz ze stwierdzenia 1 z rozdziału 1 1  
naj starszym współczynnikiem wielomianu q . i + r j est ąa, więc ąa = 1 ,  
skąd a E P* . 

(i i) =? ( i ) Załóżmy, że a E P* . Wtedy istniej e  b E P takie ,  że ab = 1 
i a j est elementem regularnym w pierścieniu P. Niech ql , ą2 , rl , T2 E 
E P[x] będą takie , że st (rd , st(r2 )  < n oraz ql . i + rl = q2 . i + T'2 · 
\iV tedy (ąl - ą2 ) . i = r2 - rl ' Ale ze stwierdzenia 1 z rozdziału 1 1  j est 
st( (ąl - ą2 ) ' f) = st(ąl - ą2 )  + st (J)  = st (ql - ą2 )  +n oraz st (T2 - rd < n,  
więc stąd st ( ą l  - ą2 ) = - 00, czyli ą l  - ą2 = O . Zatem T'2 - rl = O oraz 
1'2 = 1' 1 i q2 = ą1 , a więc (ą2 , 1'2 ) = (ąl , rd · W ten sposób wykazaliśmy 
j ednoznaczność reszty i niepełnego ilorazu. 

Załóżmy teraz , że pewien wielomian z P[x] nie j est podzielny z resz
tą przez wielomian i. Wtedy istniej e  wielomian g E P[x] naj niższego 
stopnia m niepodzielny z resztą przez wielomian i . Jeżeli m < n, to 
g = O . i + g i mamy sprzeczność . Zatem m � n.  Niech c będzie 
naj starszym współczynnikiem wielomianu g i niech h = g - ebxm-n f .  
Ponieważ z e  stwierdzenia 1 z rozdziału 1 1  j est st( ebxm-n I)  = m -
-n + n = m i naj starszy współczynnik wielomianu ebxm-n i j est równy 
eba = c ·  1 = c, więc st(h) < m. Z minimalności m wynika, że istnieją  
wielomiany q1 , T E P[x] takie , ż e  h = q l  . i + r i st (r)  < n ,  skąd 
g = (cbxm-n + ql ) . i + r .  Zatem mamy sprzeczność . D 

Uwaga 3 .  Algorytm dzielenia wielomianów z resztą znany ze 
szkoły średniej j est dobry dla dowolnego pierścienia wielomianów. 

Uwaga 4 .  Wielomian i E P[x] o naj starszym współczynniku 
równym 1 nazywamy wielomianem unormowanym. Ponieważ 1 E P* , 
więc z twierdzenia 1 w pierścieniu P[x] j est wykonalne dzielenie z resztą 
przez wielomiany unormowane. 
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Twierdzenie 2. (Bezout ) .  Dla dowolnego wielomianu g E P[x] 
l dla dowolnego a E P reszta z dzielenia wielomianu g przez dwu
mian x - a jest równa g (a) , tzn. istnieje wielomian q E P[x] taki, że 
g = q '  (x - a) + g (a) . 

Dowód. Z uwagi 4 istnieją  q, r E P[x] takie , że g = q ' (x - a) + r i 
st(r) < 1 = st (x - a) . Stąd r E P i g (a) = q(a) . (a - a) + r = r ,  czyli 
r = g (a) i g = q '  (x - a) + g (a) . O 

Definicja 2 .  Niech f, g E P[x] . Powiemy, że wielomian f dzieli 
wielomian g w pierścieniu P[x] i piszemy f I g, j eżeli istniej e  wielomian 
h E P[x] taki ,  że g = f . h .  

Wniosek 1 .  Dla dowolnego wielomianu f E P[x] i dla dowolnego 
a E P mamy 

x - a I g w pierścieniu P[x] {::} g (a) = O . 

Dowód. Jeżeli x - a I g w pierścieniu P[x] , to istnieje  q E P[x] 
takie , że g = q . (.T - a) , skąd g (a) = q(a) . (a - a) = O .  Na odwrót , 
niech g (a) = O . Wtedy z twierdzenia Bezout istnieje  q E P[x] takie , że 
g = q . (x - a) , czy li x - a I g. O 

Stwierdzenie 1 .  Niech al , . . .  , an będą parami różnymi elemen
tami dziedziny całkowitości P. Wówczas dla dowolnego wielomianu 
f E P[x] równoważne są warunki: 

(i) (x - ad . . . . .  (x - an ) I f w pier.§cieniu P[x] ; 
(ii) f (ad = . . . = f (an) = O . 
Dowód. ( i )  =? (ii) Z założenia istniej e  h E P[:r] taki , że 

f = h ·  (x - ad . . . . .  ( .T - an ) ,  

skąd f (ad = h (ai ) . (ai - ad . . . . . (ai - ai ) . . . . . (ai - an ) = O dla 
i = 1 ,  . . .  , n . 

( ii) =? ( i )  Stosujemy indukcję względem n. Dla n = 1 teza wy
nika od razu z wniosku 1 .  Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnego 
naturalnego n i niech al , . . . , an+l  będą parami różnymi elementami 
pierścienia P takimi,  że f (a1 ) = . . . = f (an+ 1 ) = O . Wtedy z założenia 
indukcyjnego istniej e  g E P[x] takie, że f = g '  (x - ad · . . . · (x - an ) ' Ale 
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0 = f (an+1 ) = g (an+ l ) · (an+1 - ad ·  . . . · (an+l - an ) ,  więc ponieważ P j est 

dziedziną całkowitości ,  to g (an+d = O i z wniosku 1 istniej e  h E P[x] 
taki , że g = h ·  (x - an+d · Zatem f = (x - ad " . . ' (x - an ) ·  (x - an+ l ) , 
czyli (x - ad . . . . . (:r: - an+d I f . D 

Ze stwierdzenia 1 i ze stwierdzenia 1 z rozdziału 1 1  otrzymujemy 
natychmiast następujący 

W niosek 2 .  Niech P będzie dziedziną całkowitości i niech n E N. 
Wówczas każdy wielomian f E P[x] stopnia n posiada co najwyżej n 
różnych pierwiastków w pierścieniu P. D 

Wniosek 3 .  Niech P będzie nieskończoną dziedziną całkowitości .  
Wówczas wielomiany f, g E P[x] równe funkcyjnie są równe. 

Dowód. Z założenia f (a) = g (a) dla każdego a E P, więc 
U - g) ( a) = O dla każdego a E P. Stąd wielomian f - g ma nie
skończenie wiele pierwiastków w pierścieniu P. Zatem z wniosku 2 ,  
f - g = O ,  czyli f = g .  D 

Stwierdzenie 2 .  Niech A będzie podciałem ciała K. Wówczas dla 
dowolnych wielomianów f, g E A[x] z tego, że f I g w pierścieniu K[x] 
wynika, że f I g w pierścieniu A [x] . 

Dowód. Z założenia istniej e  h E K[x] takie , że g = h . f i z twier
dzenia 1 istniej ą  q, r E A[x] takie , że g = q '  f + r i st (r )  < stU) . 
Zatem w pierścieniu K[x] j est h ·  f + O = q '  f + r ,  więc z twierdzenia 1 , 
r = () i h = q. Stąd g = q . f i f I g w pierścieniu A[x] . D 

Twierdzenie 3 .  Niech f E P[x] będzie wielomianem stopnia n ;? 1 
o najstarszym współczynniku odwracalnym w pier'ścieniu P . Wówczas 
dla ideału I = U) = {f · g : g E P[x] } pierścienia P[x] mamy 

P[x] j 1 =  {ao + alX + . . . + an_ lXn- l + I : ao , al , . . .  , an- l E P} 
( 1 2 . 1 ) 

oraz dla dowolnych ao , . . .  , an- l , bo , . . . , bn- 1 E P:  

ao + . . . + an_ lXn- 1 + I = bo + . . .  + bn_ lxn-l + I {::} Vi=O, . . .  ,n- l ai = bi .  
( 1 2 . 2 )  
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Dowód. Niech g E P [x] . Wtedy z twierdzenia 1 istnieją  q ,  r E P [.T] 
takie , że st(r) < n oraz g = q . f + r ,  skąd g - r = q .  f E I ,  więc 
g + I = r + I. Ponadto istnieją  ao , al , . . . , an- l E P takie , że r = 
= 0,0 + al x + . . .  + an_ 1Xn- l , co dowodzi wzoru ( 1 2 . 1 ) .  

We wzorze ( 1 2 . 2 )  implikacja -{:= j est oczywista. Załóżmy, że ao , . . . 
. . .  , an - 1 , bo , · · · , bn-- l E p są takie , że ao + . . . +an_ 1Xn- l +1 = bo + · . · + 
+bn_ 1xn- 1 + 1 . Wtedy (ao + . . .  + an_ 1Xn- l ) _ (bo + . . .  + bn_ 1xn-- l ) E I , 
więc istniej e  g E P [x] takie, że r = (ao - bo ) + . . . + (an- l - bn_dxn- l = 
= g .  f ,  skąd O = g . f + (-r )  = o · f + O , więc z twierdzenia 1 , -r = O ,  
czyli ai = bi dla i = O ,  . . .  , n  - 1 . D 

Twierdzenie 4. Jeżeli K jest ciałem, to każdy ideał pierścienia 
K[:c] jest główny. 

Dowód. Niech I <J K[x] . Jeśli I = {O} , to I = (O ) . Niech dalej 
I ::f {O} . Wtedy w zbiorze I \ {O} istniej e  wielomian f minimalnego 
stopnia n . Stąd (1 )  <;;;: I, bo f E I. Jeżeli g E I, to z twierdzenia 1 
istniej ą q ,  r E K[x] takie , że g = q .  f +r i st (r) < n .  Ale r = g - q .  f E I ,  
więc z minimalności n j est r = O , czyli g = q . f E (1 ) . Zatem I <;;;: (1 )  
i ostatecznie I = (1 ) . D 

1 2.2 D ziedziny ideałów głównych 

Definicja 3. Dziedziną ideałów głównych ( w skrócie : d . i . g . ) nazy
wamy dziedzinę całkowitości , w której każdy ideał jest ideałem głów
nym . 

Przykład 1 .  Pierścień liczb całkowitych Z j est dziedziną ideałów 
głównych . 

Przykład 2 .  Z twierdzenia 4 wynika, że dla dowolnego ciała K 
pierścień K [x] j est dziedziną ideałów głównych . 

Twierdzenie 5 .  W dziedzinie ideałów głównych każdy niezerowy 
ideał pierwszy jest ideałem maksymalnym. 

Dowód. Niech I ::f {O}  będzie ideałem pierwszym dziedziny ide
ałów głównych P. Wówczas I -=I- p i istnieje a E P takie , że I = (a) . 

Ale I ::f {O} , więc a -=I- o .  Niech J <J P i I C J. Wówczas istniej e  b E P 
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takie, że J = (b) . Gdyby b E I , to J = (b) � I, skąd I = J i mamy 
sprzeczność . Zatem b tf. I . Dalej , a E (a) = I � J = (b) , więc istnieje  
t E P takie , że a = b . t .  Stąd b . t E I i b tf. I, więc z pierwszości 
ideału I, t E I i istniej e  x E P takie, że t = a . x. Zatem a = b ·  a . x 
i a f. O oraz P j est dziedziną, więc 1 = b · x E J, skąd J = P. Zatem 
I j est ideałem maksymalnym pierścienia P. D 

Z przykładu 2 i z twierdzenia 5 mamy natychmiast następujący 

W niosek 4. Dla dowolnego ciała K każdy niezerowy ideał pieT'71Jszy 
pierścienia K[x] jest ideałem maksymalnym pierścienia K[x] . D 

Twierdzenie 6 .  Jeżeli II � h � h � . . .  są ideałami dziedziny 
ideałów głównych P, to istnieje n takie, że In = ln+l = In+2 = . . .  

00 

Dowód. Niech I = U h · Wtedy h � I dla k = 1 , 2 ,  . . .  skąd 
k=1 

I f. 0. Weźmy dowolne x , y E I . Wtedy istnieją  k, l E N takie , że 
x E lk , Y E h więc dla m = max{k , l} mamy, że x, y E Im , skąd 
:1: - y E Im , czyli x - y E I .  Ponadto dla a E P j est ax E h ,  więc 
a:E E I. Zatem I <J P i P j est d . i .g . , więc istnieje  c E P takie , że 
I = (c) . Wtedy c E I , więc istniej e  naturalne n takie ,  że c E In , skąd 
I = ( c) � In � h � I dla wszystkich k � n . Zatem In = h dla 
wszystkich k � n . D 

1 2.3 Arytmetyka dziedzin całkowitości 

Od tej pory o wszystkich omawianych pierścieniach będziemy zakła
dali ,  że są one dziedzinami całkowitości . 

Definicja 4.  Niech a , b będą elementami pierścienia P. Powiemy, 
że a dzieli b w pierścieniu P, j eżeli istniej e  t E P takie , że b = a . t .  
Piszemy wtedy a I b .  

Przykład 3 .  Niech k E Z, f E Z [x] . Łatwo zauważyć, że k I f 
w Z [ :E] wtedy i tylko wtedy, gdy k dzieli (w pierścieniu Z) wszystkie 
współczynniki wielomianu f .  
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Uwaga 5 .  Dla dowolnych elementów a ,  b pierścienia P równoważne 
są warunki : 

( i )  a I b, ( i i )  b E (a) , (iii) (b) � (a) . 
Dowód. ( i )  ==> ( i i ) Istniej e  t E P takie , że b = at , skąd b E (a) . 
( i i ) ==> (iii) Istniej e  t E P takie , że b = at , skąd dla x E P, bx = 

= atx E (a) , czyli (b) � (a) . 
(iii) ==> ( i )  Ponieważ b E (b) i ( b) � (a) , więc b E (a) i istniej e  t E P 

takie. że b = at, skąd a I b . D 

Definicja 5 .  Powiemy, że elementy a, b pierścienia P są stowarzy
szone w P i piszemy a '" b, jeżeli a I b i b I a w P.  

Uwaga 6 .  Dla dowolnych elementów a , b pierścienia P równoważne 
są warunki : 

( i )  a '" b, ( ii) (a) = (b) , (iii) 3uEP* a = b'u , ( iv) 3vEP* b = av .  
Dowód. Z uwagi 5 mamy, ż e  (a) = (b) {? [ (a) � (b) i (b) � (a) ]  {? 

{? (b I a i a I b) {? a '" b. Dalej , dla u E P* istniej e  v E P* takie , że 
u/u = 1 ,  skąd wynika natychmiast równoważność warunków (iii) i ( iv) . 

( i )  ==> ( iii) Niech a '" b. 'Wtedy a I b i b I a ,  więc istnieją  x,  y E P 
takie , że b = ax i a = by . Jeśli b = 0 ,  to a = ° . y = ° i wystarczy 
wziąć 'u = 1 . Jeśli zaś b I 0, to b = byx , skąd 1 = yx , więc y E P* 
i wystarczy wziąć u = y . 

(iii) ==> ( i )  Niech a = bu dla pewnego u E P* . Wtedy b I a i istniej e  
u E P* takie, że b = av , skąd a I b . Zatem a "-' b. D 

Uwaga 7. Z uwagi 6 otrzymujemy od razu,  że relacja "-' j est relacją 
ró"vnoważności w pierścieniu P. 

Definicja 6 .  Element a pierścienia P nazywamy elementem roz
kładalnym w pierścieniu P,  j eżeli istnieją  niezerowe elementy nieod
wracalne x, y E P takie ,  że a = x . y .  

Przykład 4.  Wielomian f E K[x] , gdzie K j est ciałem, j est ele
mentem rozkładalnym w K[x] wtedy i tylko wtedy, gdy f j est iloczy
nem dwóch wielomianów g , h E K[x] dodatnich stopni , gdyż (K [x] ) *  = 
= K \ { O } .  Jeżeli stU) > 1 i istniej e  a E K takie, że f (a) = 0 , to 
z twierdzenia Bezout istniej e  g E K[x] takie ,  że f = g ' (x - a) . Wtedy 
stU) = st (g) + 1 ,  więc st (g) > ° i f j est elementem rozkładalnym 
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w K[x] . Stąd i z zasadniczego twierdzenia algebry wynika,  że w pier
ścieniu C[x] każdy wielomian stopnia co najmniej 2 j est elementem 
rozkładalnym w tym pierścieniu . Wielomian x4 + 4 E Q[x] nie po
siada nawet pierwiastka rzeczywistego , ale jest rozkładalny w Q[x] , bo 
;r;4 + 4 = (X2 + 2 ) 2 - (2X) 2 = (x2 + 2 - 2x) . (X2 + 2 + 2x) . 

Definicja 7. Niezerowy element nieodwracalny a pierścienia P 
nazywamy elementem nierozkladalnym w P, j eżeli a nie jest elementem 
rozkładalnym w P, tzn . dla dowolnych x, y E P z tego , że a = x . y 
wynika, że x E P* lub y E P* . 

Przykład 5 .  Niech K będzie ciałem i f E K[x] . Jeżeli stU) = l 
oraz g , h E K[x] są takie , że f = g . h, to l = st(g) + st(h) , skąd 
st (g) = ° lub st (h)  = O ,  czyli g E (K[x] ) *  lub h E (K [x] ) * . Zatem 
wielomian f stopnia l j est nierozkładalny w K[x] . 

Przykład 6 .  Niech K będzie ciałem i f E K[x] oraz stU) = 2 lub 
stU) = 3 . Pokażemy, że f j est nierozkładalny w K[x] wtedy i tylko 
wtedy, gdy f nie ma pierwiastka w ciele K. Jeżeli f jest nierozkładalny 
w K[x] ' to z przykładu 4 ,  f nie ma pierwiastka w K. Na odwrót , 
załóżmy, że f nie ma pierwiastka w K. Weźmy dowolne g , h E K[x] 
takie , że f = g · h  i st(g) :S; st (h) . Wtedy stU) = st (g) +st (h) ? 2st (g) . 
Ale stU) = 2 lub stU)  = 3 ,  więc stąd st (g) :S; l .  Jeśli st (g )  = l ,  to 
g = ax + b dla pewnych a , b E P, a =1= O, czyli g ( - � ) = O, więc też 
f( - �) = ° i mamy sprzeczność . Zatem st (g) = O, czyli g E (K[x] ) * i f 
j est elementem nierozkładalnym w K[x] . 

Lemat 1 .  Jeżeli a jest niezerowym elementem nieodwracalnym 
pierścienia P takim, że a nie jest iloczynem skończonej liczby elemen
tów nierozkladalnych, to istnieje b E P, które jest niezer·owym ele
mentem nieodwracalnym w P i nie jest iloczynem skończonej liczby 
elementów nierozkladalnych takie, że (a) C (b) . 

Dowód. Z założenia wynika, że a j est elementem rozkładalnym 
w P, więc istniej ą  niezerowe elementy nieodwracalne x , y E P takie , że 
a = xy . Jeżeli x = Xl · · · · · Xk , Y = YI · · · ·  · Yl , gdzie Xl , · · · , xk , Yl , · · · , Ył 
są elementarni nierozkładalnymi w P, to a = Xl · · ·  . · xk · Yl · . . .  · Yl , wbrew 
założeniu. Zatem można zakładać , że X nie jest iloczynem skończonej 
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liczby elementów nierozkładalnych w P.  Ponadto x I a , więc z uwagi 5 ,  
(a) � (x) . Jeśli (a ) = (x) , t o  z uwagi 6 istniej e  u E P*  takie , ż e  a = xu, 
skąd xu = xy , czyli y = u E P* i mamy sprzeczność . Zatem (a ) C (x) 
i wystarczy wziąć b = x . D 

Twierdzenie 7 .  W dziedzinie ideałów głównych P każdy niezeTowy 
element nieodwmcalny jest iloczynem skończonej liczby elementów nie
T"Ozkładalnych w P . 

Dowód. Gdyby tak nie było, to przez prostą indukcję z lematu l 
znaleźlibyśmy nieskończony ciąg elementów al , a2 ,  . . . pierścienia P 
taki ,  że (ad C (a2 ) C (a3 ) C . . . co przeczy twierdzeniu 6 .  D 

Wniosek 5 .  Dla dowolnego ciała K każdy wielomian 1 E K[x] 
dodatniego stopnia jest iloczynem skończonej liczby wielomianów nie
T"Ozkładalnych w K[xJ . D 

Twierdzenie 8 .  Jeżeli 1 E lR[x] jest wielomianem nieTOzkładal
nym w pieTścieniu lR[x] , to stU) = l lub stU) = 2 . 

Dowód. Załóżmy, że tak nie j est . Wtedy istniej e  1 E lR[x] nie
rozkładalny w lR[x] taki , że stU) � 3. Z zasadniczego twierdzenia 
algebry wynika, że istniej e  Zo E C takie , że I (zo ) = O. Ponadto z przy
kładu 4 j est , że Zo rf. lR, więc Zo =1= zo o Ale 1 = anxn + an_ 1 Xn- 1 + 
+ . . .  + al X + ao dla pewnych liczb rzeczywistych ao , . . . , an , więc 

= anz� + an_ l zg- 1 + . . . + a1 Z0 + ao = I (zo ) = O = o . 

Niech h = (x - zo ) . (x - zo ) = X2 - (zo + zo )x + ZoZo .  Ponieważ 
Zo + Zo , zozo E lR, więc h E lR[x) . Ponadto ze stwierdzenia 1 wynika, że 
h I f w pierścieniu C[x] .  Ale h , 1 E lR[x] , więc ze stwierdzenia 2, h I 1 
w pierścieniu lR[x) . Zatem istnieje g E lR[x) takie ,  że 1 = h . g ,  skąd 
stU) = st (h) + st (g) = 2 + st (g) . Ale stU) � 3 ,  więc st (g) > O ,  co 
przeczy temu, że 1 j est nierozkładalny w lR[x] . Zatem stU) = 1 lub 
stU) = 2 . D 

Z twierdzenia 8 i z wniosku 5 wynika od razu następujące 
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Twierdzenie 9.  Każdy wielomian dodatniego stopnia o współ
czynnikach rzeczywistych jest iloczynem skończonej liczby wielomianów 
o współczynnikach rzeczywistych stopni � 2 .  D 

Z przykładów 4 i 5 oraz z twierdzenia 8 i wniosku 5 mamy od razu 
następuj ące 

Twierdzenie 1 0 .  Każdy wielomian dodatniego stopnia o współ
czynnikach zespolonych jest iloczynem skończonej liczby czynników li
niowych. D 

Uwaga 8 . Na mocy przykładu 6 wielomian f = ax2 + bx + c  E R[x] 
stopnia 2 j est nierozkładalny w pierścieniu R[x] wtedy i tylko wtedy, 
gdy f nie ma pierwiastka w R, czyli gdy � = b2 - 4ac < O . 
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Rozdział 1 3  

Rozkłady elementów 

pierścienia na czynniki 

1 3.1 Wielomiany nierozkładalne w pier

ścieniach Z[x] i Q[x] 
Twierdzenie 1 .  Niech p będzie liczbą pierwszą i niech f, g E Z [x] . 

Jeżeli w pierścieniu Z[x] p I f . g ,  to P I f lub p I g .  
Dowód. Z założenia istnieje  h E Z[x] takie , ż e  f · g = p .  h. Ponadto 

przekształcenie T : Z [x] ----t Zp [x] dane wzorem 

T(anxn + an_ lxn- l + . . .  + alX + ao )  = 

= [an]pxn + [an_ l ]pxn- l + . . .  + [al ]px + [ao] p  

j est homomorfizmem pierścieni o j ądrze (p) . Stąd TU) . T(g) = O 

w pierścieniu Zp [x] . Ale Zp j est ciałem, gdyż p j est liczbą pierwszą, 
więc Zp [x] j est dziedziną całkowitości ,  skąd TU) = O lub T(g)  = O, 

czyli f E (p) lub g E (p) . Zatem p I f lub p I g w pierścieniu Z [x] . D 

Definicja 1 .  Powiemy, że wielomian 

f = anxn + an_lxn- l + . . .  + al x + ao E Z [x] 

j est wielomianem pierwotnym, j eżeli (ao , al , . . .  , an ) = 1, tzn . j eżeli nie 
istniej e  liczba pierwsza p taka, że p I f w pierścieniu Z[x] . 
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Z twierdzenia 1 wynika od razu następuj ący 

Lemat Gaussa. Iloczyn wielomianów pierwotnych jest wielomia
nem p ierwotnym. D 

Twierdzenie 2 .  Niech i E Z[x] będzie wielomianem pier·wotnym. 
Wówczas równoważne są warunki: 

(i) i jest wielomianem nierozkładalnym w pierścieniu Z[x ] ,  
(ii) i jest wielomianem nierozkładalnym w pier'ścieniu Q[x] . 
Dowód. ( ii) =} (i ) Załóżmy, że i j est wielomianem nierozkładal-

nym w pierścieniu Q[x] . Wtedy stU) = n � 1 .  Jeżeli i = g . h dla 
pewnych g, h E Z [x] , to g E Q* lub h E Q* , skąd g E Z \ {O }  lub 
h E Z \ { O } .  Można zakładać , że g E Z \ {O} . Jeśli g � Z* = { l , - l } ,  
to I g l > 1 ,  więc istnieje  liczba pierwsza p taka, że p l g w pierścieniu Z, 
skąd p l i w pierścieniu Z [x] i mamy sprzeczność . Zatem g E Z* , skąd 
wynika, że i j est wielomianem nierozkładalnym w pierścieniu Z [.T] . 

( i) =} ( ii) Załóżmy teraz , że i j est wielomianem nierozkładalnym 
w pierścieniu Q[x] . Ponieważ i j est wielomianem pierwotnym, więc 
stąd stU) � 1 . Załóżmy, że i nie jest wielomianem nierozkładalnym 
w pierścieniu Q[x] . Istnieją  wtedy wielomiany g, h E Q[x] dodatnich 
stopni takie , że i = g '  h. Wtedy istnieją  liczby naturalne k ,  l takie, że 
kg , lh E Z [x] oraz ( k l ) i = ( kg) ·  ( lh) . Istniej e  zatem najmniejsza liczba 
naturalna s taka, że wielomian si jest iloczynem dwóch wielomianów 
cjJ ,  'l!) E Z [x] dodatnich stopni .  Jeżeli s > 1 ,  to istnieje  liczba naturalna p 
taka, że p I s .  Wtedy z twierdzenia 1 ,  p I cjJ lub p I '1/) w pierścieniu Z [x] . 
Bez zmniejszania ogólności możemy zakładać , że p I cjJ.  Wtedy !!. i = p 
= ( !t )  . 'ljJ i mamy sprzeczność z minimalnością s .  Zatem s = 1 oraz p 
f = cjJ . 'ljJ .  Ale st(cjJ) , st ('ljJ ) � 1 oraz (Z [x] ) * = Z* = { l , - l } ,  więc marny 
sprzeczność z nierozkładalnością wielomianu f w pierścieniu Z [x] . D 

Twierdzenie 3 .  Jeżeli wielomian unormowany i E P[x] jest ele
mentem rozkładalnym w pierścieniu P[x] , to istnieją wielomiany unor
mowane g ,  h E P[x] dodatnich stopni takie, że i = g . h .  

Dowód. Z założenia istnieją  wielomiany niezerowe nieodwracalne 
gl , hl E P[x] takie , że i = gl . hl ' Niech a będzie naj starszym współ
czynnikiem wielomianu gl , zaś b niech będzie najstarszym współczyn-
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nikiem wielomianu hl ' Wtedy z założenia 1 = ab ,  skąd a ,  b E P* � 
� (P  [1;] ) * . Zatem st(gl ) ,  st (hl ) ;?  1 oraz bgl , ahl są wielomianami unor
mowanymi dodatnich stopni i (bg1 )  • (ahl ) = (ab )gl . hl = gl ' h l = f .  O 

U waga 1 .  Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3 j est także praw
dziwe , bo (P [x] ) *  = P* . 

Twierdzenie 4 (kryterium Eisensteina) . Niech 1 = anxn + 
+an� lXn� l + . . .  + alX + ao E Z[x] będzie wielomianem pierwotnym 
stopnia n ;? 1 .  Jeżeli istnieje liczba pierwsza p taka, że p f an 7 P I ai dla 
i = 0 , 1 ,  . . . , n  - 1 omz p2 f ao , to 1 jest wielomianem nierozkładalnym 
w pier.ścieniach Q[x] i Z[x] . 

Dowód. Dla n = 1 teza j est oczywista na mocy pierwotności wie
lomianu l .  Niech dalej n ;? 2 i załóżmy, że 1 j est rozkładalny w Q[x] . 
Wtedy z twierdzenia 2 mamy, że 1 j est rozkładalny w pierścieniu Z [x] . 
Z pierwotności 1 wynika, że istniej ą  wielomiany g ,  h E Z[x] dodatnich 
stopni takie , że 1 = g . h. Niech g = bs:rs + bs� lXs� l + . . . + bl x + bo , 
bs :f O oraz h = crxr + Cr� IXr� l + . . .  + CIX + co , Cr :f O . Wtedy 
s + r = n i cr bs = an oraz baco = ao .  Stąd z pierwszości p mamy, 
że p I bo lub p I co · Bez zmniej szania ogólności rozważań możemy 
zakładać , że p I bo · Ponieważ p2 f ao , więc stąd p ł co .  Ponadto 
p ł an , więc p ł bs i p ł Cr ' Istnieje  zatem największa nieujemna 
liczba całkowita k � s - l  taka, że p I bk . Ponadto k + 1 � s < n, 

k+l k 
więc p I aHl = L bi Ck+l�i = L biCk+l �i + bk+I CO . Ale p I bi dla 

i=O i=O 
i = O, l, . . . , k , więc p I bH1CO i P f co , więc p I bk+1 i mamy sprzeczność 
z maksymalnością k . Oznacza to, że wielomian 1 j est nierozkładalny 
w pierścieniu Q[x] i na mocy twierdzenia 2 1  j est nierozkładalny w pier
ścieniu Z [x] . O 

Wniosek 1 .  W pierścieniu Q[x] istnieją wielomiany nierozkła
dalne dowolnego dodatniego stopnia. 

Dowód. Dla naturalnych n wielomian In = x1l + 2 j est nierozkła
dalny w pierścieniu Q[x] na mocy kryterium Eisensteina przy p = 2 . O 
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Elementy pierwsze 

Definicja 2 .  Powiemy, że niezerowy element nieodwracalny a pier
ścienia P j est elementem pierwszym w P, j eżeli dla dowolnych x, y E P 
z tego ,  że a I xy wynika, że a I x lub a I y . 

Twierdzenie 5 .  Każdy element pierwszy pierścienia P jest ele
mentem nierozkładalnym w P. 

Dowód. Niech p będzie elementem pierwszym pierścienia P.  
Wtedy p =1= O i P � P* . Weźmy dowolne x ,  y E P takie , ż e  p = xy . 
Wtedy p I xy ,  więc P I x lub p I y . Zatem x = pt lub y = pt dla 
pewnego t E P. Stąd p = pty lub P = xpt, więc 1 = ty lub 1 = xt , 
czyli Y E P* lub x E P* . Zatem p j est elementem nierozkładalnym 
w pierścieniu P. D 

Uwaga 2 .  Nie zawsze element nierozkładalny jest elementem 
pierwszym. Mianowicie P = Z + (X2 ) j est podpierścieniem dziedziny 
całkowitości Z [x] i można wykazać , że a = x2 j est elementem ni ero z
kładalnym w pierścieniu P, ale nie jest elementem pierwszym w P.  

Twierdzenie 6 .  Dla dowolnego niezerowego elementu p pierście-
nia P równoważne są warunki: 

(i) p jest elementem pierwBzym w P, 
(ii) ideał (p) jest pierwBzy w P.  
Dowód. (i) � (ii) Z założenia p � P* ,  więc 1 � (p) ,  czyli (p) =1= P .  

Niech a ,  b E P będą takie , ż e  ab  E (p) .  Wtedy p I ab, więc z pierw
szości p, p I a lub p I b, czyli a E (p) lub b E (p) . Zatem (p) j est ideałem 
pierwszym w P. 

(ii ) � ( i) Z założenia (p) =1= P, więc 1 � (p) , czyli p � P* . Ponadto 
z założenia p =1= O . Weźmy dowolne x, y E P takie, że p I xy . Wtedy 
.Ty E (p) ,  więc z pierwszości ideału (p) ,  x E (p) lub y E (p) , czyli p I x 
lub p I y . Zatem p j est elementem pierwszym w pierścieniu P. D 

Twierdzenie 7 .  W dziedzinie ideałów głównych każdy element 
nierozkładalny jest elementem pierwszym. 

Dowód. Niech a E P będzie elementem nierozkładalnym w dzie
dzinie ideałów głównych P. Wtedy a =1= O i a � P* , skąd 1 � (a) , więc 
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(a) o/: P .  Niech l <l P oraz (a ) C l . Wtedy istnieje b E l takie , że 
l = (b) , więc (a) C ( b) . Zatem b I a i istniej e  t E P takie ,  że a = bt . 
Stąd z nierozkładalności a mamy, że b E P* lub t E P* . Jeśli t E P* , 
to a rv b, skąd (a) = (b) i mamy sprzeczność . Zatem b E P* ,  skąd 
1 E (b) , czyli (b) = P. Zatem (a) j est ideałem maksymalnym w P. 
Stąd (a) j est ideałem pierwszym w P i na mocy twierdzenia 6 ,  a j est 
elementem pierwszym w P. D 

1 3.2 D ziedziny z jednoznacznością roz

kładu 

Definicja 3 .  Niech a będzie niezerowym elementem nieodwracal
nym dziedziny całkowitości P. Powiemy, że a ma rozkład jednoznaczny 
'UJ P, j eżeli a = Pl . . . . . Pn dla pewnych nierozkładalnych elementów 
Pl , . . . , Pn pierścienia P oraz j eśli ąl , . . . , ąs są elementami nierozkła
dalnymi w P takimi , że a = ąl . . . . . ąs , to s = n oraz po ewentualnej 
permutacj i indeksów uzyskamy, że Pi rv ąi dla i = 1, . . . , n . 

Definicja 4.  Powiemy, że dziedzina całkowitości P j est dziedziną 
z jednoznacznością rozkładu, j eżeli każdy niezerowy element nieodwra
calny pierścienia P ma rozkład j ednoznaczny. 

Twierdzenie 8 .  W dziedzinie z jednoznacznością rozkładu każdy 
element nierozkładalny jest elementem pierwszym. 

Dowód. Niech P będzie elementem nierozkładalnym dziedziny 
z j ednoznacznością rozkładu P.  Weźmy dowolne x ,  y E P takie , że 
P I xy . Jeśli x = O, to P I x ,  j eśli y = O, to P I y . Możemy zatem dalej 
zakładać ,  że x o/: O i Y o/: O . Istniej e  t E P takie, że xy = tp . Jeśli 
:r E P* , to y = x- I tp, skąd P I y . Jeśli y E P* , to analogicznie P I x .  

Niech dalej x tJ P* i Y tJ P* . Wtedy x = ąl . ' " . ąr , Y = tl . . . . . ts 
dla pewnych elementów nierozkłada.lnych ąl , . . . , ąr , t l : . . . , ts pierście
nia P. Zatem tp = ąl . . . . . ąr . t l . . . . . ts ' Ale w rozkładzie tp na 
czynniki nierozkładalne występuje  P, więc z jednoznaczności rozkładu 
elementu tp mamy, że P rv ąi dla pewnego i :::::; r ,  skąd P I x lub P rv tj 
dla pewnego j :::::; s ,  skąd P I y . Zatem P j est elementem pierwszym 
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w pierścieniu P. O 

Twierdzenie 9 .  Niech P będzie dziedziną całkowitości, w któ
rej każdy element nierozkładalny jest elementem pierwszym. Wówczas 
równoważne są warunki: 

(i) P jest dziedziną z jednoznacznością rozkładu, 
(ii) każdy niezerowy element nieodwracalny pierścienia P jest ilo

czynem skończonej liczby elementów nierozkładalnych w pierścieniu P .  
Dowód. ( i )  =} ( i i )  Oczywiste .  (ii) =} ( i )  Niech zachodzi ( ii ) , ale nie 

zachodzi ( i ) . Wtedy istniej e  niezerowy element nieodwracalny a E P 
rozkładający się na iloczyn najmniejszej liczby elementów nierozkła
dalnych Pl , . . .  , Pn i nie posiadający jednoznacznego rozkładu w P. 
Zatem istniej ą  elementy nierozkładalne ąl , . . . , ąs pierścienia P takie ,  
że a = ąl . . . . . ąs = Pl · . . . · Pn oraz nie można spermutować elementów 
Pl , ' "  , Pn tak aby Pi '" ąi dla i = 1 , . . .  , n lub n =f- s .  Z założe
nia n � s. Jeżeli n = 1 ,  to s = 1 ,  skąd ąl = Pl i mamy sprzecz
ność . Zatem n > 1 .  Ponadto Pn jest elementem pierwszym w P oraz 
Pn I ąl . . . . . ąs , więc dla pewnego i � s, Pn I ąi · Bez zmniejszania 
ogólności można zakładać , że i = s, tzn . Pn I ąs . Stąd z nierozkładal
ności Pn i ąs mamy, że Pn '" ąs , czyli ąs = PnU dla pewnego u E P* 
oraz ąl . . . . . ąs-2 . (ąs- IU) = Pl . . . . . Pn- l '  Ale ąs- lU  j est elementem 
nierozkładalnym w P, więc z minimalności n mamy, że n - l = s - l , 
skąd n = s .  Ponadto po ewentualnej permutacj i  indeksów Pi '" ąi dla 
i = 1 ,  . . .  , n - 2 i Pn- l '" ąs- IU '" ąs- l '  Stąd Pi '" ąi dla i = 1 ,  . . .  , n 
i mamy sprzeczność . O 

Z twierdzeń 7 i 9 oraz z twierdzenia 7 z rozdziału 1 2  wynika od 
razu następujący 

Wniosek 2. Każda dziedzina ideałów głównych jest dziedziną 
z jednoznacznością rozkładu.  O 
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C iała i ich własności 

14.1  Charakterystyka ciała 

Określenie ciała i własności działań w ciele były omówione na algebrze 
liniowej . Niech (K, +, . ,  0 , 1 )  będzie ciałem. Przypomnijmy, że iloczyn 
elementu a E K przez liczbę naturalną określamy następująco : 

1 ·  a = a oraz (n + 1 ) . a = n · a + a dla n = 1 , 2 ,  . . . 

Zatem n . a = a + . . .  + a . 
"---v--" 

n 
Jeżeli istnieje liczba naturalna n taka, że n · 1 = O w ciele K,  to naj-

mniejszą taką liczbę naturalną n nazywamy charakterystyką ciała K. 
Jeżeli takiej liczby naturalnej nie ma ,  to  mówimy, że  ciało K ma cha
rakterystykę O .  Charakterystykę ciała K oznaczamy przez ch(K) . 

Twierdzenie 1 .  Jeżeli n jest charakterystyką ciała K i n E N, to 
n jest liczbą pierwszą. 

\ 

Dowód. Załóżmy, że n nie j est liczbą pierwszą. Ponieważ O -I=- 1 
w K oraz 1 · 1 =  1 ,  więc n > 1 i istnieją  k ,  l E N takie, że 1 < k ,  l < n 
oraz n = k . l . Wtedy O = n . 1 = (k  . l ) . 1 = J + 1 + . . .  + 1, = 

V' 
kl (�;_:!J) . (� = (k · 1 ) · ( l · 1) i K jest ciałem , więc 

k l 

1 1 1  
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k · 1  = O lub 1 · 1 = O .  Ale k ,  l < n, więc mamy sprzeczność z określeniem 
charakterystyki n ciała K. D 

Przykład 1 .  Dla dowolnej liczby pierwszej p ciało Zp ma charak
terystykę p, bo dla k E N, k < p j est k · 1 = 1 EBp . . . EElp 1 = k #- O oraz 

"-v--" k 
p ' 1 = ! EBp . . .  EElp 1

" 
= �p = (P]p = O . 

; p 

Przykład 2 .  Ciało Q ma charakterystykę O ,  bo dla n E N j est 
n · 1 = n #- O . 

Twierdzenie 2 .  Każde ciało skończone ma dodatnią charaktery-
8tykę· 

Dowód. Niech K będzie ciałem skończonym o m elementach . 
Wówczas elementy 1 . 1 ,  2 · 1 ,  3 ·  1 ,  . . . , m . 1 ,  (m + 1 ) . 1 nie mogą 
być parami różne. Zatem istnieją  liczby naturalne i > j takie , że 
i · 1  = j . 1 .  Stąd ( i - j) . 1 = O . Ale i - j E N, więc ch(K) E N, czyli 
ch (K) > O .  D 

14.2 Podc iała i c iała proste 

Definicja 1 .  Niech (K, + , ' ,  0 , 1 )  będzie ciałem i niech L � K. 
Powiemy, że L jest podciałem ciała K, jeżeli L tworzy ciało ze względu 
na wszystkie działania określone w K, tzn . gdy O, 1 E L oraz dla 
dowolnych a, b E L mamy, że -a E L, a + b E L, a · b E L i dla a #- O 
. . l L Jest , ze a E . 

Twierdzenie 3 .  Zbiór L � K jest podciałem ciała K wtedy i tylko 
wtedy, gdy 1 E L oraz dla dowolnych a, b E L jest a - b E L i dla 
dowolnych a,  b E L takich, że b #- O jest % E L .  

Dowód. =} Załóżmy, ż e  L jest podciałem ciała K.  Wtedy 1 E L .  
Niech a ,  b E L .  Wtedy -b  E L,  stąd a - b = a + (- b) E L.  Niech 
a, b E L, b #- O. Wtedy i E L, więc % = a · i E L .  

<= Na odwrót , 1 E L,  więc O = 1 - 1 E L. Niech a ,  b E L.  Wtedy 
-b = O - b E L oraz a + b = a - (-b) E L. Ponadto dla b = O j est 
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a . b = O E L, a dla b 1= O ,  t E L, bo  1 E L, więc T = a . b E L. Zatem 
b 

L jest podciałem ciała K. D 

Uwaga 1 .  Z określenia charakterystyki ciała wynika od razu ,  że 
j eżeli L j est podciałem ciała K, to ch(L) = ch(K) .  

Definicja 2 .  Jeżeli ciało K nie posiada podciał różnych od K, to 
mówimy, że K j est ciałem prostym. 

Przykład 3. Zauważmy, że Q j est ciałem prostym. Rzeczywiście ,  
niech K � Q będzie podciałem ciała Q. Wówczas 1 E K. Jeżeli dla 
pewnego n E N j est n E K, to n + 1 E K, stąd przez indukcję mamy, 
że N � K .  Ale O E K i dla n E N j est , że -n E K, bo n E K, więc 
IZ � K. \iVeźmy dowolne q E Q. Wówczas istniej ą  n E IZ i k E N takie , 
że q = � .  Ale n ,  k E K i k 1= O , więc q E K. Stąd Q � K, czyli 
K = Q. 

Przykład 4. Dla dowolnej liczby pierwszej p, IZp j est ciałem pro
stym. Rzeczywiście , niech K � IZp będzie podciałem ciała IZp . Wów
czas 1 E K,  stąd 1 EBp 1 = 2 E K, więc też 3 . 1 E K itd . W końcu 
l ,  2 ,  . . .  , p - l , O E K, czy li K = IZp-

Twierdzenie 4. Jedynymi ciałami prostymi z dokładnością do 
izomorfizmu są Q i IZp dla p będących liczbami pierwszymi. 

Dowód. Niech K będzie ciałem prostym . Jeżeli ch(K) = O, to dla 
n E N mamy, że n ·  1 1=  O, więc dla m E Z, n E N mamy, że 7:.-; E K. 
Łatwo sprawdzić , że wówczas zbiór L = { 7:.'; : m E Z ,  n E N} jest 
podciałem ciała K, skąd L = K. Ponadto przekształcenie f : Q ---+ L 
dane wzorem f ( 7: )  = 7:.'; dla m E IZ, n E N j est izomorfizmem ciał . 
Stąd K � Q. 

Niech teraz ch(K) = p > O .  Z twierdzenia 1 p j est liczbą pierwszą· 
Łatwo zauważyć , że wtedy M = {O ·  1 ,  1 · 1 ,  . . .  , (p- l ) · l }  jest podciałem 
ciała K, skąd K = M. Ponadto przekształcenie g : IZp ---+ M dane 
wzorem g (k )  = k · 1 dla k E IZp jest izomorfizmem ciał , więc K � IZp .  D 

Uwaga 2 .  Z dowodu twierdzenia 4 wynika, że j eśli ciało K ma 
charakterystykę O, to istniej e  w nim podciało izomorficzne z ciałem Q, 
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a j eżeli ciało K ma charakterystykę p > O ,  to istnieje  w nim podciało 
izomorficzne z 7lp i j est to najmniejsze (w sensie inkluzj i )  podciało 
ciała K. 

Definicja 3 .  Jeżeli L jest podciałem ciała K , to mówimy, że K 
jest 'rOzszerzeniem ciała L.  

Uwaga 3 .  Jeżeli ciało K j est rozszerzeniem ciała L ,  to K j est 
przestrzenią liniową nad ciałem L, j eżeli dla a E K, a E L określimy 

a o  a = a ·  a ,  
gdzie · oznacza mnożenie w ciele K. Moc dowolnej bazy K nad L 
oznaczamy przez (K : L) i nazywamy stopniem rozszerzenia L � K. 
Jeżeli (K : L) j est liczbą naturalną, to  mówimy, że K j est skończonym 
'rOz8zerzeniem ciała L .  

Twierdzenie 5 .  Jeżeli K jest ciałem 8kończonym, t o  istnieją 
liczba pierw8za p oraz liczba naturalna n takie, że ch(K) = p i I K I  = pn . 
Jeżeli L je8t podciałem ciała K, to i8tnieje m E N takie, że m I n oraz 

I L I  = pm . 
Dowód. Z twierdzeń 1 i 2 wynika, że istnieje  liczba pierwsza p 

taka, że ch(K) = p. Niech L będzie podciałem ciała K. Wtedy K j est 
przestrzenią liniową nad ciałem L. Ale K j est skończone , więc istnieje  
baza {al , . . . , as } K nad L .  Każdy element należący do K może być 
zapisany j ednoznacznie w postaci kombinacj i liniowej elementów tej 
bazy. Zatem I K I  = lV I = I L l s . 

Z uwagi 2 istniej e  podciało F takie , że I F I  = p. Stąd IK I  = pn 

dla pewnego n E N. Jeżeli L jest dowolnym podciałem ciała K, to 
z uwagi 2 F � L, więc I L I  = pm dla pewnego m E N. Ale pn = IK I  = 
= I L l s  = pms dla pewnego s E N, więc n = ms i m I n . O 

Twierdzenie 6 .  Niech K będzie ciałem dodatniej charakterY8tyki p .  
Wówczas d la  dowolnych a ,  b E K: 

Dowód. Ze wzoru Newtona mamy 
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(a + b)P = aP + li' + � (�) . a' . Ii'�k . 

Ale z elementarnej teorii liczb dla k = 1 ,  . . .  , p - l mamy, że p I (�) , 
więc (�) = P · lk , lk E N. Zatem (�) · 1  = (p · lk ) · l  = lk · (p · 1 )  = lk ' O  = O ,  
stąd wynika teza. D 

Uwaga 4.  Z twierdzenia 6 przez prostą indukcję  uzyskujemy, że 
jeżeli K j est ciałem dodatniej charakterystyki p, to dla n E N i a, b E K 
zachodzi wzór: 

Przykład 5. (C : lR) = 2, to { l ,  i }  jest bazą C nad R Natomiast 
(lR : Q) = 00, bo lR jest nieprzeliczalne , a Q jest przeliczalne . 

1 4.3 Ciało ułamków 

Każdy podpierścień ciała jest dziedziną całkowitości . Okazuj e się , że 
także każda dziedzina całkowitości j est podpierścieniem pewnego ciała. 

Definicja 4.  Powiemy, że ciało K jest ciałem ułamków dziedziny 
całkowitości P , j eżeli 

( i )  P j est podpierścieniem K oraz 
(ii) każdy element ciała K można zapisać w postaci % dla pewnych 

a, b E P, b =I- o .  

Przedstawimy teraz konstrukcję ciała ułamków dowolnej dziedziny 
całkowitości P . Niech 5 = P x (P \ {O} ) . W zbiorze 5 określamy 
relację  rv przyjmując ,  że dla dowolnych (al , bl ) '  (a2 ' b2 ) E 5:  

Sprawdzimy, że rv j est relacją równoważności w 5 :  

1 0  Jeżeli (a ,  b) E 5 ,  to a . b = a · b więc (a ,  b) rv (a , b) . 
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2° Jeżeli (a , b) ,  (c ,  d) E S oraz (a ,  b) ('.J (c, d) to a ·  d = c ·  b . Stąd 
c ·  b = a ·  d ,  czyli (c , d) ('.J (a ,  b) . 

3° Jeżeli (al , b1 ) ,  (a2 , b2 ) ,  (a3 , b3 ) E S są takie , że (al , bd ('.J (a2 , b2 ) 
oraz (a2 , b2 ) ('.J (a3 , b3 ) ,  to al . b2 = a2 . bl i a2 . b3 = a3 . b2 , stąd 
al . b2 . b3 = a2 ' b1 . b3 i a2 · b3 . bl = a3 · b2 . bl , więc al . b2 . b3 = a3 · b2 . bl ·  
Ale b2 i= O i P jest dziedziną całkowitości , więc al . b3 = a3 . bl , 
stąd (al , bd ('.J (a3 , b3 ) . 

Klasę abstrakcj i o reprezentancie (a ,  b) E S będziemy oznaczali 
przez % . Zbiór wszystkich klas abstrakcj i relacj i  ('.J będziemy oznaczali 
przez Po . 

Zauważmy najpierw, że dla (a ,  b) E S i O i= d E P jest % = �:d . 
Rzeczywiście , a · ( b · d) = (a · d) · b stąd (a ,  b) ('.J (a · d, b · d) ,  więc % = d. 

Dla (a , b) E S mamy też , że % = � <:::} a = O .  Rzeczywiście, dla 
a = O j est a ·  1 = O = O ·  b , więc (a, b) ('.J (0 , 1 ) ,  stąd % = �. Jeżeli zaś 
% = � , to (a , b) ('.J ( 0 , 1 ) ,  skąd a ·  1 = o ·  b, czyli a = o . 

Niech 1 = t i O = � .  Ponieważ O i= 1 w P, więc z naszych rozważań 
wynika, że O i= 1 w K.  

Określamy teraz w Po dodawanie i mnożenie przy pomocy wzorów : 

al a2 al . b2 + a2 . bl 
b; 

+ 
b2 

= 
bl . b2 

( 1 4 . 1 ) 

( 1 4 . 2 )  

Sprawdzimy, że  te określenia nie zależą od wyboru reprezentantów 
klas . Niech (al , bl ) ,  (xl , Yd ,  (a2 , b2 ) ,  (X2 , Y2 ) E S  oraz (al , bd ('.J (Xl , YI ) ,  
(a2 , b2 ) rv (X2 , Y2) . Wtedy al . Yl = Xl . b1 i a2 . Y2 = X2 . b2 .  Musimy 
udowodnić , że wówczas (al · b2 + a2 . bl , b1 . b2 ) ('.J (Xl · Y2 + X2 . yl , Yl . Y2 ) i 
(a l · a2 , bl . b2 ) rv (Xl · X2 , Yl . Y2 ) ,  czyli że (al · b2 + a2 . bd . Yl Y2 = 
= (X: I Y2 + X2Yl ) . bl . b2 i al . a2 . Yl . Y2 = Xl . X2 . bl . b2 . Ale 
al . a2 . Yl . Y2 = (al · Yl ) . (a2 . Y2 ) = Xl . b1 . X2 . b2 = Xl . X2 . bl . b2 oraz 
(al . b2 + 0,2 . bl ) . YlY2 = (alYd . b2Y2 + (a2Y2 ) . bl Yl = Xl . b1 . b2 . Y2 + 
+:C2 . b2 . bl . Yl = (X l · Y2 + X2 . Yd . bl . b2 , więc wzory ( 1 4 . 1 )  i ( 1 4 . 2 ) są 
dobrze określone . 

Teraz udowodnimy, że (K, +,  · , 0 , 1 )  jest ciałem. W tym celu spraw
dzamy spełnienie aksjomatów ciała: 
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_ a l ·b2 ·b3 +a2 · b l · b3 +a3 · bl ·b2  
- b l ·b2 · b3 ' 

1 1 7  

b a l + a2 _ a l  + a2 d ' � + � _ a l · b+a2 · b _ (a l +a2 ) · b _ al + a2 
O b b - b , g yz b b - b2 - b · b  - b . 

Ponadto 

_ a l · b2 · b3 +a2 ·b3 · b l  +a3 · b 2 · b l  
- b l ·b2 · b3 

więc dodawanie j est łączne. 

więc dodawanie j est przemienne. 

3. Niech (a, b) E S. Wtedy O = % oraz % + O = % + % = ato = % ' 
więc O j est elementem neutralnym dodawania. 

4 . Niech (a ,  b) E S. Wtedy (-a ,  b) E S oraz % + -
b
a = 

a+1- a) 
= % = O . 

Zatem _ ( %) = (�a) . 

5 .  Niech (al , bd , (a2 , b2 ) ,  (a3 , b3 ) E S. Wtedy 
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1 1 8  Wykłady z algebry ogólnej I 

więc mnożenie jest łączne. 

6 Nl· ech (a b ) (a b ) E S Wtedy a2 • Q:l. - a2 · a l  - a l · a2 -
Q:l. . a 2 

. l , 1 ,  2 , 2 · b2 bl - b2 · b l  - b1 ·b2  - bl b2 ' 
więc mnożenie jest przemienne. 

7 .  Niech (a , b) E S. Wtedy % · 1 = % . t 
elementem neutralnym mnożenia. 

oraz 

a · l 
b-T % '  czyli 1 j est 

więc mnożenie jest rozdzielne względem dodawania .  

9 .  Niech (a , b) E S będzie takie , że k =I O .  Wtedy, jak wiemy a =I O ,  
więc (b , a) E S oraz % . � = �"a = t = 1 , bo a , b =I O .  Stąd 

( % ) - 1  = � 
Z 1 · ·9 wynika zatem, że (Po , + ,  . , O ,  1 )  jest ciałem. 

Niech f :  P --t Po będzie funkcją daną wzorem f (a) = I dla a E P. 
Dla a , b E P : f (a) = f (b) <=} I = f <=} (a , 1 )  f"V ( b , 1 )  <=} a · 1 = b · 1 <=} 
<=} a = b. Zatem f j est różnowartościowe . Ponadto f ( l )  = t = 1 oraz 
dla a , b E P :  

a + b a b 
f (a + b) = -1- = 1 + 1 = f (a) + f (b) 

a · b  a · b  a b 
f (a · b) = -

1
- = :t:l = 1 · 1 = f (a) . f (b) .  

Zatem f jest zanurzeniem pierścieni .  Stąd dla a E P można doko
nać utożsamienia: a 

a = -
- 1

· 
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Ciała i ich własności 1 1 9  

Przy tym utożsamieniu P j est podpierścieniem ciała Po . Dla O #- b E P 
mamy, że i = ( t ) - l = b- l , więc dla a E P j est % = T ' i = a · b- l , stąd 
Po = {a . b- l : a ,  b E P, b #- O} ,  czyli Po jest ciałem ułamków dla P. 
Ponadto dla (al , bl ) ,  (a2 , b2 ) E S mamy, że �� = � {::} al . b2 = a2 . bl , 
bo �: = �: {::} (al , bd rv (a2 , b2 ) {::} al . b2 = a2 . bl . 

Jeżeli L j est ciałem, to ciało ułamków pierścienia L[x] oznaczamy 
przez L(x)  i nazywamy ciałem funkcji wymiernych zmiennej x nad 
cialem L .  Wówczas L j est podciałem L(x) , skąd ch (L(x) ) = ch(L) . 
Ponieważ l , x ,  x2 , . . . są liniowo niezależne nad L i należą do L (x) , więc 
(L(x) : L) = 00 .  Podstawiając L = Zp uzyskamy stąd , że istnieją 
ciała nieskończone dowolnej dodatniej charakterystyki . 
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Rozdział 1 5  

Rozszerzenia algebraiczne 
ciał 

Twierdzenie 1 .  Gdy K � L � M są cialami oraz (L :  K) = T E N 
i (M : 4 = s E N, to (M : K) = T . 8 .  

Dowód. Niech al , . . .  , ar E L będzie bazą L nad K oraz niech 
bl , . . . , bs E M będzie bazą M nad L. Udowodnimy, że 

{ai . bj : 1 � i � T, 1 � j � 8 } 

j est bazą M nad K. W tym celu weźmy dowolne Cij E K, i = 1 , . . .  , 8 ,  
s r 

,j = 1 ,  . . . , T  takie , że 2: Cijaibj = O .  Wówczas 2: (2: Cijai) bj = O .  
i ,j j=l i=l 

Elementy stojące w nawiasach należą do ciała L, więc dla j = 1 ,  . . . , 8  
r 

marny, że 2:Cij ai = 0 . Stąd z liniowej niezależności elementów al , ' " ,ar 
i=l 

wynika, że Cij = O dla i = 1 ,  . . .  , T .  Zatem Cij = O dla wszystkich i ,  j ,  
czyli elementy ai . bj dla i = 1 ,  . . .  , T, j = 1 ,  . . . , 8 są liniowo niezależne 
nad K. 'Weźmy teraz dowolne a E M. Wówczas istnieją  tl , . . . , ts E L s 
takie , że a = 2: tj . bj oraz dla j = 1 ,  . . . , 8 istniej ą  Clj , C2j , . . .  , Crj E K 

i=l  
r 

i= l  i ,j 

1 20 
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Rozszerzenia algebraiczne ciał 1 2 1  

dla i = 1 ,  . . . , r ,  j = 1 ,  . . . , s generują M nad K. Stąd mamy tezę. D 

Definicja 1 .  Niech K będzie podciałem ciała L.  Powiemy, że 
element a E L jest algebraiczny względem ciała K, jeżeli istnieje  nieze
rowy wielomian f E K[x] taki , że f (a) = O .  W przeciwnym przypadku 
element a E L nazywamy przestępnym względem ciała K. Ciało L 
nazywamy rozszerzeniem algebraicznym ciała K, gdy każdy element 
a E L jest algebraiczny względem K. 

Uwaga 1 .  Zauważmy, że x E K(x) j est elementem przestępnym 
nad K. 

Uwaga 2 .  Liczby zespolone a ,  które są elementami algebraicznymi 
względem ciała Q nazywamy krótko liczbami algebraicznymi. Liczbę 
a E re nazywamy przestępną, jeżeli a nie j est liczbą algebraiczną . Np. 
a = e i a = 7T są przestępne . 

Twierdzenie 2.  Niech K będzie podciałem ciała L i a E L .  Wów
czas a jest algebraiczny względem ciała K wtedy i tylko wtedy, gdy ist
nieje wielomian nierozkładalny f E K[x] taki, że f (a) = O .  Ponadto, 
gdy g E K[x] i 09 (0,) = O, to f I g w K[x] . 

Dowód. => Oczywiste. � Załóżmy, że a E L jest algebraiczny 
względem K .  Wtedy istnieje  niezerowy wielomian 1 E K[:r] najniższego 
stopnia taki , że 1 (a) = O. Stąd f tf- K i j eżeli w, u E K[x] są takie , 
że f = w . 'u ,  to O = w(a) . u (a) , skąd w (a) = O lub u (a) = O .  Bez 
zmniejszania ogólności można zakładać , że w (a) = O. Wówczas stU)  = 
st(w ) + st (u) ,  więc z minimalności s tU)  mamy, że st (w) = stU) . 
Stąd st( u) = O i u E K* . Zatem wielomian f jest nierozkładalny 
w K[x] . Niech teraz g E K[x] będzie takie , że g (a) = O. Wówczas 
istnieją  q ,  r E K[x] takie, że g = 1 . q + r i st(r) < stU) .  Stąd 
O = o9 (a) = 1 (a) . q (a) + r (a) = r (a) , bo f (a) = O ,  więc z minimalności 
stU) wynika, że r = O i g = f . q , czyli f I g. D 

W niosek 1 .  Gdy element a E L � K jest algebraiczny względem 
ciała K, to wielomian nierozkładalny 1 E K[x] ' którego a jest pier
wiastkiem, jest wyznaczony jednoznacznie z dokładnością do stałego 
czynnika. 
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122  Wykłady z algebry ogólnej I 

Dowód.  Jeżeli h , h E K[x] są wielomianami nierozkładalnymi 
w K[x] takimi, że h (a) = h (a) = O, to z twierdzenia 2 mamy, że 

fI I h i h I h , więc h rv h · Stąd istnieje  O =J- c E K takie , że 

h = c · h . D 

Gdy element a E L jest algebraiczny względem podciała K � L ,  
to stopieil wielomianu nierozkładalnego f E K[x] takiego , ż e  f (a) = O 
nazywamy stopniem elementu a względem ciała K, zaś f nazywamy 
wielomianem minimalnym dla a względem ciała K. 

Niech K będzie podciałem ciała L i a E L. Wówczas istniej e  
najmniej sze w sensie inkluzj i  podciało ciała L zawierające a oraz K. 
Oznaczmy j e  przez K (a) . Oczywiście K (a )  j est częścią wspólną wszyst
kich podciał ciała L zawierających K u  {a} .  

Twierdzenie 3 .  Gdy a E L jest elementem algebraicznym stopnia 
n względem podciała K � L, to: 

(i) K (a) = {bo + bl . a + . . . + bn- l ' an- l  : bo , bl , . . .  , bn- l  E K};  
(ii) Bazą K (a) nad K jest układ: 1 ,  a ,  a2 , . . .  , an- l ; 
(iii) (K(a) : K) = n .  
Dowód. Jeżeli n = 1 ,  t o  a E K i K(a) = K, więc teza jest 

oczywista .  Niech dalej n > 1 i niech f E K[x] będzie wielomianem 
minimalnym a względem K. Wtedy stU)  = n. Niech 

.M = { bo + bl . a + . . . + bn- l '  an- l : bo , bl , . . .  , bn- l E K} .  

vVówczas K � M i a E M. Jeżeli bo , bl , . . .  , bn- l  E K s ą  takie , że 
bo + bl . a + . . .  + bn- l '  an- l  

= O, to g (a) = O dla g = bo + bl . X + 
+ . . . + bn- l '  xn- l E K[x] ' więc z minimalności stU) mamy, że bo = 

= hl = . . .  = bn- l  = O .  Zatem elementy 1, a, a2 ,  . . .  , an- l  są liniowo 
niezależne nad K. Jeśli h E K[x] , to istnieją  ą ,  r E K[x] takie , że 
h = ą . f + r i st (r) < n, więc h (a) = q(a)f (a) + r (a) = r (a) E M. 
Zatem M = {h(a) : h E K[x] } . Stąd od razu mamy, ż e  M j est 
poclpierścieniem ciała L .  Weźmy dowolne bo , bl , . . .  , bn- l  E K takie , 
że bo + bl . a + . . .  + bn- l '  an-l =J- O .  Wtedy, j ak wiemy g = bo + 
+b] . x + . . . + bn- 1 . xn- l  =J- O i f jest nierozkładalny w K[x l .  Za
tem istnieją wielomiany u,  v E K[x] takie , że g . u + f . v = l, stąd 
g (a) . u ( a) + f (a) . v (a) = 1 ,  czyli gta) = u (a) E M. Zatem M jest 
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Rozszerzenia algebraiczne ciał 123 

podciałem ciała L zawierającym K U {a} . Niech N będzie dowolnym 
podciałem ciała L zawierającym K U {  a} . Wtedy 1 ,  a, a2 , . . .  , an- l E N 
oraz dla dowolnych bo , bl , . . .  , bn_l E K, bo + bl · a +  . . .  + bn_ l · an- l 

E N. 
Stąd lvI <;;;; N .  Zatem NI = K (a) i wobec powyższego 1 , a ,  a2 , . . .  , an- 1  
j est bazą K (a) nad K, czyli (K(a) : K) = n . D 

Twierdzenie 4. Element a E L jest algebraiczny względem pod
ciała K wtedy i tylko wtedy, gdy (K(a) : K) < 00 .  

Dowód. =} Wynika z twierdzenia 2 . {= Załóżmy, że (K (a) : K )  = 
= n < 00 ,  wówczas elementy 1 ,  a,  a2 , • . .  , an są liniowo zależne nad 
K oraz należą do K (a) , więc istniej ą  bo , bl , . . .  , bn E K nie wszystkie 
równe O i takie , że bo + bl . a + . . .  + bn . an = O, stąd g (a) = O 
dla O i= bo + bl . X + . . . + bn . xn E K[x] . Zatem a j est elementem 
algebraicznym względem ciała K. D 

Wniosek 2 .  Każde rozszerzenie skończone jest algebraiczne .  
Dowód. Niech (L : K) = n < 00 i a E L .  Wtedy K(a) <;;;; L, 

więc (K(a) : K) :( n, stąd wobec twierdzenia 4 a jest elementem 
algebraicznym względem ciała K. D 

Jeżeli al , . . .  , an E L :2 K, gdzie K j est podciałem ciała L ,  to 
istniej e  naj mniej sze podciało ciała L zawierające K U {al , . . .  , an } .  
Oznaczmy j e  przez K(al , . . .  , an) .  Łatwo zauważyć, że dla dowolnych 
al , . . .  , an , an+ l E L i dla dowolnego n E N, K (al , . . .  , an , an+l ) = 
= (K (al , . . .  , an ) ) (an+l ) .  

Wniosek 3 .  Gdy al , . . .  , an E L s ą  elementami algebraicznymi 
względem K <;;;; L, to K (  al , . . .  , an ) jest rozszerzeniem algebraicznym 
i skończonym ciała K.  

Dowód. Indukcja  względem n. Dla n = 1 teza wynika z twierdze
nia 4. Załóżmy, że teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech 
al , . . .  , an ,  an+ l E L będą elementami algebraicznymi względem K. Je
śli f E K[x] j est wielomianem minimalnym dla an+l względem K, to 
f E K(aj , . . .  , an ) [x] ' więc (K(al ' . . .  ' an ) (an+ l ) : K(al , . . .  , an ) )  :( 
:( (K (an+d : K) < 00, czyli (K(al , . . .  , an , an+ r ) : K (al ' . . .  , an ) ) < 00. 
Ponadto z założenia indukcyjnego (K(al , . . .  , an ) : K) < 00 ,  więc 
z twierdzenia 1 ,  (K(al ' . . .  ' an , an+ l ) : K) < 00. Stąd z wniosku 2 
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rozszerzenie K � K (al , . . .  , an+1 ) j est algebraiczne . O 

Wniosek 4. Niech K będzie podciałem ciała L .  Wówczas zbiór 
1\1 � L wszystkich elementów algebraicznych względem K jest podcia
łem ciała L zawierającym K. 

Dowód. Ponieważ każde a E K j est pierwiastkiem wielomianu 
x - a E K[x] , więc K � M. Niech a, b E !vI. Wtedy z wniosku 3 
K(a ,  b) j est rozszerzeniem algebraicznym ciała K,  czyli K(a,  b) � M.  
Zatem a-b  E M i % E M dla b t- O . Stąd z twierdzenia 3 z rozdziału 14 ,  
M jest podciałem ciała L . O 

Twierdzenie 5 .  Jeżeli ciało L jest algebraicznym rozszerzeniem 
ciała K i ciało M jest algebraicznym rozszerzeniem ciała L,  to ciało 
!vi .Jest algebr'aicznym rozszerzeniem ciała K.  

Dowód. Weźmy dowolne a E M. Wówczas istnieje  O t- f E L[.T] 
takie ,  że f (a) = O . Ale f = h + hx + . . . + lnxn dla pewnych 
lo , . . .  , ln E L oraz z wniosku 3 mamy, że (K( lo ,  . . . , ln ) : K) < 00 .  
Ponadto a j est algebraiczny nad K (lo , . . .  , ln ) ,  więc z twierdzenia 4 

mamy, że ( (K (lo , . . .  , ln ) ) (a) : K (lo , . . .  , ln ) ) < 00. Zatem z twierdze

nia 1 i z wniosku 2, a j est algebraiczny nad ciałem K. O 
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